Martin Schmidt Analysis I1 13. Februar 2020

Volker Eing

1. Ubung

1. Offene und abgeschlossene Mengen.

Sei (X, d) ein metrischer Raum. Zeige die folgenden Aussagen:

(a)
(b)
(c)

Beliebige Vereinigungen offener Mengen in (X, d) sind offen. (3 Punkte)
Beliebige Durchschnitte abgeschlossener Mengen in (X, d) sind abgeschlossen (3 Punkte)

Beliebige Vereinigung abgeschlossener Mengen in (X, d) sind nicht unbedingt abgeschlossen.
(8 Punkte)

2. Wie man aus Metriken weitere konstruiert.

(a)

(b)

(d)

(e)

Gegeben seien eine Metrik d : X x X — IR auf einer Menge X sowie eine monoton steigende
Funktion f:R§ — RJ mit f(z) =0 < 2z =0 und der Eigenschaft

Vt,s € RS : f(t+s) < f(t)+ f(s).

Zeige, dass dann
d: X x X =R, (z,9) = f(d(z,y))

eine weitere Metrik auf X ist. (8 Punkte)
Zeige, dass die Funktion f: R$ — IR, t %H die Voraussetzungen aus (a) erfiillt.
(4 Punkte)
Folgere aus (a) und (b), dass durch d(z,y) = lfl;gtd mit z,y € R eine weitere Metrik auf
IR definiert wird. (1 Punkt)
Seien z := (x;)ieN, ¥ := (¥i)iew Folgen in IR. Zeige die Konvergenz der Reihe
tr(e) =Y oyl
R A R
(1 Punkt)

Zeige mit Hilfe von (c) und (d), dass durch dr auf dem Raum (s) aller Folgen in IR eine
Metrik gegeben ist, (s) also ein metrischer Raum ist. Eine solche Metrik heifit Fréchet-
Metrik.

(8 Punkte)



3. Normen.

(a) Sei V ein Vektorraum mit Norm || - ||. Dann bezeichnet man die Menge {v € V| |jv|| =1}
aller Vektoren von V' mit der Norm 1 als Einheitskugel in (V,|| - []).
(i) Skizziere die Einheitskugeln von (IR, || - [[1), (R?,[| - ||2) und (R?, | - |loo)-
(8 Punkte)
(ii) Kann man an den Bildern aus (i) ablesen, dass diese drei Normen #dquivalent sind?

(Nur zum Nachdenken)

(b) Sei z € R"™. Zeige, dass die Maximumsnorm der Grenzwert der p-Normen ist, d.h.

2|00 = pli_{lélo lllp - (6 Punkte)
[Tipp: Ist © = (x1,...,2,) € IR™ gegeben, so dividiere man den Ausdruck fiir ||z||, durch

max{|ac1], R |xn|}]

(c) Sei a,b € IR mit a < b. Wir bezeichnen mit C([a,b],IR) den Raum der auf [a, b] stetigen
und auf (a, b) stetig differenzierbaren Funktionen [a,b] — IR, deren Ableitung sich stetig auf
[a, b] fortsetzen lisst. Ferner sei fiir f € C'([a,b],IR)

I£llo := sup{[f(z)| [ = € [a,0]} und [[f]l1 = [[fllo+sup{|f ()| € [a,b] } .

(i) Zeige, dass durch || - ||o und || - ||; zwei Normen auf C*([a,b],IR) definiert werden.
(6 Punkte)
(ii) Beweise oder widerlege: || - ||o und || - ||; sind zueinander dquivalent. (6 Punkte)

[ Tipp: Untersuche f(z) := sin (cx) mit ¢ > b{—ﬂa]

4. Grundlagen metrischer Ridume.

Belege die folgenden Aussagen durch jeweils ein Beispiel:

(a) Es gibt einen metrischen Raum, in dem jede Teilmenge zugleich offen und abgeschlossen ist.
(4 Punkte)

(b) Der Schnitt von unendlich vielen offenen Mengen ist im Allgemeinen weder offen noch
abgeschlossen. (4 Punkte)

Die Losungen sind bis spétestens Donnerstag, den 20. Februar 2020, 10:00 Uhr (Osteingang) in
den entsprechenden Briefkasten (Eingang A5-Gebéaude, Teil C) einzuwerfen. Welcher Tutorin, welchem
Tutor sie zugeteilt sind, klart sich spétestens anfangs der Woche vom 17.Februar. Bitte schauen Sie

dazu in das Portal?. Abgaben zu zweit sind erlaubt und erwiinscht.

Bemerkung: Falls die Tutorienverteilung am Mittwoch und Donnerstag iiber das Portal? bei Einzel-
personen noch nicht gegliickt ist, gibt es die Moglichkeit noch einmal in der Grofiibung am Mittwoch

dariiber zu sprechen.



