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37. Integralberechnung mit dem Satz von Fubini.

Berechne [(f - xa)du fiir die folgenden Mengen M C R? und Funktionen f: R?> — IR:

(a) M :=10,a] x[0,b], f(z,y):=2y> (4 Punkte)
(b) M :={(z,y) e R*|22 +y2 <1}, f(x,y) :=sin(z)+y+6. (4 Punkte)
(c) M:={(z,y) e R*|0<z<1lund Vz<y<1}, flz,y):=e¥. (5 Punkte)

[ Tipp: Man tiberlege sich, welche Integrationsreihenfolge die sinnvollere ist.|

38. Eine Lebesgue-integrierbare Funktion, die nicht beschrinkt ist.
Wir zeigen in mehreren Schritten, dass

1
f R—=R, z—~< V1—2a2

0 sonst

fir z € [0,1)

Lebesgue-integrabel ist, obwohl f(x) in der Nédhe von 2 = 1 nicht beschrinkt ist.

(a) Finde eine monoton wachsende Folge Lebesgue-integrierbarer Funktionen (nicht unbedingt
Treppenfunktionen) (f,,)nenw auf IR, die fast iiberall (punktweise) gegen f konvergiert.
(4 Punkte)

(b) Begriinde, dass f, fiir jedes n € IN Lebesgue-integrierbar ist und berechne [ f,, dpu.
(5 Punkte)

(c) Folgere mittels des Satzes der monotonen Konvergenz von Beppo Levi (Satz 12.22), dass f

Lebesgue-integrierbar ist und berechne den Wert des Integrals [ f dpu. (4 Punkte)

39. Eine Funktion, die nicht Lebesgue-integrierbar ist.

Es sei
T—Y .
f . IR2 N R, (I‘,y) s (af:+y)3 fUI' (xay) € ([07 1] X [07 1]) \ {(070)} )
0 sonst
(a) Berechne fol fol f(z,y)dydz und fol fol f(z,y)dzdy. (7 Punkte)
(b) Folgere aus dem Ergebnis von (a), dass f nicht Lebesgue-integrierbar ist. (8 Punkte)



40. Warnung vor bedenkenlosem Vertauschen von Integration und Grenzwertbildung.

Betrachte die Funktionenfolgen (f,,)neN mit

(@) fn:=2" Xon
(b) fa =7 X{1/n2/n
Man bearbeite jeweils fiir (a) und (b) die folgenden Punkte:

i) Skizziere die Funktionen f, fir n € {1,2,3}. (je 3 Zusatzpunkte)

ii) Zeige, dass die Funktionenfolgen (f,)nen aus Lebesgue-integrierbaren Funktionen bestehen

und fast iiberall gegen f = 0 konvergieren. (je 3 Punkte)

iii) Untersuche, ob
Jm [ =0

gilt. (je 2 Punkte)

iv) Gebe an, welche der Voraussetzungen des Satzes der monotonen Konvergenz von Beppo Levi
(Satz 12.22) und des Satzes der beschréankten Konvergenz von Lebesgue (Korollar 12.24)
erfillt bzw. nicht erfiillt sind und begriinde dieses. (je 2 Punkte)

41. Weitere Grenzwertaussagen fiir das Lebesgue-Integral.

Es sei (f,) eine Folge in L'(IR?), die fast iiberall gegen eine Funktion f konvergiert.

(a) Es existiere ein g € L'(IR?), so dass fast iiberall |f| < g. Zeige, dass dann auch f € L'(IR%)
ist. (8 Bonuspunkte)
[ Tipp: Man wende Lebesgues Satz der beschriankten Konvergenz (Korollar 12.24) auf die
Folge (gn), wobei

g(x)  fir fo(z) > g(x)
gn = max{—g,min{fn, g}}, dh. g(x) = fu(z) fir —g(z) < folz) < g(x)
—g(x) fir fo(z) < —g(z)
an. Die Formeln max{z,y} = 1(z +y + |z — y|) und min{z,y} = 3(z +y — |z — y|) fiir
z,y € R
(b) Es existiere ein h € L'(IR?), so dass fiir jedes n € IN fast iiberall |f,, — f| < h gilt. Zeige,
dass dann auch f € L*(IR?) ist und dass [ fdp = limy, oo [ fr dp gilt.
(6 Bonuspunkte)

[ Tipp: Man verwende zunéchst (a), um f € L*(IR%) zu zeigen und dann Lebesgues Satz, um

die Vertauschbarkeit von Integral und Grenzwert zu beweisen. |
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