Martin Schmidt Analysis I1 11. Mai 2020

Volker Ein
& Bonuszettel

1. Lineare Operatoren
Seien X # {0} ein normierter Raum und A, B : X — X lineare Abbildungen, mit AcB—Bo A =
1.

(a) Zeige, dass fur alle n € IN gilt (hier bedeutet B"™ das n—fache anwenden von B):
AoB"—B"oA=nB"""

(4 Bonuspunkte)

(b) folgere aus (a), dass mindestens eine der linearen Abbildungen A, B nicht stetig ist. [Tipp:
man schétze die rechte Seite der Gleichung aus (a) gewinnbringend ab. Benutze auferdem,

dass ||[A o B|| < ||A|l||B]| (7 Bonuspunkte)

2. Richtungsableitungen.

Seien X,Y Banachraume, U C X offen und f : U — Y differenzierbar in x¢. Fiir z; € X ist die
Abbildung z : R — X, t — x(t) = zo + txy differenzierbar mit 2/(¢) = 2.

(a) (i) Erldutere, warum es ein € > 0 gibt, sodass (—¢,&) C 7 [U]. (2 Bonuspunkte)
(ii) Zeige, dass die Abbildung (—e,e) — Y, t — f(xz(t)) bei t = 0 differenzierbar ist
und berechne die Ableitung [Per Definitionem stimmt diese Ableitung nun mit der

Richtungsableitung in z¢ in Richtung z; iiberein.| (3 Bonuspunkte)
(b) Sei

f:R? >R

2292 oyt .
$3y+x;/2 fiir = #0

(z,y) —
0 sonst

Diese Funktion ist offenbar fiir alle (x, y) mit x # 0, differenzierbar. Folgere aus Aufgabenteil
(a), dass diese Funktion nicht in (0,0) differenzierbar ist. (4 Bonuspunkte)

3. Extrema. Man untersuche die folgende Funktion auf lokale Extrema.
fla,y) =2 +y° + 3y

(6 Bonuspunkte)



4. Lagrangemultiplikatoren.

Sei
M= {(z,y) € R? | y* = o* — 2}

(a) Zeige, dass M kompakt ist. [Tipp: zeige zunéchst, dass |z| < 1 fiir alle (x,y) € M gilt.]
(5 Bonuspunkte)

(b) Weil nun M kompakt ist hat die stetige Funktion
fiR*= R (2,y) >y

ein Maximum und Minimum. Bestimme diese. [Achtung: auch mégliche Singularitéten der

3

Niveaumenge, also Punkte wo Vg(z,y) = 0, wobei g(z,y) = y* — 23 — 2* kommen als

mogliche Kandidaten fiir Extrema infrage.]

(9 Bonuspunkte)

5. Nullmengen.

(a) Zeige, dass das Bild f[A] einer Nullmenge A C IR? unter eine lipschitzstetigen Abbild
f : A — IRY cine Nullmenge ist. [Tipp: Zeige zuerst, dass wenn eine fiir die Menge A
entsprechende Folge von endlichen Quadern gefunden wurde, dass diese Quader auch oh-
ne Einschrankung als Wiirfel betrachet werden kénnen (d.h. dass alle Kantenldngen gleich
sind). Im zweiten Schritt ist es dann einfacher die Lipschitzstetigkeit unter || - ||o zu be-
trachten].

(9 Bonuspunkte)

(b) Sei nun f: U — IR? eine stetig differenzierbare Funktion einer offenen Teilmenge U C IR?
und A C U eine Nullmenge. Zeige, dass f(A) auch eine Nullmenge ist. (4 Bonuspunkte)

6. Lebesgueintegration.

Seien A? := {(2,y) € R* | 2,y >0 und x +y < 1} das Standard ”2-Simplex” und n,m € IN.

Berechne das folgende Integral:

" l’n_lym_1XA2d;L

(7 Bonuspunkte)
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