Seminararbeit: Stetige Abhangigkeit der Funktionen
Y1, Y2 von q € Lg([0,1])

Eda Turan, 1728647
Prof. Dr. Martin Schmidt
Universitat Mannheim

17.04.2025

Grundlagen

In der vorliegenden Seminararbeit moéchte man sich die Abhéngigkeit der Funktionen y,
und yo von g € LA(]0, 1]) anschauen.

Dafiir folgen erst mal einige Definitionen:

Skalarprodukt in LZ([0,1])
Das Skalarprodukt zweier Funktionen f, g € L4([0,1]) ist definiert durch

1
(r9) = | Fa)aa) de
0
Dieses Skalarprodukt macht LZ([0, 1]) zu einem Hilbertraum.

Starke Konvergenz
Eine Folge {f.}nen € L([0, 1]) konvergiert stark gegen f € LZ([0,1]), wenn

lim ||f, = fllz2 =0,
n—00

Il = ( [ @) ) b

wobei die Norm durch

definiert ist.
Schwache Konvergenz

Eine Folge {fn}nen € LZ([0,1]) konvergiert schwach gegen f € L4([0,1]), wenn fiir alle
g € L¢([0,1]) gilt:

lim fn g(x) do = / f(z
n—oo

Wichtige Abschatzung aus Theorem 1
1 n
Cular X )| < —exp (Tm VA Jo]) (lallva)"
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wobei Oy (2, A, q) = f[071]n Xo<ti<...<tnri=eCA(t1) [Timy sa(tivn — t) TTi q(t:) dty...dt,

Banach-Steinhaus Theorem

Sei X ein Banachraum und Y ein normierter Raum. Sei (7},),en eine Folge von beschréankten
linearen Operatoren T, : X — Y, sodass fir jedes x € X die Folge {T,,(%)}nen in Y
beschrankt ist, das heif3t

sup || T, (z)]| < oo fiir alle z € X
neN

Dann ist die Familie {7}, },,eny punktweise beschrénkt, das heifit,

sup ||T5,|| < oc.
neN

Mit anderen Worten: Jede punktweise beschrankte Familie von beschrankten linearen
Operatoren ist gleichméfig beschréankt.

Mithilfe dieser wichtigen Hilfssatze und Definitionen kann nun das folgende Theorem
bewiesen werden, welches behauptet, dass die Funktionen y; stetig von ¢ abhangen:

Theorem 5

Sei q,, € L4(]0,1]), m € N, mit g, — q im schwachen Sinne (d.h. Yy € L : (qm,y) —
(q,y)). Dann gilt: y;j(x, N, qn) — y;(x,X,q), j = 1,2, gleichmdfig auf beschrinkten
Teilmengen A C [0,1] x C.

Man nennt y; dann gleichmdfig kompakt.

Beweis: Annahmen: ¢, € L£([0,1]), m € N, mit ¢, = ¢, A C [0,1] x C beschrankt —
zu zeigen: |yp(x, A, gm) — v1(z, A, ¢)| = 0, m — oo (0.B.d.A. reicht es, die Aussage fiir y;
zu zeigen, da der Fall y, analog lauft).

(2.0, @) = 1@ A )] = fea(@) + D7 Cula, A ) = ea(@) = D7 Cal, A,g)|

n>1 n>1
Lin.
n>1
A
<Y 1Cu(@, A, gm) = Cul, A, q)|
n>1

Nun spaltet man die Summe in eine endliche Summe bis zu einem N € N und einer
unendlichen Summe auf, damit man auf den endlichen Term einen Konvergenzsatz kom-
ponentenweise anwenden kann:

Z ’Cn(xu )\7 QM) - Cn(xu )\7 Q)|

n>1
N o)
n=1 n=N-+1



(e}

<3 1Cu@ A ) = Calw A @)+ 3 (@A )] + 1Ca, A, )]

n=1 n=N+1

Als erstes mochte man sich hier die zweite Summe anschauen.
Es gilt nach Theorem 1, dass

Colr 0 0) < s (I VA Jo]) (lallva)"

und weiter wegen des Theorems von Banach-Steinhaus und der schwachen Konvergenz
von ¢, gegen ¢, aus der die Beschréanktheit (nach dem Monotonieprinzip fiir Konvergenz)
von ¢, und ¢ fiir jede Auswertung folgt, dass ein M > 0 existiert, sodass

lgll < sup |lgm|l < M < 00
meN

gilt. Zudem gilt in L% ([0, 1]), dass insbesondere z < 1 = y/z < 1. Aus der Beschranktheit
der Teilmenge A folgt, dass ein ¢ > 0 existiert, sodass exp <Irn V- |[E|> <ec.
Damit erhalt man insgesamt folgende Abschéatzung:

1 . M

Und weiter gilt dann fiir den gesamten zweiten Term:

[e.9] [e.9]

S (G h ] + G Agl < Y et M=z Y M

n=N+1 n=N-+1 ’ n=N-+1

Betrachtet man nun

MTZ
> T
n=N-+1
als die Differenz
0 Mn N n
n! _Z n!’
n=1 n=1

dann weil man aufgrund der Konvergenzeigenschaft von Exponentialreihen, dass fiir
N — oo die Differenz verschwindet.

Somit ist der zweite Teil der aufgespaltenen Summe kontrolliert und es muss nur noch der
erste Teil betrachtet werden.

Der Trick bei dem Term 3" |Gy, (2, A, gn) —C(, A, g)| ist, die Terme einzeln abzuschiitzen.
Da die Summe endlich ist, ist damit dann also auch die ganze Summe abgeschétzt. Dass
das N dabei beliebig grofl werden kann (damit der bereits betrachtete zweite Term beliebig
nahe an die 0 geht), dndert natiirlich nichts an der Endlichkeit der Summe, weswegen das
hier bedenklos termweise gemacht werden kann.

Definiere hierfur

Am = Cn<xa/\7Qm) - Cn(:v,/\,q)

fiir ein fixes n € N. Das Ziel ist es, zu zeigen, dass

Cn(x7 >\7 Qm) — Cn(xa )‘7 Q)
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fiir m — oo.
Man mochte zuerst den Ausdruck A,, in ein Skalarprodukt umschreiben:

Ap(z,\) = / Xo<ti<.<tu=eCa(t) [ [ saCtin = t)[] [ am(t:) — [ [ a(t:)] dta...dt,
=1

[0,1]" i=1 i=1
H )] dt...

n n
= / Xosti<.<turi=eea(t) [ [sa(tisr = t)[[ [ am
[0,1]" i=1

i=1

Definiere nun
n

D 1= Xo<ti<...<tns1=zCr(t1) H sa(tiv1 — ti),
i—1

dann lésst sich A,,(z, A) genau als das Skalarprodukt von p, y mit [ ', ¢ (t:) —TTi—; ¢(t:)
auffassen, also
A px Ay H Qm z

Die Schreibweise als Skalarprodukt ist nun hilfreich, um die Konvergenz von A,, gegen 0
zeigen zu konnen. Dafiir wird der folgende Satz verwendet:

n

Sei f, eine Funktionenfolge in einem Hilbertraum, die stark gegen eine Grenzfunktion
f im Hilbertraum konvergiert, sowie g, eine Funktionenfolge, die schwach gegen eine
Grenzfunktion g im Hilbertraum konvergiert, dann gilt fiur das Skalarprodukt:

(frm> Gm) — (£, 9)

Beweis:  (fu, gm) = (fon — [+ Fr0m) 2= (Foe = F+ Gm) + (f+ Gn)

Cauchy—Schwarz

= [ = SN - Mgl + CFr gm) = 0+ (fs gm) = (f5 9),

wobei die erste Konvergenz aus der Definition der starken Konvergenz von f,, und die
zweite aus der Definition der schwachen Konvergenz folgt. O]

Um den Satz also anwenden zu konnen, reicht es, zu zeigen, dass einerseits p,  stark
gegen eine Grenzfunktion konvergiert (wie genau diese Grenzfunktion aussieht, ist fiir die
gewiinschte Aussage irrelevant), und andererseits [[/_, ¢m(t;) schwach gegen T[], q(t;)
konvergiert, da dann die Differenz [/, qm(t:;) — [[/-; ¢(t:) schwach gegen g = 0 kon-
vergiert. Insgesamt erhilt man dadurch, dass A,, als Skalarprodukt gegen ein Skalarpro-
dukt mit einer Grenzfunktion und 0 konvergiert, welches wiederum wegen der Definitheit
0 ergibt, und erhalt dadurch die Aussage, die zu zeigen ist.

Man betrachte zunachst also p, ». Um diese Funktion abhangig von m € N zu machen,
damit man {iberhaupt Konvergenz zeigen kann, reicht folgende Uberlegung:

Wenn zu zeigen ist, dass |A,,(z, \)| — 0, ist das dquivalent dazu, dass sup 4 |A,,(x, )| —
0. Da A beschrinkt ist, ist der Abschluss A nach Heine-Borel kompakt. Die Funk-
tion A, (z, A) ist als Verkettung stetiger Funktionen stetig und damit nimmt sie fiir jedes
m € N nach dem Satz von Weierstrass auf A ihr Supremum an einem Punkt (x,,, \,,) € A
an.



Das heifit, es ist zu zeigen, dass |A,,(Zm, Am)| — 0.
Also betrachte man nun p,,, ,.. Es gilt:

n
Def.
prrh)\nL (tl’ 7t ) = X0<t1< Ltpt1= anC)\nL tl H‘S)\ i+1 t

i=1

Per Definition ist ¢y, (t1) = cos(v/Ant1) und somit |cy,, ()| < 1, analog |sin(v/ A (i1 —
)] < 1 und dadurch |sy(tiyg — 8;)] = |22 ’\\’;/(\t—;“_ti)” < C) (wegen der Beschranktheit
von A) sowie |[[i; sa(tiy1 — t;)] < Cs und natiirlich auch xo<¢ <. <ty 1=z, < 1. Daraus
folgt, dass p,,,..x,, beschrankt ist und wegen des Theorems der majorisierten Konvergenz
existiert eine Grenzfunktion p,« \«, sodass ||ps,. x, — Pz=a+|| — 0. Dies ist aber schon
exakt die Definition fiir starke Konvergenz von p,,, . gegen py« x-.

Es muss also nur noch die schwache Konvergenz von [[}, gm(t;) gegen I, q(t;) gezeigt
werden. Die Konvergenz von komplexen Funktionenfolgen ist aquivalent dazu, dass deren
Real- und Imaginarteile konvergieren, daher ist das Ganze aquivalent zur schwachen Kon-

vergenz von [ I, ¢m(t;) gegen [T, q(t:).

Zu zeigen ist also, dass Vy € L([0,1]) :

(T am®),v) = (] an(t:), ).

=1 =1

Da es aber relativ aufwendig wire, dies Vy zu zeigen, nimmt man einen geschickten Umweg
iiber Monome.

Die Idee ist, dass nach dem Satz von Stone-Weierstrass Polynome als Linearkombina-
tionen von Monomen dicht im Raum der stetigen Funktionen liegen, das bedeutet, dass
fiir jede stetige Funktion f auf einem kompakten Intervall [0, 1] und fiir jedes € > 0 ein
Polynom p existiert, sodass ||f — p|| < €, also lésst sich jede stetige Funktion auf einem
kompakten Intervall beliebig genau durch ein Polynom approximieren. Stetige Funktionen
wiederum liegen dicht im Hilbertraum L2 ([0, 1]"), also liegen durch Transivitit auch die
Monome dicht in diesem Hilbertraum. Daher geniigt es, die Konvergenzeigenschaft nur
fiir die Monome zu zeigen, denn dann lasst sich jede Funktion y im Hilbertraum beliebig
genau durch eine Linearkombination von Monomen approximieren und die Konvergenz
iibertragt sich auf den gesamten Hilbertraum.

Man betrachte also die Monome 5 - .. - tk» € R. Zu zeigen ist Folgendes:

n

qu Dt thy = ([T aCt) £t

i=1

Es gilt:

n

qu ; t’“l-...-tﬁn):/ [Tamt) -5 - - tindty. .ty

(0,1]™ 51

= / Gn(t1) - o Gua(t) -t - - thnat, L dt,
[0,1]



= / Gn(ty) -t - qu(t) - thndty . dt,
[0,1]

1 1
ungbh'/ / G (1) - 7 dbr g (t0) - £ dt,
0 0

1
z/ qm(tl)-t’fldtl.../ G (tn) - tFndt,
0 0
n 1
:H/ gm(t;) - thdt;
i=1"0

H<Qm(ti>7 th>

i=1
Nach Voraussetzung weifl man, dass ¢,, schwach gegen ¢ konvergiert, und somit kon-

vergiert [7, (gm(t:), t*) schwach gegen T, (a(t t;), thi).
Macht man jetzt alle Umformungen wieder riickgangig, erhélt man:

[T qu O ke

i=1

woraus die schwache Konvergenz von [, ¢m(t:) gegen []:—, ¢(t;) bzw. von []'_, gm(t:)
gegen [, q(t;) folgt.

Gemeinsam mit der starken Konvergenz von p,,, x,. gegen p,- x+ lasst sich also der oben
bewiesene Satz anwenden, der zeigt, dass A,, gegen 0 konvergiert, weswegen auch der
erste Term der aufgespaltenen Summe Z _1|Cn(x, X, gm) — Cr(, A, ¢)| kontrolliert ist:

A px)\aHQm 7

n

px A 0>:0

Zusammengefasst hat man also gezeigt, dass fiir j = 1,2 die Funktionen y;(x, A, g)
gegen y;(z, A, ¢) konvergiert, wenn ¢, schwach gegen g konvergiert, also héngen die Funk-
tionen y; stetig von g ab.
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