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1 Einfiihrung

In dem ersten Kapitel des Buches Inverse Spectral Theory wird versucht das Anfangswertproblem der Differen-
tialgleichung

(1) -y +aq@y=xy, 0<z<1
zu l6sen. Hierbei ist A € C und ¢ € L = L2[0, 1], dem Hilbertraum aller komplexwertigen, quadratintegrablen

Funktionen auf [0, 1].
Dafiir werden zwei Losungen y1 (z, A, q), y2(x, A, ¢) der Gleichung (1) konstruiert, welche die Anfangsbedingungen

y1(07 >\7 q) = yIQ(O’ )\7Q) =1

yi(oa A7 Q) = yQ(Oa )‘7q) =0

erfiillen. Es soll gezeigt werden, dass diese beiden Losungen Fundamentallosungen sind, das heifit, dass jede
andere Losung der Gleichung (1) als Linearkombination der beiden Lésungen y; und yo geschrieben werden
kann:

y(x) = y(0)y1(x) + ' (0)y2(x).

In Lemma 1.1 konnte gezeigt werden, dass fiir f € LZ und a,b € C die eindeutige Losung des Anfangswert-
problems
-y =Xy — f(z), 0<z<1

mit

durch

y(x) = acosViz +b

sin vz n /‘r sin VA (z — t)f(t)dt
0

VA 2

gegeben ist.
Geht man nun davon aus, dass unsere Fundamentallésung y; als Potenzreihe in q gegebn ist, also

yi(z, A, q) = Co(z, \) + Z Crn(z, A, q).

n>1

Durch zweifaches Ableiten der Potenzreihe und Induktion ergibt sich folgende Darstellungen der Koeffizienten
fiir y;:

(2) C’n(:r,)\,q):/ ex(t) [ [lsa(tiva — ti)q(t:)dty...dty.

OStlgmgthrl:I i=1

Die selben Schritte sind fiir yo gleich und wir erhalten fiir

ya(z, N, q) = sx(x) + Z Sp(x, A, q)

n>1

folgende Darstellung der Koeffizienten S,,:

n

(3)  SulwAa) = / sx(t0) [[lsx(sx — to)a(t)dt.dt.

0<t1<...<tny1=z i=1



2 Wichtige Definitionen und Satze

Definition Hilbertraum. Ein Hilbertraum ist ein reeller oder komplexer Vektorraum H mit einem Skalarpro-
dukt (u,v) der vollstandig beziiglich der durch das Skalarprodukt induzierten Norm ist.

In dieser Arbeit betrachten wir den Hilbertraum iiber die komplexwertigen quadratintegrierbaren Funktionen
L% mit dem Skalarprodukt

1
(f.9) = / f(OgEydt

und dementsprechend der Norm

111 = /{5 )

Schwarzsche Ungleichung. Fiir f,g € L<2c mit dem obigen Skalarprodukt gilt folgende Ungleichung:

< ([wera) ([wra).

(@, y) <l - [lyll-

’ [ @) g

Im reellen Fall gilt fiir x,y € R

Transformationsformel. Seien U,V C R? offen und ¢ : U — V ein C'-Diffeomorphismus. Eine Funktion
f 'V — R ist genau dann integrierbar, wenn (f o ¢) - |det Dp| : U — R integrierbar ist. Ist f : V — R
integrierbar, so gilt:

/ F(0) dpin(y) = / F(o(@) - | det Dg()| djun (),
174 U

wobei Dy(z) = J,(x) die Jacobi-Matrix ist.



3 Vorbereitung

Bevor wir mit dem Beweis beginnen, versuchen wir einige Abschétzungen und Rechnungen vorzubereiten.
Zu aller erst schitzen wir cy(x) und sy(z) fir 0 < z <1 ab:
lex(@)] = cosv/Aw = g3 VA < L (VA" 4|t
aufgrund der Dreiecksungleichung. Da \ € C, kénnen wir v/\ umschreiben zu vA = a + b fiir a,b € R:
%(‘eiﬁﬂ +lem iV = %(lei(a+ib)z| L+ |emilativa)) — %(|eiaw—baz| 4 |emiantbe)y — %(|eiame—bx| +Jemiowebe))
_ %(|eiw”@_bw| + |eiae||ebe|

Mit der Eulerschen Formel erhalten wir e'*®* = cos ax + i sin ax, also

|e'®| = | cos ax + isinax| = Veos? az +sin?az = V1 = 1.

Das selbe gilt auch fiir e=%®  deshalb:

1(|eiaa:||efbm| + |efiaw||ebw| _ 1(|efbw| + ‘ebe _ 1(6717:1; +ebz) < 1(e|7bz| + €|bz\) _ 1(6|b\w +e\b|gc) _ e\b|:c
2 2 2 2 2
_ mD)e

Integrieren wir ¢y (¢) von 0 bis x erhalten wir

v v sin v/t ’ sin vz
/OCA(t)dt:/o cosﬁtdt:[ iy ]O: 5y = sa(x)

Diese Gleichheit nutzen wir, um sy (z) abzuschétzen:

|s>\(x):’/ cx(t)dt‘g/ |cA(t)|dt§/ e\fmmﬂtdtg/ T/l gy
0 0

0 0

_ IR /m 1dt = Tl [t _ Jm( VDl < (JIm(VDe,
0

Als néchstes Betrachten wir folgendes Integral:

/0 [T latt)dty...dt.

St Stnp1=z ;1

Uns interessiert besonders, wie sich der Wert des Integrals unter Permutation des Integrationsbereichs verdandert.
Sei dafiir o € S, eine Permutation aus der Symmetrischen Gruppe mit

o:{l,..n} = {1,..n}, k— o(k).
Dann ist die Abbildung
G {(tlntn) €10,2]" 1 0<t; < . <ty < at = {(t,nty) €10,2]" 0< ty < .. < t, < 2},

(tl, ey b)) (tg(l), ...,tg(n)) =:(S1,...,Sn)

ein C'-Diffeomorphismus. Die entsprechende Jacobi-Matrix ist gegeben durch Dy = (gf;) ,i,7 =1,...,n also
gerade die Permutationsmatrix
€o(1)

€o(n)



wobei e, ;) der Einheitsvektor ist mit 1 an der Stelle an der o i abbildet und sonst 0. Diese Matrix unterscheidet
sich insofern von der Einheitsmatrix, dass die Zeilen miteinander vertauscht wurden. Aus den Eigenschaften
der Determinante folgt also, dass det D¢ = £1 und somit | det Dy| = 1. Dann gilt also nach der Transforma-

tionsformel
n

/H |q S |d51 ds, = / H |q(tl)| - 1dty...dt,,
0

i=1 <ti1<...<tny1=z i=1

wobei § = {(s1,...,8,) € [0,2]" : sx = tom), k =1,..,n}. Daran konnen wir sehen, dass sich der Wert des
Integrals unter beliebiger Permutation des Integrationsbereichs nicht verandert.

Wir kénnen die Menge [0, 2]™ umschreiben zu der Vereinigung
0, 2]" = Ug,e5,1(to, (1) - to; (1) € 0,2]" : 0 <ty <. <ty = )

Diese Unterteilung ist jedoch nicht disjunkt, wenn mindestens ein paar von mindestens zwei t gleich ist, sprich
t; =t,4,j € {1,...,n},i # j. Betrachten wir jedoch nochmal das Integral

0<t1 <..<tpt1=2x i=1
sehen wir, dass sich dieses unterteilen lasst in die Integrale
/ [T la(tldtr -ty + /] H la(t:)|dty...d,.
0

< <..<tp<tn41=T ;1

wobei B = {(t1,...,t,) € [0,2]" : 3i,j € {1,...,n},i #j t; =t;}. Da B aus abzihlbar vielen Punkten im Raum
[0, z]™ besteht, und das Integral iiber jeden dieser Punkte O ergibt, ist das Integral iiber die ganze Menge B
gleich 0. Also ergibt sich, dass

n
/0<t1<,,.<tn+1—x 11;[1 la(t:)ldtr..din = /O<t1<...<tn+1 =z 21_[1 la(t:)ldh..
ist. Die Menge [0, 2]™ konnen wir also weiter unterteilen in die Vereinigung
[0,2]" = (Uses, {(tos(1)s - tos(n)) €[0,2]" 10 <ty < ... <tpy1=x})UB
Sei S; = {(s1,...50) € [0,2]" : sx = to,(k), 1,...,n}, dann ist

/ TTla(t)dtr ., -/
le S

)

H ‘Q(Sl,i)|d81,1“-dt1,n + ...+ / H |q(5n!,i)‘dsn!,1~-~d5n!,n

1i=1 St =1

Wie wir oben gezeigt haben sind die Werte aller Integrale {iber S;,7 = 1, ..., n! gleich, daher ist

/ H|q(ti)|dt1...dtn:n!/ H|q V| dty...dt,,
[0,z]™ ;4 0

<t <..<tp41= ;1

da es genau n! Permutationen in S,, gibt.



4 Theorem 1.1

Nun konnen wir damit beginnen das Theorem 1.1 zu behandeln.

Theorem 1.1. Die Potenzreihen fiir y;(x, A, ¢) und y2(x, A, ¢), dessen Koeffizienten durch (2) und (3) gegeben
sind, konvergieren auf einer beschrinkten Teilmenge von [0, 1] x C x L¥ gleichmiBig gegen die eindeutige Losung

des Anfangswertproblems:
-y +ql@)y=2Xy, 0<z<l,

mit

yl(ov)‘aQ) = y/2(07)‘7q) 1
y; (07 )\7 q) = 92(07 )‘a Q) =0.

Des weiteren erfiillen sie folgende Integralgleichungen:

y1(z, A q) Cosﬁgch/OgESM\/(;_t)

_ sinvz T sinvA(z — t)
y2(x7)‘?q) - \/X +A T

q(t)y1(t, A, q)dt,

q(t)yQ (t7 )\a Q)dt>

sowie die Abschétzung
[y1.(2, X, 9|, [y (2, A @)| < exp (ImV [z + [lq]| Vo).

Proof. Wir zeigen den Beweis zuerst nur fiir ;. Man betrachte die Koeffizienten C,, der Potenzreihe von y,
welche durch (2) gegeben sind:

Cn(x,)\,q) = / H S)\ 1.;,_1 —t (tz)}dtldtn
0<t;: < <tn+1:az i=1

Wir schatzen nun eine obere Schranke ab:

n
Cute )l = [ 00 TTisa(tier — t)a(t)]de s,
0<t1<..<tpt1=x =1
n
S/ lea(ta |H|5>\ it1 — ti)q(t;)|dty...dty,.
0<t1<..<tpy1=7

Jetzt nutzen wir die Abschétzungen fiir ¢y (x) und sy (z), die wir vorbereitet haben:

</O<t e leXp(IIm(\f/\)ltl)lHlexp(lfm(\f/\)l(tm—ti))IIQ(ti)ldt1-~-dtn

:/ exp([Tm(VA) - exp(—Tm(VN)t) - . - exp([Tm(v N [fns1) H|q V\dty...dt
0<t1< o <tni1=x

= exp(|Im(\A)|x)/ H lg(t:)|dty...dt,.

0<t1 <. Stny1=a ;7

Hier haben wir benutzt, dass exp(t;+1 — t;) = exp(ti+1) - exp(—t;)) und t,,41 = .

Das Integral das wir in der letzten Zeile herausbekommen haben ist genau das, welches wir in der Vor-
bereitung untersucht haben. Dort haben wir herausgefunden, dass sich der Wert dieses Integrals nicht unter
Permutation des Integrationsbereichs dndert. Des weiteren haben wir bestimmt, dass wir das Integral um-
schreiben konnen zu:

lq(t:)|dty...dt, 7/ lq(t:)|dty...dtn.
/0<t1< <tn+1—ac1_[1 v H 1

Da die Integrale nun alle voneinander unabhéngig sind und der Integrand fiir alle Integrale gleich ist, ergibt

sich:
1 n 1 T n
mﬁwgmmwwmﬂﬁémwﬂ



Betrachten wir nur das Integral, konnen wir dieses Umschreiben zu

/Ow la(ldt = / 4] Xto.a1dt = (a(®)]. xj0.7) < M@l - 0.0 = < / 1 Iq(t)|2dt)% ( / 1 X[Qovx]dt)é
- /Olq@)q(t)dtf (f 1><[o,z])% ~lal ([ 1dt)5 lall (2)* = llallv.

1, fallst e [0,xz]
0, fallst ¢ [0,x]
Damit erhalten wir insgesamt die Majorante der Koeffizienten C,,:

Dabei ist x[0,2)(t) = und die Scharzsche Ungleichung fiir reelle Funktionen wurde benutzt.

Cn(z, A, )] < %exp(lfm(ﬁ)lx)(llfﬂlx/f)”

Die Reihe iiber die Majoranten M,, ist dann gegeben durch:

S Lesp(rm(v D) (lalva)" = esp(rm(vA) ) S LIV _ o () o) - explalvE)
n=o" n=0 :

= exp([Im(VA)|z + |lql|v/z).
Dadurch erhalten wir sofort die Abschétzung

o0

(@A, q) = Co(, \) + Y Culw, \g) < ) % exp([Im(VA)|z)(la|va)" = exp(ITm(V)|z + [|ql|V/z).

n>1 n=0

Auflerdem gilt somit nach dem Weierstrafl-Kriterium, dass unsere Potenzreihe von y; auf beschriankten Teil-
mengen von [0,1] x C x L2 gleichmiBig gegen eine stetige Funktion konvergiert.

Zeigen wir nun die Integralgleichung. Betrachten wir dazu nochmal die Potenzreihe und setzen die Koeffizienten,
welche durch (2) gegeben sind ein:

y1(z, A, q) = ex(x —|—ZC (z, ), q)

n>1

_C)\ —I-Z/ S)\ il'—t Cn,1($7)\,q>dt

n>1

x
:cA(m)—i—/ sx(z —t)q ZCnlx)\q dt
0

n>1

:C/\(m)—l—/ sx(z—t)q(t) —|—ZC (z, N\ q) | dt
0

n>1

—ox(z) + /0 " (@ — (B (A, g)dt.

Wir durften die Summe und das Integral tauschen, da unsere Reihe gleichméBig konvergiert.
Lemma 1.1 sagt uns, dass die eindeutige Losung von

mit
gegeben ist durch
y(z) = acx(z) + bsx(z) + / sx(z —t)f(t)dt.
0

Wir betrachten gerade die Gleichung —y” 4 ¢(z)y = Ay beziehungsweise —y” = Ay — ¢(x)y mit den Anfangs-
bedingungen y1(0) = 1 und 3} (0) = 0 und y2(0) = 1 und ¥5(0) = 0. Dann ist nach Lemma 1.1 die Losung der
Differentialgleichung mit f(z) = g(x)y1 gegeben durch:

ex(z) + / " ox(@ — g(@) (z. A, q)dt



was genau unserer obigen Integralgleichun entspricht. Damit haben wir gezeigt, dass die Integralgleichung unser
Anfangswertproblem 16st. Zuletzt wollen wir die Eindeutigkeit der Losung zeigen. Dafiir nehmen wir an, dass
es eine weitere Losung g7 von (1) gibt, die die selbem Anfangswertbedingungen wie y; erfiillt. Dann gilt nach
Lemma 1.1,

() = ex(z) + / "ol — gty (1)t

Definieren wir v nun als die Differenz beider Losungen:

(o) i= i = er(o)+ " s 1)a(t)y (£)di—cx () + / "o )q(t) ()dt = / " ox@—0)qt) (s (6) i (1)) dt

_ /O sx(@ — Da(t)o(t)dt.

Mit der Schwarzschen Ungleichung fiir komplexwertige quadratintegrierbare Funktionen erhalten wir die Ab-

schatzung

x 2 1 2

; sx(z —t)q(t)v(t)dt ; (sa(z = 1)g()) (v(t)x[0.2))dt

< (/01 ENE: —t)q(t)|2dt) (/01 v(t)X[OJHth)
- /0 |sx(z — t)q(t)[*dt - /0 |o(t)|?dt

Das erste Intgeral ldsst sich noch nach oben abschatzen durch:

o) =

’ _ Y 2 2 ‘ 2 25, 2 ’ 2
| s =taPa = [ jsa@ = oFfo@Pa < [ max 150l = max 1) [ laoPa

2
— _ 2 2 _
= s, 5(6) (( [ awpar)” ) = max |3l =

Betrachten wir nun die nichtnegative Funktion e=** [ [v(t)|?dt mit der nicht positiven Ableitung:

2 (e—“ /Ox v(t)|2dt> = e /0 fu(t) 2dt + [u(x)[2e
= (|v(m)|2 - c/ox |v(t)2dt) :

Diese Funktion ist nicht positiv, da e™“* strikt positiv und der Wert in der Klammer durch die oben gezeigte
Ungleichung auf [0,1] nicht positiv ist. Berechnet man den Wert der Funktion an der Stelle 0, so erhiikt man:

0
676'0/ lu(t)|?dt = 0.
0

Da die Funktion auf [0,1 |nicht negativ ist aber auch nicht steigt, und stetig ist, muss sie somit auf dem ganzen
Intervall [0,1] gleich 0 sein. Da der Term e~ “* nicht 0 sein kann muss dafiir also fox lo(t)[?dt = 0, fiir alle
x € [0,1] gelten. Da der Integrand strikt positiv ist muss muss also v(t) = 0 fiir alle ¢ € [0, z] fur alle z € [0, 1]
gelten. Damit haben wir gezeigt, dass y; = g1 gilt, und somit die Losung eindeutig ist.
Wir schauen nun, wie sich die einzelnen Schritte unterscheiden, wenn wir yo betrachten. Die Potenzreihe von
Yo ist gegeben durch

ya(z, A, q) = sx(z +ZS (x, )\, q),

n>1

wobei

Sn('r7 Aaq) = / H SA H‘l — t ( )]dtldtn
0<t <. <tn+1:m i

Die Majorantenabschitzung von S,, ist somit gleich, da wir lediglich |cx(z)] < exp([Im(vV/A)|z), 0 <z <1
benutzt haben. Wir haben jedoch gezeigt, dass diese Abschitzung auch fiir sy (z) gilt, somit sind die weiteren
Schritte analog. Damit erhalten wir, dass auch die Potenzreihe von y, auf beschrankten Teilmengen von
[0,1] x C x L?C gleichméfig gegen eine stetige Funktion konvergiert.



Es ergibt sich aulerdem die selbe Abschatzung fiir |ya(z, A, ¢)].
Um die Integralgleichung zu zeigen, betrachten wir

yQ(-T, )‘7 q) = S)\(IZ') + Z Sn(sa )‘a Q)

n>1

= 8,\(:’3) + Z Ax S)\(LE - t)‘](t)snfl(mv /\7 q)dt

n>1

~ @)+ | e - 0at) | 3 Suia(eha) | dt

n>1

=sy(z) + /Ox sa(z — t)q(t)y2(z, A, ¢)dt.

Fiir die Eindeutigkeit der Losung nehmen wir wieder den selben Ansatz, dass wir annehmen, es gibt eine weitere
Losung 95 die die selben Anfangsbedingungen erfiillt und durch Lemma 1.1 gegeben ist durch

Jo(x) = sx(x) + /Om sx(x — t)q(t)ga(t)dt.
Wir betrachten wieder die Differenz beider Losungen:
w = Y2 = Yo
_ /0 " (@ — D (t)dt.

Wir konnen alle weiteren Schritte fiir y; analog tibertragen und erhalten das selbe Reslutat, dass die Losung yo

eindeutig ist.
O
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