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Theorem 3 (Basic Estimates). Auf [0,1] x C x L% gilt:
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Beweis.
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Wir wollen durch eine bessere Abschétzung von |sy(x)| die |Cy(z, A, q)|
genauer abschitzen.
Sei z = VX Fiir jedes z € C existieren a € R und b € R, sodass gilt:
z=a+1ib.
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Durch die bessere Abschétzung von |sy(z)| folgt durch Betrachtung der
Integralgleichung von C,, die verbesserte Abschétzung der |C,(z, A, q)|:

Co(@, X, q)] exp(Imv/Az) (/[ V)"
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Es folgt also:
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Wir gehen analog zur ersten Ungleichung vor:

y2(x> )‘7q> - %

Durch Betrachten der Integralgleichungen von C),, und S, kénnen wir
|Sn(z, A, q)| wie folgt abschitzen:

1

Daraus folgt die zweite Ungleichung:

Z|S m)\q|<z\/_|0 (x,\,q)| = M|exp<|1m\/—|x+||q||\/_>
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Wir haben folgende Integralgleichung fiir y; gegeben:

y1(x, A, q) = cos Vz + /Ow M%q(t)yl(t, A, q)dt

Durch Ableiten nach z erhalten wir:

i (z, N, q) = =V Asin(VAz) + /Om cos(VA(x — 1))q(t)y1 (¢, N, q) dt

& yi(z, )\ q) + Vasin(Vz) = /1 cos(VA(z — 1))q(t)y(t, A, q) dt

0

Wir verwenden die Abschitzungen
2w, 0)] < exp (|Tm VAL + [lg]| V)

und
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Daraus folgt:
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Wir haben folgende Integralgleichung von yo(z, A, q):

Ya(z, A, q) =

S / SOVNE 1) (6, g)

a Va

Durch Ableiten nach x erhalten wir:
yh(z, X, q) = cos V Az + / cos VA(z — t)q(t)ya(t, N, q)dt (1)
0

Wir verbessern die Abschitzung von ys durch die verbesserte Abschitzung
von |sy(x)| wie folgt:

e A )] < —resp (|1 VA 4l 7) )

da
ya(x, A, q) = sa(z +anx)\q (3)

n>1

also s)(z) in jedem Term von ys vorkommt. Analog zur dritten Ungleichung
setzen wir die Abschitzungen von y, und cy(z) ein:
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Definition Landau-Symbol Die Notation g(x) = O(f(x)) bedeutet,
dass es Konstanten C' < oo und zy < oo gibt, sodass fiir alle z > x gilt:

9(@)] < C1 (). (@
Theorem 4
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wobei



Beweis.
Im ersten Schritt zeigen wir folgende Abschétzung:

exp(| Im vV/A|z)
1(z, A, q) = cos Vx + Cu(z, A\, q)+ O ( p(l! NI ) . (5
e B Ol VoY

Wir wissen bereits:

y1(z, A\, q) = cos Vz + Z Cu(z, A, q), (6)

n>1

y1(z, )\, q) = cos VA + Z Culz, A q) + Z Chn(z, A, q). (7)

n>N+1

Den letzten Term schauen wir uns jetzt genauer an.
Wir haben bereits folgende Abschétzung aus Theorem 1:

Gl A, )| < x| T VAL (gl /)" Q

Wir betrachten wieder die Integralformel von C,,(x, A, q):

il A, g) = / \(t) HSA o — gkt - db. (9)
0§t1§--~§tn<$

Man sieht schnell, dass das n-fache Produkt von s, in C), vorkommt, wes-
halb durch die Abschétzung von |s,(t)| folgende Abschitzung von |C,(z, A, q)|
folgt:

|Cl2, A, @) < = exp(| Im VA|z) (llql|v/)". (10)
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Wir erhalten also:
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Daher existiert eine Konstante C' < oo, sodass gilt:

S (Cula )] < Cexp‘%vf'x)- (11)

n>N+1

Damit haben wir die Abschitzung von oben gezeigt.

Die bisherige Abschitzung der Summe der C), ist noch nicht sehr niitzlich,
da die C), ziemlich kompliziert sind. Deswegen werden wir jetzt C; und C,
genauer betrachten.

Wir haben folgende Integralgleichungen gegeben:
Cile ) = [ et)n(e — talti)dr, (12)
0

Cy(z, N\, q) = /Ox sx(x —t1)q(ty) /0 1 ex(ta, A, q)q(te)dtadty . (13)

Ci(xz, N\ q) = % /Ox cos V Aty sin VA(z — t1)q(t1)dty
1 T .
= m/0 (sm VAz + sin VA (z — 2751)) q(t1)dty

invA
= St \/_l’ / (tl dtl + —/ Sln\/_ lL‘ — 2t1> (tl)dtl
2vVA Jo
Um von der ersten Zeile in die zweite Zeile zu kommen, verwenden wir
die trigonometrische Identitidt 2sinacosb = sin(a + b) + sin(a — b). Durch
partielle Integration des zweiten Terms erhalten wir:

Ci(z, A\ q) = Sig\/\/g‘x Or q(ty)dt; + % cos VAz(q(x) — q(0)) — % /Ow cos VA(z — 2t1)q/ (t)dt.

Nun betrachten wir den dritten Term:

1 €T
—— | cosVA(z — 2t)q (t1)dt;.
YA

Durch partielle Integration erhalten wir:

_ _ﬁ ({61’(151)2\1/X sin VA(z — 2t1)}: - /Om 2\15 sin VA(z — 2t1)q’/(t1)dt1)
_ ! ((q’(x) + ¢(0)) sin Vaz — /m sin vV \(z — 2t1)q”(t1)dt1) .

{)\3/2 0
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Wegen der obigen Abschitzung (5) ist das gerade:

IV )+ 410) + 0 (exm"fﬁf'“) |

Damit ergibt sich schlieflich:

Ch(z, A q) = sin \/Xx /01’ A0t + cos4\<xx (q(x) = ¢(0))

2v/\
exp(|Im mx)) |

_ %(q/(:p) +q(0)+0 ( WL

Jetzt betrachten wir Cs:

T t1
Co(z, N, q) = / Sx(z — tl)Q(tl)/ Ci(ta2, A, q)q(ta)dtadt,
0 0

= % /Ox sin VA(z — t1)q(ty) (% /Otl cos VMo sin VA(t — tQ)q(tQ)dt2> dt,

A

Wir verwenden wieder die trigonometrischer Identitit: 2 sin a cos b = sin(a+
b) + sin(a — b) und erhalten:

1 x t1
= - / sin \/X(.T - tl)g(tl) / sin \/X(tl - tg) COS \/XtQQ(tz)dthtl
0 0

L . VA(z — ty)q(ts) (/t2 sin vV Aty + sin VA (ty — 2t1)q(t1)dt1) dts

20 /o 0
to
0

1 X
- / sin VA — £2)g(ts) sin VAt / o(t)dbrdts
0

1 x to
—+ 5 sin \/X(Z' - t2>q<t2) / sin \/X(tg - 2t1)Q(t1)dt1dt2
0 0

=I+1I

Nun wenden wir folgende trigonometrische Identitdt auf den ersten Term
an: 2sinasinb = — cos(a + b) + cos(a — b)
1 x to
I= ﬁ sin \/X(l' — tQ)q(tQ) sin \/th / q(tl)dtldtg
0 0
1

T '
= (— cos VA + cos \/X(a: — 2t2)> q(t2) / q(ty)dtydt,
0 0

cos Vi [® t2 1 /[ ta
= — / q(t2) / q(t1)dt dty + — / cos \/X(x — 2t9)q(t2) / q(tq)dt1dts.
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= - ) [ gt
0 0
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_ _C"Sfx <[Q(t2)Q(tz)]3 - /OIQ@?)W?)‘M)

=g @)
VI = % /Ox VA(z — 2t5)q(t )/0 q(t1)dtydts
1[-1 t2
= [m sin VA(x — 2t2)q(t2)/0 q(t1)dt;

+ /01’ 2\1/X sin vV Az (q’(tz) /j q(tl)dt1> dt2:|

_ _% [sin Ve <q(:v) /0 ’ q(tl)dtl) + 2\1& sin vz <q'(t2) /0 § q(tl)dtl) dtQ}

0 oxp(|Tmv/A )
VAR

Durch weiteres partielles Integrieren erhalten wir

I — % Oxsm VA = t2)q(t) (/0 sin V(s — tl)q(tl)dt1> dts

_0 eXp(]Im\/X]x)
VAP

B cos V Az A v 2 exp(|Imv/\|z)
= O A g) =~ Y 5(/0 q(tg)) dt+0< 3 )
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Die Abschitzungen mit den Landau-Symbolen kénnen wir wieder auf-
grund der Gleichung (5) machen, die wir oben bereits gezeigt haben.

y1(x1, A, q) wollen wir nun durch sukzessive Approximation bestimmen.
Durch Sammeln der Terme erhalten wir:

sin vz cos VA
Q)+

L0 exp(|Imv/\|z)
VAP
Durch das Sammeln der Terme ergibt sich also die Entwicklung fiir y;.
Die Entwicklung fiir y5 folgt durch dhnliche Manipulationen. ll

(1 q) = cosVAz + (4(2) ~ a(0) ~ 5Q*(2)
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