Die Fundamentallosung 111

Analytizitatseigenschaften
(a) Fiir jedes z € [0, 1] sind

y](ma)UQ)a y;(-flf,)\,Q), ]:172
ganze Funktionen in C x L. Sie sind reellwertig auf R x L.
(b) Die Losung
yj('a)‘7q)7 j:172
ist eine analytische Abbildung von C x L2 nach HZ.
Fiir k > 0, eine ganze Zahl, bezeichnet HE = HE[0, 1] den Hilbertraum
aller komplexwertigen Funktionen auf [0, 1], die & Ableitungen in L? besitzen.

HE ist der Unterraum aller reellwertigen Funktionen in HE. Insbesondere gilt
L% = HR und L3 = Hj.

Beweis der Analytizitatseigenschaften

(a) Betrachte y; mit
yi(z, A q) = Cola,y) + Y Culx, X, q).
n>1

Der n-te Term in der Potenzreihenentwicklung ist

n

Cn = / C>\<t1) H S)\(ti—i—l — tz)q(tz) dtl Ce dtn
0<t1 <...<tp41=x

i=1

Der Ausdruck ist ein Integral, das von A und ¢ abhéngt. Die ersten beiden
Faktoren des Integrals sind Funktionen von A. Da sie auf der gesamten
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komplexen Ebene analytisch sind, handelt es sich um ganze Funktionen in
A. Fiir jedes z ist der Term im Integral daher stetig differenzierbar in A und
q iiberall auf C x LZ. Also ist dieser eine ganze Funktion in A und ¢. Durch
die gleichmafBige Konvergenz der Summe aller dieser Terme auf kompakten
Teilmengen von [0, 1] x C x L2 folgt, dass y; fur jedes = ebenfalls eine ganze
Funktion in A, q ist.

(b) Betrachte erneut y;. Jeder Term der C,, ist fiir Vn € N stetig differen-
zierbar und daher analytisch als Abbildung von C x L2 nach C¢. Cg ist
dabei der Banachraum aller komplexen stetigen Funktionen auf [0, 1] mit der
Supremumsnorm. Daraus folgt fiir y; mit der gleichméaffigen Konvergenz der
C,, und fiir ¢} aus der Integralgleichung aus Teil (a), dass y; und y; in C¢
liegen. Weiter gilt, dass y;,y; analytisch sind als Abbildungen von C x L2
nach LZ. Fiir die zweite Ableitung y; = (¢ — \)y; folgt aus der Argumen-
tation von oben, dass sie ebenfalls analytisch ist. Damit ist die Analytizitat
von y; als Abbildung von C x L% nach HZ gezeigt. O

Wronskische Identitat

Die Wronski-Determinante von zwei differenzierbaren Funktionen f und ¢
lasst sich folgendermaflen berechnen:

| @) g(@)| _ ) — )l
f, 9] = (o) (@) = f(z)g'(z) — f'(z)g(x).
[91792]:1

Die Wronskische Identitat ist gleich 1, also wissen wir, dass die Losungen
Y1, Y2 linear unabhéangig sind. Weiter wissen wir, dass

(y} y?) € SL(2,C).

U1 Yo

Beweis:

Berechne [y1, y2](0) mit den Anfangswertbedingungen

y1(0) = 15(0) =1, y;(0) = 3(0) = 0.



Also gilt:
[y1,52)(0) = 91 (0)y5(0) — 41 (0)2(0) = 1.

Leite nun die Wronski-Determinante ab:

[y1,v2)" = 1y — 1)
Mit der Produktregel ergibt sich:
1, 12]" = y1y5 — yive.
Da y; und y, Losungen der DGL 3" = (¢ — A\)y sind, setzen wir dies ein:
W1, y2) = y1(q = Ny2 — (¢ = Nyay2 = 0.

Da die Ableitung der Wronski-Determinante tiberall Null ist folgt, dass [y, y2]
konstant ist. Also gilt

1, 92](2) = [y1,42](0) = 1V € [0, 1].

Theorem 2

Sei f € L% und a,b € C. Dann existiert eine eindeutige Losung der inhomo-
genen Gleichung

—y'(x) + q(z)y(z) = Ay(z) - f(z), 0<z<1L

mit den Anfangsbedingungen

Sie lautet:

y(x) = ay(x) + bys(2) + /0 G (One(e) — (@) £(0) b



Beweis

Seien y; und ys zwei linear unabhangige Losungen der homogenen Gleichung

—y" + q(z)y = Ny,

mit Anfangsbedingungen y;(0) = 1,%;(0) = 0 und y2(0) = 0,y5(0) = 1.
Dann ist ihre Wronskische Determinante konstant gleich 1:

Wy, y2)(2) = y1(2)ys(x) — yy(2)ya(z) = 1 fiir alle .

Wir definieren die Funktion
o) i= [ (o) = s @)e) 10 e
0
Diese schreiben wir um als

yr(x) = ya(z) /Ox yi(t) f(t) dt —yi () /Om Yo (4) f(t) dt.

ﬂ‘berpriifung der Anfangswerte:

e Fir x = 0 ergibt sich direkt:
0
0r0) = [ (O0) 1 (0)uale) £ty dt = 0.
0
e Fiir die Ableitung an der Stelle z = 0 gilt:

ywwzwwzﬁﬁv@w—mmlﬁwﬁm%

also:
y(0) = 4(0) - 0 — 1 (0) - 0 = 0.

Durch Ableiten mit der Produktregel und Anwendung des Hauptsatzes der
Differential- und Integralrechnung ergibt sich:

ywwzwmszvwﬁ—m@AZﬁﬁww



Die zweite Ableitung lautet:
() = vl (2) (@) + ol (o) / ") £(0) dt
i (@)ya(e) (&) — (@) / "ot f(8) dt.

Da yj = (¢ — A)y; fiir j = 1,2, setzen wir dies ein:

yi(z) = (o ()y1(2) — vi(2)y2(2)) f(2)

+ (o) | C () F() dt — Agn) / C () de
—q(z)yi () /0 ' Yo (1) f(2) dt + My () /0 ’ ys(8) f(t) dt.

Verwenden wir die Wronski-Identitét v (z)y:(x) — vi(z)y2(x) = 1, so
erhalten wir:
yi(w) = f(z) + q(@)ys(z) — dys (),
d. h.
—y5(@) + a(@)ys(r) = Ays(z) = f (@),

also ist yy eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung.
Allgemeine Losung: Die Funktion

y(@) = ayr(x) + bya(x) + yy(x)

erfiillt die Anfangsbedingungen y(0) = a, ¥’'(0) = b und die inhomogene
Gleichung, da y; die Differentialgleichung erfiillt und bei # = 0 verschwindet.

Eindeutigkeit der Losung

Die Differentialgleichung ist linear mit gegebenen Anfangsbedingungen. Auf-
grund des Eindeutigkeitssatzes fiir lineare Differentialgleichungen zweiter Ord-
nung folgt, dass die Losung eindeutig ist.

Die Eindeutigkeit der Losung zeigen wir wie folgt: Wir nehmen an, dass
es eine weitere Losung §¢(x) mit denselben Anfangsbedingungen gibt. Wir
definieren die Differenzfunktion:

v(x) = ys() = gr(2).



Diese Funktion erfullt:
(@) + gla)u(z) = Mo(z),

also ist v(z) eine Losung der homogenen Gleichung. Gleichzeitig gelten durch
die Anfangsbedingungen:

v(0) =0, '(0)=0.

Da die Losung einer linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung durch
Anfangswerte eindeutig bestimmt ist, folgt:

= yp(z) = gs(2).

Korollar 1

Jede Losung der Differentialgleichung

—y"(z) + q()y(x) = Ay(x)

ist eindeutig gegeben durch

y(x) = y(0)y1(z) + y'(0)ya2(x).
Weiter gilt: Wenn eine Losung eine doppelte Nullstelle hat, verschwindet sie
vollstandig. Damit ist das urspriingliche Anfangswertproblem zur Gleichung
(1) gelost.

Beweis

Wir konstruieren zwei spezielle Losungen y () und ys(z), die folgende An-
fangsbedingungen erfiillen:

y1(0) =1, ¥(0) =0, y2(0) =0, y5(0) = 1.

Diese beiden Losungen bilden ein Fundamentalsystem der Differentialgle-
ichung. Das bedeutet, dass jede Losung y(z) als Linearkombination dieser
beiden geschrieben werden kann:

y(x) = Ciyr () + Coya(x).
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Die Konstanten C, Cs lassen sich durch Einsetzen der Anfangsbedingungen
bestimmen:

C1=y(0), Cy=1y(0).

Einsetzen in die allgemeine Losung ergibt:

y(@) = y(0)yi(x) + ¥ (0)y2(=).

Nun betrachten wir den Fall, dass eine Losung y(x) eine doppelte Null-
stelle bei einer Stelle x € [0, 1] besitzt, also:

Dann ergibt sich mit der Darstellung:
(i) = Ciia) 30) () -
M(z) = (y} () y;(:v))

ist aufgrund der Wronski-Identitat

Die Matrix

det M(x) = y1(2)ys(x) — v (v)ya(e) =1

fiir alle z € [0, 1] invertierbar. Daher muss gelten:
y(0) _ 1 (0) _ (0
(y'(0>) — M (0 ~\o)

y(x) =0-y1(z) +0-ya(x) =0 Va €]0,1],
d. h. die Losung ist identisch Null:

Somit ist

y(x) =0 Vzel0,1].



