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Kapitel 1

The Dirichlet-Problem

1.1 Definition

Das Dirichletproblem ist ein Randwertproblem fiir die Differentialgleichung zweiter

Ordnung:

—y"(x) + q(z)y(z) = Ay(x), (1.1)

0<x<1.

Hierbei ist A € C und ¢ € L?* = L3([0,1]) der Hilbertraum aller reelwertigen,
quadratintegrierbaren Funktionen auf dem Intervall [0,1]).

Nun betrachten wir, ob es nicht triviale Losungen dieser Gleichungen gibt, die die

Dirichlet-Randbedingungen

erfiillen.
(Die Losung y(x) soll die Dirichlet-Randbedingung erfiillen dh. die Losung ver-

schwindet an den Randpunkten des Intervalls.)



1.2 Mathematischer Rahmen

Der Operator(

Der Operator @ ist ein Differentialoperator, der folgendermafsen definiert ist:

d2
Q= T2 q(z)
umgeschrieben
Qy = —y"(z) + q(x)y(z)
Hier ist:

y(x) eine Funktion, auf die der Operator wirkt.
y"(x) die zweite Ableitung von y(z).

q(x) eine gegebene Funktion.

Der Definitionsbereich D(Q) des Operators @) besteht aus allen Eigenfunktionen
y(z) € L?[0,1] und erfiillen folgende Eigenschaften:

e y(x) ist zweimal differenzierbar auf [0, 1]

e y(x) erfiillt die Dirichlet-Ranbedingungen:

e y"(z) ist quadratintegrierbar, d.h.:

1
/ ly" (z)]? dx < .
0

Der Operator () ist selbstadjungiert, wenn er gleich seinem adjungierten Operator
Q* ist, damit gilt:

Q=0Q"
Fiir alle Funktionen f, g € D(Q) gilt:

(Qf,9) = (f,Qq).

Der selbstadjungierte Operator ) hat reele Eigenwerte und seine Eigenfunktionen

bilden eine orthonormale Basis des Hilbertraums L?[0,1]. Das Dirichlet-Problem
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kann als Eigenwertproblem fiir den Differentialoperator aufgefasst werden.

Definitionen

Ein Eigenwert )\ ist eine komplexe Zahl.

Die entsprechende nicht-triviale Losung y(x) heifst Eigenfunktion.

Ein Eigenwert A besitzt eine nicht-triviale Losung y(z), sodass Qy = Ay gilt.
Ein Spektrum ist die Menge aller Eigenwerte .

In diesem Abschnitt wird die allgemeine Losung fiir den Fall ¢(x) = 0 hergeleitet.

Fiir ¢(z) = 0 vereinfacht sich die Differentialgleichung zur

Das ist eine lineare, homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten
Koeffizienten. Zunéchst schreiben wir die Gleichung um: y”(x) + Ay(z) = 0.

Die allgemeine Losung ist:

y(z) = Asin(V \x) + Beos(V Ax).
Nun werden die Randbedingungen angewendet:
L.y(0) =0:

y(0)=A-0+B-1=B=0.

Also ist B = 0, und die Losung vereinfacht sich zu:

y(z) = Asin(v/A\z)

y(1) = Asin(vA-1) = 0.

Damit dies erfiillt ist, muss sin(v/A) = 0.

Das ist der Fall, wenn:

VI=nmn=123,..

Also sind die Eigenwerte:



Ay =012 n=1,23.
Dazu gehoren die Eigenfunktionen: y,(z) = sin(nnx).

1.3 Anwendungsbereich

Das Dirichlet-Problem ist ein grundlegendes Problem in der mathematischen Physik
und Analysis. Ein Anwendungsbereich ist in der Quantenmechanik, der Wérmelei-
tung oder Schwingung von Saiten. In der Quantenmechanik ist z.B.y(z) eine Wel-
lenfunktion und A eine Energie.

Das Problem fiihrt zu einer tiefen Einsicht in die Spektraltheorie von Differentialope-
ratoren. Insbesondere ist der Zusammenhang der Gebiete Analysis, lineare Algebra

und Funktionalanalysis.



Kapitel 2

Shooting-Methode

Die Shooting-methode ist ein wichtiges Werkzeug, um das Dirichlet-Problem zu
16sen.Sie wird verwendet, um die Existenz und Eigenschaft der Eigenwerte sowie Ei-
genfunktionen zu finden.Die Shooting-Methode ist ein numerisches Verfahren, dass
zur Losung von Randwertproblemen fiir gewohnliche Differentialgleichungen geeig-
net ist.

Die Shooting-Methode wandelt das Randwertproblem in ein Anfangswertproblem
um, indem die Anfangssteigung y'(0) = s gewéhlt wird. Dies wird auch als Schuss
bezeichnet. Die Anfangsbedingungen sind y(0) = 0,4/(0) = s. Da die Losung linear
in s ist, kann s = 1 gesetzt werden.

Die Losung ys(x, A) wird vom linken Rand z = 0 mit Steigung s "geschossen".Dabei
muss A so gewéahlt werden, dass die Losung am rechten Rand z = 1 die Bedingung
y2(1,A) = 0 erfiillt (Siehe Abb. 2.1).

Dafiir miissen die Nullstellen von y,(1, A) berechnet werden. Diese entsprechen den
Eigenwerten p,d.h. die Eigenwerte A, sind die A fiir die y,(1, A) = 0 gilt. Dazu kann

ein iteratives Verfahren verwendet werden, um die Nullstellen zu approximieren.

yax, A)

0 \17\

Figure 1.

Abbildung 2.1: Shooting-Methode



Kapitel 3
Lemma 1

Fiir eine komplexe Zahl z, die mindestens 7 von jedem ganzzahligen Vielfachen von
7 entfernt ist, gilt:

el™ =l < 4]sin 2|

3.1 Beweis

Im Beweis soll ausgefiihrt werden, dass |sin z|? eine exponentielle untere Schranke

besitzt.

Dabei wird die Identitat verwendet:

|sin z|* = cosh?y — cos® z
, wobei z = x + 1y. mit x,y € R.
Davor beweisen wir die Identitét.

iz=1i(r+iy) =ir —y

|sin(2)|? = sin(z)sin(z)

eliz—y) _ o(—izty)  pliz—y) _ o(—iz+y)
2 ' 2
<€ix—y . e—iw-ﬁ-y)(e—iw—y . eia:-i—y)
4

eny _ esz _ 6722‘% + e2y




Y -y 2y 19 —2y
cosh2y:(e —|-2€ )2 = e 4+e

ei:c +e—i;t ) eQix+2+e—22x
2

cos?y = (

Der Term sin®(x) ist m periodisch, weil

sin’(z + ) = (sin(z)cos(z) + cos(z)sin(x))?* = (—sin(z))* = sin(x)?

Da [sin z| von sin?(x) abhingt und sin*(z) sich alle 7 wiederholt, ist auch |sin(z)|
7 periodisch in x.
|sin(z + m)| = |sin(z)].

us

Durch die 7 Periodizitat reicht es, die Ungleichung fiir 2 0 <z < 7 und |z|> Al
zeigen.Der Rest erfolgt durch Verschiebung.

Fall 1: Fir s<u<

(MIE}

Wir benétigen eine Abschitzung fiir cos?z. Wir haben die folgende Eigenschaft ge-
geben:

cos*(x) <

g W

Da cos(x) eine monoton fallende Funktion fiir x > 0 ist, gilt:

cos*(x) > cos® (%) :

z) = ‘/75 und cos(5) = 0 ist, folgt cos’z <

Schranke fiir |sin z|? festgelegt. Dafiir setzen wir den Wert in die Identitéit ein.
Aus

Da cos( (‘/73)2 = 2. Nun wird die untere

|sin z|? = cosh?y — cos®

und

cos*(x) <

>~ w

folgt:
3
|sin z|* > cosh®y — 1
Dann wird cosh?(y) abgeschiitzt.
Es gilt die Eigenschaft cosh?(y) > 1, da cosh(y) > 1 fiir alle y gilt.

Wir wissen bereits, dass



3 3
cos? () < 1 < ZcoshQ(y)

3 3
Zcosh2(y) > 1 cosh*(y) = 1.

Dies ist wahr, da cosh(y) > 1.
Da fiir grofe Werte von y die Funktion cosh?(y) exponentiell wiichst, haben wir die

Abschétzung:

1
cosh*(y) — Z > ZcoshZ(y)

Wenn dies in Identitét eingesetz wird erhalten wir:

1
|sin z|* > ZCOSh?(y)
Nun wird die bekannte Abschétzung verwendet:

e’ +eY

cosh(y) = 5

> lely\‘
-2
Durch das Quadrieren erhalten wir:

1
cosh*(y) > Zemy‘.
Wenn wir es in die vorherige Ungleichung einsetzen, erhalten wir:

. 11 1
|sinz|2 > — . —e?W = — 2l

4 4 16
Letztendlich erhalten die Ungleichung:

|sin z|* > 1€2|y\ > i(g?lyl.
4 16
Durch das Wurzelziehen erhélt man die endgiiltige Abschétzung:

|sin z| > iey

= el < 4[sin 2|,

FallQ:FiirngS%:
Wir haben den Betrag |z| = /22 + 32 > .
Durch das Quadrieren erhalten wird:

2

2 2 T™\2 _ 7
vty > (7)) =T
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2

Da z € [0, %], ist 2° < (5)* = L.

Die untere Schranke fiir 2 ist:

2 2 2 7T_2 o 7T_2
Y =16 =16 36
Die Differenz lautet:
77_2_7T_2:7T2(i_i):7r2.i.
16 36 144 144 144

Somit erhalten wir:

5
2>~ ?a .
y_1447r 0,343

0,343 — |y| > 1/0, 343 ~ 0, 586.

Daraus léasst sich schliefsen, dass der Imaginérteil y grofs genug ist.
Im niichsten Schritt miissen wir cosh?(y) abschétzen.
Die Hyperbelfunktion cosh(y) ist definiert als:
Yy -y
cosh(y) = % >1
Da cosh?(y) > 1+ y? ist, gilt fiir 3> > %71’2 :

5
cosh?(y) > 1+ mw2

Da wir wissen, dass

5
Y2 = mﬂz ~ 0, 343.

benotigen wir eine Abschatzung.
Da 0,343 > 1 ~ 0,333 ist, gilt sicher:

Wl

Wie berechnen den Wert fiir .
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2 >9.6
T >1/9,6 ~ 3,098.

Fl’iryQZ%:

1 4
Ry >1+ == —.
cosh(y) > 1+ 3=73

Bisher haben wir diese Ungleichung;:

4

costh >1+ y2 > 3

Die Abschitzung von cosh?(y) > § wird bendtigt, um zu zeigen:
4

|sin(z)| = cosh?(y) — cos®(y) > 3 cos? ()

Fiir z € [0, £] ist cos®(z) < cos*(0) = 1, also:

4 1
j 2> —1=-=.
sin(2)f 2 5 1=
Damit folgt:
1
|sin(z)] > — =~ 0,577.
V3
Also haben wir die Ungleichung;:
4 4
coshzy >1+4+ y2 > 3 > gcosga:.

Wie bereits oben berechnet, erhalten wir auch fiir diesen Fall das Ergebnis:

1
h2y > 2[y|
cosh”y > 166

1
] 2 >
|Sln Z| 1

In beiden Féllen folgt:

el'™ = < 4sin z|.

In diesem Lemma wurde die Abschéatzung fiir den Sinus einer komplexen Zahl bewie-

sen. Die Ausfithrung des Lemmas ist in der Hinsicht wichtig, weil die Abschétzung
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fiir [sin z| in Lemma 2 verwendet wird.
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Kapitel 4
Lemma 2

Dieses Lemma nennt man auch Zahllemma.
Sie liefert eine Abschitzung fiir die Anzahl der Nullstellen der Funktion yo(1, A, q).

Die Funktion hat einen Zusammenhang mit den Eigenwerten von q.

4.1 Aussage

Sei ¢ € Lz und N > 2¢ldl eine ganze Zahl. Dann hat die Funktion y,(1, \,q) N

Nullstellen in der offenen Halbebene.
Lo
Rel < (N + 5) e,
%

und fiir jedes n > N gibt es genau eine einfache Nullstelle in der eiférmigen Region

um A = (nm)?.
VA — nr|< g

Es gibt keine weiteren Nullstellen.

*Es gibt unendlich viele Eigenwerte, die asymptotisch quadratisch verteilt sind.

4.2 Beweis

1
ReX < (N + 5)272,
beschreibt eine parabolische Schranke in der komplexen Ebene.
Der Ursprung der Ungleichung héngt von der Wurzeltransformation v/ zusammen.
Herleitung von v\

Die komplexe Wurzel kann geschrieben werden als:
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Ziel+ Auf diesen [omutn C&Zw Y u\x\c‘\ + O

Re X € (N+12)2Tr2
The Dirichlet Problem 29

A-plane

RO enigrs Sennipunict

wene

WA = &+ hym W= erise
ReVi = (N + b =
vertual umen ) NG E % uﬁ*

In R A< (N+4)'q2 o el NSt
legn qual N Nulsielen ven 2 (4, x,4)
Figure 2. [

Abbildung 4.1: Drei Arten von Konturen

VA =a+ib, mit a = Rev/\,b=Imv\.
Dann gilt:

A= (a+1ib)* = (a® — b*) +i(2ab).

Somit ist:

Re) = a? — b2,

Geometrische Bedeutung:

- In der v/ M\-Ebene:

Die Bedingung Rev/A = (N + %)7?', ist eine vertikale Gerade bei a = (N + %)7‘(‘
-In der\- Ebene:

Durch die Abbildung A = (a + ib)? wird diese Gerade zu einer links gedffneten Pa-

rabel:

1 2 T 2
U:«N+?m'*ﬂN+aﬁ'
122 72
7= N T Ny e

Wir erhalten eine Parabel mit dem Scheitepunkt:

1
o= ((N+3)*7*,0)
-Der Bereich ReA < (N + 3)*n? :

entspricht der Tnneren"Parabel.
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Wir betrachten zunéachst die Konturen:
1
VA= (K + ).

1
RevV A = (N + )7
und

VA = na|= —n>N

Zz. ist, dass yo(1,\,q) auf den Konturen nicht verschwindet. Dafiir muss gezeigt
werden, dass auf diesen Konturen bestimmte Abschétzungen fiir y, gelten.
Es gilt:

] & [sin(VX)].

Hierfiir bendtigen wir das Lemma 1 und eine Basic Estimate. Das Lemma 1 liefert

eine notwendige Abschitzung fiir sin(v/\).

Sie zeigt, wie stark sich die Losung y2(1, A, ¢) von der Losung Slfff unterscheidet.

Das Lemma 1 besagt fiir |z — n7| > T gilt:

el'™m=l < 4sin z|.

Auf unseren Konturen ist [v/A — nx| > 7 fiir alle n. Daher gilt:

el VAl < 4lsin V/A|.

Das Basic Estimate fiir yo ist:

sm\/_’ ellall gImvx
VA VAL VA

’y2<1a )‘7 q)

Mit Lemma 1 folgt:

sinv/ A deldl|siny/A|
| <
VA A

Fiir N > 2ellall und |\ grok genug gilt:

4elldl 1 1 _) (1, q) — sm\/X| - 1|sm\/x
WA i VA VA

ly2(1, X, q) —

2 :

Die Voraussetzung fiir Rouche " ist erfiillt:
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ly2(1, X, ¢) — g(N)] < [g(N)]

mit

Rouche ‘s Theorem:
Seien f und g holomorph auf einem Gebiet G mit einer einfachen geschlossenen Kur-

ve v C G, falls,

[F(A) = g(N)] < lg(V)]

fiir alle A € v, dann haben f und g gleich viele Nullstellen im Inneren von ~. Hier ist:

F) =12(1,X,q)

sz’n\/X

g(A) = Y

Somit gilt auf den gewéhlten Konturen:

sz’n\/x sin\/x

| <]

VAT VA

Die Beweisidee von Rouche” ist, dass y»(1, A, ¢) und % auf dem Rand der ge-

ly2(1, X, q) —

wahlten Konturen fast gleich grofs sind und somit gleich viele Nullstellen innerhalb

der Kontur besitzen.

Nullstellenvergleich:
. o sin\/X .
-Fir g(A) = T .

”"T‘AA hat nur einfache Nullstellen bei A = n?7? (n > 1).

-Fiir y2(1a )‘7 q) :

Rouche” hat uns gezeigt, dass y, gleich viele Nullstellen wie g in den betrachteten
Gebieten hat:
1. Innerhalb der kleinen Kreise [v/A — nr|< % :

g hat genau eine Nullstelle bei A\ = n?7? — 9, hat auch genau eine.
2.AuRerhalb der grofien Kreise|V\| > (K + )7 :

g hat keine Nullstellen — g5 hat auch keine.

3.Auf der vertikalen Linie ReA = (N + 3)?n? :
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g hat genau N Nullstellen — y, hat auch N Nullstellen.
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