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1 Einleitung

Theorem 6 und Theorem 7 aus dem Originalpaper zur inversen Spek-
traltheorie beschéftigen sich mit den Eigenschaften zweier sogenannter Fun-
damentallosungen y;(x, A, ¢) und y2(x, A, ¢) der Differentialgleichung

—y"(z) +q(x)y(z) = My(z), O<a<L (1)

mit Potential ¢ auf [0, 1] und Spektralparameter \ € C.

Zunéchst werden in Theorem 6 die Gradienten dieser Fundamentallésun-
gen beziiglich des Potentials g untersucht. Insbesondere wird eine explizite
Formel fiir diese Ableitungen hergeleitet. Zudem wird deutlich, dass die
Ableitung nach dem Spektralparameter A genau mit der Richtungsableitung
mit Richtung -1 nach ¢ zusammenfallt.

Theorem 7 behandelt zunachst die lineare Unabhéngigkeit von Kompo-
sitionen von y; und y». Diese lineare Unabhéngigkeit ist ein wichtiges Hilf-
smittel. Auferdem wird ein Operator L eingefiihrt, der von Bedeutung fiir
die Korteweg-de Vries-Gleichung ist, und ein Zusammenhang zwischen dem
Operator und der Ableitung zweier Losungen der Gleichung (1) herstellt.

Die folgenden Ausfiihrungen setzen Kenntnisse aus Analysis I und II
sowie aus Linearer Algebra I voraus, ebenso grundlegende Kenntnisse iiber
den Hilbertraum LZ([0, 1])

Alle verwendeten Begriffe aus dem Originalpaper werden zunéchst definiert
oder erlautert.

Es werden die exakten Formulierungen von Theorem 6 und Theorem 7
aus dem Originaltext gegeben und ausfiihrliche Beweise aufgezeigt.



2 Grundlagen und Definitionen

Bevor wir uns den Theoremen zuwenden, werden einige wichtige Definitionen
und bekannte Resultate zusammengefasst, die im Folgenden benutzt werden:

Definition 1 (Wronski-Identitdt). Der Wronskian zweier differenzierbarer
Funktionen f und g ist die Funktion

[f, 9] = JJ:/ 5/ =fgd—f'g
Wronski-Identitét:
[yb yQ] =1.

Das heifst,

Y1 Y2
€ SL(2,C).
[y’l yé} 2C)

Definition 2 (Theorem 2). Fiir f € L? und a,b € C mit y(0) = a, y'(0) = b
hat

—y" +alz)y = Ay — f(=)
Eine eindeutige Losung ist gegeben durch:

y(x) = ay(x) + byz(x) + /0 C (1 Ole) -y (@)ya() F(E)dE

Erinnerung: Ableitung zwischen Banachraumen

Die Ableitung zwischen zwei Banachrdumen ist eine beschrankte lineare
Funktion. d,f ist als ein linearer Operator (zwischen 2 Vektorrdumen)
definiert. Wenn die Definitionsmenge nun ein Hilbertraum wie hier LZ ([0, 1])
und der Zielraum die C sind, dann ist der Riesz-Darstellungssatz anwendbar.
Dieser besagt, dass jedes Element des Dualraums auf einem Hilbertraum
wieder unter dem Skalarprodukt mit einem Element des Hilbertraums im
Hilbertraum liegt. Das bedeutet, es existiert ein eindeutiger Gradient df /dz,

mit —
df
dx = s 7
f(v) =<w i
Der Gradient ist also das Element im Hilbertraum LZ([0,1]), das fiir alle

Elemente v € L([0,1]) die Ableitung iiber das innere Produkt darstells.

Erinnerung:

Bereits vorher wurde in dem zugrunde liegenden Originalpaper gezeigt,
dass fiir stetige q gilt, dass y; 2-mal stetig differenzierbar in x ist. Auferdem
wurde gezeigt, dass y; und yo analytisch, also unendlich oft stetig differen-
zierbar in q, sind. Um diese Ableitungen in q geht es in Theorem 6.



3 Theorem 6
Fiir ¢ = 1, 2 gilt:

a) (i)

W (@)

2oy @ = B (1) p2(2) = (@) - 1(O) Lo (1)

(ii)
dy}
dq(t)

Die Ableitungen sind gemeinsam stetig in z, A, q.

() = yi(t) - [y2() - o) — y1(2) - Y2 (t)] Lo.4(¢)

dy; T dy;
o dt
dA /o dq(t)

du! T gy
i _ / Wi 4
dA 0 dQ(t)

Proof. Theorem 6a) 1)
Ableitung von

—yi +a(x) -y = Ny
. . 2
nach ¢ in Richtung v € Lg.

% [—ygl(q +ev) + (g +ev) - yi(qg + av)] = d% [Ayi(q + ev)]
d " d
e - [_yi (g +ev)+(qg+ev) yilg+ Ev)] =5 » [Ayi(q + ev)]
—qu;'w)w(:c)-yﬁq(x)quxv) - quyxv)

2
_;; <;;> yi(v) + Q($)CZ]?/1'(U) = )‘qui(v) —v(@)yi
d

2
_ (;i) quz'(v) + q(x)qui(v) = )\d—qyi(v) —o(@)yi

Diese Gleichung ist jetzt von der Form wie in Theorem 2 fiir d%yi(v), da

v(z)y; € LA([0,1]). Die Anfangswerte a,b fallen jeweils weg, da sie unab-

héngig von q sind, also unter der Ableitung gleich 0.

|—v(z)-yi



L) = /OQC (W1(8) - ya(x) — ya() - ya(t)) - 0(t) - a(t) di

=<o(t) , ¥ (W) y2(2) —yi(z) - y2(t)) - Loz () >

dy;(z)
dq(t)

Damit man Ableitungen vertauschen darf, muss der Satz von Schwartz
in unendlich dimensionalen Rdumen anwendbar sein. Dafiir muss gelten,
dass y; sowohl in q als auch in x 2-mal stetig differenzierbar ist. y; ist, wie
eingangs erwahnt, analytisch in q, also unendlich oft stetig differenzierbar in
q. Daher bleibt zu zeigen, dass y; in x 2-mal stetig differenzierbar ist.

Angenommen q ist stetig, so gilt wie eingangs bereits erwéahnt, dass y; in
x 2-mal stetig differenzierbar ist. Also gilt fiir stetige q die Darstellung,

=<,

>

() = /0 it - (1 (8) () — () - a(0)) - w(t) e

Offensichtlich sind beide Seiten der Gleichung stetige Funktionen iiber
q € L4([0,1]). Die stetigen Funktionen iiber q bilden eine dichte Teilmenge
des Hilbertraums L(ZC. Es reicht nun die Giiltigkeit auf einer dichten Teil-
menge von L(% zu zeigen und anschlieffend kann die Aussage durch stetige
Fortsetzung auf den gesamten Hilbertraum fortgesetzt werden. Also gilt,
dass fiir alle ¢ € L2([0.1]) die Reihenfolge der Ableitungen nach q und nach
x vertauscht werden diirfen. Also gilt das Ergebnis:

Cf;/qi(@ = vi(t) - [y1(t) - y2(x) — y1(w) - y2(t)] - L4 ()

Dass gerade die Aussage von Theorem 6a) 1) ist. O



Proof. Theorem 6a) ii)
Ableiten nach x von diqyi(v)

L () = ( [ 100 12() = (@) 1a(0)] - o0 yi<t>dt)

Mit dem selben Argument wie in i) darf die Ableitung nach x mit der
Ableitung nach q vertauscht werden. Setzt man nun

Fy(e,t) = [y1(t) - ya(z) — yu(x) - y2()] - v(t) - 5i(t)
fiir das gilt:

fly(z,2)) = [yi(a) - ya(z) — yi(@) - y2(x)] v(2) - yi(z) = 0
-0

erhdlt man mit dem Hauptsatz der Integration:

(@) = o ([ ) ) = fuea) + [ (oG a

- 0+/0m Z/i(t)-v(t)%(yl (t)-y2() ~y1 (2)-4a(t)) dt

- /0 " st 0t) (. (1) () — v () -a0))

dy;
dq(t)
Der Schluss zum Skalarprodukt beim letzten Gleichheitszeichen begriin-
det sich analog zu 1).

=<,

O]

Proof. y;(x,\+ ¢, q) erfiillt nach Konstruktion
—yi (@) + q(x) - yi(z) = (A + &) - i)

Umformung gibt:

=y (2) + q(@) - yi(z) = A gi(2) + £ - i(2)
—4i () + q - yi(z) — e yi(x) = A~ yi(x)

—y; (@) + (a(x) + ) - yi@) - yi(@) = A~ yi(2)



Diese Gleichung wird wiederum von y;(z, A, ¢ + €) erfiillt. Daraus folgt,
dass:

yi(x7 A + g, q) = y%(x7 )\7 q— 6)

d d
%Z/z(l‘,)\‘i‘E,Q) - %yz(-’ra)"q _E)

e = 0 setzen gibt, da auf der linken Seite eine Anderung in ¢ einer Anderung
in A entspricht:

d d
N i 7)‘> = 7Y 7)\7 -
Vi@ A g = iz A g —e€) L
Hier entspricht nun auf der rechten Seite eine Anderung in e genau einer

umgekehrten Anderung in q. Der Ausdruck entspricht also der Richtungsableitung

nach q mit Richtungsvektor v = (-1). Mit Teil a) des Theorems folgt:

d T dy;
ix7)\’ — &) = . *]_ dt
Euleha—a = [ ohs

Also folgt:

dy;
dq(t)

. d !



4 Theorem 7

a) Fiir jedes (A, q) € C x L? sind die Funktionen

vl iz, Y
linear unabhéngig iiber [0, 1].

b) Sei g € CCJ0, 1], dann gilt

d d 1/d\°
L= — 4+ — - (=1 .
alw) dz + d:L"Q(x) 2 (dw)
Falls f, g zwei Losungen der Gleichung (1) fiir das gleiche A sind, dann
gilt:
L(fg) =22 (1g)
g - er_ g .
Proof. In Definition 1 wurde die Wronskian-Identitdt und die Bildung des
Wronskian wiederholt. Um die lineare Unabhéingigkeit zu zeigen, reicht es
zu zeigen, dass der Wronskian von y? , y1yo , ¥5 ungleich 0 ist.
[yi Y1y2, y%] =

@ W a6

(@) (Gaq) (@)=
(@) (qaq2)" (43)"

y? Y192 Y3
29194 Y1Ys + Y12 2 Y2

22+ wiwt) vt + 20+ e 2((Wh)2 + vt

rechnet man nun 2(q - A) mal die erste Zeile, erhdlt man:

1.
2-(q—N) -y} =

2yi - (q-yi — A yi) =
2yi - (q-vi — (—9 +q-yi)) =
20i - (q-yi—q-yi+yi) =
23y



2:(q— A y1y2 =
y1-(@-v2—A-y2)+y2-(q-y1 —A-y1) =
yi- (@ 2= (—vy +a ) +y2- (@ y1— (~ys +q-y)) =
yi- (- y2+ys —q-y2) Ty (@1 +vy —q-y2) =
Y1y +yo -y
Zieht man nun 2(q- A\) mal die erste von der letzten Zeile ab erhélt man:

Y3 Y1Y2 Y3

251y Yivh iy 29295
2i)*  2lyy,  2(yh)?

Entwickeln der Matrix nach der ersten Zeile zur Bestimmung der Determi-
nante gibt:

201y YiY2
Y1 yé’

202 20195

2Y1y2 20195 | ylyz-‘
2(11)% 2(y)?

2(51)° 2(m)”

2

Y1 - 5

+y2-’

yi - [y +uws) - 2(05)° — 4iya(5)?] — wiye - [401v1(v5)* — 41 (v1) v2]
+us - (4 )2 — Wive +vivh) - 2(01)%) =
ui - 2y () — 20i2(1h)%) — iz (dundf (1) — A1) *y2(yh)?)
+95 (201 (1) %y — 2(41)°ye) =
20tys — 20t y1v2(y)? — duiuiva(vh)® + dui(W1) u3ys + 20T Y1 vayh — 2075 =
20%ys — Gyiviys + 6ui(vh)’y2 — 2uiye =
2- (12 — Y1y2) =2

Da (114 — yiy2) = 1 gilt wegen der Wronskian-Identitét.
Da nun 2 # 0 gilt, folgt die Lineare Unabhingigkeit von y? , y1ya , 3
O

Proof. Die Losung L(fg), fiir den in Theorem 7b) eingefithrten Operator L,
lasst sich durch direkte Rechnung iiberpriifen.

Seien dazu f(z, A, q) und g(z, A, q) zwei Losung der zugrunde liegenden
Differentialgleichung fiir das selbe A € C.

Da g € CA[0,1] gilt, dass q stetig ist und eine eindeutige Ableitung ¢’
existiert.



Sei aukerdem F(z) = f(X) - g(x) Dann gilt:

F'(z) = f'(2) - g(x) + [(2) - ¢ (2)
F'(2) = f"(2) - g(o) +2f(2) - (&) + f (@) - (@)
F"(@) = () g(w) +3"(2) - g/ (2) + 3 (@) - " () + [(2) - 4" ()

3
L(f0)(a) = L(F(@)) = ata) 5 Flo) + G 1F) )] = 5 (o F0)
=2 ge) F'(a) + F(x) () — 5 F"(2)

=2q(z) - F'(z) + ¢ (z) - F ()

—% [f"(@) - g(x) + 3f"(x) - g (2) + 3f (x) - ¢"(2) + f(2) - g ()]

Da f und g beides Losungen der Differentialgleichung sind gilt:

f'(@) = (a(=) = A) - f(2)

Ableiten nach x:

(@) = (a(x) = 2) - f(z) + ¢'(x) - f(2)
f(x) - g(2) = (a(x) = 2) f'(x) - g(2) + ¢ (2) - f(@) - 9(2)
Analog gilt:
g"(x) f(z) = (a(x) = 2) g'(z) - f(2) + ¢'(2) - g(2) - f(2)

Zusammen folgt:

f(@)g(@) + 9" (@) f () = (¢(x) = N[f'()g(x) + f(2)g' ()] + 2q(2) f (x)g(x)

= (q(z) — 2) - F'(z) + 2q(z) - F(x)
1" (x)g(x) + f(x)g"” (z) in die Gleichung einsetzen gibt:

L(fg)(z) = 2q(x) - F'(x) + {'(x)- F(x)

_% (q(x) = A) - F'(z) + 2¢'(2)F(z) + 3f"(2)g'(x) + 3f'(2)g"(x)

=2q(z) - F'(z); 4+ ¢'(z) - F(z) — ¢'(z) - F(x)

10



- 3@ - P+ 37 @) + 3@ @)

Ersetzt man nun f’(x) und g”(x) durch die Differentialgleichung erhélt man:

2
= 24(0) Fla) = 3|(00) =) F(a) + 3ala) =) Fl)]
= 2q(a) F'(x) — 2q(a) F'(x) + 20F'(a)
=27 (f9)(2)
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