Kapitel 4

Lineare elliptische Theorie

4.1 Schwache L6sungen

Auf einer offenen Menge Q C R™ bezeichnet W, *(Q)* C D'(Q) den Dualraum aller
Distributionen, die sich stetig auf W,2(Q) D C5°(Q) fortsetzen lassen. Dazu gehoren
alle Distributionen der Form g+ V - f mit g € I*(Q2) und f € I*(Q)™

(g+ V- fu)y:= / (gv — f - Vo) du fiir v e Wy (Q).

Q
Definition 4.1. Fin elliptischer Differentialoperator in Divergenzform auf Q2 C R™ ist

Lu = Zi:l <Zj:1 8i(aij8ju) + &(blu) + cﬁm) + du mit (41)

Z”aij(x)gigj > AHe)? fast dberall auf x € Q und fir alle £ € R"® (4.2)
ij

laijllo@) <A billo@) A, leille@) A [[dlpeo@) < A (4.3)

fiirein1 < A < oo. Fiir f € Wy?(Q)* heifit u € WH(Q) schwache Lisung von Lu < f
bzw. Lu > f, falls —L(u,v) < bzw. > (f,v) fir alle0 < v € Wol’2(§2) qgilt, mit

L(u,v) ::/Q<Zz:1 (ijl a;;0ju + biu) o;v — (Zz:1 c;O0u + du) v) dp.
L ist eine stetige Bilinearform auf W,2(Q), da mit {3) folgendes gilt:
1£(u,v)] < Co)Alullwragey ooy (44)
Aus ([L2)-(E3) und a? — 2ab > —b? folgt fiir u € W2(Q) die Gardingungleichung
Lu,u) > A Vullfz () — 2vnA[ull o)l Vel me) — Mlullfg) >
1

> 5zl VUl — @nA*+A)[ullz) > xllulliviag) — nA*+A+g0)ullfg). (45)
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62 KAPITEL 4. LINEARE ELLIPTISCHE THEORIE

Wir erweitern das schwache Maximumprinzip 2.14] auf Operatoren in Divergenzform.

Schwaches Maximumprinzip 4.2. Es sei (2 € R" offen, L ein linearer, elliptischer
Differentialoperator in Divergenzform, der (A1))-([3]) in Q erfillt und es gelte

/ (Z’f bidsw - dv) du>0 fiir alle 0<ve W Q). (4.6)
Q =

Dann gilt fiir eine schwache Lésung u € W12(Q) von Lu > 0

supu < supuy = inf{t € R | (uy —t), € Wy*(Q)}.
Q G

Beweis: Fiir u € W2(Q),v € Wy*(Q) gilt uv € W, (Q) und @20). Dann folgt

/QZ:; (Z::1 a;;0;udiv — (¢; + bﬁ&-uv) dp < /Q (— Z;l b;0;(uv) + duv) dp <0

fir alle v > 0 mit uv > 0 aus Lu > 0. Aus dem Beweis von Proposition 3.3 folgt
M = supgg uy > 0. Fiir M < t gilt fiir v, = (u—t); = (uy —t)4 € Wy (Q)

(0 Z 0, Vg 2 07

Vo, — Vu  fast iiberall auf [u > t],
"o fast tiberall auf [u < ¢].

Im Spezialfall ¢; + b; = 0 folgt Vv, = 0 und mit Proposition vy = 0:
0< A—1/ (Vo |? dp = A—1/ IVu)? dp < / > aydudy dp < 0.
Q [u>M] Q v

Falls die Behauptung im allgemeinen Fall nicht gilt, folgt fiir M <t < supg u aus (3]

A—l/ |V |? dp g/ Z”aijajuaivt du §/ Zn 1(cl- + b;)Ojuvy dp < 2A/ v | Vo | dp
Q Q ) Q = Q
< 2A|| V|l 2 |vel 2 qryy mit Ty == [V, # 0] = [Vu # 0] N [u > t].

Mit der Soboleveinbettung W,*(2) < L9(Q) fiir ein 2 < ¢ < oo, siche Satz B.46, und

der Poincaréungleichung B.43] da v, € Wy*(9), erhalten wir fiir 6 := 1 — % >0

loell 2y < 1 Co)llvell ey < 1 (CHCQ0)uellwr2i) < C'(Qn)u’ (To) [V oell 20

Falls Vo, # 0 folgt [|[Vullz@) < 2A%||vel2(r,) aus der vorletzten Ungleichung und

CA™5 < w(ly) fir alle M < ¢t < supgu aus der letzten. Fiir ¢t 7 supgu < oo
konvergiert wegen dem Satz von Beppo Levi [V |* in L) gegen |Vosup,ul®. Also
folgt 0 < p([Vu # 0] N [u = supg u]). Wegen u € I*(Q) gilt u(u = 0o) = 0, und es folgt
zuerst 0 < M < supgu < 0o. Zweitens widerspricht das Proposition B30, gemé$ der
Vu = 0 fast iiberall auf [u = 7] fiir alle 7 € R gilt. Damit ist der Satz bewiesen.q.e.d.

Also hat das Dirichletproblems unter der Bedingung (Z6]) hochstens eine Losung,.
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Existenz von schwachen Loésungen des Dirichletproblems 4.3. Sei ) € R”
offen, L ein elliptischer Operator in Divergenzform, der auf Q (£I)-(43) und (4.6])
erfillt, f € Wy *(Q)* und ¢ € WY(Q). Dann ezistiert genau eine schwache Lésung
u € WH(Q) von Lu = f mitu — ¢ € Wy*(Q). Sie erfillt die folgende Ungleichung:

[ullwrz@) < Cln, D) fllwr 2 + lellwr2@)-

Ist fiir eine Familie { Ly, }menm solcher Operatoren {a; jm, Cim | 1 § i,j <n,mé& M}
in LMQ) kompakt, so existieren gleichmdflige obere Schranken C(n, L,,) < (n ANK).

Beweis: Die Eindeutigkeit folgt aus Satz 1.2l Als Distribution ist Lu = f auf
siquivalent zu L(u — o) = f, wobei f € W’ 2(9) fiir v € W, () definiert ist durch

(f, v) = (f,v) —|—/Q (Z;l (Z:Zl a;;0jp0v + b;pdv — cz&-(pv) — dgov) dp.

Deshalb koénnen wir ¢ = 0 annehmen. Wegen (4.4]) definiert folgende Gleichung

(—Lu,v) =: L(u,v) = /Q (Z;l (Z::1 a;;0;u0;v + bjudv — c,@mv) — duv) du,

einen linearen Operator L : W, *(Q) — W, *(Q)*. Genauso definiert
(Ku,v) ::/uvdu.
Q

einen kompakten Operator K : W, *(Q) < I2(Q) — Wy 2(Q)*, da W,?(Q) — I*(Q)
wegen dem Satz von Rellich kompakt ist. Mit der Gardingungleichung (4.5)) gilt

(=L +C(n,N)K)u,u) > CO(A)||u||%,V1,2(Q) fiir ein ¢g(A) >0 und alle u € Wy ().

Wegen dem Satz von Lax und Milgram Bl ist —L + C(n,A)K ein Isomorphismus.
Da L nach Satz injektiv ist und K kompakt ist, ist L mit Lemma [3.4] auch ein
[somorphismus. Folglich existiert eine Losung u € VVO1 2(Q) von Lu = f. Weiter gilt

[ullwr2(@) < 1L - ||f||W01’2(Q)

Die gleichméBige Abschitzung von C'(n, L,) folgt aus dem n#chsten Lemma. q.e.d.

Lemma 4.4. Seien Q € R" und L,,, L elliptische Differentialoperatoren, die (A1)~
@3) auf Q erfillen. Konvergieren a;j, — a;j und ¢, — ¢; fast dberall auf Q und
bim — bi und d,, — d schwach in [*(Q), und erfillt L [&8), so existiert C' < oo mit

||z < CHLmUHWOIJ(Q)* fiir alle u € Wy*() und fiir hinreichend grofies m.
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Beweis: Angenommen, das Lemma ist falsch. Dann existieren u,, € W,(Q) mit
||fm||W01,2(Q)* < Lum w2 und fm = Lpum
Wir setzen ||unm || 2@ = 1. Mit (£3) folgt fiir ein co(A) > 0

co(M)[tmlliyr20) = C, Mluml| Ty < (=Lt ) < [ finllywp 2y [tim[wr.2(0)

also [|umlwi2@) < C'(n, A) (|l 2 () + [tmllz@) < C7(n, A)[Juml| 2() -

Dabei haben wir zuerst ||u,||w12(q) mithilfe von ab < 3(a* + b*) absorbiert, dann
||fm||W01,2(Q)* durch ||y |lwiz2q) abgeschétzt und fiir geniigned groBes m ebenfalls

absorbiert. In VVO1 2(Q)* konvergiert f,, — 0 stark. Wegen dem Satz von Rellich
konvergiert eine Teilfolge u,, — u stark in I*(Q), wegen dem Satd] von Banach und
Alaoglu schwach in Wy *(Q2). Wegen ([&3) und Lebesgues beschrinkter Konvergenz
konvergieren |a;j, — a;;|* und |¢;,, — ¢;]? in LH(Q) gegen Null, also a;;,, — a;; und
Cim — ¢; stark in [?(Q). Das Skalarprodukt von stark konvergenten mit schwach
konvergenten Folgen in I*(2) konvergiert. Fiir v € C}(2) folgt Lu = 0 aus

0« <fm,'U> = <Lmum,'y> =
:/Q(Z" <_Z::1 im0 UmOiV — b Uy, Ov + ci,maiumv> + dmumv) dp — (Lu,v)

i=1

schwach auf Q. Da L ([@0]) in Q erfiillt, ergibt das Schwache Maximumprinzip 2 u = 0.
Dies widerspricht ||ul|rzq) < ||um|l 2@ = 1, da w,, — u stark in I*(€2). q.e.d.

Eine innere Apriori Abschéitzung ist die Caccioppoliungleichung.

Caccioppoliungleichung 4.5. Sei Q C R™ offen, f € W, *(Q)* und L erfiille @I)~
@E3) auf Q. Auf Q' € Q erfiillt jede schwache Lisung u € WH2(Q) von Lu = f

lullwrz@y < CQQ A )| fllwee@) + lullze)- (4.7)

Beweis: Wir wihlen n € C§°(2) mit n = 1 auf @’ und 0 < n < 1 und setzen

v = un? € Wy*(Q). Dann folgt gemiB Definition -1 und mit (E2)

/inj a;;0;udvdp = /Q (Zizl (—biudv + c;0uv) + duv) dp — (f,v), also

'B(0, R) C W,"*(Q) ist schwach folgenkompakt (Theorem I11.3.7 in Werner: “Funktionalanalysis” ).
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1
A /Q |Vu|?n? dp < /QZ” a;j0judsu - n* du
< —/Q <Zi:1 <Zj:1aij8ju8in2nu + budyun® + bu*om2n — cl&-umf) — du2n2> dp+

+ ||f||W01’2(Q)*

< C(A,n) / (19l - [ul - 193] - [n] + |Vl -l + a? (1V] - [l + %)) dpt

U772||W1’2(Q) <

1 /
[ IVuly dut C'(An) [ w20+ ") dp o O (A )£y <
AN Jg, o )

1
<o | ITuPr dnt COAmm) (1 g + Nl
2A Q 0

wobei wir n* < 7% und mehrmals ab < ea® + Z—i fiir € > 0 und a,b € R anwenden. Wir
absorbieren den ersten Term der rechten Seite und erhalten wegen 7| = 1 (4.7).q.e.d.

Hohere Regularitéit der Koeffizienten von L und von f iibertréagt sich auf die Losung.
Satz von Friedrichs im Inneren 4.6. Sei Q C R" offen, f € I?(Q) und L erfiille
@I -E3) auf Q und laij||cor) < A und ||bif|cor ) < A. (4.8)
Fiir eine schwache Lisung u € WY3(Q) von Lu = f auf Q gilt dann
u € Wil () mit [[ullwaa@) < O, An) (| fll ey + llull o) fiir ' € Q. (4.9)

Die schwachen Ableitungen von u erfillen fast iberall auf Q Lu = f d.h.
Zij a,-jaj@-u + Zi:l (ijl @-aij + bl + Ci) &u + (Zizl &b, + d) u = f (410)

Beweis: Wir vereinfachen Lu = f zu Lyu = f, mit einem Lq das (4.])) erfiillt:

Lou = Zij &(aij@ju) = — Zj:l 8Z(blu) - Zj:l ciaiu —du + f
e — " . . J— " . . . J— _— ¢ 2
==Y Obu—)  (bi+c)du—dutf=feQ)
Fir ' € " € Q" € Q folgt mit der Caccioppoliungleichung (4.7))

1l < COQQ" An) ([ fll 2@ + ull ). (4.11)
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Fir Q" € Q" € Q und 0 < |h| so klein, dass {z | d(x, Q") < |h|} € Q" gilt, liegt der
Differenzenquotient (3I5) dfu € W2(Q"). Fiir v € Wy*(Q") € Wy*(Q) rechnen wir

(=Lo(0f'u),v) = Lo(OMu,v) = /” Zij ai;0;0/ud dp = /QZZ] a0 Ojudyv dp
/Z 8 ua ama (% = —/Z aijﬁju&-al_hv d,u—/ Z 8l_haij8ju8iv(~—hel) d,u
Q5 0 i

= fortvdpu — /” Zij Ot aij0ju(- + he) O du =: (—fl',v). (4.12)

Q///

mit diskreter partieller Integration und Lou = f . Wegen Proposition B.25 (B.16) gilt
10, 0] 2oy < | V| 2o und fl € Wy (Q7)*. Aus (@7) und (EIT) folgt

1A w2y < CO)IF 2@+ laijllcor @ Vull @)
< O ) (Il 2oy + lull ) (4.13)

([@12) besagt Lo(Ofu) = f]' schwach auf Q. Mit (3.16) und (&7) folgt  ||0)"ullwr2(a <
< O, A ) (L e+ 100 ull z20m) < C(Q A ) (1| Fllz) + lull 2.
Mit Proposition BIY) folgt (@), da d'u — Ou stark in W2(Q)') nach Propo-

sition 325 (B16). Da ay;, b € C%(Q) € W(Q) und Vu € W*(Q), folgt mit der
Produktregel Proposition B.28 a;;0;u € le(Q) und bu € WL2(Q) mit V(a;;0;u) =

loc loc

(Va;;)0;u + a;;0;Vu und V(bu) = (Vb;)u + b;Vu. Fiir v € Cj(Q) folgt

/ fodu = / - (Z::1 a;;0;u0;v + b;udyv — ciaiuv) — duv) dp
B /Q (ijl (Z::1 —0;(ai;0ju + biu) — Ciaiu> — du) vdpu.

Da v € C3(Q) beliebig war, folgt die letzte Aussage (£.10). q.e.d.

Fiir Q C R" bezeichne wieder Q4 := QNR"! x £(0,00) und Qp = QNR"! x {0}.
Caccioppoliungleichung am Rand 4.7. Sei f €W, ?(B(0,2)4)" o€ Wh2(B(0,2).)
und L erfille (@I)-@3) auf B(0,2),. Fiir eine schwache Lisung u € W2(B(0,2) )
von Lu = f auf B(0,2), mit u = ¢ auf B(0,2)y gemdf$ Definition[3.30 gilt dann

][, 2(B(0,1)4) < C(A, ”)(HfHW” (B(0,2)+ » ||<P||W12 (B(0,2),) T+ HUHB (B(0,2)4 ))
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Beweis: Wegen ||L<p||W01,2(B(072)+)* < C(n)Allellwrzpe,z),) geniigt es ¢ = 0 zu be-
trachten. Wir wéhlen n € C§°(B(0,2)) mit n = 1 auf B(0,1) und 0 < 7 < 1 und setzen
v = un? € Wy*(B(0,2);) mit Definition B36, da v = 0 auf B(0,2)y. Der Rest des
Beweises verlauft wie der Beweis der Caccioppoliungleichung [Z.5] q.e.d.

Globaler Satz von Friedrichs 4.8. Sei € R™ offen mit 00 € CY', f € I(Q),
o € W2%Q) und L erfille (AR) auf Q. Fiir eine schwache Lisung u € WH2(Q) von
Lu = f auf Q mit u — ¢ € W, *(Q) gilt dann fast iberall auf Q @EI0) und

u€ W2(Q) mit [Jullwazi) <C(Q A n)(Iflz@ + lelwee@ + lulme).  (4.14)

Beweis: Aus dem Satz von Friedrichs im Inneren I folgt v € W2*(Q) und (@I0).

loc

Wegen || Le|| 2i0) < C(n)All|lwe2q) gentigt es ¢ = 0 zu betrachten. Wegen 9 € C*
gibt es fiir jedes xg € 0N eine Umgebung U(zg) von xy und einen C':!-Diffeomorphismus
U U(zg) = B(0,2) mit U(zg) =0 und V(U(xg) N Q) = B(0,2),. Wir definieren

loc

Aus Proposition B.3T und ¥ € CHH(U(xy)
99, gilt u = 0 auf B(0,2),. Fiir v € C}(B

/ fU dy = / i1 (Z::1 aijajuaiv + b;ud;v — cﬁmv) — duv) du
- /Q Zijkl ;0 V10,V (Oyi 0 W) (Orv 0 W) dpa + /Q Z% bi0; Wy, (o V) (000 W) dpu—

- /szk ciO WV (Optio W)(0o W) dp — / d(uo W) (voW)du

Q

B /B(o,m <Zk <Zz G Oyi0T + byl — 5k8k17) - cia@) du=— [ fodpy,

B(0,2)

folgt O;u = ((O1@t) o ¥) 0;¥;. Da u = 0 auf

v
G:=uoU™t e WH(B(0,2),) N W22(B(0,2),).
)

(0,2)+ )1stv =00V € CH(N) mit

also  Lii=Y (@ (Zl Gyl + Bka) + wka) +di = f auf B(0,2), mit

Elkl :Z”(a”(‘?]\lfl&\lfk)O\If_1|det(D\If_1)| ||dkl||cov1(B(0,2)+) <O(\I/) HIZ?JX ||a” ||CO,1(Q)

[;k = Zz(b@\lfk) oUt. ‘ det(D\If_1)| ||Ek||00»1(3(0,2)+) <C(\If) mzax HbiHCO’l(Q)

ék = ZZ(CZaZ\Ifk) @) \If_l . ‘ det(D\Il_l)‘ ||5kHLoo(B(O72)+) <C(\If) mzax HCZHLOO(Q) (415)
di=do¥ - | det(DU)| 1450, S CO) [l 1o

fi= oWt |det(DYT)| 1l 2020 SCOI 2@
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Fiir alle y = ¥U(z) gilt dann mit (4.2) fiir £ € R”
S i )aE = Y a (I )6d, Ula)6 - | et (DY)
> A |3 o) et (DI )] > colw Mg
i | L=k

da W ein Diffeomorphismus ist, also DW(z) invertierbar ist. Also erfiillen L und @ alle
Bedingungen des Satzes in B (O 2) 4 mit geeignetem A=C (¥, A). Wie im Beweis von
Satz [.6] vereinfachen wir dies zu Lot := ) _,, O(a0i0) = f schwach auf B(0,2); mit

||JEHL2(B(0,3)+) < C(\PvA)(HfHLQ (B(0,2)4 + HaHW” (B(0,2)4 )) <
< OV N[22, + 1@llzmee.)) < CV A fllze) + [[ullrze), (4.16)

wobei wir die Caccioppoliungleichung am Rand 7] verwendet haben. Fiir 0 < |h| < i
I=1,...,n—1ist 9a € WH*(B(0,2)) mit 9a = 0 auf B(0, 2),. Mit [EI2) gilt
Lo(3'a) = fI schwach auf B(0,2),.

74

Mit der Caccioppoliungleichung am Rand [4.7, (4.13) und (4.10) folgt
1 w202y, < COOA) 2@ + lullze)

4

||3zu||w123(01 < O A) ([l + lullz)-
Da oF't — Oy stark in I2 (B(0,1)y), folgt i € W2(B(0,1)) und, da wir @ €

loc

I/Vlif(B(O 2), ) bereits wissen, folgt dy0yu € I*(B(0,1),) und zunichst
10Ot 2(00),) < OOV M) ([ fll2@) + ullzey)  fir (k1) # (n,n).
Mit (ZI0) aus Satz A6 angewandt auf Loi = f erhalten wir fiir die verbleibenden

2~ ~—1 ~ ~ " A
Ohu = a, (_ Z(k,l);ﬁ(n,n) OOyt — Zk,lzl Orandyt + f) in B(0,2)+,
also mit (£.2)) und der Caccioppoliungleichung am Rand [£.7] ebenfalls

1050l 250, ) < CO8 A1l 200 + el 2ee)-

Es folgt @ € W*2(B(0,1),) und fiir V(zg) := ¥~1(B(0,1)) der Anteil von ([£I4) in
W22(V (x) N Q) aus Proposition B31] mit der Konstanten C(¥, A). Da 99 kompakt
ist, existieren endlich viele xq,...,zy € 002 und 6 > 0 mit

0 C{x | d(z,00) <26} CV(x))U...UV(zn).
aus Satz 6] (£9) fir @ := {z € Q| d(z,00) > 0} € Q folgt (A14). q.e.d.
Aus dem Sétzen von Friedrichs und ergibt sich folgender Regularitétssatz.
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Satz 4.9. Sei Q € R" offen, k > 1, f € W*2(Q) und L erfiille fiir ein 1 < A < oo
@), (E2) und [laij||orr@) < Mlbillora@) < A, lleillor-11@) < A und [|d]|or-110) < A.
Fiir eine schwache Lisung u € WH2(Q) von Lu = f auf Q folgt

u € Wint2(Q) mit |ullwwiz2iny < C(Q, QL An, k) (1 f lweag) + [ull @) fiir Q€ Q. (4.17)

loc
Falls 9Q € C*51 und u — ¢ € W) *(Q) mit o € WE22(Q), so folgt
ue Wk+2’2(Q) mit HuHWk+2,2(Q) SC(Q, A, n, k)(||fHWk,2(Q)+ ||(,0||Wk+2,2(9)—|— ||u||L2(Q)>. (4.18)

Beweis*: Wieder kénnen wir ¢ = 0 annehmen. Fiir k£ = 0 mit C~5(Q) ersetzt durch
[°(Q2) sind dies die Aussagen der Sétze von Friedrichs, Sétze .6l und 4.8l
Wenn die obige Aussage fiir 0,...,k — 1 gilt, dann folgt u € Wflﬁjm(ﬂ) und

fir ¥ € V' €Q ullyrerzn < COL QLA 0 k) (| fllwer2@) + ullz@), (4.19)
bzw. u € Wk+1’2<Q) mit ||u||Wk+1,2(Q) < C(Q,A,n, ]f)(”wakflj(Q) + ||u||[;(g)). (420)

Wie im Beweis von Satz vereinfachen wir die Differentialgleichung zu

Lou : = Z i (a;;05u) ZZ_ 0; (biu) Z;l ;O —du+ f
— Z dpbiu — 27_1(@ )0 —du+ f=: f € W) mit

£l < COn, )L lwsaqen + ullweragn)
< OO A, k) (|| Flweaw + lullze)  fir @ € Q' e,

bzw. f € WH(Q) mit || fllweaq) < CQ A E)(If lwra) + lullzw).  (422)

(4.21)

Wegen a;; € CH1(Q) ¢ WEL2(Q) und u € W)'*(Q) folgt mit der Produktregel
Proposition a;0;u € W2(Q), da;0;u € WE2(Q) und fiir v € C52(Q)

loc

/inj aijajaluawdu:—/ﬂzij aijajuaﬁlvd,u—/zij 8laij8ju8ivd,u:
:/f@ludu+/Z‘ai(alaijaju)vdﬂz/( 8lf+z 8lazj3u>vd,u.
Q

Dies ergibt Lo(Qu) = 8, f — Z ; (Oya;;0;u) =: f; schwach auf . (4.23)

Weiter gilt HZ ; (010,505 H ;05U

<
Wh=1,2(Q/") ‘Wk,Q(Q//) -

< C(n, A)||lullwrsrz@ry < C(Q,Q”,A,n, k) (Lf llwer20) + [Jull 2 )
mit (@I9). Aus @IJ) fiir k& — 1 folgt du € WrQ) also v € WE*(Q), und

loc loc

aus (£19), (L21) und ([@23) schlieBlich (AI7): |Oyul| w120y <
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< C(Q, A, n, k) (Halfuwk v + HZ : (Qhai;0; u)H + ||y 2 Q>

k=1,2(Q7)
< C(Qv le A7 n, k)(HfHWkZ(Q) + ||u||L2(Q))‘
Im Fall mit Rand kénnen wir den Rand mit einem C*+1-Diffeomorphismus ¥ glatt-
biegen, und, da ||v||yr+2207) ~ |00 ¥ |yprr22(g)) mit einer von ¥ und n abhéingigen
Konstanten, geniigt es lokal 2N B(0,2) = B(0,2), zu betrachten. Aus (4.20]) folgt

HZ i (GO H = HZU Arai;Oju )ww(m

< C(Q, A n, B) (|| fllwe-120) + llull 2@))

Wk=1.2(Q) < C’(n, A) HuHWkJrva(Q)
Mit (@22) und [@23) folgt Lo(Gu) = f; schwach auf B(0,2), fir [ =1...,n mit

1fillwe-r2mo2)4) < CQ A B)(| fllwea) + [ullzw). (4.24)

Wir wihlen B(0,3)+ C Qo C B(0,2); mit 9Qy € C™ und € C5°(B(0,3)) mit

'3
n = 1 auf B(0,1). Mit Proposition [3.40] und Definition folgt ndu € Wy2(Qp) fiir
I=1,...,n—1und aus Ly(du) = f;, u € WrI**(B(0,2),) und a;; € C*(B(0,2),),

loc
Lo(ndyu) = Zij 8;(ai;0; (o)) = Zi 8, (aind;Opu) + Z :(ai;0;n0u)
= Z : (ai;0;00u)1 + Z a;;0;0,ud;m + Z : (a;;0;n8)u)
= fin+ Z a;;0;0,udm + Z~@' ai;O;ndu) == fi, schwach in B(0,2),,
wobel HflnHWk 12802)4) < C(Q A k) (L fllwra@) + [ullz@)

wegen (£20) und ([E24). Mit [E20) folgt ndyu € W*+H2(Qy) fiir £ — 1 und

100ullwrrr2(p0,1),) < Imdillwrsrze) < CUA 1 k)| frllwe-r2(0) + 01l 2(0,))
< CQ A E) (| fllwez@) + 1wl z@), also zunéchst
10:05ullwr2s0,)2) < COL A0, K) (L fllwna@) + llullze  fir (@ 5) # (n,n),

da wir u € WE%(Q) bereits wissen. Wie am Ende von Beweis von Satz EE8, erhalten

wir mit (A.I0) aus Satz angewandt auf Lou = f fiir die verbleibenden

=it (=X s 0= 30 dasdu )t B0.2).,

also mit (£2), (£22) und (@20) ebenfalls
107 ullwra(po1),) < O A n k) (1 flwez) + lull e)-
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Es folgt u € W*t22(B(0,1),) zuerst lokal
[ullwrrzeoa),) < OO AR K| fllwee@) + lullze)-

und dann mit endlich vielen Béllen D> 9Q und [@I7) u € W 22(Q) mit (£I8). q.e.d.
Fiir glatte Daten sind auch die Losungen glatt.

Korollar 4.10. Sei Q € R” offen, f € C*(Q) und L erfille (A1) und (£2) auf Q2 mit
glatten Koeffizienten. Dann gilt u € C*(Q) fiir eine schwache Lésung u € WH2(Q) von

Lu = f. Ist weiter 02 € C und ulgq = plaq fir ein ¢ € C*(Q), so gilt u € C(12).

Beweis*: Aus Satz folgt u € W*(Q) Vk € N. Aus dem Satz von Morrey 340

loc

ergibt sich u € C*°(€2). Im Fall mit Rand folgt aus Satz u € Wk2(Q) Vk e N.

Wieder ergibt der Satz von Morrey u e C®(Q). q.e.d.

4.2 Schauderabschitzungen

Wir betrachten einen elliptischen Differentialoperator L (2.3) in Nicht-Divergenzform
auf Q C R" offen fiir u € C?(Q). Dabei seien a;; € C**(Q), b; € C**(Q) und ¢ €
C%(Q) fiir ein 0 < a < 1, kurz L € C%*(2), und es gelte fiir ein 1 < A < oo

laijllcoa@) < A 1Bl co.ciy < A lellcoaqgy < A (4.25)
a;;(2)&& > A7HEP fiir alle rz € Qund £ € R™. (4.26)

Innere Schauderabschéitzung 4.11. Ein elliptisches L in Nicht-Divergenzform (2.3))
erfiille (E25)) und ([E26). Dann gilt fir u € C**(B(0,2))

[ullcza o) < C(A,n,a) (| Lulleoaso2) + lullzso2)) -
Um diesen Satz zu beweisen, betrachten wir zuerst L = A auf R".
Proposition 4.12. Firu € C2*(R") mit 0 < o < 1 und h6lgn o D*u < 00 gilt
holgn o D*u < C(n, ) holgn o, Au.

Beweid?: Angenommen die Aussage ist falsch, d.h. es existiert kein C'(n, o) < oo. Dann
existiert eine Folge u,, € CZ%(R"™) mit

loc

1
holgn o Ay, < — holgn 4 D?u,, < .
m

2siehe Theorem 1 in L.Simon: “Schauder estimates by scaling”, Calc. of var. and Par. Diff. Eq. 5.
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Ersetzen wir u,, durch \,,u,, mit geeignetem \,, > 0, so kénnen wir holgn , D*u,, = 1
annehmen. Dann existiert ein Multiindex v mit |y| = 2 und ein ¢ € 1,...,n, so dass
fiir eine Teilfolge jeweils fiir ein z,, € R™ und h,, > 0 folgendes gilt:

Y ) — )Y
|8 um(l’m + hmez) J um(xm)| > ihOan Ny, > L > 0.

Reskalieren wir @, (z) := h, 2 *Um (T + hypz) so bleiben die bisherigen Annahmen
unverandert. Also kénnen wir 0.B.d.A. zusétzlich folgendes annehmen:

1
|07 U (€7) — D (0)| > 55 > 0.

Das Substrahieren eines beliebigen Polynoms hochstens zweiten Grades 148t diese und
die bisherigen Annahmen unveréndert. Zuséatzlich kénnen wir also folgendes annehmen:

U (0) =0 Vi, (0) =0 D?u,,(0) = 0.
Aus holgn o, D*u,, = 1 und dem Mittelwertsatz folgt
1D || o (B0,R) < R |Vl os0,r) < CR)RT |t 1 (B10,r)) < C(n)R*+.

Mit héan@ Dzum =1 fOlgt Huchza(B(QR)) < C(n, (67 R)
Damit konvergiert fiir eine weitere Teilfolge u,, — u stark in C2.(R™). Aus allen diesen
Bedingungen folgt v € C2*(R™) mit hélgs o Au = 0, also Au = const in R” und

loc
holgn o D*u < 1 Iu(e;) # 0"u(0) D*u(0) =0
Daraus folgt Au = 0. Auf z € B(0, R) ergibt Korollar 2.2 wegen 0B(x, R) C B(0,2R)
107w\ e (B0.RY) < C(n, |y])R7NIF2e fiir beliebige Multiindices .

Fiir |7| > 3 und R — oo folgt D3u = 0 auf R, und u ist ein quadratisches Polynom.
Insbesondere ist D?u konstant. Dies widerspricht 9 u(e;) # 97u(0), da |y| = 2. q.e.d.

Betrachtet man eine lineare Transformation, so erhélt man folgende Proposition:

Proposition 4.13. Es sei 1 <A < oo und (a;;) € R™"™ mit
Zij a;i&i&; > NHE fir € € R" |lai;| < A.
Fir 0 < a <1 und u € CZ*(R™) mit holgn o D*u < 0o gilt dann

loc

holgs o D?u < C(A, n, @) holgn (Z 00,051
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Beweis: Da 0,0;u symmetrisch in ¢, j ist, kénnen wir a;; = aj; annehmen. Dann ist
A = (a;;) € R™™ symmetrisch, positiv definit und A~ g. < A < C(n)Alg«. Die
positive Wurzel B = (b;;) von A erfillt A = B% B! = B und A™?1g. < B <
C(n)AY?*1Iga. Setzen wir u(x) := u(Bz), so ist @ € C>*(R™) und

Ot Z dsu(Bx )by, Op0yti(z Zwaa w(Bx)biby  At(x Z a;;0;0;u( Bx)

holgn o Al < C(n)AY? holgn o (ZU a;0,051) < 00
holgn o D*i < C(n) A2 hélgn o D*u < 00 hélgng D*u < C(n) A2 hélgn o D2,
Also erfiillt u die Voraussetzungen von Proposition und die Poposition folgt aus
holgn o D*i < C(n, o) holgn o Ad. q.e.d.
Wir beweisen zuerst folgende schwéichere Version von Satz [4.11]
Proposition 4.14. Unter den Voraussetzungen von Satz[{.11] gilt
[ulloza(so1y < C(A 1, @) (I[Lullooxso2) + [ullo2so2)) -

Beweis: Wir wihlen n € C§°(B(0,2)) mit n = 1 auf B(0,1) und betrachten zunéchst
alle 0 < p < 1/2. Fiir zp € B(0,1) gilt B := B(xg,20) C B(0,2), und wir setzen

Nzo.o() = 1) V= Uiy, € Cy(B).
Es gilt v = u auf B(wg, 0). Aus der Proposition folgt mit (4.25]) und (4.26)

holgn o D*v < C(A,n,a) holgn o <Z”aij(l’0)aiajv) )
ij
Wir schreiben ZU a;j(x0)0;0;0 = Zij (a;;0;0;v — (a;; — a;;(x0))0;0;v)
=Lv— Zz b,@,v — CU — Zij (aij — aij(xo))aiﬁjv.
Dann ergibt sich aus obiger Abschétzung, Proposition und (34)  hélg, D*v <

< C(An,a) <h613 o(Lv)+holg 4 (Z (aij —aij(xo))aiajv> +holg <Z b;0;v + cv))
ij i
< C(A n Oé) maX(Haij—aij(xo)HLoo )h('le7a(D2’U)+hélB7a(aij - CLZ'j(ZL’(]))HDszLOO(B))‘i‘

+ C(A, n, Oé) (h('le@(LU) + (mzax HbiHCOvO‘(B(OQ)) + ||C||C’0’&(B(O,2))) HUHC’l,&(B))
< C(A,n, @) (0" holp o (D*v) 4+ holp o (Lv) + |[v]|lc2m)) -
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Wir absorbieren fiir hinreichend kleines o = o(A, n, @) den ersten Term und erhalten
holpa D*v < C(A,n, @) (holpo(Lv) + ||v]|lczm)) -
SchliefSlich rechnen wir und schétzen ab
[vllc2m) < Cllullezso,2) 1M20.ellc2) < Clo)ullezpo2) < C(A 0, a)|[ullc2pso2)
Lv = Zij ;;0;05 (U o) + ZZ b;0; (UNzy o) + CUNzy
= LU Ny, + Zij(aijaiuﬁjnxo,g + 0judig,p + a1 0:0ju,p + ubiOiTg o
holp o (Lv) < O Lu, Vu, ul|co.a(p0,2)) 115 izs bi, cll0oa(0,2)) 10,0/l 020 (3)
< C(An,a) (I Lullgoaso2) + 1ulloraso)) -
Zusammen mit v|p(zy,0) = U|B(zo,0) €rgeben alle diese Abschitzungen
h61B(2g,0)a D*u < C(A, n, @) (|| Lul|coa(so,2) + lulloxso2)) -
Da xy € B(0,1) beliebig war und ¢ = o(A, n, «), folgt die Aussage aus
hélp.1).a D*u < C(A,n, a) (1 Lul| oo 0.2 + l[ullczso:2))

||u||02,a(3(0,1)) < hélB(OJ)’a D2u + C(TL) ||u||cz(B(072))
S C(A,TL, Oé) (||Lu||co,a(3(0,2 )) —+ ||u||c2(3(0’2))) . q.e.d.

Beweis* von Satz @Ik Sef] S := |D%u \O"é%:)r; = sup d(z,0B(0,2))"*" 2| D*u(z)|
2€B(0,2)

mit S < oo wegen u € C*%(B(0,2)). Fiir zy € B(0,2) sei 0 := +d(zo, 0B(0,2)) < 1,
also B(xg,20) C B(0,2). Wir reskalieren folgendermafen fiir x € B(0,2) und erhalten
mit ([Z25) und o <1

() = u(zo + ox) aij(x) = aij(ro + 0x) bi(x) := obi(xo + ox) & := o*c(wo + o)
Lu(xo + ox) = (Z awaﬁu—irz b&u—ircu)(:co—irgx)
— (g Zij a:;0:0;1 + o ZZ bio 'Ot + o cu) (z) =0 ?La(z)

| D%l = (50.1)) = 0| D*u| 1 (B(zo.0)) %l 2(B0,2)) < Q_"/2||u||12(3(0,2))
Qn/2||D2@HLo<>(B(0,2)) = Qn/2+2HDzUHLoo(B(xo,zg)) <S

(4.27)

| Lit| go(B0.2y) = 021 Lt 15 (B(ro.20)) + 0° T 061 B (20 2000 (Ltt) < || Lul| o p0.2)

@i, bis Ell oo (Bo,2)) < llasgs bis cllcoa(poa) < A

3Um in Proposition 14 die C2-Norm in eine I?-Norm zu absorbieren, miissen die Gebiete der Nor-
men auf beiden Seiten der Ungleichung iibereinstimmen. Damit der Rand dann keine Schwierigkeiten
macht, bilden wir das Supremum iiber das Produkt mit einer Funktion, die am Rand verschwindet.
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Insbesondere erfiillt L (23), @25) und@26) auf B(0,2). Wegen Proposition
erfiillen folgende Abbildungen die Vorrausetzungen von dem Lemma von Ehrling [3.3k

C%(B(0,2))— C*(B(0,2))— L*(B(0,2))und C*>B(0,1)) — C*(B(0, 1)) — [*(B(0, 1)).

Mit [|@l|c1(so,2) < 2llallc2so.2) + C(n)|all 2502 absorbieren wir in der ersten der
folgenden Ungleichungen den Term 1|@/|c2(5(02)) und erhalten fiir 0 < e <1

lallc2(B0,2)) = |@llcr(Bo.2)) + 11 D] 1o ((0,2)) < C(n) (|| D@ 1o (0,2)) + |8l 22(B0,2)))

I D?a| e (50,1)) < il c2(s0,1)) < €lltill 2oy +C (1, @, €]l s,

Zusammen ergeben alle diese Abschiatzungen mit Proposition .14 wegen ¢ < 1
d(0, 9B(0,2))"*2|D?u(o)| < (30)"**2|| D?ul| e (82,0 = 3" >3 ?|| D2t 1 (50,1

< e0"?il| 2o sy + C(n, a, €)@l 2500

< C(A,n, a)ed"? <||Ea||COvG(B(O,2)) + Hfth(B(o,z))) +C(n, 0, €) 0" |t 2 (50.1)

<O, ) (|Zillcoasio2) +ee" I D%l xp02)) +C(A,n, 0, )" il msio.)

< C(A,n, o €) ([ Lullconpoz) + lullzao2)) + C(A, 0, )eS.
Das Supremum der linken Seite iiber zo € B(0,2) ergibt fiir kleines € = €(A, n, a)

S < C(An,a) (|[Lullcoaso2) + lullzmos)) -

Wir reskalieren und tiberdecken B(0,1) durch kleine Bélle. Aus Proposition .14 folgt
mit der obigen ersten Interpolationsungleichung auf B(0, 2) anstatt B(0, 2)

[ullczeB0,1)) < C(A,n, a) (HLU”(JO@(B(O,g)) + ||U||02(B(o,g))>

< C(A,m, @) (IZull o so g + Il ey + 1Dl 0.8 ) -

Aus || D*u o 0,2 < 272428 folgt dann die Behauptung. q.e.d.

Fiir die Existenz klassischer Losungen brauchen wir Abschatzungen am Rand.

Schauderabschitzungen am Rand 4.15. Ein elliptisches L (Z3)) erfille (£28) und
@28) auf B(0,2), C R"™. Dann gilt fiir u, € C**(B(0,2),) mit u= ¢ auf B(0,2)o

HUHC“(B(Ol <C(An 04)(HLUHCOa (B(0,2),) T HSOHCM (B(0,2),) T HUHL2 (B(0,2) 4+ ))

Aus Proposition folgt || Lyllcoa(o,2),) < C(A, n,a)|¢|lc2eBo:2),)- Also kinnen
wir 0.B.d.A. ¢ = 0 setzen. Zuerst betrachten wir wieder L = A auf R?} = R" 1% (0, 00).
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Proposition 4.16. Fir ue C>*(R7) mit 0<a <1, ulgp=0 und hélgn o(D?*u) <oo gilt
hélRi,a(D u) S C(n, Oé) holRi,a(Au)
Beweid]: Falls die Aussage ist falsch, dann existiert eine Folge u,, € C**(R") mit

U [Rp = 0 hélRi,a(Aum) < m~t hélRi’a(Dzum) < 00.

Wir renormieren holgs o(D?u,,) = 1. Wieder existiert ein Multiindex  mit |y| = 2 und
i €{1,...,n}, so dass fiir eine Teilfolge und geeignete z,, € R" und h,, > 0 folgendes
gilt
|0 Uy (T, + himei) — Oty (2|
he,
Nach einer Translation um einen Vektor aus Rf} kénnen wir |z,,| = (2, €,) annehmen.

Wir unterscheiden zwischen lim A '(x,,,e,) = 400 und lim inf A !|z,,| < +oc:

Im Fall lim h_!'(x,,,e,) = oo reskalieren wir durch @,,(z) := h_ 2" “Upm (T + hpnt).
—00

1 1
> — holgn o Oy, > — > 0.
=on OF = ons

Nach Subtraktion eines Polynoms vom Grad hochstens zwei konvergiert eine Teilfolge
m — u in C2 _(R™), was wie in Proposition .12 zum Widerspruch fiihrt.
Im zweiten Fall lim 1nf h Yz, < oo reskalieren wir @y, (z) := h 2 “Up(hpT).

Dadurch bleiben alle blsherlgen Annahmen unverindert, und wir kénnen o.B.d.A.

1
Y N — Y >
| Uy (1, + €7) — VU (1) | > 5,3 >0

annehmen. Nach Ubergang zu einer Telfolge konvergiert #,, = hlr, gegen zy € RT.
Nach Subtraktion der Taylorpolynome zweiten Grades bei dem Randpunkt x =0

Poo() := t(0) + YV, (0) -z + 12" D*u,, (0)
bleiben alle Annahmen unverédndert, und wir kénnen O.B.d.A.
U (0) = 0 Vi, (0) =0 D?u,,(0) = 0.
annehmen. Aus hélgn o(D*u,,) =1 und dem Mittelwertsatz folgt
1Dt | 1 (B0, R) ) S B V| = (50,8)0) S C) BT |t || = (50,R)4) < C () R

also ||uml|c2e(o.r),) < C(n, a, R).. Damit konvergiert in CZ_(R7) eine weitere Teil-
folge w,, — u. Aus dlesen Annahmen folgt u € C>%(R) mit

ulry =0 Au = const holgr , (D*u) <1
mu(xo + 6@') # 8'%(:60) D2U(0) =0 ||u||Loo(B 0,R)+ < C( )R2+a.

4siche Theorem 4 in L.Simon: “Schauder estimates by scaling”, Calc. of var. and Par. Diff. Eq. 5.
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Wegen den mittleren Bedingungen ist u harmonisch auf R’}. Wegen der ersten gilt
Pu =0 auf R fir [ = 1,...,n — 1, also 92u = — >7' 9%u = 0 auf RZ. Setzen wir
u(y,t) := —u(y, —t) fir y € R*! und ¢t < 0, so sehen wir zuerst u € C. _(R"). Weiter
ist 0,0,u stetig fir [ = 1,...,n — 1, und dasselbe gilt fiir 1 <,k <n—1oder (I,k) =
(n,n), da 90pu(y,0) = 0 fiir diese [, k. Somit ist u € C2*(R™), also Au = 0 auf R™.
Mit Korollar folgt || D*ul| i (o.r)) < C(n, k)R™F+2+e fiir beliebige Multiindizes
k. Fir |k] > 3 und R — oo folgt D3u = 0 auf R™, und u ist ein quadratisches
Polynom. Insbesondere ist D?*u konstant, also D*u = D?*u(0) = 0. Dies widerspricht

Du(zg + €;) # N u(xg) wegen |y| = 2. Damit ist die Proposition bewiesen. q.e.d.
Wie bei den inneren Abschéitzungen folgt

Proposition 4.17. Es sei 1 < A < oo und (a;;) € R™*"™ mit
Zij a;;€&&; > AYEP fiir € € R |aij| < A.

Fiir u € C2*(R™) mit 0 < o < 1 und ulgy = 0 und hélgn o(D?*u) < oo gilt dann

loc
hélRi’a(D2U) S C(A, n, Oé) héan,a(aij&-@ju). qed
Wieder beweisen wir zuerst eine schwichere Version von Satz 4.15

Proposition 4.18. Unter den Voraussetzungen von Satz[{.13 fir L auf B(0,2) gilt

ullczep,1),) < C(A,n, @) (| Lullcossoz,) + |ellczamoo,) + lullc2so2),)) -

Beweis: Wieder kénnen wir ¢ = 0 annehmen. Wir wéhlen n € C§°(B(0,2)) mit n =1

auf B(0,1) und 0 < ¢ < 1/2 klein, wie unten beschrieben. Fiir xy € B(0,1); gilt
B := B(z,20) C B(0,2), und wie im Beweis von Proposition L.14] definieren wir

Moo € Cp°(B)  mit Mo ,o() = N(*52)
v e C*(By) mit V= Ty, € Co®(By U By)
suppv C By U By vlg, =0 V| B(zo,0)+ = U|B(zo,0). -

Aus ([#.27),[#26) und v|g, = 0 folgt mit Proposition {17
h(.leJ”a D2U S C(A, n, Oé) hélBJ”a <Zu Qi (a:o)&-ajv> .

Daraus ergibt sich dann wie im Beweis von Proposition .14

holp, o D*v < C(A,n,a)0” holp, o D*v+ C(A,n, a) (hélp, o(Lv) + [[v]lc2(s,)) -
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Wihlen wir o = (A, n, «) klein genug, so erhalten wir
hélp, o D*v < C(A,n, @) (hdlg, o(Lv) + [|v]lc2s,)) -

Wie im Beweis von Proposition B.14] ergibt sich daraus mit v|p(zg,0), = %|B(w0,0)+

h6lp(g,0),0(D*u) < C(A,n, @) (|| Lullcoepo2),) + l[ullcxso2),)) -
Da z, € B(0,1); beliebig war und ¢ = o(A, n, @), erhalten wir schlieBlich

hélpo), o D*u < C(A,n, a) (|| Lul| poaso2. + [|ullc2s02),))
[ullezamo),) < h6lpn, o D) + C()|lulle2(po.2),) <
< C’(A,n, @) (| Lullcoaso2),) + lulle2s02),)) - q.ed.

Beweis* von Satz Analog zum Beweis von Satz [4.11] setzen wir

S = |D*u|{ira), = sup  d(z,0B(0,2))"/***| D?u(x)|.

0,B(0,2)o
2€B(0,2)+
Wegen u € C*%(B(0,2),) gilt S < co. Fiir 2y € B(0,2) setzen wir

_ +d(x0,0B(0,2)) wnd o — 40 falls @, > td(z, 0B(0,2))
. i(iﬂo, 0B(0,2)) 0" To — Tonen falls 2, < id(:vo, 0B(0,2)).

In beiden Féllen gilt o € B(xj, 0)+, B(z),20) C B(0,2), d(y,0B(0,2)) > p fiir alle
y € B(x),20) und d(zo,0B(0,2)) < 80. AuBlerdem gilt im ersten Fall B(x,20) C R"
und im zweiten Fall z;, € R{. Wir reskalieren @(y) := u(gy), fir y € B(y),2),+ mit
Yo = o 'z, und erhalten wie in (E2T)

Lu(gy) = o~ *Li(y) fiir y € Blyp, 2)+
mit geeignetem L. Sei jetzt B := B(yy,2) = B(o 'x},2). Wegen Proposition B.15]
erfiillen folgende Abbildungen die Vorrausetzungen von dem Lemma von Ehrling

C*(By) = C'(By) — [*(B4) und 02’Q(B(?J6a 1).) — CQ(B(?J(,» Dy) = LZ(B(y{], 1))

Mit [|@l|cr(s,) < 3ll@llc2es,) + C(n)]|a]| 25, ) absorbieren wir wieder wieder 1|a||c2(5,)
in der ersten der folgenden Ungleichungen und erhalten fiir 0 < e < 1

|@llc2s,y = lallers,) + lallpes,) < Cn) (1D%llpes,) + il zs,))
1D ll e Byt 1)) < €lltllcza sy + Cns s llllsey.)-
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Mit den Propositionen T4 und ergibt dies wegen o < 1 wieder
d(x00B(0,2))"***| D*u(o)| < (80)"**2 || D*ul| o8y 0. = 8" 220" | D*a| 1 (8 1)
< €0"?||ii]| c2e By 1)4) + C(ny o, €) 02N 2By 1))
< O(Am,@)eg"”? (|| Loz, + Ellcrs.) ) + Clna, )™ @l 2z
<C(An,a) <||Eﬂ||cova(3+) + EQn/2||D2ﬁ||L°°(B+)> +C(An, o, €) 0"\l sy )
< C(An,a¢) (HLUHCOvO‘(B(O,2)+) + ||u||L2(B(072)+)) + C(A,n, a)es.
Das Supremum der linken Seite iiber zp € B(0,2), ergibt fiir kleines € = €(A, n, «)
S < C(An,0) ([ Lulleoeso2),) + lullzmoe.)) -

Wir reskalieren und iiberdecken B(0,1) durch kleine Bélle. Aus Proposition I8 folgt
zusammen mit der obigen ersten Interpolationsungleichung auf B(0, %)Jr anstatt B

lullozasoy) < C, . 0) (ILullonnao ), + lelloxmo.))
< C(A,m,0) (IZullnaao . + el psosyo + 1Dl =m0y ) -

Dann folgt die Behauptung aus || D*ul| e (p0,2),) < /242G, q.e.d.
Mit den Propositionen .14l und [4.I8 beweisen wir schliellich

Globale Schauder Abschitzungen 4.19. Sei Q @ R" offen, 0 < a < 1, 9Q € C*<,
¢ € C?(Q) und L [Z3) erfiille (£25)-@26). Dann gilt fir ue C*>*() mit ulpo =p|on

[ullcza) < C(Q A, n, @) (| Lullcoay + l@llcza@ + lullz@)) -

Beweis: Wie oben bemerkt, geniigt es, ¢ = 0 zu betrachten. Sei xy € 02 beliebig. We-
gen 92 € C?“ gibt es eine Umgebung U(xy) von xy und einen C?“-Diffeomorphismus
U U(zg) = B(0,2) mit U(zg) = 0 und ¥(U(zo) N Q) = B(0,2),. Wir definieren
a=uoW e C?(B(0,2)s). Wegen ulspq = 0 gilt @|p(2), = 0. Wir rechnen

Lu = Zij aij&-aju + Zz bz&u + cu =
= Zijkl aijﬁi\lfkﬁj\lfl(ﬁk&ﬂ) O\If—l-zik (ZJ aijaiﬁj\lfk + blal\lfk> OruoW+c- (ﬂo\lf).

Dann erfiillt L mit  La := (Lu) o U™ = Zkl 0O + Zk boki + ¢t und

dkl = Zij(aijgi\llkgj\lloo\ll_l [;k = ZKZ) aijaﬁj\lfk + bﬁpl%) O\I/_l c:= CO\II_1
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ZM A ()& > co(U, A, n)|€? fiir alle y € B(0,2)4 und & € R”
max { ax o 502,), [Brllevas02,): Iellovamoa,) b < C(¥,A,n,q),

Mit V(zg) := ¥~1(B(0,1)) erhalten wir aus Proposition B8 ||ul|c2.e (v (zo)n0) <

< C(\I] n Oé)HU||C2a (B(0,1) 4 < C(‘I’ A n, Oé) <HLU||CO‘¥(B(O2 + ||u||c2(B02) ))
< C(W, A, n,a) (||Lu||co,a(9) + lulloxy) - (4.28)

Nun betrachten wir zy € Q. Dann existiert 0,, > 0 mit B(xg,20,,) C £ und aus
Proposition 4.14] folgt nach Reskalieren von V(z) = B(xo, 0z,)

[ullczew@oynn) < C(A, 0z, 1, @) (|| Lullcoa@) + [|ullczg)) - (4.29)

Die kompakte Menge (Q ist fiir endlich viele z; € Q in V(x) U... UV (2y) enthalten.
Wie im Lemma gilt max{dy,...,0n} > 6 > 0 fiir §;(x) = d(x,Q\ V(z;) und die
Supremumsnormen und Hoélderkonstanten auf €2 kénnen durch die Hoélderkonstanten
und die Supremumsnorm auf V' (x;) N abgeschétz werden. Aus (£.28) und (4.29) folgt

||u||02,a(g) < C(Q,A,H,Oé) (||Lu||(;0a(g) + ||u||02(Q)) .
Die Behauptung folgt nun fiir hinreichend kleine € aus der Interpolationsungleichung
||U||02(Q) < 6||U||o2vo¢(9) +C(Q, €)||u||L2(Q)>
die aus dem Lemma von Ehrling und der Proposition B.13] folgt. q.e.d.

Aus den globalen Schauder-Abschétzungen ergibt sich zusammen mit der hoheren
Regularitit aus der I?-Theorie die Losbarkeit des Dirichletproblems.

Existenz von klassischen Losungen des Dirichletproblems 4.20. Sei () € R” of-
fen, 0 <a < 1,00 € C**, feC™(Q), o C*(Q) und L 23 erfiille [A25])—{H.26)

mit ¢ < 0. Dann existiert eine eindeutige Losung u € C*%(Q2) des Dirichletproblems
Lu=f auf Q mit ulpg = plog, und diese erfillt
[ullcza@) < O A 1,0) ([ fllcoa) + l@llcza) - (4.30)
Beweis: Wieder geniigt es ¢ = 0 zu betrachten. Die Eindeutigkeit der Losung in

C?%(Q) folgt aus dem Maximumprinzip Korollar 214l mit ¢ < 0.
Zuerst beweisen wir die Abschitzung (A30) fiir C?*-Losungen des Dirichletpro-

blems. Angenommen (£30) gilt nicht, dann existieren L,, (2.3), die (4.25)(#20)
erfiillen mit ¢, <0, u,, € C**(Q), f,, € C¥*(Q) mit uyy,|sq = 0 und

HmeCOva(Q) < %HUmHC?»“(Q)-
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Andererseits folgt aus Satz [4.19 durch absorbieren fiir m > 2C(£2, A, n, )

[tmllc2ei) < C( A 0, @) (| fnllcom@) + [[umllco@))
< C(Qa Aa n, O{) (%HUWHCQ’O‘(Q) + ||um||CO(Q)) < QC(Qa Aa n, a)HumHCO(Q)‘

Wir nehmen 0.B.d.A. ||t o) = 1 an. Nach Ubergang zu einer Teilfolge gilt dann
Uy, — u stark in C*(Q) L, — L stark in C°(Q)  f,, — 0 stark in C%*(Q).

Es folgt Lu = 0 auf Q mit u|sq = 0. Wegen 0 > ¢, — ¢ folgt aus dem Maximumprinzip
Korollar 2141 v = 0 im Wiederspruch zu [[u[|coq) < [|tml/co@) = 1. Also gilt (£.30).
Zum Beweis der Existenzaussage wahlen wir glatte Ly, (23]) mit ¢, <0, die ([£.25])-
(E20) erfiillen und in C°(Q) gegen L konvergieren. Dazu withlen wir glatte beschrinkte
fim, die in C°(Q) gegen f konvergieren. Gibt es Losungen u,, € C%*(Q) der entspre-
chenden Dirichletprobleme, dann sind diese wegen (4.30) beschriinkt in C**(). Somit
konvergiert eine Teilfolge u,, in C%(Q) gegen ein u € C?() mit Lu = f und u|gq = 0.
Also geniigt es die Existenz fiir glatte L € C°°(Q) und f € C*°(Q) zu beweisen.
Solche L konnen wir mit glatten Koeffizienten in Divergenzform (A.1]) schreiben. Wegen
¢ < 0 erfilllt L die Bedingung (4.6) des Maximumprinzip Satz [£.2] und nach Satz
existiert eine schwache Losung u € WH2(Q) von Lgu = f auf Q mit u|gg = 0. Aus

L, f € C>(Q) folgt u € C%.(Q) und Lu = f auf Q aus Korollar LI0. Ist dariiberhinaus

loc

00 € C*, so folgt auch u € C*(2) und ulsq = 0. Dann ist u eine klassische Losung.
Unter den Voraussetzungen 9 € C?“ des Satzes miissen wir u € C%*(Q) zeigen.
Bzw., da wir u € C2(2) schon wissen, dass u € C%*%(V(zo) N Q) fiir alle 75 € ON
auf einer Umgebung V (zy) gilt. Wegen 9Q € C%° kénnen wir 9Q mit dem C*°-

Diffeomorphismus ¥ : U(zg) = B(0,2) in einer Umgebung U(xy) glattbiegen, und
G:=uo VUt e Wh"(B(0,2);) erfiillt 4|p(,z2), = 0. Setzen wir gemifl (L.15)

=Y (a0, 0,0;U;) 0 U - | det DU &:=co WU det DU

ij
b= ((b -y ajaji) &\Ifk) o U |det DU fi= fo U |det DU
f)dﬂ = Z 0; (dwaﬂ]) + Zz Bzaﬂ] + cu, Ed S Cl’a(B(O, 2)+), f c Cl’a(B(O, 2)+),

ij
so transformiert sich Lyu = f auf B(0,2), zu Lyt = f. Wir zeigen @ € C>*(B(0,1),).
Dafiir approximieren wir L bzw. f in C**(B(0,2),) durch C*(B(0,2), beschriinkte

Folgen Ly, fm € C®(B(0,2);) mit &, < 0. Weiter wiihlen wir B(0,3); C Qy C
B(0, 2) mit 9Q € C* und mit Proposition 338 @,,, € C>(B(0,2)) mit @|p(,2), = 0,
die in W'?(B(0,2),) stark gegen @ konvergieren. Wegen Satz .3 existieren schwache

Losungen @, € W42(Q) von Lyt = f auf Qg mit @, |a0, = @mlon, und
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Il < € (I Fll00) + I @mllwrzcan))

mit einer von m unabhéngigen Konstanten C' < oo. Die rechte Seite bleibt imGrenzwert
m — oo beschrénkt, und somit konvergiert fiir eine Teilfolge @, — w schwach in
W12(Qp). Es folgt, dass @ eine schwache Losung von Lqti = f auf Qg mit @|aq, = tan,
ist, und wegen ¢ < 0 folgt mit dem Maximumprinzip Satz 4.2 u = 4, also dass @, in
VV1 2(€Qp) schwach gegen @ konvergiert. Aus Ldm, Fins Bm € C™ (Q0) und 99 € C* folgt
mit Korollar 10 @,, € C*(Q) und Lty = fin auf g, wobei Ly, der ausdifferenzierte
Nicht-Divergenzform Operator von Ld,m ist. Die Koeffizienten von Lg,, sind beschrénkt
in CY*(B(0,2),) und die von L,, in C%*(B(0,2).). Aus Satz Z.I5l folgt

lmlezeeson) < C (Imllcanso.syo + limll a0
mit einer von m unabhéngigen Konstanten C' < oo, da | B0, = = Ol B(0,4), = 0-
Aufgrund der Konstruktion bleibt die rechte Seite im Grenzwert m — 00 beschrankt
Also folgt @ € C*%(B(0,2)) aus der Konvergenz a,, — . q.e.d.

SchlieBlich zeigen wir, dass C2-Lésungen so regulir sind, wie die Daten.
Satz 4.21. Es sei Q € R" offen, 0 < a < 1 und L [2.3)) erfille ([A20) und fir k >0
laijllcra@ < A [billcroy < A cllera < A. (4.31)

Fiir f € C**(Q) und eine Lisung u € C?

loc

(Q) von Lu = f auf Q gilt dann fir Q' € Q
€ Cut(Q) mit |Jullorrzagy < C(Q QA n,a k) (|| fllora + lulloo)) (4-32)

Aus 002 € C*22 und ulpq = plag mit p € CF24(Q) folgt mit C = C(Q, A, n,a, k)
ueCM2Q) mit [lullersan@) < C (I fllora@ + l@llerea@ + lullcow) - (4:33)

Beweis™: Wir betrachten konzentrische Bille B' € B € 2 und wiéhlen ¢,, € C >(B)
mit ¢, — u stark in C%(B). Mit Satz .20 existiert u,, € C**(B) mit

Loum = Zij aij@@jum + Zz bzazum - f —Ccu =: f~ € COA(B) um|8B = §0m|8B-
Da Lo(u,, —u) =0 in B, folgt mit dem Maximumprinzip Korollar 2.14]
um — ull ) < [[Uum — ull=@8) < l[¢m — ullz=m) — 0,
also dass u,, in C°(B) stark gegen u konvergiert. Mit Satz 11| folgt

ltmllczemn < CA, B, B k) ([ fllco(s) + lunlloos)) -
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Wegen der Konvergenz von u,, ist die rechte Seite uniform in m beschrinkt. Es folgt
u € C**(B'), also [{.32) fiir k = 0 aus Satz ET11]
Nun sei £ > 1 und ([A32) fiir 0,...,k — 1 bewiesen. Dann folgt u € C’itla(ﬁ).

Wir withlen ' € Q" € Q" € Q. Fiir die endliche Differenz df'v BI5), | = 1,.
0 < |h| <d(£2",0Q"), und u(zx) := u(x + he;) gilt

L(OMu) = f — Zij(a;laij)aiaja - Zi(a;tb,.)aia —(Ore)u=: f} auf Q. (4.34)

Fiir v E Cl,a(Q) gllt an xr € Q” ||8lh1)||ckfl,a(ﬂu) S ||8ﬂ)||ck—1,a(ﬂm) wegen

1 ['d
ofv(x) = —/ —uv(x + the) dt = / Ov(x + they) dt.
n), di
Daraus fOlgt mit (m ||flh||ck71,a(Q//) S ||f||ck,a(Q///) + C(n)A||U||Ck+1,a(Q///).

us (E32) fiir k£ — 1 und (£34) folgt

||8th||C«k+1,a(Q/) S C(Q”, Q,,A,TL, a, k’) (||8lhf||(;k71,a(m) + ||8lhu||com-”))
S C(Q”/, Q”, Q,, A, n, Oé, k) (||f||c’k,a(ﬂm) + ||u||ck+1,a(9///))
< C(Q”/> Q”a Q,>A>n> a, k) (HfHC'kva(Q”’) + ||u||00(§_2)) :

Fiir h — 0 konvergiert du — dyu in C°(Q'). Dann folgt du € CiHH*(Q) und ([E32).
Im Fall mit Rand konnen wir ¢ = 0 annehmen. Wir biegen den Rand glatt zu

QN B(0,2) = B(0,2);. Durch Reskalieren x — px transformieren sich die Koeffizienten

aij(x) = a(or)  bi(x) = ob(ox)  é(x) = o’clox)  f(z):= o’ f(ox)

von L und f. Daher konnen wir annehmen, dass L (2.3) die Voraussetzung (4.25]) mit
A ersetzt durch geeignetes Ag erfiillt und ||c||z(B(0,2),) < € fiir ein hinreichend kleines
¢ > 0 gilt, das wir erst spéter festlegen. Weiter sei B(0,3)+ C Qo C B(0,2); mit
9 € C*= und ¢, eine Folge in C**(B(0,2);) mit |p(02), = 0, die in C°(B(0,2)+ (0 2)1)
stark gegen u konvergiert. Wir suchen dazu Losungen u,, € 02‘1(90) von Lu,, = f
auf Qo mit um,|o0, = @mlon,- Wir betrachten die stetigen linearen Abbildungen L, Ly :
C?0(Qp) == {v € C**(Qp) | v = 0 auf 9N} — C**(Qp). Mit dem Satz ist Ly
ein Isomorphismus, und L — Lg ist kompakt. Wahlen wir € > 0 so klein, dass ¢y :=
1-C(Q0, Ag)e > 0 in Korollar 220 gilt, so folgt mit Korollar 220} dass L injektiv ist und
mit Lemma B4 dass L ein Isomorphismus ist. Damit existiert u,, —¢,, € C%%(£)) mit
Lt — o) = f und u,, — @, = 0 auf 09, also sind u,, € C**(€)y) solche Lisungen.
Mit Hopfs Maximumprinzip 217 folgt wegen cq := 1 — C'(Q2(Ag)e > 0,

[t — wll oy < €0 Hlltm — ooy < 6o llem — tllcomazm — 0
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Also konvergiert u,, in C°(Q) stark gegen u. Mit Satz 15| folgt

o210y < CA 7, 0) (1 lcoagao, b1 + limlco b)) ) -

Wegen der Konvergenz von u,, ist die rechte Seite beschrénkt und v € C**(B(0,1)4).
Uberdecken wir 02 mit endlich vielen Béllen, so folgt ([A.33)) fiir £ = 0 aus Satz [4.19
Nun sei £ > 1 und (£33)) fiir 0,. ..,k — 1 bewiesen. Daher gilt u € C’k+2a(§2) und

loc

we O Q) mit Jullorrie) < C A n,a k) (| fller-ra) + [luleo@)) - (435)
Weiter gilt du € CFTH(B(0,2),)NCH*(B(0,2).,) mit Ou|po,2), =0firl =1,...,n—1

loc

wegen u|p(,2), = 0. Wir withlen € C5°(B(0,3)),n = 1 auf B(0,1) und erhalten
fir  vi=ndu € CEI(Q0) N CH(Qy) und  v|gg, =0

loc
Zij aij&-@jv = Zij aijaz@j (n@lu) =
= Zij (1a:0;0;01u + a;;(0im0;0u + 0nd;0iu) + a;;0ud;0n) =
= Z ) naij&-a&u + Rl mit ||Rl||ck71,a(3(0,2)+) <

< (A m, B ullomsnagaiamyy < OO A k) (I low-ro + o)
wobei wir (£35]) verwendet haben. Aus Lu = f folgt auf B(0,2), wieder mit (£35])

Zij aijaiajalu = Zij (0l(aij8i8ju) — (@aij)&-@ju)

=0, <f — Z b;O;u — cu) — Zij(alaij)ﬁiaju = f
£ llon- LaB0.2)s) < C(A,n, o, k) (| flleraso2),) + lulloriaso2),))
<O, AN n, 00 k) (| fllcre@) + llullco)) -
Wenden wir (£33) fiir £ — 1 auf v in Qg an, so erhalten wir
||alu||ck+1a(3(o1 < ||U||ck+1a(ﬂo <C(Q,An,a, k) (||aij8i8jv||ck71,a(go) + ||U||CO(QO))
< C(L A n, o0 k) (1 flloree + llullco@) -
Dal=1,....n—1und u € CHQO‘(Q) folgt wegen Lu = f, (A.25]) und (4.35])

loc

10:0;ul|cre(p0,1),) < C( A0, k) (|| flleraw + [[ullcogy) fiir 4,5 # (n,n)

O*u=a,} (— Z(M)# " a;;0;0u — Z:;l b;Oiu — cu + f) auf B(0,2),
H@ UHCM(B(O ) S C(Q, A, n, k) (||f“ck,a(ﬂ) + HUHCO(Q))
ullcr2a(p01),) < CQA k) (|| flleraq) + l[ullcogy) -
Uberdecken wir 92 mit endlich vielen Billen, so folgt mit (Z32) auch (E33). q.e.d.
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4.3* Calderon-Zygmundabschitzungen

Wir betrachten wieder elliptische Differentialoperatoren in Nicht-Divergenzform (23))
auf offenen Teilmengen ) C R™ fiir u € W2(Q2) mit meSbaren Koeffizienten

aij, bi,c: @ —= R a;;(r) symmetrisch und positiv definit fast iiberall auf Q (4.36)
D :=deta;; > 0 D* = Dw. (4.37)

Fiir meBbares f heiit u € W2(Q) eine starke Losung von Lu > (<) f auf €, falls diese
Ungleichung nach Einsetzen der schwachen Ableitungen fast iiberall in 2 erfiillt ist.
Wir beginnen mit einem weiteren Maximumprinzip. Dabei benutzen wir die sogenannte
obere Kontaktmenge einer auf () definierten Funktion v :  — R:

LH=THQ) :={zeQ|FIbeR" mit v(y) <v(z)+b-(y—2z) VyeQ}

Diese Menge besteht aus allen x € €2, so dass {(y,2) € Q@ xR | v(y) < z} in (z,v(z))
eine ganze Hyperebene von R"*! enthilt, d.h. v unterhalb einer Hyperebene verlauft.
Wenn v in z € I zweimal differenzierbar ist, dann folgt b = Vv (z) und D?v(x) < 0.

Alexandroff’sches Maximumprinzip 4.22. Sei L ein Differentialoperator in Nicht-

Divergenzform (23)), der (£30)-37) auf Q € R" offen erfillt. Weiter sei
16/D* || () < A, ¢ <0. (4.38)
Piir ue W2MQ) N C%(Q) mit Lu > f fast diberall in QN [u > 0] und f/D* € [*(Q) gilt

sgp u < S;S%D uy + C(A,n) diamQ||f—/D*||Ln(rj+m[u>0])' (4.39)

Zuerst geben wir eine niitzliche Stetigkeitseigenschaft der Kontaktmenge an.
Proposition 4.23. Seien Q C R™ offen mit offener Uberdeckung 2 = U, @, mit
Qi C Qv und u = Q — Ry, : Q — Ryuy,, — u punktweise in ). Dann gilt

lim sup xrs (0, < Xri ) (4.40)

m—o0

Beweis: Sei z € I'} (€2,,) fiir eine Teilfolge m — oo und ein b,, € R™ mit
U (V) < Up(x) 4 by - (y — ) fiir alle y € Q.

Ein Ball B(z,20,) € Q liegt fiir groie m in ,,. Falls b, fiir eine Teilfolge diver-
giert, so konvergiert fiir eine weitere Teilfolge b,,/|b,| — v € 9B(0,1), insbesondere
(by/ b )v — |V|> = 1, und by, - v — 0. Fiir y =  — o, € B(z, 0,) C Q,, folgt

—00 < u(Y) = Un(Y) < um(®) + bn - (Y — ) = um(2) — 0bm - v = —00,
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also ein Widerspruch. Daher konvergiert fiir eine Teilfolge b,, — b € R™. Dann gilt
u(y) <wu(z)+b-(y—x) fir alle y € Q,
also x € T} (), und (Z40) folgt. g.e.d.

Den Beweis des Alexandroff’schen Maximumprinzips beginnen wir mit

Proposition 4.24. Fiir Q @ R" und u € C*(Q) N C%Q) mit u <0 auf 9Q gilt

diam €2 "
supu < o / | det D?u| | .
Q v Wn I, Nu>0]

Beweis:Wegen dem Satz von Sardd wird [det D*u = 0] durch Vu auf eine Nullmenge
abgebildet. Wegen dem Satz der inversen Funktion ist Vu auf der offenen Teilmenge
[| det D?u| > 0] lokal bijektiv. Dann folgt aus Jacobi’s Transformation von Mafen

W(Vu(TE A > 0) < / | det D?u dp. (4.41)

i, Nfu>0]
Wir kénnen M := supg u > 0 annehmen, also M = u(zo) fiir ein xy € . Sei
(y) == u(zo) +b- (y — o) = uy(x0) + b (y — 20).

Fiir 0 < |b| < M/ diam Q gilt dann [ > 0 = uy auf 9€2. Dann gibt es ein x € {2 mit
S;Qp(m —1) <0 =(us = )(wo) < Sl;lp(U+ — 1) = (us = )(z)

Daraus folgt uy () —b-z > uy(y) —b-y fiir alle y € Q, also x € '} . Fiir u(z) > 0 ist
uy bei z differenzierbar mit b = Vu, () = Vu(x). Weil y := x —tb fiir ein ¢ > 0 in 00
liegt, folgt uy (z) > uy(y) +b- (z —y) = tb* > 0, also u(z) = uy(x) > 0. Dann folgt

B(0, M/ diam ) \ {0} € Va(T}, M [u > 0]) (4.42)

M n
i it < * . .e.d.
und die Proposition aus w, (diamQ) < u(Vu(Ty, Nfu>0])) und @AI). q.ed

Proposition 4.25. Fir Q € R", einen Differentialoperator in Nicht-Divergenzform
23), der E36) und (E3T) auf Q erfillt und u € C*(Q)NC°(Q) mit u < 0 auf O gilt

> i @ij0;0iu
’D*

diam €2
supu < supu +
Q a0 N/ Wn

(T3, Nfu>0])

5John W. Milnore: “Topology from the Differentiable Viewpoint” Kapitel 2.
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Beweis:Fiir symmetrische Matrizen A, B > 0 und die positive Wurzel S von B, d.h.
S >0 symmetrisch mit B=35?
gilt mit der Ungleichung zwischen geometrischen and arithmetischen Mittelwerten
det A - det B = det STAS < (M)n = (M)n.
n n
Mit A = (a;;) > 0 und —B = D?u < 0 folgt die Porposition mit Proposition aus
— 245 4 0;0iu

n

det D*u| < D* auf TF Nu>0]CTy. qged. (4.43)
U4 u

Beweis von Satz .22 Sei zuerst u € C?(Q) N C°(Q). Es geniigt supg u > supgg, Uy
zu betrachten. Fiir 4 > 0 gilt auf '}, N [u > 0] C T’} mit der Holderungleichung

n
n—1

0< =) ayddu <y bidutcu— f < PIVal + f- < (8], ) 1all(Vul. )

(la|? + [p|9)  fiir 1 < ¢ < oo,

max{|al, ||}  fir ¢ = occ.

mit || (a,b)]lq := {
Damit erhalten wir auf I';, N [u > 0]

) > a0 (b ) .
P < = .
gr(Vu)=— < D mit  g(p) := [[(p, )l i

Fiir M := (diam Q)= (supg u — supyq u) > 0, folgt wie in [@EZ42) die Relation
B(0,M)\ {0} C Vu(I'} N [u>0]).

Wir benutzen jetzt dass x — 27T auf (0, 00) konkav ist und schéitzen ab:

n n 1
Pl + |pl (Ip\’“r IM")ﬁ 1 i
< = —— < 2" %g(p).
2 2 p[* + |pf”
Mn M ,r,n—l 2n—2
In{—+1]| = n/ dr < / g (wegen 2" 2g(p) > i)
(lun ) 0 rn ‘I‘Mn Wy, B(O,M) [p[™+[ k]
2n—2
< / g(Vu) - | det D*u| (Satz von Sard und Jacobis Transformation)
Wn Jrd, N[u>0]

< 2"‘2/ §(Vu) <_Zij aijajaiU)n - 2n—2 / o™ +p "
~ Wn Jrd, uso] nD* - MW Jrf Aus0) D
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mit (£43). Im Grenzwert p | || f—/D*|| (0, Afu>0) erhalten wir durch Exponenzieren

_ on—2 ‘Mn
M < | exp 1+ —_— —1
n"wy . N[u>0] D

Da M = (diam )~} (supq u — supyg u) folgt [@39) fir u € C*(Q) N CO(Q).
Im allgemeine Fall u € W2 () N Q°(Q) nehmen wir zuerst folgendes an:

3=

B

N[u>0]) '

HCLU/D ||Lo<> < 0 ||bz/D*HL°°(Q) < Q. (444)

i o(Q), dh. u,y, — u stark in W)
und u, — u stark in CO(QY) fir ' € Q. Indem wir w,, durch w,, — ||um, — ul| @)
ersetzen konnen wir 0.B.d.A. u,, < u auf " annehmen. Dann folgt

Lu,, = Lu + Z“aij&&(um —u)+ Z ;0 (U, — 1) + (U, — w)
>f_—|—z a;;0;0;(Up, — +Z b;0; (U, — 1),

da ¢ < 0. Dann folgt mit [@39), @44) und f/D* € [*(9) fiir u,, € C*(Y)

Wir withlen u,, € C?(€) mit u,, — u stark in W2,

supu = lim sup u,, < limsupsup u, + + C(A,n)diam Q'

94 m—0o0 m—oo O
lim sup s + Z ali 9;0;(u )+ Z -0, —u)
oo \IID*Mlinrs, |, Afum>0) WD i D ()

< supuy + C(A,n) diam Q'||(f- /D7) limsup x -+ e Afum o 127 @)

o m—00

mit Kontaktmengen Iy =17 (). Aus uy, < u folgt [u, > 0N C [u> 0] und

U, +

lim sup X( <x

m—0o0

aus (£40). Dies ergibt ([£39) fiir v auf ' € Q unter der Annahme (ZL.44]).
Fiir L mit b;/D* € L*(2) definieren wir und folgern daraus im Grenzwert € | 0

Fi77l,+ﬁ[u7n>0]) (Fi+m[u>0])'

Lce:=L+¢e(o,+ |b])A mit spec(a;;) ={0 <oy <... <0, < o0}

aj; = aij + €(on + [b])d;;  mit spec(aj;) = {or +e(on +b]) [I=1,...,n}

D* <D und e(on + [b))1 < (af;) < ((1+ €)on +€[b])1.
(6(0n+ W))" < €"(on + [b)" __ elon+[b])

D = e o, + b)) Yo, + (o, + b)) on +e(on + b))’
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€(on + |0])
’D*

€

also 1> — 0 fast tiberall auf €. (4.45)

Also erfiillt L, ). Aus @39) fiir u € W2H(Q) N CO(Q) und L, folgt mit D* < D}

€(o + [b])
(@)

D;
Der letzte Term konvergiert fiir € — 0 mit dem Satz von Lebesgue, Au € L'()') und
({75) gegen 0. Fiir ' € Q folgt (A39). Schlieflich wéhlen wir Q,, C Q41 € Q mit
Q = U>_,Q,, und erhalten [#39) auf Q wegen v € C°(Q), f/D* € [*(Q) und (E40)

supu < supuy + C(A, n) diam <H J- Au

94 oY

& (@)N[u>0])

supu = lim supu < limsup (sup uy + C(A, n) diam Q|| f- /D || g m)ﬁ[u>0}))

m—oo . m—o00 OQm

< s(;g) uy + C(A,n) dlamQ||f_/1)*||Ln(FL QN [u>0])- q.ed.

Aus dem Alexandroff’schen Maximumprinzip folgt folgender Eindeutigkeitssatz.

Satz 4.26. Fir einen elliptischen Differentialoperator L (2.3)) in Nicht-Differgenzform,
der [E36)-E38) auf Q € R™ offen erfillt, f mefbar in Q und ¢ € C°(Q), hat Lu = f
auf Q und u = ¢ auf OQ hichstens eine starke Lisung u € W2 "(Q)NCQ). q.e.d.

loc

Beispiel 4.27. Satz[].20 bleibt nicht richtig fiir starke Losungen in W2P(Q) fir p < n,
wie folgendes Beispiel zeigt. Fiir 0 < A <1 und n > 2 hat das Dirichletproblem

Aut (2= —1) S P90 =0 in B(0,1) w=0 auf dB(0,1)

ij |x]2 !
die Losungen u(z) = 0 und v(z) = 1 — |z}, Fir p < £ gilt v € W2P(B(0,1)).
Approzimieren wir v durch v,, € C®(B(0,1)) mit v,, — v in W?P(B(0,1)) wie in

Proposition [3.33, so folgt W??(B(0,1)) < C°(B(0,1)) fiir p > n/2 aus Satz[3.49

U (0) = v(0) =1, sup v, — sup v =0, a;;0;0;V, — a;;0;0;,v =0
9B(0,1) 8B(0,1)

stark in IP(B(0,1)) mit a;j(z) = 6;; + (3= — 1)ara;/|x|* Dies zeigt, dass [E39) fir
p < n selbst fiirr u € C=(Q) im allgemeinen nicht gilt.

Schliefflich erhalten wir folgendes starke Maximumprinzip.

Satz 4.28. Sei L ein elliptischer Differentialoperator in Nicht-Divergenzform (23) auf
offenem und zusammenhdingendem Q C R™ und 1 < A < oo mit

il o) < A 103l 2o () < A lell o) < A (4.46)
aij = aj; Z”aij(:c)@fj > AHEPP fiir fast alle x € Q und € € R™. (4.47)
ij
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Weiter sei w € W2"(Q) eine Lisung von Lu > 0 auf Q mit ¢ < 0 bzw. ¢ = 0. Nimmt

loc
u ein inneres nichtnegatives bzw. beliebiges Mazximum auf €2 an, so ist u konstant.

Beweis: Fiir u € C?() folgen wir dem Beweis des Hopf’schen Maximumprinzip 217,
wobei wir das Alexandroff’sche Maximumprinzip anstatt Korollar 2.14] verwenden.
Nehmen wir an, dass der Satz fiir u € W?"loc(Q2) falsch ist. Aus dem Satz von
Morrey folgt u € C'(2), und w nimmt sein Maximum M = supg u in € an, ohne
konstant zu sein. O.B.d.A. existieren konzentrische Bille B(0, o) € B(0, R) € 2 mit

u < M auf B(0, o), u(zg) = M fiir ein zg € B(0, R) \ B(0, o).
Fiir o > 0 setzen wir v(z) := e~ **I> — =% Wir rechnen, da ¢ < 0 und mit ([@47),
—x|x 2
Lo(z) = ¢! (4@2 Zij a;;T;T; — 2 Zi(aii + bi:):i)> + cv
> ¢~alal’ (4a2A—1\x|2 ~ % (Z,aii + |bH:c|) + c) > 0 auf B(0, R) \ B(0, 0)

fiir grofl genuge «, da a;,b,c € L°(Q). Da ¢ < 0 und M > 0 oder ¢ = 0, gilt
L(M —u—ev) <0 auf B(0,R)\ B(0, p) fiir e > 0. Auf 0B(0, R) gilt M —u > 0, und
v = 0. Weiter gilt infyp ) (M —u) > 0, also M —u —ev > 0 auf 9B(0, g) fiir kleine e.

Aus dem Alexandroff’schen Maximumprinzip .22 folgt M —u—ev > 0 auf B(0, R)\
B(0, 9) © xy im Wiederspruch zu (M — u — ev)(xg) = —ev(zg) < 0. q.e.d.

Wir bereiten jetzt die Calderon-Zygmundabschétzungen vor. Sei €2 € R" offen, und
es gelte der Divergenzsatz fiir Q. Fiir u,v € C?(Q) gilt die erste Green’sche Formel.

/ V- (vVu) = /(vAu + VoVu) = / vVu - Ndo.
Q Q o9
Durch Antisymmetrisieren von u und v erhélt man die zweite Green’sche Formel
/(vAu — ulAv) = / (vVu —uVv) - N do.
Q o9

Die Laplacegleichung hat auf R™ \ {0} die radial symmetrische Losung 72~" fiir n > 3
und Inr fiir n = 2. Durch Normierung erhalten wir die Fundamentallosung von A:

_ 1 j.2-n ..
[(x) := {n@—n)wn | fiir n > 3,

> In |z] fiir n = 2.

(4.48)

Der Name begriindet sich mit folgenden Rechnungen. Fiir x # 0 und k£ > 1 gilt

VI(z) = _r 8:0,T(x) = dij|z|* — naiz;

|z

Crn (4.49)

k
DT ()] < W

Ny |z [ 12
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Fiir z € Q und v(y) :=I'(y — x) konnen wir die zweite Green’sche Formel nicht auf Q
anwenden, da v bel « singuldr ist. Stattdessen wenden wir sie auf Q \ B(x, o) an:

/ Iy — z)Au(y) dy = / (vVu —uVv)- Ndo — / (vVu —uVv) - N do.
O\ B(z,0) oN

0B(z,0)

Im Grenzwert o — 0 erhalten wir fiir x € Q) die Green’sche Darstellungsformel
< nwpo" (o) sup |[Vu| =0

/ vVu - Ndo
0B(z,0) B(z,0)

1
/ uVov - Ndo =T"(p) / udo = — / udo — u(x)
0B(z,0) 0B(z,0) nwy 0 0B(z,0)

ulz) = /a (u(y)VI(y — ) — Ty — 2)Vuly)-N do(y) + / I(y — 2)Au(y) d*y. (4.50)

Q
Lemma 4.29. Fir Q €@ R" mit diamQ) < d, 1 <p<oo,1 <g< und% >%—
ist das Newtonpotenial eine stetige lineare Abbildung

= 'F(g) Vu - N do
9B(z,0)

3o

N:IP(Q) = L), (Nf)(x) ZI/QF(CU—?J)f(y) d% mat [[N|| < C(d;n, p,q).

Fir f € CY(Q) gilt auferdem Nf € C*(Q) mit ANf = f auf Q.
Beweis: Firz € Q,diamQ <d,n>2und fir 1 <r < — bzw. 1 <7 < oo gilt

/ II'(z —y)|"d"y < Cn,r/ ly|"* ™ dy < C(d,n,r) < 0o fir n > 3
Q B(0,d)

/ ID(x —y)|"d"y < (27T)_T/ (In|y])"d"y < C(d,r) < o0 fir n = 2.
Q B(0,d)

Fir p > 4 folgt [Nf(2)] < D@ =)l ;27 o Il < Cld,n,p)|[ [l und N
( ) — [*(Q) ist stetig mit ||N|| < C(d,n p) Nun sei 1 <p< %, p<qg<oound

> —%.Fﬁré: —(1-1)also0<1— und1§r<n_ folgt

||F(LU o )HU(Q) < C(d,n,r) = C(d7 n, Ps q) fiir z € €.
Mit p;l + l + ﬂ =1, rp;l + f =1lundZ® +p%1 = 1 folgt aus der Holderungleichung

“BI!—‘

V@) < [ D=l T - P a

<5 =l ([ =01 >\pdn) H

— I~ iy ( [ ir- y)|f|f<y>|ﬁdny)q 11

LT (Q)
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1
IN S Loy < sup TG = )l (//wa:— I >|pd“ydn) 1

= sup M = )l (//|ra:— Wf G >|Pd“xd“) il

Ssggllf( )IIU qH.fHLP(Q < C(d,n, p, )| fll @)

Fiir f € C3(Q) € C(R™) folgt Nf € C*(Q) mit VI =

€ L .(R") aus

nwn, \x\"

VNf(x /Vf‘z— (y)dy = VI'(2)f(x —2)d"z z=x—y

R

OVNf(x) = [ VI()uf(x— 2)dz = / Vi@ - 9)ofy)dy  y=1— =

Rn

Wir wihlen supp f C € € Q mit 9Q" € C%!. Fiir ¢ | 0 konvergiert || VI'|| 1(5(0,0)) — 0.
Aus AT' =0 auf 2\ {z} und dem Divergenzsatz folgt wie im Beweis von (4.50)

ANf(z)= [ VI(z—y)-Vf(y)d"y =lim VI(z —y)-Vf(y)dy
Q 0l0 Q’\B(x,g)
=— 1%1 VI(z—y)f(y)- Ndo(y) = f(x). q.e.d.
oY JoB(x,0)

Wir kommen zu den Calderon-Zygmundabschitzungen, die fiir 1 < p < oo die W?2P-
Norm einer starken Losung von Lu = f durch die IP-Norm von f und schwéicherem
Normen von u abschétzt. Wieder betrachten wir zuerst A auf dem R".

Lemma 4.30. Fiirl < p < co undu € W*P(R") gilt || D*ul| ;prny < C(n, p)||Aul| prn).-

Beweis: n = 1 ist trivial. Fiir u € W*P(R") existiert mit Proposition (iii) eine
Folge u,, € C§°(R™) mit u,, — u stark in W*P(R"). Gilt die Abschitzung fiir w,,,
so folgt sie fiir u. Also geniigt es u € C§°(R)™ zu betrachten. Wegen der Green’schen
Darstellungsformel ([@50) ist © = NAu das Newtonpotenial seines Laplace, und die
Abschétzung folgt aus der folgenden Calderon-Zygmundungleichung fiir das Newton-
potential. q.e.d.

Spezialfall der Calderon-Zygmundungleichung 4.31. Es sei ) € R" offen, n > 2
und 1 < p < oo. Dann erfiillt fir f € IF(Q) das Newtonpotential N f € W*P(Q) mit

ID*(N Py < Cnp)If ey mit (Nf)(@) 1=/§2F($—y)f(y)d“y- (4.51)
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Beweis: Sei zuerst p = 2. Fiir f € C5°(Q) C C°(R™) ist u := Nf € C*(R") und mit
Lemma gilt Au = f. Fiir R > Ry mit Q C B(0, Ry), gilt mit dem Divergenzsatz

|D?ul? = / o Z” 0;0ul® = /V~ (ZﬁmVu@m) — /BVU -VAu

B(0,R) (0,R)
Vu VAu + Z@uV@u Ndo
dB(0,R)
:/AuAu— YVulAu - Nd0+/ Z@uV@u Ndo
B(0,R) dB(0,R) dB(0,R)
2+ / O;uVou- N do,
B(0,R) JOB(0,R) ZZ

da f = Au= 0 auf 0B(0, R). Mit den dritten Abschétzungen in (£.49) folgt

Callfll2 e
k k n . o
| DFuz) §/9|D Mo = )| W)y < B8 i o] > Rok = 1.2

Fir f € C5°(2) folgt folgende Abschétzung und damit auch (L5]) fiir C'(n,2) = 1:

wan—lcg 2
/ > 0uVou- Ndo| < 171
AB(0,R) v

—0 fir R — oo.
- (R — Ro)n_l(R — RQ)"

Fir f € I[*(Q), wihlen wir f,, € C5°(Q) mit f,, — f € [*(Q) Mit Lemma ist
N : I2(Q) — [*(Q) stetig, also N f,, = N f in I*(2). Aus dem schon Bewiesenen folgt

lim sup [|D2(N f) 120y < limsup || fll 1200y = ||l 260,

m—o0 m—o0

Dies ergibt N f € W22(Q) und (£5]) fiir f. Damit ist (£51) fiir p = 2 bewiesen.
Fiir feste 1 < 4,7 < n erhalten wir den stetigen, linearen Operator

0,0;N : I}(Q) — I*(Q), (0,0;N) f := 0;0;(N f).

us (45]1) fir p =2 mit C(n,2) =1 folgt fiir t > 0

2
n(10,0N f| > )t < / 9,0:N fI? < / I a0 > < ”f“’). (4.52)
[10,0:N 1] >1] t
Als néichsten zeigen wir
Coll £l 2
w(|;0N f| > 1) < M fiir t > 0 (4.53)
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Wir setzen f auf R™\ © durch 0 fort, fixieren ¢t > 0 und wéhlen R > 0 mit

QCQo:=[-R A", [ fllz2 ) < tu(Qo)- (4.54)

Wir zerlegen den Wiirfel @)y gemafl Calderon-Zygmund, d.h. wir halbieren die Seiten
von (Qp und zerlegen )y in 2" kongruente Unterwiirfel ). Fiir sie gilt entweder

1 1
m/@mg oder m/@|f|>t~

Die ersten werden weiter unterteilt. Die zweiten fassen wir sukzessiv zu einer Familie
{Qi}ien von Unterwiirfeln zusammen, deren Innere paarweise disjunkt sind. Jedes Q;
ist in einem eindeutigen Vorgéangerwiirfel (); doppelter Seitenldnge enthalten, der

1 1
. Ifl <t t<—— [ |f] <2°t (4.55)
Q1

Q) Jo, (@)

erfiillt, weil ,u(@l) = 2"u(Qy) gilt. Fir jedes x € A 1= Qg \ Ujen@; gibt es eine Folge
Q. von Unterwiirfeln mit beliebig kleinen Kantenléngen, die x enthélt. Dann folgt aus
dem Konzept der Lebesguepunktd?, dass

' 1
|[f(2)] = fm 1(Qz,1) /Q

fast {iberall in x € A gilt. Wir zerlegen f = g+ h mit h := f — g und folgern

f(z) firz e A
9(x) =97, i
melf U.I'I'EQl,ZEN

h =0 auf A /h:OfﬁrleN /|g|:
Qu Q

Il <t

x,l

lg| < 2"t fast iiberall auf Qo (4.56)

/Qlf'ﬁ 11

12l o) < 1f Il r@ona) Fllgll mona 22 fllow 19l < I1flm@)- (4.57)
Da 0;0;N linear ist, gilt |0;0;N f| < |0;0;Ng| + 0;0; Nh| und
p(|0;0:N f| > t) < u(|0;0,Ng| > &) + pu(|8;0,Nh| > |%). (4.58)

Fiir den ersten Term auf der rechten Seite sehen wir mit (4.52]), (A.56]) und (4.57)

2 n
A9l72(0,) <2 g1l qo) < Cn||fHL1(Q>'

11 (10;0,Ng| > §) < v < ; < "

(4.59)

6Tn E.Stein:” Singular Integrals and Differentiability Properties of Functions” Kapitel I §1.8.
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Zur Abschitzung des zweiten Terms schreiben wir b = Y )° b mit by := h - xq,, da

h =0 auf A mit (456). Fiir x ¢ Q; und das Zentrum gy von @ = y + [—o, o] folgt
0,0, (x) = @&F@—yMAwdw=i/(@&F@—y%—@&ﬂx—yﬂmwﬁﬁy
Q Q

|0;0; Nh(x)| < Civ/no - d(x,Ql)_"_l/ |hy| wegen |D?T(z)| < Cp|z|™™* fiir z # 0.
Q

Da d(z, Q) > |z — y| — vno > 3|z — y| fiir € B(y, 2\/no) =: B, ergibt sich

/ﬁ \@&thg/) <%mx—grmﬂ</|m0dxgc¢ m
Qo\B; n—By Q Q

Setzen wir A* := Q) \ UienBy, so erhalten wir mit Summation und (4.57)

Cullf @y

[ 10080 < Collfloe,  u10,0N8 > 10 4% < =

(4.60)

Andererseits gilt wegen der zweiten Ungleichung in (A.55])

oo oo Cn )
TCAESE WICIELE ot @<—Z NS
=1 =

Die beiden Ungleichungen (4.61]) und (£.60)) schétzen auch den zweiten Term von (A.58])
in der gewiinschten Form ab, so dass (4.53) folgt. Wir wenden den Marcinkiewiczinter-
polationsssatz 32 an. Fiir 1 < p < 2 ist dann wegen (£52)) und (£.53)

stetig. Fiir 2 < p < o0, f, g € C§°(Q) folgt mit (L5I) fiir ¢ = ;25 € (1,2)

szMwa'z ”/88fN4 /faazwﬁ

< Al z@19;0:N gl ) < C(n, )l f @ 9l me
10;0:N fll @) < C(n, )| fll () alSO 18;0:N|| < C(nap)-

Mit Lemma [£.29] folgt (£51]) durch Approximation. q.e.d.

(Naaf'

Marcinkiewiczinterpolationssatz 4.32. Sei (2 C R™ mefibar, 1 < ¢ < p < 0o und
T eine subadditive Abbildung von L1(Q2) + [P(S2) in die mefbaren Funktionen auf Q2 mit

[T+ 8] < [TA|+ITR] (sabadditin) (7] > 1) < (FL]200 )7

T flse\’ "
51> 0 < (PO fir < o0 1T limio) < Tl iy firp = o0
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und t > 0. Dann gilt fir f € I'(Q) C L1(Q) + IP(Q) mit ¢ <r <p und + = riaa 1o

P
1Tl < Cw,q,7)TeT, | fllr @ (4.62)
Beweis: Fir f € I'(Q2) C () + IP(2) und s > 0 zerlegen wir
f=hH+1f fi:=F X9 € LH(Q) foi= 1 xyp<s € P(Q).

Es gilt |T'f| <|Tfi|+ |T fo, also fiir p < oo

W(TF| > 1) < w(TH| > 5 +u(Th| > 1) < (%) ; (%)

t t

Im Fall p =00 gllt |Tf2| < Toos = % fiir s = ﬁ’ also auch ohne den zweiten Term
274/ il e\ *
pTF| > 1) < p(ThH > £) < (qfw |

Fiir s = % mit einem spéter zu wihlendem A > 0 folgt mit der Substitution 7 = %

/ ITf|" = —/t"du(\TF > 1) = /u(|TF > t)dt" = 7‘/ I u(|Tf| > t)dt <
Q 0 0 0

< r(2T,)" / 1o ( / | f|q) dt + r(2T,) / 1 ( / | f|”) at
0 [1f1>t/A] 0 [If<t/A]
= r(2Tq)qAT’_q/ e (/ |f\q) dT—i—r(QTp)pAT’_p/ TP (/ |f\p) dr.
0 [1f1>7] 0 [1f1<]
Wir vertauschen die Integrationsreihenfolge und setzen ein:
0o |f]
[T ([ u)ar= [ [Cemmar = [y
0 [1£1>7] Q 0 " Ja
[T ([ aeyar= [ [Temar = [y
0 [1fl1<7] Q If] Q

Lirsr < (enya+ menya) [ @)

Die beste Wahl ist A = 2T, T~ (d.h. A = 2T, und - = 0 in @GJ) fiir p = o0):

r—q r—q
—q

(2T,)" AT = (2T,)"= (2T)," " (2T,)P A" = (2T,) "3 (2T)," .
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Die Gleichung } = & + 12 ist fqivalent zu a( — 1) = 1 — % also a = 227 und

1 —a =221 In beiden Fillen p < oo und p = oo folgt (£.62) aus

q

g : Lr
1Tl <2 (75 + 2) T lww mit Clpar) =2 (5 +55)  aed.
Die Differentialoperatoren L (2.3]) sollen neben (4.46])-(d.4T) folgendes erfiillen:

esgibt 0 <ep<1l osc a;= sup a;(y)—a;(z) <e firallezeQ. (4.64)
B(z,0)n8 y,2€B(z,0)NQ2

Bemerkung 4.33. Fir a;; € C(Q) ist fir alle e > 0 ([L64) mit einem o > 0 erfillt.
FEine Vorgabe solcher o > 0 fiir alle hinreichend kleinen € > 0 heifit Stetigkeitsmodul.

Fiir Q C R" bezeichne wieder Q4 := QNR"™! x £(0,00) und Qy = QNR"! x {0}.

Calderon-Zygmundabschitzungen 4.34. Sei 1 < p < oo, und L ein Differential-
operator in Nicht-Divergenzform (2.3)), der auf B(0,2) bzw. B(0,2), (440)-(44T) und
(@64)) mit hinreichend kleinem € = e(A,n,p) > 0 erfullt. Dann erfillt jede Lisung
u € WP(B(0,2)) von Lu = f auf B(0,2) mit f € IP(B(0,2)) folgende Abschitzung:

[ullwzszo1)) < CA 1P, o) ([ fllBo2) + lullpmse2))- (4.65)
Fiir o € W2P(B(0,2)4) und f € IP(B(0,2)) erfillt jede Lisung u € WP(B(0,2),)
Lu = f auf B(0,2)4 u = auf B(0,2)g
[ullw2rso1)) < CAN 0, p, )L fllpso2. Hlellwersosz,) Hlullrses,)) (4.66)

Beweis: Wegen ¢ < 1 ist B(xg, 0) C B(0,2) fiir zo € B(0,1). Fiir v € W2?(B(zy, 0))
betrachten wir Lov := ), a;j(z0)0;0;v. Fiir v € WP (B(x0, 0)) € W?P(R") folgt aus
Lemma nach Anwendung einer linearen Transformation

D20\ 1 (B(0,0)) < C(A, 1, )| Lov]| 12(B(wo,0))

< C(A,n,p) < ‘ZU ai;0; O Zij aij — aij (70))0;0v ‘U’(B(xovg)))

S C(A> n>p) HZU a'ijajai'u + C(A> n>p) B(()xsocg) (ZU aij) ||D2'U||[P(B(SL‘O7Q))‘

_l’_
17 (B(wo,0))

‘U’(B(IO,Q))

Fiir hinreichend kleines € = €(A, n, p) folgt durch Absorption

||D2U||L7?(B(wo,g)) S C(A, n,p) HZ” aijaj&-v

‘U’(B(mo,g)) '
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Fiir § <o <1, 0/ = 2 erhalten wir fiir v :=un € WP (B(x, 0)) mit geeigneten

n € C(B(xy,0'0)) n=1auf B(xg,o0) |D*n <CL((1—0))7" fiir k=0,1,2.

Dabei schreiben wir 7 als die Verkettung von einer geeigneten Funktion in C’go((—%, %)),
die auf einer Umgebung von [0, %] gleich 1 ist, mit folgender Funktion:
575l — ol fiir [z — 20| < 00
T 1 .
1_2(1_0)Q(Q_|$_350|) fiir |z — xo| > 00

(1 =) D*ullp(Boceny < (1= 0)*0* I D*0l| pr(Blag.0) <
< (1—0)20*C(A,n,p) )Zij(aijnﬁj&-u + 2a;;0;u0;n + ua;0;0;m) H

17 (B(zo,0))
< C(An,p)((1 = 0)* [l Bee) + (1 = 0)ellVull pseooe) + 1ulloseae)
=C(An,p) (1= ) f | oey +2(1 = el Vil psaose) + ltllp@eooe)-

Um den mittleren Term mit dem Interpolationslemma [3.44] zu absorbieren, schitzen
wir zuerst die rechte Seite durch folgende Suprema ab, und erhalten dann

So <C(A 1) (S| Fllir(Baosey +251+S0), Sk :=sup(1—0) 0| D*ul| i(B(ro ey (4-67)

1<o<1

Die Anwendung des Interpolationslemmas .44 auf die reskalierte Funktion @(y) =
u(wo + ooy) in W?P(B(0,1)) ergibt mit e = (1 —0) fir 0 <d <lund 3 <o < 1:

n_q ~
(1 =)ol VullpBose) = (1 = a)e(oo)» Vil mso,)
—o)2? n - no
< 852 (00)7 | D*iill (si0,1y) + C 0, p) 35 (00) |8 (00,0
= 00(1 = 0)*0*|| D*u|l (B 00)) + C(1s D) 35 [ ll 1 (Bw0,00))
< 50'52 + C(n,p)%So.

Das Supremum iiber % <o <1 ergibt

S1 = sup (1 —0)ol|Vullp(Boce) < IS2 + 2C(n,p)d~"'Sp.

1<o<1

Wir absorbieren S mit kleinem 6 = 6(A,n,p) in (L67) und wihlen danach o = 1:

Sy < C(A, 1, D) (N Fll o (Bao.o)) + 10l 2 (Bo.0):
ID%ul| 1 (B(xo,2)) < 407252 <AC(A, 1, D) (|| (Bao.e)) + 0 2 Null (B20.0))-

Uberdecken wir B(0, 1) mit endlich vielen Béllen B(zo, £) mit 2o € B(0,1), so folgt

1 D*ul p(0,1)) < C(A, 1, p, 0) (| fllpB0.2)) + 1l (B0.2)-
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SchlieBlich folgt (A.63]) aus dem Interpolationslemma [3.441
Im Fall mit Rand kénnen wir wegen folgender Abschéitzung wieder ¢ = 0 annehmen:

I Lol rB0,2),) < CA,n,p)lellw2rso:2),)-

Zuerst nehmen wir ||a;; — 0;j||(B(0,2),) < € an, und setzen v mit F_ (3.25) ungerade
auf B(0,2) fort, d.h. fiir (y,t) € B(0,2)_ sei

u(y7 t) = _u(yvl_t) . f(yvt) : f(y7 _t)
aij = (D) ag(y,—) by, 1) = (~D)Sbi(y, —t) ey, 1) = ey, —t).

Mit Proposition B4l sehen wir u € W2P(B(0,2)), L erfiillt ({46)-E47) auf B(0,2)

|ai; — 05| e (B(0,2)) < € 1 fllr o2y < 2Y71fllrBo2).) Lu = f.

Mit dem bereits bewiesenen Resultat folgt

[ullw2e0,1)2) < CA1,p) (1l r0.2) + Ul pBo2))
< CN )1 fllrBo2) + lullpso2),))

Im allgemeinen Fall wihlen wir mit (L.64) fir alle zy € B(0, 1)y ein symmetrisches
(a;) mit ||a2] ;|| 17 (B(zo,0)) < €. Nach einem affinen Parameterwechsel transformiert

sich L zu L und (a ag;) zu (6;5) mit |Gy — 0ijll 0o (Blao.co(n)e)) < C(A)e. Mit dem bereits
Bewiesenen erhalten wir schlieflich mit einer endlichen Uberdeckung

CA,n,p, 0| fllrBo2).) + Ul 02)4))
CA,n,p, o) fllpBo.2)4) + 1wl p0,2)1))

lullw2p(Bao,con)o)) <
||u||W2 P(B(0,1)N{0<zn <co(A)o}) <

und insgesamt mit ([65]) auch (4.66)
[ullw2r o, >amen < CA 1D ) fllpBo) + lulree.)).  qed

Globale Calderon-Zygmundabschitzungen 4.35. Sei 0 € R" offen mit 0X) €
Chl 1 < p < oo, und L ein Differentialoperator in Nicht-Divergenzform 23)), der

auf Q (E46)-([EAT) und [E64) mit geniigend kleinem e = e(Q, A, n,p) > 0 erfillt. Fir
© € W2P(Q) und f € IP(Q) erfiillt eine Lésung u € WP(Q) des Dirchletproblems
Lu = f fast tiberall in u = auf 02

[ullw2e@) < C(Q A, p, ) (1 f |l @) + lellwzr@) + [[ull @) (4.68)
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Beweis: Wir kénnen ¢ = 0 annehmen. Wir betrachten zg € 992. Da 992 € CH!| kénnen

wir 99 in einer Umgebung U () mit einem C*'-Diffeomorphismus ¥ glattbiegen, und
i :=uoW™' e W*(B(0,2),) erfiillt @ = 0 auf B(0,2)o. Wir betrachten wie im Beweis
von Satz den Differentialioperator L mit

Gt = GO0 ) oW b= (D a0, boywy) 0w
gy <Zija‘] KOV | o Ii Zija‘] j k‘i‘zi ko
E:=coVU' e I™(B(0,2),) fi=foU e P(B(0,2),)
so gilt Lt = f auf B(0,2),. Weiter erfiillt f ([@406)-@47) und {@64) mit A, p, € ersetzt
durch C(A, ¥, n), co(¥)o, Co(P, Ae. Setzen wir V(xg) := ¥~1(B(0,1)), so erhalten wir
aus den Calderon-Zygmundabschitzungen (L.GH) folgende Abschitzungen
lullw2r v @one) < C(¥,n,p)l|allw2rso):)
< C(Y, A n,p, 0) ([ fll o2+ + 1@l rso2),))
< C(¥, A n,p o)l fllp@ + llull -

Genauso erhalten wir den Satz .34 fiir jedes z € ) eine Umgebung V(x¢) C Q mit

|l w2r (v iz < C(A, d(xo,02),n,p, 0)(|| fll p(0) + |1l 22 (02))-

Indem wir die kompakte Menge Q C V()U. ..UV (zy) mit endlich vielen zy, ..., zx €
Q) iberdecken folgt (4.68)) aus diesen beiden Abschitzungen. q.e.d.

Die Eindeutigkeit von starken Losungen aus W?2P fiir das Dirichletproblem mit
¢ < 0 folgt fiir p > n aus dem Eindeutigkeitsatz [£.26] bzw. dem Alexandroff’schen
Maximumprinzip 4.22l Fiir 1 < p < n brauchen wir zuerst ein Regularitédtsresultat.

Satz 4.36. Sei Q @ R" offen, 1 < q,p < oo, und L ein Differentialoperator in Nicht-

Divergenzform (2.3), der auf Q (£46)-(£47) und ([E.64) mit e = e(A,n,p,q) > 0 erfillt.
Eine starke Lisung u € W29(Q) von Lu = f auf Q mit f € IP(Q) liegt in u € W2P(Q).
Gilt dariiberhinaus 0Q € CY, [@64) mit € = €(Q, A, n,p,q) > 0 und u = ¢ auf O mit
© € W?P(Q), so liegt die Losung sogar in u € W2P(L).

Beweis: Es geniigt p > ¢ zu betrachten. Wir betrachten xzy €  und B(zg, 09) € 2
mit 0 < gy < ¢, also existiert mit ([Z64) ein symmetrisches (ay;) € R™™ mit

lai; — a?j||L°°(B(:vo,g)) <e

Fiir ein 7 € C5°(B (79, 00)) mit n = 1 auf B(xp, £) und v := un € W (B(xo, 0)) gilt
Lov := Zij a?jajaiv = Zij(a?j — a;;)0;0;v 4+ g auf R"  mit
g:=nf Z/’ u nqurZij( a;;Oud;n + ua;0;0m)
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Mit dem Soboleveinbettungssatz folgt u € VVIOC" e (Q) und g € L' (B(xo, 0)) fur
r:= min{p, 7%} € (¢, p]. Mit einer linearen Abbildung transformieren wir Ly in den
Laplaceoperator. Aufgrund dem Spezialfall der Calderon-Zygmundungleichung 3T
erhalten wir mit der Green’schen Darstellungsformel (£50), und Approximation fiir

1 < s < oo einen Operator N, : [*(B(zg, po)) — W**(B(xo, po)) mit
| Nsl| < C(A,m,s) und N, Low = w fiir alle w € WZ"*(B(z0, po))

Also 16st v die Fixpunktgleichung v = T,v + N,g mit

b3 (5, )

ij

I Tswllwe.s (B < I1N:ll(a5; — ai;)9;0iw

L* (B(z0,p0)) < C(A7 n, S)EHwHWQ’S(B)'

Deshalb ist T fiir s = ¢,r fiir hinreichend kleines € = €(A, n, p, q) eine Kontraktion:
|T4]| < 5. Wegen g € L'(B(xo, po)) C L1(B(xo, po)) und dem Banachschen Fixpunkt-
satz und hat w — Tsw + Nyg fiir s = ¢,r jeweils einen eindeutigen Fixpunkt vy in
W25(B(xg, po)) C W24 B(xg, po)). In W24(B(z9, po)) gilt dann v = vq = v, und damit
auch v € W2"(B(xo, po)). Iterieren wir dies mit 7, := min{p, (-2 ) q} endlich oft bis
ry = p, so folgt u € WP(B(zg, £ 5 0)) und u € W2P(Q).

loc

Wegen 02 € C1! kénnen wir im Fall mit Rand fiir zy € 99 folgendes annehmen:

QQB(O,Q) :B(0,2)+ ||Clij _5ij||L°°(B(O,2)+) S € QOZO
Lu= fin B(0,2); u = 0 auf B(0,2)o.
Wir setzen v mit £_ (3.25) ungerade auf B(0,2) fort, d.h. fiir (y,t) € B(0,2)_ sei

2)
U(y, t) = _u(y>._t) . f(:%t .f( )
ai(y, 1) = (~DEH W ay(y, =) by, 1) = (—D)Ebi(y, —1) ey, 1) = c(y, —1).

Mit Proposition 341 sehen wir u € W29(B(0,2)), L erfiillt ({46)-E47) in B(0,2),
lai; — 0ij|| e (B(0,2)) < € und f € IP(B(0,2)) mit Lu = f. Mit dem bereits bewiesenen
Resultat folgt u € W2P(B(0,1)), also u € W*P(Q). q.e.d.

):
)=

Mit den globalen Calderon-Zygmundabschitzungen zeigen wir nun die

Existenz starker Losungen fiir das Dirichletproblem 4.37. Sei Q@ € R" of-
fen mit 00 € C1,1 < p < oo, und L ein elliptischer Differentialoperator in Nicht-
Divergenzform 23), der auf Q [@48)-EAT) erfillt mit a;; € C°(Q) und ¢ < 0. Dann
existiert fir ¢ € W?P(Q) und f € IP(Q) genau eine starke Lisung u € W?P(Q) des
Dirichletproblems Lu = f fast tberall auf 2 mit w = ¢ auf 9. Diese erfiillt

ullwzr@) < O A, p,w)([| fllp@) + lellwarq) mit Stetigkeitsmodul w. — (4.69)
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Beweis: Die Differenz u := uy — u; € W?P(Q) zweier Losungen uy, us € W2P(2) 16st
das Dirichletproblem zu f = 0 und ¢ = 0. Mit Satz folgt u € W2m(Q), und mit
dem Einbettungssatz in Holderrdume, Satz B.49, v € C°(Q) und mit Proposition
u = 0 auf 99. Da ¢ < 0, folgt mit dem Einbettungssatz Satz .26l dass u = 0, also
u1 = ug, und es gibt hochstens eine Losung des Dirichletproblems.

Zur Existenz konnen wir ¢ = 0 annehmen. Zuerst zeigen wir (4.69). Angenommen
(4.69)) git nicht, so gibt es L, (2.3)), die (£.40)-(4.47) erfiillen und einen Stetigkeitsmodul
w fiir a;jm,m und w,, € WP(Q) mit u,, = 0 auf 9Q und

| Lt || () < 7 |tim w2002 -

Mit den globalen Calderon-Zygmundabschéatzungen [4.35] folgt

[tmllw2r@) < C(Q A1, p,w)([| Lt p(@) + [t ()
| |lw2r@)y < C(Q, A0, p, W) ||t r@) fiir m > 2C(2, A, n, p,w).

Nehmen wir zusétzlich ||t,| @) = 1 an, so folgt || Lpytum||r@) — 0, und u,, ist be-
schrinkt in W?2P(Q). Fiir eine Teilfolge m — oo konvergiert u,, — u schwach in
W2P(Q), stark in W?(Q), insbesondere ||ul/p) = 1. Da @, einen gemeinsamen
Stetigkeitsmodul haben, konvergiert a;;,, — a;; stark in C°(Q), b;,, — b; und ¢, — ¢
schwach in [4(Q) fiir alle 1 < g < oo und eine weitere Teilfolge m — co. Damit erfiillt
L (23) mit Koeffizienten a;;, b;, ¢ ([@48)-(E47), und a;; € C°(Q).

Aus || Lyt || p@) — 0 folgt Lu = 0 fast tiberall in Q, und mit dem Eindeutigkeits-
resultat folgt u = 0 im Widerspruch zu ||u[/pq) = 1, und somit ist (E6J) bewiesen.

Zur Existenz nehmen wir zuerst L, f € C*°(2) an und schreiben in Divergenzform

LdU = Zw& (CLij&j’U) _'_Zz (bz — ch‘?jaﬂ) 82'1) +cv = Zijaijﬁj&-v +Zzbﬁlv “+cv = L.

Da ¢ < 0 existiert mit dem Satz 3] eine schwache Losung u € W2(Q) von Lgu = f
auf Q und u = 0 auf 9Q. Fiir f € I*(2) und 92 € CH! folgt u € W22(Q) aus dem
Satz von Friedrichs .8 Wegen (A.I0)) ist u eine starke Losung des Dirichletproblems.
Fiir f € I’(2) und 99 € CH! folgt u € W2P(Q2) aus Satz

Allgemeines L, f approximieren wir mit L,,, f,, € C*(Q) mit a;;,, — a;; stark in
C%Q), b;m — by und ¢, — ¢ schwach in L4(Q) fiir alle 1 < ¢ < oo, f,, — f schwach
in [P(Q2), und L,, erfiillt (L40)-(447) fir 2A, und a;j,,, a;; haben einen gemeinsamen
Stetigkeitsmodul wy. Dann existiert wie gezeigt eine Losung u,, € W2P(Q) mit

Lyt = fr atf Q= 0 auf 0Q  ||tm||w2re@) < C(Q A 0, p,wo) frnll 2 )

Fiir eine Teilfolge m — oo konvergiert u,, — u schwach in W*P(Q), stark in W'?(Q),
und Ly, u,, — Ly, schwach in IP(Q), da a;j,» — a;; stark in C°(2). Daraus folgt Lu = f
fast iiberall in Q, und u € W?2P(Q) ist eine starke Losung des Dirichletproblems.q.e.d.
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Schliefflich zeigen wir, dass starke Losungen so regulér sind wie die Daten.

Satz 4.38. Es sei 2 € R™ offen, 1 < p < 0o, und L ein linearer, elliptischer Differen-
tialoperator in Nicht-Divergenzform, der [23), (LA1) auf Q erfillt, k > 1 und

laijllerra) <A [billorra@) <A oo <A feWR(Q).  (4.70)
Fiir eine starke Losung von Lu = f inu € W>9(Q) fiir 1 < q < oo folgt u € WXI*?(Q)
ullwrrzoory < CLQY A0, p, ) ([ fllwee@) + lullpe) — fir @ €Q.  (4.71)

Ist 902 € C* 1L und u = ¢ auf OQ mit o € WF2P(Q), so gilt u € W*T2P(Q) mit
[ullwrrzs) < CQ A, p k)| fllwea@) + [ellwesza@) + llullp@). (4.72)

Beweis: Wieder kénnen wir ¢ = 0 annehmen. Fiir k = O mit a;; € C°(Q) und ([E.46)
anstatt (L70) folgt die Regularitidtsaussage aus Satz | und die Abschétzungen aus
den Calderon-Zygmundabschitzungen A.34] 435 und Satz 437
Wir nehmen an, dass obige Aussage fiir O, ...,k —1 bereits gelten. Wir erhalten im
Fall ohne Rand v € W ?(Q) und im Fall mit Rand u € W*+1?(Q) mit
|ullwesrm@m < CQ Q" A n,p, k)| fllwe-1m@)+ull @) fiir QEQ€Q"€Q, (4.73)
Jullwseoey < CE A, 1,5, B sy + lelliey) (.74

Dabei beachten wir, dass der Stetigkeitsmodul von a;; fiir & = 0 durch die Annah-
me |la;cor) < A gegeben ist. Wie im Beweis von Satz vereinfachen wir die

Differentialgleichung im Fall mit und ohne Rand mit f € WhP(Q) zu

Lou := Zij a;;0;0;u = f — ZZ b;Oiu — cu =: f fast iiberall in (4.75)

HfHW’W(Q”’ < C(A,n,p, k)(||f||ww(m) + ||u||Wk+1»P(Q”’))
< C(Q> Q///> A> n,p, k)(”f”kaP(Q) + ||u||U’(Q))

1 llwro@) < COQ A 2,0, k)| fllwro@ + [l ). (4.76)

Fiir die endliche Differenz 9, siche BIH), | = 1,...,n,0 < |h] < d(Q”,09"), und
u(x) = u(x + he) gilt mit(@70), (E73) und [E7H)

L(OMu) =ar f — Zij(ﬁfaij)ajam =: f[' fast iiberall in ©".

A sy < WL lwemeny + Call O aiglw-soe o |t oy
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Mit @7 fiir & — 1 und @73) folgt Afu € WHP(Q) mit

107 ullwrsimry < CQ", QXA np )L lwe-ro@ny + 0] wll o)
< OO, A, p, k)| f lwes) + lull @)

Da wir u € W} P(Q) bereits wissen, konvergiert df'u — dyu stark in W*?(Q') fiir

loc

h — 0. Daraus folgt du € WEHP(Q), also u € Wk+2p( ), und (A7) fiir k.

loc loc
Im Fall mit Rand kénnen wir den Rand mit einem C**L1-Diffeomorphismus ¥

glattbiegen, und, da ||v|wsr2sqry ~ [[v 0 U lyprizp(gy)) mit einer von ¥, n,p und k
abhéngigen Konstanten, geniigt es lokal 2 N B(0,2) = B(0,2), zu betrachten.
Da wir u € mk+2p(Q) NWHFLP(Q) bereits wissen, folgt aus (Z75),([E74) und ([76)

Lo(Ou) = alf — Z (01a;5)0;0;u =: f; fiir [ = 1,..., n fast iiberall in B(0,2), (4.77)
I fillwr-re a2, < I lwee@) + CollOaigllwires @ lllwrsing)
S C(Q,A,?’L,p, k)(”f”kaP(Q) + ||u||l]’(ﬂ) (478)

Wir wihlen B(0,3)+ C Qo C B(0,3); mit 9 € C* und n € C5°(B(0,3)) mit
n =1 auf B(0,1). Mit Proposition .40l und Definition folgt ndu € Wy () fiir
l=1,...,n—1und mit ([A7T7) fast tiberall in B(0,2)

Lo(ndyu) = ZZ a;;0;0;(ndu) = nfi + Zij@&ij@majazu + a;;0;0mou) =: fin,

wegen u € WHP(B(0,2)4) und a;; € C¥11(B(0,2)4) = WH*(B(0,2),). Dabei gilt
[ frnllwe—oBo2),) < OO AR, E) ([ fllwrs@) + ull @)

mit (L74) und (L7]). Aus (II'_ZE) folgt mit [{.72) ndou € WHP(Qy) fiir k — 1 und

||8lu||wk+1p(3(01 < ||nalu||Wk+1p(Q0)
< O n,p, k) (| finllwe-1000) + 1IN0 2 (020))
< C(Q,A,n,p, k)(”f“w’w(m + HUHU(Q)),

10:05ullwrsBo,1),) < O A0, p, ) (| flwen) + lullp@) fir (@) # (n,n), (4.79)
da wir u € W7 (Q) bereits wissen. Zuletzt erhalten wir aus (£.75)

85’& = ar_zr{ (— Z(i,j);ﬁ(n,n) aijajaiu + f) in B(O, 2)+,
also mit (E4T), ([ET6) und ([E79) nacheinander schlieflich u € W*+2P(B(0,1),) mit

102 ullwrsso1),) < CO A0, k)| fllwraw + lullpe)
HUHWHM(B(M < C(Q A,n,p, )(||f“wkm(9) + HUHU’(Q))-

Uberdecken wir 99 mit endlich vielen Béllen, so folgt (Z72) aus ([ET1). q.e.d.



