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1 Einfuhrung

Sei im Folgenden X ein (nichtleerer,) kompakter, metrischer Raum und f: X — X ein
Homdoomorphismus (das heifit f ist bijektiv, f ist stetig und f~! ist stetig). Sei fiir
neN: ff=Ffofo..of fOo=idund f" = (f")"L

—_—

n—mal

Definition 1.1. Fir ein beliebiges n € Z wird f™ Iteration von f genannt.
Lemma 1.2. Jede Iteration eines Homoomorphismus ist selbst ein Homoomorphismus.

Proof. Sei f ein Homoomorphismus.

Fir n = 0 ist f* = f° = id bijektiv, stetig und die Umkehrabbildung (f°)~! =
id~! = id stetig.

Per Vollstindige Induktion wird gezeigt, dass f™ fir alle n € N ein
Homdéomorphismus ist: Induktionsanfang: Fir n = 1 ist f* = f! = f ein
Homoéomorphismus. Induktionsschritt: Sei jetzt n ein festes aber beliebiges n € N,
so dass f" ein Homoomorphismus ist. f**!' = f o f" ist als Komposition zweier bi-
jektiver und stetiger Funktionen selbst bijektiv und stetig und die Umkehrfunktion
(fr )=t = (fofm™ = (f")"t o f7! ist als eine Komposition der beiden stetigen
Umkehrfunktionen von f und f" stetig. Also ist f*™! ein Homoomorphismus. Also ist
fiir alle n € N die Iteration f" ein Homéomorphismus.

Sei nun n € N beliebig. Da f" ein Homéomorphismus ist, ist f~" als Umkehrfunk-
tion einer bijektiven Funktion selbst bijektiv. Da f" und (f™)~! stetig sind, sind auch
(fM)~ und ((f*)~1)~! = f" stetig. Also ist fiir alle n € N die Iteration f~" ein
Homoomorphismus. Insgesamt ist deshalb f~* fiir alle z € Z ein Homéomorphismus. [

Definition 1.3. Die Familie {f"};°__ der Iterationen von f wird Dynamisches Sys-
tem genannt.

Manchmal wird dann auch f als Dynamisches System bezeichnet.

Definition 1.4. Sei x € X ein beliebiges Element aus X, dann wird die Menge
{f™(x)}22_ Orbit von z unter f genannt. Man schreibt auch Orb(zx, ) oder Orb(x).
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Lemma 1.5. Seien z,y € X und y € Orb(zx), dann gilt Orb(x) C Orb(y)

Proof. Da y € Orb(x) gibt es ein n € Z, so dass f"(z) = y. Es folgt x = f~"(y). Sei
z € Orb(z) ein beliebiges Element aus dem Orbit von x. Dann existiert ein m € Z, so
dass z = f™(z). Dann gilt

2= f"x) =" W) = ")
Dam —n € Z ist, ist z € Orb(y). Also gilt Orb(z) C Orb(y). O
Korollar 1.6. Seien z,y € X und y € Orb(z), dann gilt Orb(x) = Orb(y)

Proof. Nach 1.5 gilt Orb(z) C Orb(y). Aus x € Orb(z) C Orb(y) folgt dann auch
Orb(y) C Orb(x). Also ist Orb(z) = Orb(y). O

Satz 1.7. Fir beliebige x,y € X sind die Orbits Orb(z) und Orb(y) entweder identisch
oder disjunkt.

Proof. Angenommen Orb(z) und Orb(y) sind nicht disjunkt. Dann existiert ein z €
Orb(z) N Orb(y). Aus z € Orb(x) folgt nach 1.6 Orb(z) = Orb(z). Aus z € Orb(y)
folgt nach 1.6 Orb(z) = Orb(y). Also gilt Orb(y) = Orb(z) = Orb(z).

Angenommen Orb(z) und Orb(y) sind disjunkt. Da z € Orb(x) aber wegen der
Disjunktheit « ¢ Orb(y), sind Orb(z) und Orb(y) nicht identisch. O

Definition 1.8. Die Menge {z, f(z), f*(z), ...} wird positiver Orbit und die Menge
{z, f1(x), f2(x),...} negativer Orbit genannt. Der positive Orbit wird auch mit
Orb™ (z) bezeichnet und der negative mit Orb™(x).

Definition 1.9. Ein Punkt x € X wird periodisch genannt, falls ein n € N existiert,
so dass f"(x) = x. Die kleinste Zahl n € N, die diese Gleichung erfillt wird Periode
von x genannt. Die Menge der periodischen Punkte von f wird mit P(f) bezeichnet.
Der Orbit eines periodischen Punktes wird periodischer Orbit genannt.

Lemma 1.10. Fiir x € P(f) mit Periode n gilt x = f*"(z) fiir alle k € 7Z.

Proof. Sei x € P(f) mit Periode n. Fiir k = 0 gilt f*"(z) = fO(x) = id(z) = .
Per Vollstindige Induktion wird fiir alle & € N gezeigt, dass f*"(z) = z gilt: In-
duktionsanfang: Fiir k& = 1 gilt f*"(x) = f'"(z) = z per Definition. Induktionss-
chritt: Sei jetzt k ein festes aber beliebiges k¥ € N, so dass f*"(z) = z gilt. Dann ist
fEFDR () = fRn(fr(z)) = fF(x) = 2. Also gilt f*"(x) = x fiir alle ¥ € N. Dann gilt
fER () = fER( () = fE=Rn(3) = fO(2) = z fiir alle k € N. O

Lemma 1.11. Sei z € X ein periodischer Punkt mit Periode n. Dann ist jeder Punkt
in Orb(x) ein periodischer Punkt mit Periode n.



Proof. Sei x € X ein periodischer Punkt. Sei n die Periode von . Also ist f"(z) = x.
Sei y € Orb(x) ein beliebiges Element aus dem Orbit von z. Es existiert ein m € Z, so
dass f™(z) = y. Dann ist f"(y) = f*(f™(z)) = f™(f™(x)) = f™(x) = y. Also ist y ein
periodischer Punkt mit einer Periode £ < n. Angenommen y hat eine Periode k < n.
Dann ist f*(x) = f*(f"(y)) = f~™(f*(y)) = f™(y) = z. Das steht im Widerspruch
dazu, dass n die Periode von z ist. Also gilt £ = n und y hat die selbe Periode wie
x. [

Lemma 1.12. Sein € N. Fin Punkt x € X ist genau dann periodisch mit Periode n,
wenn Orb(x) = {f"(x) :r € {1,2,...,n}} und f**(z) ¢ {fr(x) :r € {1,2,... k}} fir
alle k € {1,...,n—1}.

Proof. Sei x € X ein periodischer Punkt mit Periode n. Sei y € Orb(x) ein beliebiges
Element aus dem Orbit von x. Dann existiert ein m € N, so dass f™(x) = y. Durch
Division mit Rest konnen zwei Zahlen k,r mit r € {1,2,...,n} und k € Z berechnet
werden, so dass m = k-n+7. Dann ist f™(x) = f*(z) = f7(f*"(2)) = f"(x). Also
ist Orb(z) C {f"(x) :r € {1,2,...,n}}.

Sei nun z € {f"(z) : v € {1,2,...,n}} beliebig. Dann existiert ein s € {1,2,...,n},
so dass z = f*(z). Dann ist ist z € Orb(x). Also ist {f"(z) : r € {1,2,...,n}} C
Orb(x) und insgesamt Orb(z) = {f"(x) : r € {1,2,...,n}}.

Angenommen es existiert ein k € {1,...,n — 1}, so dass f*(z) € {f"(z) : r €
{1,2,...,k}}. Dann existiert ein s € {1,2,...,k}, so dass f*(z) = f*(z). Dann
ist fEFL=s(fs(x)) = f**Y2) = f(2) und 0 < k+1—s5 < n—1 < n. Also hat
f*(z) € Orb(x) nicht die Periode n, was im Widerspruch zu 1.11 steht.

Sei nun z € X und n € N, so dass Orb(z) = {f"(z) : » € {1,2,...,n}} und
A x) ¢ {fr(x) :r € {1,2,...,k}} fir alle k € {1,...,n —1}. Da 2 € Orb(x) =
{fr(z) :re{1,2,...,n}}, existiert ein m € {1,2,...,n}, so dass f™(z) = z. Also ist
x periodisch mit einer Periode m < n.

Angenommen m < n. Nach 1.11 haben dann auch alle Elemente in Orb(z) =
{fr(x) : r € {1,2,...,n}} die Periode m. Dann ist f™(f'(z)) = f'(z). Also ex-
istiert ein m € {1,...,n — 1}, so dass [ (z) = f™(f(z)) = fi(z) € {f"(z) : r €
{1,2,...,m}}. Das steht im Widerspruch zu f*™(z) ¢ {f"(z) : r € {1,2,...,k}} fiir
alle k € {1,...,n — 1}. Also ist x periodisch mit Periode m = n. O

Satz 1.13. Fin Punkt x € X ist genau dann periodisch, wenn der Orbit Orb(x) des
Punktes eine endliche Menge ist.

Proof. periodisch = endlich: Sei z € X ein periodischer Punkt. Sei n € N die Periode
von z. Nach 1.12 ist dann Orb(z) = {f"(x) : r € {1,2,...,n}} also ist |Orb(z)| <n —1

nicht periodisch = nicht endlich: Sei nun z € X ein beliebiger, nicht periodischer
Punkt. Es existiert also kein n > 1, so dass f"(z) = z. Angenommen es liegt ein
periodischer Punkt in Orb(x). Sei y dieser periodische Punkt, m € N die Periode



von y und k € Z, so dass y = f*(x). Nach 1.11 ist dann jeder Punkt in Orb(y)
periodisch mit Periode m. Da nach 1.6 Orb(z) = Orb(y), ist dann auch jeder Punkt
im Orbit Orb(z) von x periodisch. Das steht im Widerspruch dazu, dass x nicht
periodisch ist. Also ist kein Punkt in Orb(z) periodisch. Daraus folgt, dass f"*!(z) ¢
{z, f(x), fA(z), ..., f*(2)} fiir allen > 1. Also gibt es kein n € N, so dass n > |Orb™ ()|
und wegen Orb™*(z) C Orb(x) ist auch der Orbit von z nicht endlich. O

Definition 1.14. Periodische Punkte mit Periode 1 werden Fixpunkte genannt. Die
Menge der Fizpunkte von f wird mit Fiz(f) bezeichnet.

Definition 1.15. Eine Teilmenge A C X wird invariant unter f genannt, wenn f(A) =
A ist.

Satz 1.16. Jeder Orbit ist invariant.

Proof. Sei y € f(Orb(z)) ein beliebiges Element aus dem Bild des Orbits von x unter
f. Dann gilt f~'(y) € Orb(z). Also gibt es ein k € Z, so dass f*(z) = f~1(y). Da
k+1 € Zist, ist auch y = f(f'(y)) = f(f*x)) = f*(x) € Orb(z). Es folgt
f(Orb(z)) C Orb(x).

Sei nun y € Orb(x) ein beliebig Element aus dem Orbit von z. Nach 1.6 ist Orb(y) =
Orb(z) und es gilt f~*(y) € Orb(y) = Orb(z). Also ist f(f~*(y)) =y € f(Orb(z)). Es
folgt Orb(z) C f(Orb(x)) und insgesamt ist f(Orb(x)) = Orb(z) O

Satz 1.17. Die Menge Fix(f) ist invariant und kompakt. Die Menge P(f) ist invariant.

Proof. Fix(f) ist invariant: Sei z € Fix(f). Dann ist f~'(z) = =z = f(z) € Fix(f).
Also ist Fix(f) = f(Fix(f))

Fix(f) ist kompakt: Sei (z,,)nen eine konvergente Folge in Fix(f). Es gilt x,, = f(z,)
fir alle n € N. Da f stetig ist, gilt lim,, oo 2, = lim, 00 f(z,) = f(lim, 00 ). Also
ist lim,, , 2, auch ein Fixpunkt. Dann ist Fix(f) abgeschlossen und weil X kompakt
ist auch kompakt.

P(f) ist invariant: Sei x € P(f). Nach 1.11 ist jeder Punkt im Orbit von z auch
periodisch. Dann sind f~!(x),z, f(z) € P(f). Also gilt P(f) = f(P(f)) und P(f) ist

invariant. u
Satz 1.18. A C X ist genau dann invariant, wenn A eine Vereinigung von Orbils ist.

Proof. Sei A eine Vereinigung von beliebigen Orbits. Sei A € A ein beliebiges Element
aus A. Es existiert ein Orbit O aus der Vereinigung von Orbits, der A enthélt. Nach
1.6 ist dieser Orbit genau Orb(\) = O. Da nach 1.16 jeder Orbit invariant ist, gilt
Orb(A) = f(Orb(\)) und wegen Orb(\) C A folgt A € Orb(\) = f(Orb(X)) C f(A).
Also ist A € f(A) und es folgt A C f(A). Sei nun z € f(A) beliebig. Dann existiert
ein f71(2) € A. Da A eine Vereinigung von Orbits ist, gibt es einen Orbit aus dieser
Vereinigung, der f~!(z) enthalt. Da jeder Orbit invariant ist, enthélt dieser Orbit auch
f(f71(2)) = 2. Also ist z ein Element in einem Orbit, der Teilmenge von A ist und



somit auch ein Element aus A. Also ist f(A) C A. Insgesamt ist also A = f(A) und A
ist invariant.

Sei A eine invariante Menge. Sei A € A beliebig. Angenommen es existiert ein
n € N, so dass f*(\) € A und f""(\) ¢ A. Dann ist f(A) ¢ A, was im Widerspruch
dazu steht, dass A invariant ist. Also ist fiir alle n € N, fiir die f"(\) € A liegt, auch
fP(A\) € A. Dann ist Orb*(\) C A. Angenommen es existiert ein n € N, so dass
f7(A) € Aund f~"FD(X) ¢ A. Also existiert eine Element f~™()\) € A, so dass kein
Element f~(f~™()\)) in A existiert, dass auf f~™()\) abbildet. Also ist f~(\) ¢ f(A)
Dann ist A ¢ f(A), was im Widerspruch dazu steht, dass A invariant ist. Also ist fiir
alle n € N, fiir die f~"()\) € A liegt, auch f~™*Y()\) € A. Dann ist Orb™(\) C A.
Insgesamt ist also Orb(A) C A. Da A beliebig ist, enthélt A die Orbits von allen Punkten
in A. Also ist A eine Vereinigung von den Orbits von allen seinen Elementen. O

Theorem 1.19 (Theorem 1.1. im Buch). Falls A invariant ist (also f(A) = A gilt),
sind auch der Abschluss A, der Rand O(\) und das Innere int(A) von A invariant.

Proof. Sei A C X eine beliebige invariante Teilmenge von X. f(A) C A: Sei z € f(A).
Dann ist f~'(z) € A. Also existiert es eine Folge (A\,)nen in A, die gegen f~!(x)
konvergiert. Da A invariant ist, wird A, fiir jedes n € N auf ein f(\,) € A abgebildet.
Da f stetig ist, ist auch die Folge (f(An))nen konvergent und es gilt lim,, o (f(A\,)) =
flim, 500 (\n)) = f(f7Yx)) = 2. Also existiert eine Folge f(\,) € A, die gegen z
konvergiert. Dann ist # € A und es folgt f(A) C A.

A C f(A): Sei x € A. Dann existiert es eine Folge (Ap)nen in A, die gegen
r konvergiert. Da A invariant ist, gibt es fiir jedes n € N ein f7}(\,) € A.
Da f~! stetig ist, ist auch die Folge (f '(\n))neny konvergent und es gilt
lim, oo (F72N) = fHlim, 0o (A,)) = fYx) € A. Daraus folgt € f(A).
Also ist A C f(A) und insgesamt ist f(A) = A Also ist der Abschluss einer beliebigen
invarianten Menge selbst invariant.

Sei A C X eine beliebige invariante Teilmenge von X. Fiir den Rand gilt 0(A) =
AN (X\A). Es wurde bereits gezeigt, dass A invariant ist. Da f bijektiv ist, gilt
X=f(X)=f(AUX\A) =fADUFX\A) =AUFX\A). Alsoist f(X\A) =
F(X)\ f(A) = X\ A. Alsoist (X \ A) invariant. Dann ist auch der Abschluss (X \ A
invariant. Weil f bijektiv ist, gilt f(O(A)) = fF(AN (X \A)) = fF(A) N fF(X\A))
AN(X\A) =09(A).

Also ist der Rand einer beliebigen invarianten Menge selbst invariant.
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Sei A C X eine beliebige invariante Teilmenge von X. Fiir das Innere gilt 0(A) =
A\ int(A) und int(A) = A\ 9(A). Es wurde bereits gezeigt, dass der Abschluss A
und der Rand O(A) invariant sind. Da f bijektiv ist, gilt f(int(A)) = f(A\ I(A)) =
FA)\ F(O(A)) = A\ O(A) = int(A). Also ist das Innere einer beliebigen invarianten
Menge selbst invariant. O]



2 Limit

Satz 2.1. Set x € X ein beliebiger Punkt in X. Fir n — +oo konvergiert die Folge
(f™(x))nen nicht immer.

Proof. Beweis durch Gegenbeispiel. Sei X = [—1,1] und f(z) = —z und z = 1 € X.
Die Folge z,, .= f™(x) entspricht (—1)" und konvergiert nicht. O

Satz 2.2. Fulls die Folge (f"(2))nen fir n — +oo konvergiert, ist der Grenzwert
lim,, o f"(x) ein Fizpunkt.

Proof. Sei x € X ein Punkt in X, so dass (f™(x)),en fiir n — 400 eine konvergente
Folge ist. Sei y == lim, o [™(x) der Grenzwert dieser Folge. Wegen der Stetigkeit von
f(y). Also ist y ein Fixpunkt. O

Definition 2.3. Ein Punkt y € X heifit w-Limit Punkt von x € X, falls eine Teilfolge
n; — 400 von natirlichen Zahlen existiert, so dass f"(x) — y. Die Menge der w-Limit
Punkte von x heifst w-Limit Menge von x und wird mit w(zx) oder w(x, f) bezeichnet.

Umgekehrt wird die a-Limit Menge von x definiert:

Definition 2.4. Ein Punkt y € X heifit a-Limit Punkt von x € X, falls eine Teilfolge
n; — 400 von natirlichen Zahlen existiert, so dass f~"(x) — y. Die Menge der
a-Limit Punkte von x heifit a-Limit Menge von x und wird mit «(x) oder o(x, f)
bezeichnet.

Satz 2.5. Fir jedes v € X ist w(z, f) = a(z, f71).

Proof. Sei X ein kompakter metrischer Raum und x € X ein beliebiger Punkt aus X.
Sei y € w(z, f). Dann existiert eine Folge n; — +o00 von natiirlichen Zahlen, so dass
f"i(z) — y. Da fr(x) = (f~1)™"(x), gilt auch (f~1)™i(x) — y fir n; - +oo. Also
ist y € afx, f71).

Sei nun z € «(z, f). Dann existiert eine Folge n; — 400 von natiirlichen Zahlen,
so dass f™"(x) — z. Da f™i(z) = (f~1)"(x), gilt auch (f~1)"(x) — 2z fiir n; — oo.
Also ist z € w(z, f71). O

Satz 2.6. Fir periodische Punkte x € P(f), gilt w(x) = a(x) = Orb(x).

Proof. w(xz) C Orb(z): Sei x € P(f) ein beliebiger periodischer Punkt mit Periode
n. Sei y € w(x). Es existiert eine Folge von natiirlichen Zahlen n; — +o00, so dass
f"(xz) — y. Da z ein periodischer Punkt ist, ist nach 1.13 der Orbit von z eine
endliche Menge. Angenommen ¥y ist kein Element aus dem Orbit von z. Dann gilt
d(y,z) > 0 fiir alle z € Orb(z). Da der Orbit von z eine endliche Menge ist, gilt
Min.corb(z) d(y, 2) > 0. Also existiert ein € > 0, so dass d(y, f"(z)) > € fiir alle n € N.
Das steht im Widerspruch dazu, dass eine Folge von natiirlichen Zahlen n; — 400
existiert, so dass f"(x) — y. Also ist y € Orb(z) und es gilt w(z) C Orb(z).
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a(x) C Orb(z): Sei y € a(x). Es existiert eine Folge von natiirlichen Zahlen
n; — +o00, so dass f~"(x) — y. Da x ein periodischer Punkt ist, ist nach 1.13 der
Orbit von z eine endliche Menge. Angenommen y ist kein Element aus dem Orbit von
z. Dann gilt d(y, z) > 0 fiir alle z € Orb(x). Da der Orbit von z eine endliche Menge
ist, gilt min.com) d(y,2) > 0. Also existiert ein € > 0, so dass d(y, f™"(x)) > e fiir
alle n € N. Das steht im Widerspruch dazu, dass eine Folge von natiirlichen Zahlen
n; — +oo existiert, so dass f~"i(x) — y. Alsoist y € Orb(x) und es gilt a(z) C Orb(z).

Orb(z) C w(z) und Orb(z) C a(x): Sei y € Orb(z). Dann ist nach 1.11 auch
y periodisch mit Periode n. Also ist nach 1.10 f*"(z) = « fiir alle z € Z. Also ist
(mg) == n -k eine Folge von natiirlichen Zahlen mit m; — 400, so dass f™(y) =
¥ (y) =y — y. Dann ist y € w(x) und es gilt Orb(z) C w(x). AuBerdem ist (my)gen
eine Folge von natiirlichen Zahlen mit my, — 400, so dass f =™ (y) = f " (y) =y — v.
Dann ist y € a(z) und es gilt Orb(z) C a(z).

Insgesamt gilt also Orb(z) = w(x) und Orb(z) = «a(z). O

Theorem 2.7 (Theorem 1.2. im Buch). Fiir ein beliebiges x € X ist w(x) nichtleer,
kompakt und invariant. Auflerdem gilt:

lim d(f"(2), w(z)) = 0

n—oo
Proof. nichtleer: Sei x € X. Sei x, = f"(x) fiir alle n € N. (x,)nen ist eine Folge in
X. Da X kompakt ist, gibt es eine konvergente Teilfolge (x,,)ien von (z,)nen. Also

gibt es eine Folge von natiirlichen Zahlen n; — +oo, so dass f"(z) — lim;_oo Tp,.
Dann ist lim; o 2, € w(x). Also ist w(x) nichtleer.

kompakt: Sei x € X. Sei (yx)ren eine konvergente Folge, so dass y € w(x) fiir alle
k € N. Sei z := limy_, o yr der Grenzwert der Folge.

Sei j = 1. Day, — z, gibt es ein Ky € N, so dass fiir alle k > Ky : d(yx, 2) < % = %
K +oo0, so dass

fri 1(3:) — Yk, Dann gibt esein I € N, so dass firallei > I : al(f”f(1 (), yK,) < % = 1.

Wihle m; = m; = nj*. Dann ist d(f™ (z),2) = al(f”ﬁ{1 (2),2) < al(f”ﬁ{1 (), yK,) +
dlyk,,z) < 3 +31=1

Sei nun j € N ein festes aber beliebiges j, fir das m;_; schon gewéhlt wurde. Da
yr — 2, gibt es ein K; € N, so dass fir alle £ > K : d(yx, 2) < % Da yk, € w(x)

Da yg, € w(x) liegt, gibt es eine Folge von natiirlichen Zahlen n
K

. K;
liegt, gibt es eine Folge von natiirlichen Zahlen niKJ — 400, so dass f"i ](x) — YK,

K; i
Dann gibt es ein I € N, so dass fir alle ¢ > I : d(f™ J(m),yK].) < % Da nl-K” — +00
fir ¢ — oo, gibt es ein I; > I, so dass ngj > mj;_1. Wahle m; = ngj
K.

K J
d(f™ (). 2) = d(f " (@).2) < d(F" (@), yw) + dlww, 2) < 55+ 5 = -
Dann kann fiir alle j € N ein m; gewahlt werden, so dass d(f"(x),2) < % Also
konvergiert (f™(x)) ey gegen z. Da fiir alle j € N : m; > m;_; existiert mit (m;);en
eine Folge von natiirlichen Zahlen m; — +o00, so dass f™i(z) — z. Also ist z € w(x).

Dann ist
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Dann ist w(z) abgeschlossen und wegen der Kompaktheit von X auch kompakt.

invariant: Sei y € w(z) ein beliebiges Element aus w(x). Dann gibt es eine
Folge von nattirlichen Zahlen n; — 400, so dass f"(x) — y. Da f stetig ist, ist
(n; + 1) — 400 eine Folge von natiirlichen Zahlen, so dass lim; ., f™)(z) =
f(lim; o, f™(z)) = f(y). Alsoist f(y) € w(x). Dann gilt f(w(x)) C w(xz) Da auch f~!
stetig ist, gilt lim; oo V() = limy oo f7H(f™(2)) = fH(lim; 500 f™ (2)). Dann ist
(n; — 1) — 400 eine Folge von natiirlichen Zahlen, so dass lim; .., f" (z) = f~'(y).
Also ist auch f~'(y) € w(x). Dann gilt w(zr) C f(w(z)) und insgesamt w(z) ist
invariant: w(z) = f(w(x)).

Abstand: Angenommen lim,,_, d(f™(x),w(z)) = 0 gilt nicht. Dann gibt es ein
€0 > 0 und eine Teilfolge n;, — +o0, so dass d(f" (z),w(x)) > ¢ fiir alle i € N. Die
Folge (f™(z))sen besitzt wegen der Kompaktheit von X eine konvergente Teilfolge. Sei
(n4,, )ken eine Folge von natiirlichen Zahlen, so dass f" (z) dieser konvergenten Teilfolge
entspricht. Dann gibt es einen Grenzwert z € X, so dass f™ (x) — 2z fiir k — 400. Also
existiert eine Folge von natiirlichen Zahlen (n;, ) — 400, so dass f"(z) — z. Dann
folgt z € w(x). Weil ™« (z) — z existiert ein K € N, so dass d(f™*(z),z) < ¢ fiir alle
k > K. Dann existiert ein I = ig, so dass d(f™,z) < €. Das steht im Widerspruch
zu d(f"i(x),w(x)) > € fiir alle i € N. Also muss lim,, . d(f™(x),w(z)) = 0 gelten. O

Definition 2.8. L(f) = J,cx w(z) U a(z) ist die Limit Menge (limit set) von f.
Satz 2.9. Die Limit-Menge L(f) ist nichtleer, kompakt und invariant.

Proof. Die Limit-Menge ist nichtleer: Sei z € X ein beliebiger Punkt in X. Dann ist
w(r) nach 2.7 nichtleer. Da w(z) C (J,cx w(z) Ua(z), ist L(f) auch nichtleer.

Die Limit-Menge ist kompakt: Die Limit-Menge L(f) ist per Definition
abgeschlossen und wegen der Kompaktheit von X auch kompakt.

Die Limit-Menge invariant: Fir alle z € X sind w(z) und «o(z, f) = w(z, f71)
invariant. Da invariante Mengen nach 1.18 eine Vereinigung von Orbits sind, ist die
Vereinigung von invarianten Mengen wieder eine Vereinigung von Orbits und somit ist
U,ex w(x) Ua(z) eine invariante Menge. Nach 1.19 ist dann auch (J, .y w(z) U a(x)
invariant. [

3 Wiederkehr (recurrence)

Definition 3.1. Ein Punkt © € X heifit positiv wiederkehrend (positively recurrent),
wenn x € w(x) und negativ wiederkehrend (negatively recurrent), wenn x € a(x).
Wiederkehrende Punkte sind Punkte die positiv oder negativ wiederkehrend sind. R(f)
bezeichnet die Menge aller wiederkehrenden Punkte.

Satz 3.2. R(f) ist invariant.



Proof. R(f) € f(R(f): Sei z € R(f) ein beliebiger wiederkehrender Punkt. Falls x
positiv wiederkehrend ist, gilt © € w(x). Dann existiert eine Folge von natiirlichen
Zahlen n; — +oo, so dass f™(x) — x. Wegen der Stetigkeit von f~! ist
lim; oo fP(fx)) = im0 fM(x)) = f71(x). Also ist n; — +oo eine Folge
von natiirlichen Zahlen, so dass f™(f~}(z)) — f~(z) und es gilt f~!(z) € w(f~!(x)).
Falls z negativ wiederkehrend ist, gilt * € a(z). Dann existiert eine Folge von
natiirlichen Zahlen n; — +o0o, so dass f~"(x) — x. Wegen der Stetigkeit von f~! ist
lim; oo [T (f7H2)) = fFHlim 0o f7™ () = f71(x). Also ist n; — +o00 eine Folge
von natiirlichen Zahlen, so dass f~™(f~(z)) — f~(z) und es gilt f~1(z) € a(f~(z)).
Also ist f~!(z) wiederkehrend und es gilt R(f) C f(R(f)). f(R(f)) C R(f): Sei
x € R(f) ein beliebiger wiederkehrender Punkt. Falls x positiv wiederkehrend ist, gilt
x € w(z). Dann existiert eine Folge von natiirlichen Zahlen n; — +o0, so dass f™(x) —
x. Wegen der Stetigkeit von f, ist lim; o f™(f(x)) = f(lim;e f™(2)) = f(z). Also
ist n; — 400 eine Folge von natiirlichen Zahlen, so dass f™(f(z)) — f(x) und es gilt
f(x) € w(f(x)). Falls = negativ wiederkehrend ist, gilt © € a(x). Dann existiert eine
Folge von natiirlichen Zahlen n; — 400, so dass f~"i(z) — x. Wegen der Stetigkeit von
fyist imy oo f77(f(2)) = flimieo f™(2)) = f(z). Also ist n; — +o0o eine Folge
von natiirlichen Zahlen, so dass f~"i(f(z)) — f(x) und es gilt f(z) € a(f(x)). Also ist
f(z) wiederkehrend und es gilt f(R(f)) C R(f) und insgesamt f(R(f)) = R(f). O

Spéter wird gezeigt, dass R(f) nichtleer ist.

Definition 3.3. Ein Punkt x € X heifit nicht-wandernd unter f, falls fir jede Umge-
bung V won x ein n > 1 existiert, so dass f"(V) NV # 0. Die Menge der nicht-
wandernden Punkte von f heifit nicht-wandernde Menge von f und wird mit Q(f) beze-
ichnet.

Satz 3.4. Q(f) ist kompakt, invariant und es gilt R(f) C Q(f).

Spater wird gezeigt, dass R(f) nichtleer ist. Daraus folgt dann, dass Q(f) wegen
R(f) C Q(f) auch nichtleer ist.

Proof. kompakt: Sei z, eine konvergente Folge in Q(f). Sei x = lim,_ oz, der
Grenzwert der Folge. Sei € > 0 beliebig. Sei €y := ¢/2 > 0. Dann existiert ein N € N,
so dass d(z,,z) < € fur alle n > N. Da xy nicht-wandernd und B(zy,¢q) eine
Umgebung von zy ist, existiert ein m > 1, so dass f™(B(zn,€0)) N B(xy, €0) # 0. Sei
y € f™B(xn,€)) NB(zy,€0). Dann ist d(y,z) < d(y,zy) + d(xn,x) < €0+ € = €.
Also gilt fiir jede Umgebung V', die die e-Umgebung enthalt, dass ein m > 1 existiert, so
dass f™(V)NV # (). Da € beliebig gewihlt wurde, ist der Grenzwert x nicht-wandernd.
Also ist Q(f) abgeschlossen und wegen der Kompaktheit von X auch kompakt.

invariant: f(Q(f)) € Q(f): Sei x € Q(f) ein beliebiger nicht-wandernder Punkt.
Sei U eine beliebige Umgebung von f(x). Da f stetig ist, existiert eine Umgebung
V von z, so dass f(V) = U. Da z nicht-wandernd ist, gibt es ein n > 1, so dass
"V)YNV #£0. Seiy € fA(V)NV. Dann ist f(y) € f**(V) = f"(f(V)) = f~(U) und
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fly) e f(V)=U. Alsoist f(y) € f*(U)NU und f*(U)NU # 0. Dann ist f(z) € Q(f).
Somit gilt f(2(f)) C Q(f).

Q(f) € F(Q(f)): Sei z € Q(f). Sei V eine beliebige Umgebung von f~!(x).
Da f~! stetig ist, existiert eine Umgebung U von z, so dass f(V) = U. Da x
nicht-wandernd ist, gibt es ein n > 1, so dass f"(U)NU # . Seiy € f~(U)NU. Es gilt
Fiy) € f1U) = Vund f(y) € FHfU)) = (V). Alsoist £ (y) € fr(V)NV.
Also ist f*(V)NV # (. Dann ist f~'(z) € Q(f). Somit ist z € f(Q(f)). Insgesamt
gilt also f(Q(f)) = Q(f) und Q(f) ist invariant.

R(f) € Q(f): Sei z € R(f) ein beliebiger wiederkehrender Punkt. Sei V' eine
beliebige Umgebung von z. Falls = positiv wiederkehrend ist, ist € w(z) und es gibt
eine Folge von natiirlichen Zahlen n; — +o00, so dass f™(z) — z. Also gibt es fiir V'
ein n; € N, so dass f"(z) € V. Dann ist n; > 1 und f"(z) € (V)N V. Dann ist
V)NV # 0 und = € Q(f). Falls 2 negativ wiederkehrend ist, ist € a(x) und es
gibt eine Folge von natiirlichen Zahlen n; — 400, so dass f~"(x) — x. Also gibt es
fir V ein n; € N, so dass f~™(z) € V. Dann ist n; > 1 und wegen f™(f "i(zx)) =z
ist f7"(z) € (V)N V. Dann ist f*(V)NV # @ und x € Q(f). Also gilt in beiden
Féllen z € Q(f) und somit R(f) C Q(f). O

Definition 3.5. Fine e-Kette von x zu y ist eine endliche Folge xo, x1, ..., mit xo = x
und xr =y, so dass d(f(x,),Tns1) < € fir n = 0,1,....k — 1. Fine e-Kette heifst
periodisch, wenn x = y gilt. Ein Punkt heifit ketten-wiederkehrend (chain recurrent)
von f, falls fir jedes e > 0 eine e-Kette von x zu x existiert. Die Menge der ketten-
wiederkehrenden Punkte von f heif$t ketten-wiederkehrende Menge (chain recurrent set)
von f und wird mit CR(f) bezeichnet.

Satz 3.6. Ein Punkt ist genau dann ketlen-wiederkehrend, wenn fir jedes € > 0 eine
periodische e-Kette durch x geht.

Proof. Sei e > 0 beliebig. Sei z € X ein beliebiger Punkt in X, so dass eine periodische
e-Kette durch x geht. Sei (y,)"_, die e-Kette durch z. Es gibt also ein j € {0,1, ..., k},
so dass y; = x. Sei dann z,, = y;y, fiir alle n € {0,1,...,k — j} und z, = yj4n_s
fir alle n € {k — 75,k —j+1,...,k}. Also gilt g = yj10 = = Yjsr— = x. Da
(yn)k_, eine e-Kette ist gilt d(f(yn),yns1) < € fiir alle n = 0,1,...,k — 1. Dann gilt
d(f(xn), Tnt1) = A(f(Yj4n)s Tjznt1) < e fir allen € {0,1,... ) k—j—1}. Firn=~k—
gilt d(f(wn), 2ns1) = d(f(@r—j), Tr—j1) = A(f Wir—j)s Yirte—jrr—k) = d(f(Yr), 1) =
d(f(yo),y1) < e. Und es gilt d(f(zn), Znt1) = d(f(Yjtn), Tjint1) < € fiir alle n €
{0,1,...,k — 7 —1}. Also ist (z,)nen eine periodische e-Kette von x zu x und x ist
ketten-wiederkehrend.

Sei x ein beliebiger ketten-wiederkehrender Punkt. Dann existiert per Definition fiir
jedes € eine e-Kette die mit xg = = durch = geht. O]

Satz 3.7 (erster Teil von Exercise 1.9. im Buch). Fir jedes 6 > 0 existiert ein n > 0,
so dass fiir jede n-Kette (z,)k_,, alle Folgen (y,)k_,, die d(z,,y,) <n,¥n € {0,...,k}

n=0’

erfullen, selbst 6-Ketten sind.
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Proof. Sei 6 > 0 beliebig. Da f auf X stetig und X kompakt ist, ist f gleichmafig
stetig auf X. Also existiert ein € > 0, so dass fiir alle a,b € X mit d(a,b) < €
gilt, dass d(f(a), f(b)) < &. Sei dann n = min{e, 2} und (z,)k_, eine n-Kette. Sei
(yn)E_, eine beliebige Folge, die d(x,,y,) < n fir alle n € {0, ..., k} erfiillt. Dann gilt

A(f (), Ynt1) < d(f(yn), (@) + d(f (@), Tos1) + d(@ngr, Ynr) < §+0+n < F =0
fiir alle n € {0,...,k}. Also ist (y,)*_, eine §-Kette. O

Satz 3.8. Fin Punkt ist ketten-wiederkehrend, wenn fir jedes € > 0 eine periodische
e-Kette durch die e-Umgebung von x geht.

Proof. Sei x € X ein beliebiger Punkt, so dass fiir jedes € > 0 eine periodische e-Kette
durch die e-Umgebung von x geht. Sei nun € > 0 beliebig. Nach 3.7 existiert fiir € ein
n > 0, so dass fiir jede n-Kette (y,)*_,, alle Folgen (x,)*_,, die d(z,,y,) < n fiir alle
n € {0,...,k} erfiillen, selbst e-Ketten sind. Es geht eine periodische n-Kette durch
die n-Umgebung von z. Dann existiert ein Punkt y € B(z,n) in der n-Umgebung von
x, der ein Folgenglied aus einer periodischen n-Kette durch die n-Umgebung von x ist.
Dann existiert eine periodische n-Kette von y nach y.!' Sei (y,)%_, eine periodische
n-Kette von y nach y. Sei zg = x, 5 == x und z; = y; fir alles € {1,...,k—1}. Dann
ist d(xo,yo) = d(x,y) < n, d(xg, yx) = d(z,y) < nund d(x;,y;) = d(y;,y;) = 0 fiir alle
i€ {1,...,k—1}. Also ist (z,)*_, selbst eine e-Kette. Da (z,,)¥_, von 2y = = nach
zp = x geht, ist (z,)F_, eine periodische e-Kette. Da ¢ > 0 beliebig gewihlt wurde, ist
x ketten-wiederkehrend. O

Satz 3.9. CR(f) ist kompakt und invariant.

Proof. CR(f) ist kompakt: Sei (x,)neny eine konvergente Folge in CR(f) und
x = lim, . x, der Grenzwert der Folge. Sei ¢ > 0 beliebig. Es existiert ein N € N,
so dass z, fir alle n > N in der e-Umgebung von z liegt. Da z, € CR(f) fiir alle
n € N ketten-wiederkehrende Punkte sind, geht dann auch eine e-Kette durch die
e-Umgebung von z. Nach 3.8 ist z dann auch ketten-wiederkehrend und = € CR(f).
Also ist CR(f) abgeschlossen und somit kompakt.

CR(f) ist invariant: Zeige zuerst f(CR(f)) C CR(f): Sei « € CR(f) ein beliebiger
ketten-wiederkehrender Punkt. Sei € > 0 beliebig. Da z ketten-wiederkehrend ist,
existiert eine periodische e-Kette von = zu  mit xy = x. Fiir das zweite Folgenglied x
gilt dann d(f(x),x1) = d(f(zo),x1) < €. Also geht eine periodische e-Kette durch die
e-Umgebung von f(z) und f(z) € CR(f) ist nach 3.8 auch ketten-wiederkehrend. Also
gilt f(CR(f)) € CR(f).

Zeige nun CR(f) C f(CR(f)): Sei x € CR(f) ein beliebiger ketten-wiederkehrender
Punkt. Sei € > 0 beliebig. Da f~! eine stetige Funktion und X kompakt ist, ist f~* auf
X gleichméBig stetig. Also existiert ein o > 0, so dass fiir alle a,b € X mit d(a, b) < do
gilt, dass d(f~*(a), f71(b)) < €. Sei 6 := min{e, dp} > 0. Da x ketten-wiederkehrend ist,
existiert eine periodische d-Kette von x zu z. Sei (:pn)flzo diese -Kette mit zo = x5, = x.

'Das folgt aus dem ersten Teil des Beweises von 3.6.
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Dann ist d(f(xn_1),7,) < d. Also ist d(x,_1, [(z)) = d(zp_1, f (z,)) < €. Also
geht eine periodische d-Kette durch die e-Umgebung von f~'(z). Diese d-Kette ist
wegen d < € auch eine e-Kette und f~'(z) € CR(f) ist nach 3.8 ketten-wiederkehrend.
Also gilt CR(f) C f(CR(f)). Insgesamt gilt also CR(f) = f(CR(f)) und CR(f) ist

invariant. O
Satz 3.10. Es gilt P(f) C L(f) € Q(f) C CR(f).

Proof. P(f) € L(f): Sei z € P(f). Nach 2.6 gilt dann Orb(z) = w(z) und da = €
Orb(z), folgt wegen Orb(z) = w(z) C U,exw(z) Ua(z) C U,exw(z)Ua(z) = L(f)
auch x € L(f). Alsoist P(f) C L(f). Da L(f) abgeschlossen ist, ist auch der Abschluss
P(f) € L(f) eine Teilmenge der Limit-Menge.

L(f) € Q(f): Seiy € U,ex w(z) Ua(z) beliebig. Dann existiert ein 2 € X, so dass
y € (w(x) Ua(r)). Also existiert eine Folge von natiirlichen Zahlen n; — 400, so dass
fri(x) — y oder f~™(x) — y. Sei V eine Umgebung von y. Falls y € w(x) liegt, also
fri(x) =y, gibt es ein I € N, so dass f"(x) € V fiir alle i > I. Da n; — +o0, gibt es
ein j > I, so dass nj —ny > 1. Also existiert ein m :=n; —n; > 1, so dass f™(z) € V
und f7(f"(x)) = fr™M(f"(x)) = f*(x) € V. Dann ist f"(x) € V. N f™(V). Falls
y € a(x) liegt, also f~"(z) — y, gibt es ein [ € N, so dass f~"i(z) € V fiir allei > I.
Da n; — 400, gibt es ein j > I, so dass n; —ny > 1. Also existiert ein m :=n; —ny > 1,
so dass f~"(x) € V und f™(f " (x)) = f M (f " (x)) = f~™(x) € V. Also ist in
allen Féllen y € Q(f) nicht-wandernd und es gilt | J, .y w(z) Ua(z) C Q(f). Da Q(f)
abgeschlossen ist gilt dann auch L(f) = |,y w(z) U a(z) C Q(f).

Q(f) € CR(f): Seix € Q(f) ein beliebiger nicht-wandernder Punkt. Dann existiert
fir jede Umgebung U von x ein n > 1, so dass f*(U)NU # (. Sei e > 0 beliebig.
Da f eine stetige Funktion und X kompakt ist, ist f auf X gleichmafBig stetig. Also
existiert ein ¢ > 0, so dass fiir alle a,b € X mit d(a,b) < § gilt, dass d(f(a), f(b)) < e.
Sei V' die (min {0, €})-Umgebung um z. Da z nicht-wandernd ist, existiert ein n > 1,
so dass fM(V)NV # (. Also existiert ein y € f*(V) N V. Sei also zg = z und
T, = z. Sei dann z; = fi(y) fir alle {1,2,...,n — 1}. Dann ist d(f(x¢),z1) =
A(/(2), 1(9) < e, da d(z,y) < 6. Bs st d(f(z:), 7211) = d(F(F (), F7(9)) = 0 < e
fir alle i € {1,2,...,n —1}. Und d(f(z_1),2,) = d(f(f" (y)),z) = d(f"(y),x) <
dad(f™(y),z) <, weil f*(y) € V. Also existiert eine e-Kette von 2 zu z und x € CR(f)
ist ketten-wiederkehrend. Dann gilt Q(f) € CR(f). O

4 Zerlegung

Satz 4.1. Sei A C X eine nichtleere, kompakte und invariante Teilmenge von X.
Dann ist die Familie {(f|x)"}_., der Iterationen von f|n (f eingeschrankt auf A)
ein Dynamisches System auf A.

Proof. A ist kompakt und nichtleer. Da A invariant unter f ist, ist f|p : A — A bijektiv.
Da Einschrankungen von stetigen Funktionen stetig sind, ist f|5 ein Hom&omorphismus.
O
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Definition 4.2. Fine Teilmenge A C X wvon X heifit minimale Menge, wenn A
nichtleer, kompakt und invariant ist aber keine echte Teilmenge von A nichtleer, kom-
pakt und invariant ist.

Satz 4.3. FEin periodischer Orbit ist eine minimale Menge.

Proof. Seix € P(f) ein beliebiger periodischer Punkt in X und Orb(x) der dazugehorige
periodische Orbit. Da 2 € Orb(x), ist der Orbit nichtleer. Da x periodisch ist, gilt nach
2.6 w(z) = Orb(x). Nach 2.7 ist w(x) kompakt. Also ist Orb(z) kompakt. Orb(z) ist
nach 1.16 invariant.

Sei A C Orb(z) eine beliebige nichtleere, kompakte und invariante Teilmenge von A.
Dann existiert ein Element y € A. Nach 1.18 ist A als invariante Menge eine Vereinigung
von Orbits. Da y € A liegt, existiert ein Orbit O C A, der y enthélt. Dann ist nach 1.6
dieser Orbit O genau der Orbit Orb(y) von y. Da A C Orb(z), ist y € Orb(x). Also
ist nach 1.6 auch Orb(y) = Orb(z). Dann ist Orb(z) C A und es folgt Orb(z) = A.
Also ist Orb(z) die einzige nichtleere, kompakte und invariante Teilmenge von Orb(x).
Dann ist keine echte Teilmenge von Orb(z) nichtleer, kompakt und invariant. Also ist
Orb(z) minimal. O

Im Folgenden werden wichtige Begriffe fiir das Lemma von Zorn (4.4) eingefiihrt.
Sei dazu S eine Menge. Sei < eine zweistellige Relation, die fiir manche Paare von
Elementen aus S definiert ist. Eine zweistellige Relation < ist partiell geordnet, falls
(1) z <z firalez € S; (2) aus x < y und y < « folgt z = y; und (3) aus x < y und
y < z folgt z < z. Da < nicht unbedingt fiir alle Paare von Elementen aus s definiert
ist, sind manche Paare (x,y) unvergleichbar und es gilt weder x < y noch y < x. Eine
typische partielle Ordnung ist die Teilmengenrelation C. Eine Teilmenge A C S ist
total geordnet (beziiglich <), falls fiir jedes Paar (x,y) aus Elementen aus A entweder
x <y odery < x gilt. Sei z € §. z ist ein minimales Element von S, falls das Paar
(z, z) fiir jedes x € S entweder nicht vergleichbar ist oder z < z gilt.

Lemma 4.4 (Lemma von Zorn). Wenn jede total geordnete Teilmenge A von S eine
untere Schranke besitzt, hat S ein minimales Element.

Proof. Das Lemma von Zorn ist dquivalent zum Auswahlaxiom.? O

Theorem 4.5 (Theorem 1.3. im Buch). Jede nichtleere, kompakte und invariante
Menge enthdalt eine minimale Menge.

Proof. Sei I eine beliebige, nichtleere, kompakte und invariante Menge unter f. Sei C
die Menge der nichtleeren, kompakten und invarianten Teilmengen von I' unter f. Die
Teilmengenrelation < ist auf C eine partielle Ordnung, da (1) A C A fiir alle Mengen
A € C gilt; (2) fiir alle Mengen A, B € C aus A C B und B C A folgt, dass A = B;
und (3) fiir alle Mengen A, B,C' € C aus A C B und B C C auch A C C folgt. Sei A
eine beliebige total geordnete Teilmenge von C. Falls A = (), dann ist I" eine minimale

?Diese Aquivalenz wird hier nicht bewiesen aber eine Beweisskizze befindet sich auf der Wikipedia.
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Menge. Falls A # (), sei A = (g4 B die Schnittmenge aller Elemente aus A. Dann
ist A als Schnitt von nichtleeren, invarianten und kompakten Mengen selbst nichtleer,
invariant und kompakt. Da A eine Teilmenge von allen Mengen B € A ist, gilt A C B
fiir alle B € A und A ist eine untere Schranke der total geordneten Menge A. Da A eine
beliebige, total geordnete Teilmenge von C ist, besitzt jede total geordnete Teilmenge
von C ein minimales Element.

Dann besitzt C nach dem Lemma von Zorn 4.4 ein minimales Element, also eine
Menge C € C, so dass fiir alle Mengen B € C gilt C' C B. C ist wie alle Mengen
in C nichtleer, invariant und kompakt. Angenommen C besitzt eine echte Teilmenge
D C C, die nichtleer, invariant und kompakt ist. Dann ist D € C. Aber da D eine echte
Teilmenge von C'ist, gilt C' ¢ D. Das steht im Widerspruch dazu, dass C' das minimale
Element aus C ist. Also besitzt C' keine echte Teilmenge, die nichtleer, invariant und
kompakt ist und ist somit eine minimale Menge. O]

Satz 4.6. Die Menge aller wiederkehrenden Punkte R(f) ist nichtleer.

Proof. X ist nichtleer, kompakt und invariant und enthalt deshalb nach 4.5 eine mini-
male Menge A. Sei z € A beliebig. Nach 2.7 ist w(x) nichtleer, kompakt und invariant.
Da A eine minimale Menge ist, muss A = w(z) gelten. Dann ist x € w(z). Also ist
r € R(f). Da o € A beliebig gewéhlt wurde, ist A C R(f). Also enthélt R(f) die
nichtleer Teilmenge A und ist deshalb selbst nichtleer. O]

Da R(f) nichtleer ist, folgt nach 3.4 wegen R(f) C Q(f), dass die Menge der nicht-
wandernden Punkte Q(f) nichtleer ist.

Theorem 4.7 (Theorem 1.4. im Buch). Eine kompakte, invariante und nichtleere
Menge A ist genau dann minimal, wenn der Orbit von jedem x € A dicht in A liegt.

Proof. Sei A eine minimale Menge. Sei # € A beliebig. Nach 1.18 ist A als invariante
Menge eine Vereinigung von Orbits. Da z € A liegt, existiert ein Orbit O C A, der z
enthélt. Dann ist nach 1.6 dieser Orbit O dann genau der Orbit Orb(x) von x. Also
ist Orb(x) C A und da A kompakt ist, gilt auch Orb(x) C A. Da z € Orb(z) liegt, ist
Orb(z) nichtleer. Da Orb(z) abgeschlossen und X kompakt ist, ist Orb(z) kompakt.
Nach 1.16 ist Orb(z) invariant und nach 1.19 ist dann auch Orb(z) invariant. Da A

minimal ist, muss A = Orb(x) gelten, da sonst Orb(x) eine echte Teilmenge von A ist,
die nichtleer, kompakt und invariant ist. Also ist der Abschluss Orb(x) des Orbits von
x gleich A. Deshalb liegt der Orbit Orb(z), dicht in A. Da x € A beliebig gewahlt
wurde, liegt also der Orbit von jedem x € A dicht.

Sei nun A eine kompakte, invariante und nichtleere Menge, die nicht minimal ist.
Da A kompakt, invariant und nichtleer aber nicht minimal ist, muss A eine echte Teil-
menge enthalten, die kompakt, invariant und nichtleer ist. Sei A; C A diese kompakte,
invariante und nichtleere echte Teilmenge von A. Sei x € Ay beliebig. Da x € A; liegt
und A; invariant ist, existiert nach 1.18 ein Orbit O C A;, der x enthalt. Dann ist nach
1.6 dieser Orbit O genau der Orbit Orb(z) von z. Also ist Orb(z) C Ay und da A4
kompakt ist, gilt auch Orb(z) C A;. Da A; eine echte Teilmenge ist, gilt A; # A. Also
ist Orb(z) # A und der Orbit von z liegt nicht dicht in A. O
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Definition 4.8. Eine Teilmenge A C X heifit nirgends dicht in X, wenn der Abschluss
A kein Inneres in X hat, also int(A) = 0.

Theorem 4.9 (Theorem 1.5. im Buch). Angenommen X ist zusammenhdngend. (X
und () sind die einzigen offenen und abgeschlossenen Teilmengen von X.) Dann ist jede
mainimale Menge unter f entweder ganz X oder nirgends dicht in X.

Proof. Sei A eine minimale Menge. A ist nichtleer, kompakt und invariant. 9(A) ist
abgeschlossen und deshalb kompakt und nach 1.19 invariant. Falls 0(A) = 0, gilt
A = 0(A) Uint(A) = int(A), weil A abgeschlossen ist. Also ist A offen. Dann ist A
offen, abgeschlossen und nichtleer. Weil X zusammenhangend ist, gilt dann X = A.
Falls 9(A) # 0, ist 9(A) kompakt, weil O(A) abgeschlossen ist, invariant nach 1.19, und
nichtleer. Weil A minimal ist, kann d(A) C A keine echte Teilmenge sein und es gilt
O(A) = A Dann hat A = A kein Inneres in X und ist deshalb nirgends dicht in X. [

Definition 4.10. Eine kompakte, invariante Menge A wird unzerlegbar (indecompos-
able) genannt, wenn A nicht in eine disjunkte Vereinigung von zwei kompakten, invari-
anten, nichtleeren Mengen zerlegt werden kann.

Satz 4.11. FEine minimale Menge ist unzerlegbar.

Proof. Sei A C X eine beliebige minimale Menge. Angenommen A ist nicht unzerlegbar.
Dann existiert zwei disjunkte, kompakte, invariante und nichtleere Mengen A, B, so dass
AUB = A Da A und B jeweils nichtleer sind, sind A und B echte Teilmengen von
A. Dann hat A zwei echte Teilmengen A C A und B C A, die kompakt, invariant und
nichtleer sind. Das ist ein Widerspruch dazu, dass A minimal ist. O]

Eine generellere Eigenschaft, aus der die Unzerlegbarkeit folgt, ist die topologische
Transitivitat:

Definition 4.12. Eine kompakte invariante Menge A C X wvon f heifst (topologisch)
transitiv, wenn ein x € A existiert, so dass w(x) = A.

Satz 4.13. Jede topologisch transitive Menge ist unzerlegbar.

Proof. Sei A C X eine topologisch transitive Menge. Sei x € A, so dass w(z) = A.
Angenommen A ist nicht unzerlegbar. Dann kann A in eine disjunkte Vereinigung von
zwei kompakten, invarianten und nichtleeren Mengen zerlegt werden. Da die Mengen
eine disjunkte Vereinigung von A bilden, muss z in genau einer der beiden Mengen
liegen. Sei A die kompakte, invariante und nichtleere Menge, die x enthalt und B
die andere kompakte, invariante und nichtleere Menge, so dass A und B disjunkt sind
undA = AU B gilt. Sei y € B ein beliebiges Element aus B. Weil B eine Teilmenge
von A ist, ist y € A = w(z). Also existiert eine Folge von natiirlichen Zahlen n; — +o0,
so dass f"(z) — y. Da A invariant ist, existiert nach 1.18 ein Orbit O C A, so dass
xz € O. Dann ist nach 1.6 O = Orb(x). Also ist Orb(z) C A. Dann ist f"(z) € A fiir
alle i € N. Es existiert mit f"(z) — y eine Folge in A, die gegen y konvergiert. Da A
kompakt ist, ist y € A = A. Dann ist y € AN B. Das ist ein Widerspruch dazu, dass
A und B disjunkt sind. Also ist A unzerlegbar. m
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Theorem 4.14 (Birkhoff, Theorem 1.6. im Buch). Sei A eine kompakte, invariante
Menge. Folgende drei Eigenschaften sind dquivalent:

1. A ist transitiv

2. Fir zwei beliebige offene (nichtleere) Teilmengen U,V C A, gibt es einn > 1, so
dass f*(U)NV £

3. Es gibt ein x € A, dessen (entweder negativer oder) positiver Orbit dicht in A
liegt.

Proof. 1. = 2.: Sei A topologisch transitiv und z € A, so dass w(z) = A. Seien
U,V C A zwei beliebige offene Teilmengen von A. Sei u € U ein beliebiges Element aus
U. Weil U offen ist, existiert ein € > 0, so dass die e-Umgebung von v in U liegt. Es
existiert auch eine Folge von natiirlichen Zahlen n; — 400, so dass f"(z) — u, weil
U C A = w(z). Dann existiert fiir € auch ein I > 1, so dass f™(z) fiir alle ¢ > I in der
e-Umgebung von u liegt. Sei v € V ein beliebiges Element aus V. Weil auch V' offen
ist, existiert ein § > 0, so dass die -Umgebung von v in V liegt. Aulerdem existiert
eine Folge von natiirlichen Zahlen n; — +o00, so dass f™(x) — v, weil V C A = w(x).
Dann existiert fiir § auch ein J > 1, so dass " (z) fiir alle 7 > J in der 6-Umgebung
von v liegt. Weil n; — +o0o geht, existiert ein jo > J, so dass n;, > n;. Dann ist f™(z)
in der e-Umgebung von u und somit in U. AuBlerdem ist f™o="I(f"(x)) = f™o(x)
in der 0-Umgebung von v und somit in V. Also existiert ein (n;, — n;) > 1, so dass
fr(z) € fCroom)(U)N V. Dann ist fMo=")(U) NV # (.

2. = 3.: Jeder kompakte, metrische Raum ist separabel. Das heifft, dass es eine
hochstens abzahlbare Teilmenge S gibt, die in diesem Raum dicht liegt. Mit Hilfe der
hochstens abzihlbaren Menge S kann eine abzihlbare Basis® konstruiert werden. Also
besitzt jeder kompakte, metrische Raum eine abzahlbare Basis. Da A C X kompakt
ist, besitzt A eine abzdhlbare Basis. Sei V = {Vi,V5,...} eine abzéhlbare Basis von
A. Das heifit, dass V = {Vi,Va,...} eine hochstens abzéhlbare Menge von offenen
Mengen V; C A ist, so dass jede offene Menge in X als Vereinigung von diesen offenen
Mengen V; geschrieben werden kann. Weil f" fiir alle n € N stetig ist und beliebige
Vereinigungen von offenen Mengen offen sind, ist die Menge (J;—, f~"(V;) fur alle s > 1
offen in A. Sei U eine beliebige offene Menge in A. Da U und V; offen sind, gibt es
wegen 2. ein n > 1, so dass f"(U) NV; # (). Dann ist auch U N f~(V;) # 0. Also gibt
es fiir jede offene Menge U ein n > 1, so dass U N f~"(V;) # 0. Also liegt >~ , f7"(Vi)
dicht in A. Nach dem Satz von Baire ist in einem vollstandigen metrischen Raum
jeder abzahlbare Durchschnitt von offenen, dichten Teilmengen selbst dicht. X ist als
kompakter, metrischer Raum vollsténdig und auch A ist als kompakte Teilmenge von
X vollstandig. (2, U,—, f7"(V;) ist ein abzéhlbarer Durchschnitt von offenen, dichten

3Eine abzéihlbare Basis B = { By, Ba, ... } einer Menge A C X ist eine Menge von offenen Teilmengen
B; C A, so dass jede offene Menge O C A als Vereinigung von Elementen B; € B aus der abzéhlbaren
Basis geschrieben werden kann.
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Teilmengen (|J)~, f7"(V;))ien von A. Also ist (2, U, f7"(Vi) dicht in A und somit
auch nichtleer. Sei z € (2, U,—, f7"(V;) beliebig. Dann gibt es fiir jedes ¢ > 1 ein
n>1,sodass x € f~(V;). Dann ist f*(x) € V;. Also ist fiir jedes i > 1 ein Element
von Orb™(x) in V; und es gilt Orb™ (z) N'V; # (). Da jede offene Menge in A als Vere-
inigung von V; aus der abzdhlbaren Basis {Vi, V5,...} von A dargestellt werden kann,
liegt Orb™ (z) dicht in A. Also existiert ein z € A, dessen positiver Orbit dicht in A liegt.

3. = 1.: Sei x € A, so dass der positive Orbit von x dicht in A liegt, also A =

Orb*(z) gilt. Da A invariant ist, liegt auch f~'(z) € A = Orb™(z).
Falls f~(z) € Orb™(x) liegt, gibt es ein n > 1, so dass f~(z) = f*(x) und z ist
periodisch. Also ist nach 2.6 Orb(z) = w(x) und nach 2.7 gilt Orb(z) = Orb(z). Fiir

periodische z gilt nach 1.12 Orb™(z) = Orb(x). Also ist A = Orb™(z) = Orb(z) =
Orb(z) = w(z) und A ist topologisch transitiv.

Falls f~!(x) € Orb*(x), gilt f~1(z) € Orb™ (z) \ Orb*(x). Also muss eine Folge in
Orb*(z) existieren die gegen f~!(x) konvergiert. Dann existiert auch eine Folge von
natiirlichen Zahlen n; — +o0o, so dass f%(x) — f~1(x). Dann ist f~!(z) € w(x).
Da w(z) nach 2.7 invariant ist, gilt dann w(z) D Orb(f~'(z)) = Orb(z). Dann ist

A = Orb*(x) C Orb(z) C w(z) = w(x), weil w(z) nach 2.7 abgeschlossen ist. A
enthdlt = und weil A kompakt und invariant ist, gilt dann auch Orb(z) C A. Weil alle

Elemente in w(z) Grenzwerte von Folgen aus Orb(x) sind, gilt w(z) C Orb(x). Dann

ist w(x) C Orb(z) € A. Also ist A = w(z) und A ist in beiden Fillen topologisch
transitiv. U

Definition 4.15. Zwei Punkte heiflen ketten-dquivalent (chain equivalent), wenn fir
jedes € > 0 eine e-Kette von x zu y und eine e-Ketlte von y zu x existiert.

Satz 4.16. Ketten-Aquivalenz ist eine Aquivalenzrelation auf CR(f), die im Folgenden
mit x ~ y bezeichnet wird.

Proof. Reflexivitét: Sei x € CR(f) ein beliebiger ketten-wiederkehrender Punkt. Dann
existiert fiir jedes € > 0 eine e-Kette von x zu x. Also ist z ~ x.

Symmetrie: Seien x,y € CR(f) zwei ketten-wiederkehrende Punkte, so dass = ~ y.
Dann existieren fiir jedes € > 0 eine e-Kette von z zu y und eine e-Kette von y zu .
Dann ist auch y ~ .

Transitivitdt: Seien x,y,z € CR(f) drei ketten-wiederkehrende Punkte, so dass
x ~ yund y ~ z. Dann existieren wegen = ~ y fiir jedes ¢ > 0 eine e-Kette von z
zu y und eine e-Kette von y zu x. Auflerdem existieren wegen y ~ z fiir jedes € > 0
eine e-Kette von y zu z und eine e-Kette von 2 zu y. Sei € > 0 beliebig. Sei (z,)*_,
die e-Kette von z zu y. Sei (?Jn)i:o die e-Kette von y zu 2. Sei a, = x, fiir alle
n e {0,...,k} und a, = ynuy fiir alle n € {k+0,...,k+ j}. Dann ist (a,)"") eine
e-Kette von x zu z. Sei (2,)_, die e-Kette von z zu y. Sei (u,)!,_, die e-Kette von y
zu x. Sei b, = z, fur allen € {0,...,i} und b, = y,y; fir allen € {i+0,...,1+i}.

Dann ist (a,)5", eine e-Kette von z zu z. Also ist z ~ 2. O
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Definition 4.17. Die Aquivalenzklassen der Ketten-/fquivalenz werden ketten-
transitive Klassen (chain transitive class) oder einfach Ketten-Klassen (chain class)
von f genannt.

Satz 4.18. Jede Ketten-klasse ist kompakt und invariant unter f.

Proof. kompakt: Sei A eine beliebige Ketten-Klasse und a € A ein beliebiges Element
aus der Ketten-Klasse A. Sei (x,)nen eine konvergente Folge in A. Sei x = lim,, o, x,
der Grenzwert der Folge (,)nen. Sei € > 0 beliebig. Dann sei ¢y := § > 0. Da f eine
stetige Funktion und X kompakt ist, ist f auf X gleichméflig stetig. Also existiert fiir
€o > 0 ein 6 > 0, so dass fiir alle a,b € X mit d(a,b) < ¢ gilt, dass d(f(a), f(D)) < €.
Sei §p = min{d, o} > 0. Fiir §y existiert ein N € N, so dass d(z,,r) < dp fur alle
n > N gilt. Da z,, € A fir allen € N, gilt x5 ~ a. Also existiert eine dp-Kette von a zu
2y und eine §-Kette von zy zu a. Sei (z,)%_, eine dp-Kette von a zu zy und (y,)’_,
eine Jp-Kette von xy zu a. Sei a = x und a; == a; fiir i € {0,1,...,k — 1}. Dann ist
d(f(ax—1), ar) = d(f(xr—1),2) < d(f(zp-1), 2) + d(zNn,2) < o+ 0o < §+ § = €. Fiir
ne {0,1,....k—2} gilt d(f(an), ans1) = d(f(2n), Tps1) < do < 5 <€, weil (2,)5_
eine dp-Kette ist. Dann ist (a,)*_, eine e-Kette von a zu z.

Sei by = x und b; = y; fir i € {1,...,75}. Dann ist d(f(bo),b1) = d(f(x),11) <
d(f(x), f(yo)) +d(f(y0),y1)) < d(f(z), f(zn)) +d(f(yo),y1)) < €0+ do < €0 + €0 = €,

weil d(z,zx) < d. Firn € {1,2,...,5 — 1} gilt d(f(yn), Yns1) < do < § < €, weil
(yn))—o eine dp-Kette ist. Also ist (b,)?_, eine e-Kette von x zu a. Also ist = € [a] = A

und A ist abgeschlossen und somit kompakt.

invariant: Sei A eine beliebige Ketten-Klasse und a € A ein beliebiges Element
aus der Ketten-Klasse A. Zeige zuerst f(A) C A: Sei z € A ein beliebiges Element
aus der Ketten-Klasse A. Sei € > 0 beliebig Sei 2y := x und z; := f(x). Dann ist
d(f(z0),z1) = d(f(z), f(z)) = 0 < e. Also ist (z,)._, eine e-Kette von x zu f(z). Sei
€ = 5. Da f~! eine stetige Funktion und X kompakt ist, ist f~! auf X gleichmaBig
stetig. Also existiert fiir g > 0 ein § > 0, so dass fiir alle a,b € X mit d(a,b) < §
gilt, dass d(f~'(a), f71(b)) < €. Sei & = min{d, e} > 0. z € A C CR(f) ist
ein ketten-wiederkehrender Punkt. Da CR(f) invariant ist, ist f(z) auch ein ketten-
wiederkehrender Punkt. Also existiert fiir dg eine periodische dp-Kette von f(x) nach
f(x). Sei (yn)k_, eine periodische dp-Kette von f(z) nach f(x). Sei ay_; = z und
a; = y; fur i € {0,1,...,k — 2}. Wegen d(f(yx—1), f(z)) = d(f(yr—1),yx) < o ist
d(yg—1,2) < €. Deshalb ist d(f(ax—2),ar-1) = d(f(yr—2),2) < d(f(yr—2), Yr—1) +
d(yr_1,7) < dg+eo < €. Alsoist (a,)"—} eine e-Kette von f(x) zu z. Dann ist z ~ f()
und es gilt f(z) € A. Also gilt f(A) C A.

Zeige nun A C f(A): Sei z € A ein beliebiges Element aus der Ketten-Klasse A.
Sei € > 0 beliebig. Sei zo == f~!(z) und x; = x. Dann ist d(f(f~(z)), 1) = d(z,x) =
0 <e. Alsoist (x,)!_, eine e-Kette von f~(z) zu x.

Sei ¢g == 5. Da f~1 eine stetige Funktion und X kompakt ist, ist f~! auf X
gleichméaBig stetig. Also existiert fiir ¢ > 0 ein 0 > 0, so dass fiir alle a,b € X mit

d(a,b) < § gilt, dass d(f~'(a), f71(b)) < €. Sei & == min{d, e} > 0. z € A C CR(f)
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ist ein ketten-wiederkehrender Punkt. Also existiert fiir dy eine periodische dyo-Kette von
x nach x. Sei (y,)k_, eine periodische dy-Kette von x nach z. Da CR(f) invariant ist,
ist f~(z) auch ein ketten-wiederkehrender Punkt. Sei aj_; = f~'(z) und a; = y; fir
i€{0,1,...,k—2}. Wegen d(f(yx_1),7) = d(f(ye_1), yx) < o ist d(yx_1, f 1 (x)) < €.
Deshalb ist d( f(ax—2), ax-1) = d(f(yr-2), 7' (2)) < d(f(Yr-2); Y1) +d(yr—1, [~ (2)) <
So+e <e Firie{0,1,...,k—2}ist d(f(a;),ais1) < 8 < e. Also ist (a,)*Z} eine
e-Kette von x zu f~!(x). Dann ist z ~ f~'(x) und es gilt f~'(z) € A. Insgesamt ist
f(A) = A und jede Ketten-Klasse ist invariant. O

Theorem 4.19 (Theorem 1.7. im Buch). Sei C eine Ketten-Klasse von f. Dann gilt:

1. fiir jedes € > 0 existiert ein 6 > 0, so dass fiir jedes x € C jede periodische 0-Kette
durch x in der e-Umgebung B(C,€) von C' liegt.

2. C ist unzerlegbar.

Proof. 1.: Sei C eine Ketten-Klasse von f. Angenommen es gibt ein ¢, > 0 fiir das
kein § > 0 existiert, so dass fiir jedes x € C jede periodische J-Kette durch z in
der e-Umgebung B(C,¢€) von C liegt.* Dann gilt, dass fiir jedes § > 0 ein 2 € C
existiert, so dass eine periodische d-Kette durch x nicht in der e-Umgebung B(C, €) von
C liegt. Wahle nun § = % fiir jedes n > 1.> Dann existiert fiir jedes n > 1 ein Punkt
zp € C und eine periodische (1/n)-Kette (})7~, durch 3 € C mit Folgengliedern
z ¢ B(C, ), die nicht in der e-Umgebung von C' liegen.® (Die periodisch (1/n)-Kette
ist eine periodische J-Kette durch zf mit § = %) Da X kompakt ist, konvergieren
fiir n — oo Teilfolgen von (zf)nen und (23 )nen. Seien (2g°)ien und (27 )ien die
konvergenten Teilfolgen und x = lim; o y" und y == lim; xzn die entspréchenden
Grenzwerte. '

Es wird gezeigt, dass z und y ketten-aquivalent sind: Sei ¢; > 0 beliebig. Sei
€2 = 5 > 0. Da f eine stetige Funktion und X kompakt ist, ist f auf X gleichmafig
stetig. Also existiert fiir e > 0 ein § > 0, so dass fiir alle a,b € X mit d(a,b) < § gilt,
dass d(f(a), f(b)) < €. Es existiert ein I; € N, so dass d(z,zy") < min{0, 2} fiir alle
i > I ;. Auflerdem existiert ein Iy € N, so dass d(y,:ch”) < min{d, e;} fiir alle i > Io.

Und es existiert ein I3 € N, so dass ni < € fir alle ¢ > I3. Sei I = max{[ly, 5, I3}

und N = n;. Sei ag =, ag, =y und q; =z fiir alle i € {1,2,...,ky — 1}. Dann
ist d(f(ao),ar) = d(f(z),2{") < d(f(z), f(zg") + d(f(2g).2)) < e+ 5 < a,
weil  f(z,zd) < 6. Weil (2l )Zié“’ eine periodische +-Kette ist, gilt
d(f(a;),ai1) = d(f(x;),xip1) < % < ¢ fiir alle i € {1,2,...,kn — 2}. Zuletzt

“Es konnte auch die Annahme, dass es ein ey > 0 mit 0 < § < ¢ existiert, so dass fiir jedes x € C
jede periodische §-Kette durch x in der e-Umgebung B(C, ¢) von C liegt, widerlegt werden.

5Um auch die zusitzliche Bedingung § < ¢y zu zeigen, kénnte man ein § = % fir jedes n > %
wéhlen.

5Um die Aussage mit der zusétzlichen Bedingung § < € zu zeigen, wiirde man hier die ersten
Folgenglieder mit k < é weglassen. Das hat spéter keine Auswirkung auf die Konvergenz der Teilfolgen
und die Existenz von e-Ketten.
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st d(f (1), aey) = d(f(@ry1).9) < d(ff )al) + d(ef,) < & +e < a
Also existiert eine €-Kette von z zu y. Sei by = y, bjy—ky = o und b; = x]kVN+i
fir alle ¢ € {1,2,...,j5 — kny}. Dann ist d(f(bo),b1) = d(f(y),zp 1) <
(W) f@) + d(f@d)ady) < @+ & < a wil dyad) < o
d(f(bi) biy1) = d(f(zp, ), ap 1) < & < e firalle i € {1,2,...,jy — ky — 2},
weil (z));=)V eine periodische +-Kette ist.  Zuletzt ist d(f(bjy—kn—-1)bjn—ky) =
A(f (@7 sjy—in—1)-7) = d(f (@] 1), 2) < d(f(xf, ). 25,) + d(@f, @) < 5 + e < e
Also existiert eine e;-Kette von y zu x. Dann ist x ~ y ketten-aquivalent. Allerdings
ist x als Grenzwert einer Folge in C' im Abschluss von C. Da C' kompakt ist, gilt
ce C=C. Esgilt (z' ) ¢ B(C,¢) fiir alle i € N. Da die Folge im abgeschlosse-
nen Komplement der offenen eo-Umgebung von C' liegt, liegt auch der Grenzwert
y = lim; ;o0 7" micht in C. Dann ist ¥ € C'und y ¢ C aber x ~ y. Das Widerspricht

der Aussage, dass C eine Ketten-Klasse ist. Also kann kein solches €o existieren.

2.: Angenommen C' ist nicht unzerlegbar. Dann existiert eine disjunkte Vereinigung
von zwei kompakten, invarianten, nichtleeren Mengen C; und Cj, in die C' zerlegt
werden kann. Sei d = inf{la — b : @ € C1,b € Cy}. Da f eine stetige Funktion
und X kompakt ist, ist f auf X gleichméBig stetig. Also existiert fiir d/3 > 0 ein
dp > 0, so dass fiir alle a,b € X mit d(a,b) < do gilt, dass d(f(a), f(b)) < d/3. Sei
¢ = min{d/3,dp}. Dann ist f(B(Cy,¢)) C B(f(C4),d/3) = B(C1,d/3). Also gilt auch
f(B(C1,e)) NB(B(Cy,€),e) = 0. Sei ¢y € Cy. Aussage 1. auch mit der zusétzlichen
Bedingung 6 < € bewiesen werden. Dann existiert ein 0 > 0 mit 0 < ¢, so dass jede
periodische §-Kette durch ¢; in der e-Umgebung B(C,¢) von C liegt. Es gilt auch
B(C,e) = B(Cy U Cy,¢) = B(Ch,e) UB(Cy,€). Cp und Cy sind Teilmengen von der
selben Ketten-Klasse C. Also gilt ¢; ~ ¢y fiir alle ¢o € Cy. Dann existiert eine d-Kette
von ¢y zu ¢; und von ¢; zu ¢o. Die Aneinanderreihung der beiden J-Ketten ergibt
eine periodische 0-Kette durch ¢;, die mindestens ein Folgenglied ¢y € B(Cq, €) besitzt.
Dann muss es einen Punkt z € B(Cy,¢), so dass f(z) € B(B(Cy,¢€),0) C (B(Cy,¢),¢€)
geben. Das steht im Widerspruch dazu, dass f(B(C4,€)) N B(B(Cy,€),€) = 0. Also ist
C unzerlegbar. O

Satz 4.20. Fin System kann unendlich viele Ketten-Klassen haben.

Proof. Sei X = [0,1]. Sei f ein Hom6omorphismus, der unendlich viele Fixpunkte p,
besitzt, so dass diese Fixpunkte abwechselnd sinks und sources sind. Dann ist {p,} fiir
alle n € N eine Ketten-Klasse. O
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