Kapitel 1

GewoOhnliche
Differentialgleichungen

1.1 Einfiihrung

Definition 1.1. Ein dynamisches System ist eine Halbgruppe G zusammen mit einer
stetigen Abbildung
O:GxM—>M

auf etnem metrischen Raum M die folgendes erfiillt:
(i) ©(0,2) =z fir allex € M
(i) ®(s,P(t,x)) = P(s +t,x) fir allex € M,s,t € G

Dabei ist G im zeitkontinuierlichen Fall entweder G = R oder G = R und im im
zeitdiskreten Foll G = Z oder G = Ny. M heifit Phasenraum.

Der Parameter aus G ist dabei typischerweise die Zeit. Im zeitdiskreten Fall be-
trachten wir nur den Verlauf zu einer Folge von Zeitpunkten, die voneinander durch
gleichlange Zeitabstédnde getrennt sind. Die beiden Bedingungen (i) und (ii) bedeuten,
dass die Abbildung

G — stetige Abbildungen von M auf sich selber
t—=®(t,-): M—>M, x— Ot x).

ein (Halb-)Gruppenhomomorphismus ist. Weil die Halbgruppe Ny und die Gruppe Z
frei von 1 erzeugt werden, haben wir folgende einfach Charakterisierung von zeitdis-
kreten dynamischen Systemen:
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Ubungsaufgabe 1.2. Ein dynamisches System ® mit G = Ny erfiillt ®(n,z) = A™(z)
fir allen € Ng mit A: M — M, z— A(z) = ®(1,z). Wenn G =7Z, dann ist A ein
Homdomorphismus und es gilt ®(n,z) = A"(x) fir alle n € Z. Umgekehrt definiert
jede stetige Abbildung A : M — M ein dynamisches System mit G = Ny und jeder
Homdomorphismus A : M — M ein dynamisches System mit G = Z.

Ubungsaufgabe 1.3. Sei ® ein zeitkontinuierliches dynamisches System auf einem
reellen Vektorraum M dessen Abbildung ® partiell nach t differenzierbar ist. Dann ist
fir alle x € M die Bahn t — ®(t,x) eine Lisung der Differentialgleichung

%@(t,x) = F(®(t,z)) mit F(z)= %(I)(O,x).

Wir werden spéter sehen, dass diese zeitkontinuierlichen dynamischen Systeme ein-
deutig durch eine gewohnliche Differentialgleichung bestimmt sind und umgekehrt viele
gewohnliche Differentialgleichung ein zeitkontinuierliches System definieren. Deshalb
steht die Theorie der zeitkontinuierlichen dynamischen Systeme in sehr enger Verbin-
dung zur Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen.

Um einen gegebenen zeitlichen Verlauf zu einem dynamischen System zu machen,
miissen wir zu allererst den Phasenraum richtig wéhlen. Von der richtigen Wahl des
Phasenraumes héngt es ndmlich oft ab, ob ein zeitlicher Verlauf {iberhaupt als dy-
namisches System beschrieben werden kann. Ein Beispiel, das die Entwicklung der
Theorie der dynamischen Systeme ganz wesentlich angestoflen hat, sind die Newton-
schen Gleichungen. In einem Kraftfeld F' wird die Beschleunigung eines Punktteilchens
beschrieben durch die Gleichung

%mx" =mz=F
Hier ist m die Masse der Punkteteilchen und ¢ — x(t) die Funktion der Koordinaten in
Abhéngigkeit von der Zeit. Die zeitliche Ableitung bezeichnen wir durch einen Punkt.
Wenn F' von x und & und ¢ abhéingt, erhalten wir die gewohnliche Differentialgleichung

mi(t) = F(t, x(t), i (t)).

Die entsprechenden zeitlichen Verldufe der Koordinaten kénnen nur dann durch ein
dynamisches System beschrieben werden, wenn wir den Phasenraum so wéhlen, dass
er neben den Koordinaten x auch die Geschwindigkeit des Punktteilchens enthélt.
Wenn die Kraft auch noch von der Zeit ¢ abhéngt, miissen wir sogar auch noch die Zeit
zu den Freiheitsgraden des Phasenraums hinzufiigen.

Ein anderes Beispiel fiir die Wichtigkeit der richtigen Wahl des Phasenraums sind
Fibonaccis Kaninchen, oder allgemeinere Rekursionsformeln.
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Fibonaccis Kaninchen 1.4. Leonardo von Pisa hat schon 1202 ein Populationsmo-
dell mit diskreter Zeit n = 0,1, 2, ... untersucht. Ein neugeborenes Kaninchenpaar wird
in einen umzdiunten Garten gesetzt. Jedes Kaninchenpaar erzeugt wihrend seines Le-
bens jeden Monat ein weiteres Paar. Fin neugeborenes Paar wird nach einem Monat
fruchtbar und bekommt somit nach zwei Monaten seine ersten Nachkommen. Es soll an-
genommen werden, dass die Kaninchen nie sterben. Bezeichnen wir mit k,, die Anzahl
Kaninchenpaare nach n Monaten, dann ist kg = ki = 1 (das erste Paar) und ke = 2,
da das erste Paar seine ersten Nachkommen nach zwei Monaten bekommt. Auch im
dritten Monat bekommt nur das erste Paar neue Nachkommen, es ist also ks = 3. Im
vierten Monat leben noch alle Kaninchen aus dem dritten Monat und die Paare, die
nach zwei Monaten schon da waren, bekommen Nachwuchs. Es ist also ky = ks + ko.
Allgemein erhdlt man die Rekursionsgleichung

kni1 =k, + ko1 fiir alle neN.

Dabei steht der 1.Term k, fiir die Anzahl der Kaninchen, die schon da sind, wdhrend
der 2.Term k,—1 die Anzahl der im (n + 1)-ten Monat neu geborenen Kaninchenpaare
angibt. Um aus dieser Rekursionsformel ein zeitdiskretes dynamisches System zu ma-
chen, muss man den Phasenraum als die Menge aller Paare (k,,k,_1), das heifst man
mufl zu der Anzahl der Kaninchenpaare im jeweiligen Jahr die Anzahl im vorherigen
Jahr hinzufiigen. Das entsprechende dynamische System ldsst sich dann einfach losen.

Man kann dieses dynamische System mit einem generierenden Funktional 16sen. Sei

0 k’n .
K(t) = th .
n=0

Dann ist die Ableitung von K (t) das generierende Funktional von

o o

K(t)=> %nt"‘l => %t”.

Also folgt aus der Rekursionsgleichung

K(t) = K(t)+ K(t) mit den Anfangswerten K (0)=1= K(0).

Somit haben wir diese Rekursionsformal also in eine Differentialgleichung iibersetzt und
die Startswerte in ein sogenanntes Anfangswertproblem dieser Differentialgleichung.
WEeil in dieser Differentialgleichung Ableitungen bis zur zweiten Ordnung auftauchen,
werden wir bei der Integration zweimal integrieren miissen und entsprechend zwei In-
tegrationskonstanten auftauchen. Deshalb miissen wir zwei Anfangswerte vorgeben.
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Ganz dhnlich wie bei den Newtonschen Gleichungen miissen wir zu der Folge k,, mit
generierendem Funktional K (t) die Folge k,1 mit generierendem Funktional K () hin-
zufiigen, um ein dynamisches System zu erhalten. Im néchsten Abschnitt lernen wir,
solche Differentialgleichungen zu losen. Wenn das entsprechende Anfangswertproblem
gelost ist, und die Losung im Punkt ¢ = 0 auch glatt ist, dann ergibt ihre Taylorreihe
eine Losung von Fibonaccis Kaninchen. Es stellt sich heraus, dass diese Losung sogar
auf ganz t € C eine konvergente Potenzreihe definiert.

Diese Erweiterungen des Phasenraums im Fall der Newtonschen Gleichungen und
im Fall von Fibonaccis Kaninchen sind miteinander verwandt. Ganz allgemein muss
der Phasenraum grofl genug gewéhlt werden um ein dynamisches System zu erhalten.

Man kann Fibonaccis Kanichen oder allgemeiner Rekursionsgleichungen auch mit
einem anderen generierenden Funktional 16sen. Wir stellen diese andere Methode hier
vor, weil mit ihr auch andere Rekursionsgleichungen gelost werden koénnen. Sei diesmal

K(z) = i k2"
n=0

Dann konnen wir die Rekursionsformel direkt in folgende Gleichung umschreiben

K(Z) _Zko - klz - Z kn-l—lzn = Z(kn + kn—l)zn = K(Z) - kf() + ZK(Z)
n=1 n=1

Wenn wir diese Gleichung nach K (z) auflosen erhalten wir

o ]{30 + (1{31 — ]{30)2

1—2—22

K(z)
Mit den Anfangswerten ko = 1 = ky ergibt das
1

K(z)= ———.

(2) 1—2— 22

Das ist offenbar eine gebrochen rationale Funktion, die auf dem Komplement der Null-
stellen des Nenners analytisch ist und damit eine konvergente Potenzreihe in z. Durch
Partialbruchzerlegung konnen wir diese Potenzreihe auch ausrechen und damit die Fi-

bonaccis Folge losen. Seien z; = \/52_1 und zp, = —@ die beiden Losungen von
22 4+ 2z —1 = 0. Dann gibt es zwei eindeutige reelle Zahlen o und 5 mit
1 « «

l—2—22 21—z zm—2z zu(l—2z/z1) 2l—z/z)
Durch Multiplikation mit (27 — 2)(22 — 2) = 2? + 2z — 1 erhalten wir

alzo—2z1)=—-1 B(z1—2z)=-1
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Mithilfe der geometrischen Reihe ist die Potenzreihe K (z) gegeben durch

1 00 ~ n 1 0 P n Z—n—l o Z—n—l
K=t () 4 <_) po= a2
( ) (Zl — 22)2’1 Z (Zl) (2’2 — 21)2’2 ; Z9 Z1 — 29

n=0 =0

Definition 1.5. x € M heifit Fizpunkt oder Ruhelage eines dynamischen Systems
O:GxM— M, wenn ®(g,x) =z VgeQG.

Beispiel 1.6. Der einzige Fixpunkt der Abbildung A : R — R, x+— 2z ist x = 0.

Definition 1.7. (i) Fir xz € M heifit {®(g,z) | g € G} Orbit oder Trajektorie (durch
x), die Abbildung ®(-,z) : G — M, g+ P(g,x) heifst Bahnkurve (durch x).

(i) Ein Orbit durch x heifst periodisch mit Periode g € G, wenn g > 0 und ®(g,x) = x.
FEine Periode heifft Minimalperiode, wenn ®(g,x) # x fir 0 < g < g.

Proposition 1.8. Wenn G eine Gruppe ist, dann definiert die Zugehdrigkeit zu einem
Orbit eine Aquivalenzrelation auf dem Phasenraum.

Beweis: Wir definieren also fiir 1,29 € M

X1 ~ T, falls 9 € O(G, zq).
Diese Relation ist eine Aquivalenzrelation, denn
(1) Wegen ©(0,-) = 1, ist immer x ~ z.

(ii) Gilt 2y = ®(t, 1), dann folgt x; = P(—t, 25) aus P(ta,) 0 D(ty,-) = P(t; + 12, -)
und ®(0, ) = 1. Die Relation ist damit symmetrisch (z1 ~ x93 = x5 ~ 7).

(iii) Gilt T = (I)(tl,l’l) und T3 = (I)(tg,l’g), dann folgt xr3 = (b(tg, (I)(tl,l’l)) = (b(tl +
to)(z1). Die Relation ist damit transitiv (x; ~ zg, 29 ~ 23 = 1 ~ x3). q.e.d.

Beispiel 1.9. Sei M = S'={2€C||z| =1} und ® : Zx M — M gegeben durch die
Drehung ®(n, z) = €™ . » mit o € R. Dann ist jeder Orbit genau dann periodisch,
wenn a € Q, also a = %, q € Z,p € N teilerfremd. Die Minimalperiode ist dann p.

Man ist nicht nur an einzelnen Bahnen interessiert, sondern auch am Verhalten be-
nachbarter Bahnen. Z.B. ist es beruhigend, dass auch bei einer kleinen Verdnderung
der Geschwindigkeit der Erde, z.B. durch Meteroiteneinschlag, ihre neue Bahn auf Dau-
er in der Néhe der alten bleibt. Die Untersuchung der Stabilitdt von solchen Fixpunkten
wird uns im zweiten Kapitel beschéftigen.
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1.2 Gewdhnliche Differentialgleichungen

Wenn die Abbildung ® eines zeitkontinuierlichen dynamischen Systems auf einem Vek-
torraum M = V partiell nach ¢ differenzierbar ist, dann kénnen wir die Bedingung (ii)
bei s = 0 nach s differenzieren und erhalten

00(t, z) _ 09(0,7)
ot ot
Also erfiillen alle Trajektorien durch den Anfangspunkt qo € M die gewohnliche Diffe-
rentialgleichung ¢(¢t) = F'(¢(t)) mit dem Anfangswert ¢(0) = go. Differentialgleichungen
sind Gleichungen, die Funktionen zu ihren Ableitungen in Beziehung setzen. Wenn die-
se Funktionen von mehreren Variablen abhéngen, dann sind die Ableitungen, die in der
entsprechenden Differentialgleichung mit der Funktion in Beziehung gebracht werden,
partielle Ableitungen. Dann spricht man von partiellen Differentialgleichungen. Typi-
scherweise sind Differentialgleichungen im folgenden Sinne lokale Gleichungen, dass sie
nur die Werte einer gesuchten Funktion und endlich vieler Ableitungen fiir einen Wert
der Variablen miteinender in Beziehung bringen. Mit gewohnlichen Differentialglei-
chungen werden also im Allgemeinen Gleichungen von der folgenden Form bezeichnet

F(t,q(t),4(t),....q" (1) = 0.

Hierbei ist ¢ — ¢(t) die gesuchte Funktion, die auch vektorwertig sein kann.

= F(®(t,z)) mit F:V -V x— F(z)

Definition 1.10. Differentialgleichungen von der Form

F(t,q(t),4(t), ... () =0
heifien gewohnliche Differentialgleichungen.

Historisch wurden solche Differentialgleichungen von Newton gleichzeitig mit der
Entdeckung der Differentialrechnung eingefiihrt, um die Bewegung von massiven Teil-
chen im Gravitationsfeld zu beschreiben. Im einfachsten Fall eines Punktteilchens im
Schwerefeld nehmen die Newton’schen Gleichungen folgende Form an:

mi(t) = F(t,q(t),q(t)),

wobei F'(t,q(t),q(t)) die auf das Punktteilchen wirkende Kraft darstellt. Im einfachsten
Fall F = —mg taucht nur die zweite Ableitung der gesuchten Koordinatenfunktion von
q des Teilchens in Abhéngigkeit von der Zeit auf, so dass wir deren Losung aus der
Differential- und Integralrechnung schon kennen:

gt — t0)2.

q(t) =qo + @t —to) — 5
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Die Losung konnen wir aus der Differentialgleichung durch zweimaliges Integrieren der
linken und rechten Seite erhalten. Das Ziel unserer Untersuchung einer Differentialglei-
chung ist dabei moglichst alle Losungen zu bestimmen und dann solche zusétzlichen
Eigenschaften der Losungen zu finden, die die Losung eindeutig festlegen.

Definition 1.11. Fine Losung ist eine Funktion q, die so oft differenzierbar ist, dass
alle in der Differentialgleichung vorkommenden Ableitungen existieren, und die zusam-
men mit diesen Ableitungen die Differentialgleichung erfillt.

In der Differentialgleichung
mq = —mg

hiangen m (die Masse des Teilchens) und g (das Schwerefeld) nicht von ¢ ab. Deshalb
ist die Differentialgleichung édquivalent zu

q=-g

Wenn wir die linke und die rechte Seite integrieren erhalten wir nach dem Hauptsatz
der Differential- und Integralrechnung

q(t) —q(to) = —g(t — to) bzw.  ¢(t) = q(to) — g(t —to).
Nach nochmaligem Integrieren erhalten wir schliellich

g(t — t0)2‘

q(t) = q(to) + q(to)(t — to) — 5

Die Funktion q(t) = —4(t — t9)* + q1(t — to) + qo ist auf R unendlich oft differenzierbar
und es gilt:

q(t) = —g(t —to) + @ und  G(t) = —g.

Also sind alle Losungen von der Form

t—tp)? , d
q(t) = —% + q1(t — to) + qo, wobei ¢(tg) = go und d—z(to) =q.

Damit haben wir in diesem einfachen Beispiel unser Ziel erreicht.

Zusammenfassung 1.12. Die hichste vorkommende Ableitung der Differentialglei-
chung mq = —gm st die zweite Ableitung. Durch geeignetes zweimaliges Integrie-
ren konnten wir die Differentialgleichung losen. Dabei entstanden zwei Integrations-
konstanten und die Losungen waren dann eindeutig durch die Wahl dieser Integrati-
onskonstanten bestimmt. Diese Integrationskonstanten konnten wir schlieflich als die
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Werte der Losung und ihrer ersten Ableitung zu dem Zeitpunkt to interpretieren. Des-
halb ist der Lésungsraum dieser Differentialgleichung zweidimensional und wird pa-
rametrisiert durch (q(to), q(to)) € R?. Zu jeder solchen Wahl eines Anfangszustandes
(q(t0),4(t0)) = (qo, q1) gibt es dann genau eine Lisung, die gegeben ist durch

q(t) = —g(t — t0)2 + ql(t — t(]) + qo.

Typischerweise beschreiben solche Differentialgleichungen die zeitliche Entwicklung
von verdnderlichen Groflen in der Natur. Diese Differentialgleichungen geben dann ein
kausales Verhalten der verdnderlichen Groflien vor. Durch das Losen der Differential-
gleichung kénnen wir aus der Kenntnis der verdnderlichen Gréflen und gentigend vieler
Ableitungen von ihnen zu einem (Anfangs-)Zeitpunkt ¢, das Verhalten von ihnen sowohl
in der Zukunft, als auch in der Vergangenheit ausrechnen und damit ihr Verhalten in
der Zukunft vorhersagen und auf ihr Verhalten in der Vergangenheit zuriickschlieflen.
Die Anzahl der Ableitungen, die wir zum Zeitpunkt t, kennen miissen, ist gegeben
durch die Anzahl der Integrationskonstanten, also die Anzahl der Integrale, die wir
benotigen, um die Gleichung zu losen. Da im Allgemeinen auch die Funktionswerte
vorgegeben werden, also die Nullte-Ableitung, sollten alle Ableitungen bis zu einer
Ordnung niedriger als der hochsten vorkommenden Ableitung vorgeben werden.

Definition 1.13. Die Ordnung einer Differentialgleichung ist die hochste vorkommen-
de Ordnung aller auftauchenden Ableitungen einer Differentialgleichung.

Definition 1.14. (Anfangswertproblem) Die Suche nach einer Lisung q einer gewohn-
lichen Differentialgleichung der Ordnung n, die an einem Wert ty der Variablent (nach
der abgeleitet wird) zusammen mit den ersten n — 1 Ableitungen die Werte

q(to) = qo, (to) = a1, - .-, 4"V (to) = Gus
annimmt, heifft Anfangswertproblem.

Aufgrund unserer Voriiberlegungen erwarten wir, dass jedes solche Anfangswertpro-
blem eine eindeutige Losung hat. Wir werden spéter auch Bedingungen angeben, unter
denen wir die Existenz und Eindeutigkeit der Losungen solcher Anfangswertprobleme
beweisen konnen. Es stellt sich heraus, dass manche dieser Anfangswertprobleme viele
Losungen besitzen und andere gar keine.

Beispiel 1.15. (i) Das Anfangswertproblem ¢ = 2+/|q| mit q(0) = 0 hat die Lisungen
(t —b)? fiir b < t
q(t) =140 fir —a<t<b
—(t+a)* firt<-a

Hier sind a und b zwei nichtnegative reelle Zahlen, die beide auch oo sein kdnnen.
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(ii) Sei f : R — R eine Funktion, die keine Stammfunktion besitzt (z.B. die charak-
teristische Funktion der rationalen Zahlen). Dann hat das Anfangswertproblem
g = f mit q(0) =0 keine Losung.

Die charakteristische Funktion der rationalen Zahlen besitzt auf keinem offenen
Intervall (a,b) eine Stammfunktion. Wenn namlich F eine solche Stammfunktion
wdre, dann wire x — F(x) monoton wachsend und x — F(x) — x monoton
fallend. Wegen dem Mittelwertsatz muss fir alle x1,xo € (a,b) entweder gelten

F(z1) — F(xg) = &1 — xy oder F(z1) — F(x2) = 0.

Im zweiten Fall folgt aus der Monotonie von F, dass F zwischen x1 und xy
konstant ist und im ersten Fall folgt aus der Monotonie von x — F(x) — x, dass
diese Funktion zwischen x, und xo konstant ist. Also ist die Ableitung von F
zwischen x1 und x4 entweder konstant gleich 0 oder konstant gleich 1. Damsit ist
F keine Stammfunktion der charakteristischen Funktion der rationalen Zahlen.

1.3 Gewdhnliche Differentialgleichungssysteme

Im einfachsten Fall sind die Funktionen, die mit ihren Ableitungen die Differentialglei-
chung erfiillen soll, reelle Funktionen. In diesem Fall hat eine gewohnliche Differential-
gleichung der Ordnung n die Form

F(ta Q(t)a Q(t)a CI ,q(")(t)) = O, WObei F Rn+2 - R

eine reelle Funktion ist. Hierbei werden nur die Werte einer reellen Funktion und aller
ihrer Ableitungen bis zur Ordnung n zu einem Zeitpunkt ¢ mit einander in Beziehung
gebracht werden. Wenn wir zusétzlich noch annehmen, dass sich die Differentialglei-
chung nach der hoéchsten Ableitung auflosen lasst, dann nimmt sie die Form

d™(t) = f(t,q(t),q@),...,¢" V() an, mit einer Funktion ~ f: R"*! & R.

Wenn wir Funktionen ¢ mit Werten in einem normierten Vektorraum V' (z.B. V = R™)
betrachten, dann nimmt sie die Form

d™ () = f(t,q(t),q@),...,¢" "V (t)) an, mit einer Funktion  f:R x V" = V.

Solche Differentialgleichungen heiflen Systeme von gewohnlichen Differentialgleichun-
gen oder gewohnliche Differentialgleichungssysteme. Um die folgende Untersuchung zu
vereinfachen, machen wir von folgender Beobachtung Gebrauch.
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Satz 1.16. Jedes gewohnliche Differentialgleichungssystem von obiger Form ldsst sich
in ein gewdhnliches Differentialgleichungssystem erster Ordnung verwandeln, indem
wir V- durch V™ ersetzen. Wenn aufSerdem t zu einer zusdtzlichen Komponente von q
gemacht wird, also V' durch R x V" ersetzt wird, dann hdngt f nicht mehr von t ab.

Beweis: Fassen wir die Funktionen (¢,q,...,¢™ ™) zu einer V"-wertigen Funktion
zusammen, so ist die gewohnliche Differentialgleichung

¢ (t) = f(t,q(t),4(1), ...V (1))
offenbar dquivalent zu

d

2 (a(),4(0), -, q" V1) = (a(t), -, "7 (1), f(a(®), 4(0), - "V (D))

Hierbei geht das entsprechende Anfangswertproblem

q(to) = qo,-- -, q(n_l)(to) = Qn-1

iiber in
(q7 Q7 L 7q(n_1))(t0> = (q07 ceey qn—l)'

Wenn wir ¢ auch noch um die Funktion ¢ erweitern, dann ist die urspriingliche Diffe-
rentialgleichung offenbar dquivalent zu

d, - . , .
St a ") = (L S d ™).

Hierbei geht das entsprechende Anfangswertproblem
q(to) = qo, -+, 4"V (to) = gar
iiber in
(tq,G, -, q" V) (to) = (to, qo, - - - Gn). g.e.d.

Die Ableitung von zeitkontinuierlichen Systemen werden durch solche Differentialglei-
chungssysteme beschrieben. Im n#chsten Abschnitt untersuchen wir, unter welchen
Bedingungen diese Differentialgleichungen die Abbildung ® eindeutig bestimmen.

Beispiel 1.17. Die Differentialgleichung mg = —gm ist dquivalent zu dem Differenti-

algleichungssystem
dfq\ _(d\_(0 1\ (q\ (0
dt\g) \—g) \0 0)\g g)
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1.4 Existenz und Eindeutigkeit

Das wichtigste mathematische Mittel um die Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen
von Differentialgleichungen zu beweisen ist der Banachsche Fixpunktsatz.

Satz 1.18. (Banachscher Fixpunktsatz) Sei X ein vollstindiger metrischer Raum
und f eine lipschitzstetige Abbildung von X nach X mit Lipschitzkonstante L < 1, d.h.
fir alle z,y € X gilt d(f(z), f(y)) < Ld(x,y). Dann besitzt f genau einen Fizpunkt,
d.h. ein x € X mit f(x) = x, und fir jedes xy € X konvergiert die Folge (x,)nen mit
Tni1 = f(x,) fir alle n € Ny gegen den Fizpunkt.

Beweis: Aus der Lipschitzstetigkeit von f folgt fiir jedes n € N und alle z,y € X:

d(f*(x), [*(y)) < L"d(x,y).

Hier bezeichnet f™ die n-fache Verkniipfung von f mit sich selber. Also folgt aus der
Dreiecksungleichung fiir alle m > n € N:

A" (o), " (x0)) < 3 d( £ o), f(20) < 3" Ld(f(x0), x0)
— - af o)) < —Ed(f (o), o).

1-L 1-L

Wegen 0 < L < 1 konvergiert %d( f(x0), zo) gegen Null und (z,)nen ist eine Cauchy-
folge. Wegen der Vollstandigkeit konvergiert sie. Wegen der Stetigkeit von f gilt

f ( lim xn> = lim f(z,) = hm Tpyl = hm Ty
n—oo n—oo
Also ist der Grenzwert ein Fixpunkt von f. Wegen der Lipschitzstetigkeit von f ist
der Abstand von zwei Fixpunkten kleiner oder gleich als I mal dem Abstand. Also ist
(1 — L) mal dem Abstand kleiner oder gleich Null. Dann ist wegen L < 1 der Abstand
nicht positiv, also gleich Null und beide Fixpunkte stimmen iiberein. q.e.d.
Um die Existenz und Eindeutigkeit von Losungen von Differentialgleichungssyte-
men in normierten Vektorrdumen zu zeigen, miissen wir Funktionen von Intervallen in
normierte Vektorrdume integrieren. Dafiir wollen wir das Riemannintegral auf solche
Funktionen ausdehnen. Fiir jedes Teilintervall I C [a, b] eines kompakten Intervalles
[a,b] und jedes Element v eines normierten Vektorraumes V' iiber K definiert

UXr - [CL, b] — ‘/7

v Tfallstel
H
0 sonst
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eine Funktion in B([a,b], V). Dabei kann I auch aus einem Punkt bestehen. Die end-
lichen Linearkombinationen solcher Funktionen heiflen Treppenfunktlonen Sle bilden
einen Untervektorraum von B([a,b], V). Wir definieren das Integral f vy (t)dt als v
mal der Intervalllinge ||, und setzen es linear auf alle Treppenfunktionen fort. er zei-
gen jetzt, dass diese lineare Fortsetzung eindeutig ist. Fiir jedes Teilintervall I C [a, b]
ist [a,b] \ I die Vereinigung von einem oder von zwei schnittfremden Intervallen, und
entsprechend [a, b] die Vereinigung von zwei oder drei schnittfremden Intervallen, von
denen eines [ ist. Die Schnittmengen I; von jeweils einem Intervall aus allen solchen
Zerlegungen von endlich vielen J; zerlegen [a,b] = |J, I; in endlich viele schnittfremde
Teilintervalle, so dass jedes J; eine Vereinigung von endlich vielen I; ist. Dann gilt fiir

f:Z'XJjUj :Zi i Z{jlliCJj},Uj it v; €V,
/f Bt = um S5 =311 Y = /ZX, vydt.

J AilLicJ;} g {ilicy;} {J\I CJj}

Also ist das Integral der Treppenfunktion f unabhéngig von der Zerlegung in eine
Linearkombination von x jv;. Es folgt
b
= [CIslar

/ fe dt“ HZ{MIICJ}
mej}vj

Also definiert das Integral eine lipschitzstetige lineare Abbildung von dem normierten
Unterrvektorraum aller Treppenfunktionen in B([a, b], V') nach V' mit Lipschitzkonstan-
te (b—a). Die Elemente des Abschlusses dieses Unterraumes heifien einfache Funktionen
(siche Dieudonne: Grundziige der modernen Analysis 1 Abschnitt 7.6).

. Uy
{JIL;CJ;}

Zi L = (b= )| fll.

< max
(A

Satz 1.19. In einem Banachraum V ist f € B([a,b],V) genau dann einfach, wenn
es fir jedes x € [a,b] Elemente v,w € V' gibt, und fir jedes € > 0 ein 6 > 0, so dass
| f(y)—v| < € firalley € (x—0,x)N]a,b] und || f(y)—w|| < € firalley € (x, x+0)N[a, b]
gilt. Jede einfache Funktion hat hochstens abzdhlbar viele Unstetigkeitsstellen.

Beweis: Wenn f die obige Bedingung erfiillt, dann ist fiir jedes ¢ > 0 jedes =z €
[a,b] in einem in [a, b] offenen Teilintervall I, C [a,b] enthalten, so dass die Abstédnde
zwischen Funktionswerten von f an zwei Punkten von I, N(—o0, z) oder von I, N(z, 00)
jeweils kleiner als € sind. Die offene Uberdeckung Uxe[a’b} I, der kompakten Menge [a, b]
besitzt eine endliche Teiliiberdeckung. Wir ordnen die Randpunkte und Indexpunkte
der entsprechenden Intervalle I, zusammen mit a und b der GroBe nach an. Dann gibt es
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eine Treppenfunktion in B(f,¢) C B([a,b], V), die zwischen zwei aufeinanderfolgenden
Punkten jeweils konstant ist. Das gilt fiir alle ¢ > 0, und f ist eine einfache Funktionen.

Wenn umgekehrt f einfach ist, dann gibt es fiir jedes € > 0 eine Treppenfunktion
g € B(f,¢/2). Fiir jedes x € [a, b] wihlen wir 6 > 0 so, dass g auf (z —d,2) N [a, b] und
(x,z + 0) N [a,b] konstant ist. Der Abstand zwischen Funktionswerten von f an zwei
Punkten in (z—4,z)N[a, b] oder in (z,z+4§)N[a, b] ist also jeweils kleiner als €. Das gilt
fiir jedes € > 0 mit einem geeignet gewéhlten > 0. Fiir streng monotone wachsende
bzw. fallende gegen x konvergierende Folgen (x,,),en sind (f(z,))nen Cauchyfolgen mit
Grenzwerten v bzw. w. Dann erfiillt f die Bedingung des Satzes. Wenn x nicht zu
den abzahlbar vielen Unstetigkeitsstellen einer in B([a, b], V') gegen f konvergierenden
Folge von Treppenfunktionen gehort, dann gibt es fiir jedes € > 0 ein d > 0 so dass die
Abstande zwischen den Funktionswerte von f an zwei Punkten in (z — 6,2 + &) NJa, ]
kleiner als € sind. Deshalb ist f an hochstens abzahbar vielen Punkten unstetig q.e.d.

Die Summe der charakteristischen Funktionen der Intervalle (315, 5-) ist auf [0, 1]
riemannintegrable mit abzéhlbar vielen Unstetigkeitsstellen, aber nicht einfach.

Fiir einen Banachraum V' ist der Abschluss des Unterraumes der Treppenfunktionen
in B([a,b],V) auch ein Banachraum. Das Integral setzt sich zu einer stetigen linearen
Abblldung von den einfachen Funktlonen nach V fort. Aus der Lipschitzstetigkeit von
[ f fydt, f— || f|| und [|f|| — f | f(t)]|dt folgt fiir einfache Funktionen f

/ﬂwtg/W@WSw—www

Satz 1.20. Fir eine einfache Funktion f € B([a,b],V) ist F' : [a,b] — V mit F(t) =
f: f(s)ds lipschitzstetig und dort, wo f stetig ist, differenzierbar mit F'(t) = f(t).

Beweis: Fiir ¢,ty € [a,b] gilt ||F(t) — F(to)]| < |ftt If(s)||ds| < |t —to| || flloo- Also ist
F' lipschitzstetig. Aus ||f(s) — f(to)|| < € fir s € [to,t] [a,b] bzw. [t,to] N [a,b] folgt

L HHt%ﬁﬂ)f%ds<——ﬂU Flt)lds < e

t_to to

Insbesondere ist F' iiberall dort, wo f stetig ist, differenzierbar mit F'(t) = f(¢).q.e.d.

Insbesondere ist F' : (a,b) — V auf (a,b) stetig differenzierbar, wenn F' stetig
und im Komplement einer endlichen Teilmenge von (a,b) differenzierbar ist, und die
Ableitung sich stetig auf (a, b) fortsetzt.

Aus dem Mittelwertsatz 8.5.1. (Dieudonne: Grundziige der modernen Analysis 1
Abschnitt 8.5) folgt, dass eine stetige Funktion F' : [a,b] — V, die auBlerhalb einer
abzéhlbaren Teilmenge differenzierbar ist, und deren Ableitung dort mit einer einfachen
Funktion f iibereinstimmt, sich nur um eine Konstante von f; f(t)dt unterscheidet.

Wir zeigen jetzt die Existenz und Eindeutigkeit von gewthnlichen Differentialglei-
chungen. Wir miissen an die Nichtlinearitét allerdings Bedingungen kniipfen.
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Definition 1.21. FEine Funktion f von einem metrischen Raum X in den metrischen
Raum Y heifst lokal lipschitzstetig, wenn es fir jedes xg € X eine Umgebung U C X
von xo gibt und eine Lipschitzkonstante L > 0, so dass fir alle x,z' € U gilt

d(f(z), f(2')) < Ld(z, ).

Satz 1.22. (von Picard Lindeldf) Sei I ein offenes Intervall, U C 'V eine offene
Teilmenge eines Banachraums V und f : I x U — V eine stetige Abbildung, die
beziiglich der zweiten Variablen lokal lipschitzstetig ist, d.h. fiir jedes (to,qo) € I x U
gibt es ein § > 0 und ein L > 0, so dass fir alle (t,q), (t,q) € (to —d,to+ ) X B(qo,0)

1t ) = f(& DI < Lilg — 4|

gilt. Dann gibt es fir jedes (tg,qo0) € I x U ein € > 0, so dass das Anfangswertproblem
q(t) = f(t,q(t)) mit q(ty) = qo auf (to — €,to + €) genau eine Lisung besitzt.

Beweis: Wegen der lokalen Lipschitzstetigkeit gibt es geeignete 6 > 0 und L > 0 mit
1f(t,a) = ft @l < Lllg — q|| fir (¢, q), (¢, q) € [to — d,t0 + 6] x B(qo, ). Fiir € < 4 sei

F: C([to—eto+¢€],B(q,0)) = C([to — €,to + €], V),

g Flg) mit  F(q)(t)=qo+ / f(s,q(s))ds.
Fitr € (|| £, qo)lloo + L) < & folgt

1(g)(#) = qoll = < e(lf (- q0)lloe + LS) < 6.

/ (F(5,q0) + F(s:0(5)) — £(s,q0))ds

to

Also bildet F' C([ty — €, to + €], B(qo, 0)) auf sich selber ab. Fiir ¢ und ¢ gilt dann

1F(q)(t) = F(@)(1)]] < /t 1/ (s, a(s) = f(s,4(s))] ds < €Lllg = qlco-

) 0 l}—min{é 0 }
NG ao)lloe + L0 LS — NFCao)lloo + L6 S

Die Abbildung F' von dem vollsténdigen metrischen Raum C([ty — €, + €], B(qo,9))
auf sich selber ist lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante e- L < 1. Jeder Fixpunkt ist auf
t € (to—e, to+e€) wegen Satz[[20 differenzierbar und 16st das obige Anfangswertproblem
mit ¢(tg) = go. Wenn ¢ umgekehrt auf (to—e¢, to+€) das Anfangswertproblem 16st, dann
haben F'(q) und ¢ die gleichen Ableitungen und die gleichen Funktionswerte bei t = .

Sei also € kleiner als € < min{
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Also stimmen diese Funktionen iiberein und jede Losung des Anfangswertproblems ist
ein Fixpunkt von F. Die Existenz und Eindeutigkeit dieses Anfangswertproblems auf
(to — €ty + €) folgt also aus dem Banachschen Fixpunktsatz. q.e.d.

Betrachten wir die Losung des Anfangswertproblems in Abhéngigkeit von den An-
fangswerten, so konnen wir im Beweis fiir alle Anfangswerte (¢1,¢;) aus einer Umge-
bung von (g, qo) dasselbe € wihlen konnen. Zusammen mit F' héngt dann auch die
entsprechende Losung stetig von den Anfangswerten ab:

Lemma 1.23. Unter den gleichen Voraussetzungen wie im Satz von Picard Lindeldf
gibt es fir jedes (to,q0) € I x U ein € > 0, so dass fir alle (t1,q1) € (to — €,tp + €) X
B(qo,€) die Losung q, 4, des Anfangswertproblems ¢(t) = f(t,q(t)) mit q(t1) = q1 auf
(to — 2¢,to + 2¢) existiert und die folgende Abbildung auf die Lisung stetig ist:

(to — €, to +€) X B(qo,€) = C([to — 26,0 +2€¢, V),  (t1,q1) = Gty.q1-

)
Beweis: Sei § > 0 wie im vorangehenden Beweis und ¢ < X min {5, }
! 1£ (-, q0)[loo + L
Fiir (t1,q1) € (to — €,to + €) X B(qo, €) sei dann Fy, ,, definiert als

0 Foole) mit  Fg () =aq-+ / £(s,q(s))ds.

Dann bildet F}, ,, wieder C'([to — 2, to + 2€|, B(qo, d)) auf sich selber ab, weil

1Fea (@) = qoll < llar = qoll + 3e(I1f (- o)lloc + L) < §+F =0

und [t—t1| < [t—to|+|to—t1] < Befiir t € [to—2¢, to+2¢€] C [to—J, to+3] gilt. Die gleiche
Abschétzung wie im Beweis des Satzes von Picard Lindelof zeigt die Lipschitzstetigkeit
mit Lipschitzkonstante 3el, < %. Die Folge von stetigen Abbbildungen

(to — €,t0 +€) x B(qo, €) = C([to — 2¢,t0 + 2¢|, B(qo,9)), (t1,q1) = F}} , (q0)

erfiillt wegen dem Beweis des Banachschen Fixpunktsatz fiir all m >n € N

§ n
15 1 (0) = Fi'gy (90) o0 < 1(4_—)§HFm,q1(qO) — qolle <4(3)"0.
4

Sie konvergiert gegen die Losung des Anfangswertproblems ¢(t) = f(¢, q(t)) mit ¢(t1) =
q1- Dieser gleichméflige Grenzwert einer Folge stetiger Abbildungen ist stetig. q.e.d.

Mit den gleichen Methoden 148t sich auch die stetige Abhéngigkeit der Losung
von f € Cy([to — d,to + 6] x B(qo,9), V) zeigen, solange die Lipschitzkonstante L der
Abbildungen f(t, q) beziiglich ¢ uniform beschrénkt ist.
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Wegen Satz konnen wir das Anfangswertproblem in ein solches verwandeln, in
dem f nicht von ¢ abhéngt. Weil solche Anfangswertprobleme beziiglich ¢ translations-
invariant sind, konnen wir dann ¢, = 0 wihlen. Deshalb untersuchen wir im folgenden
nur die Abhéngigkeit der Losung des Anfangswertproblems von ¢y. Die entsprechende
autonome gewohnliche Differentialgleichung wird durch ein Vektorfeld £ : U — V auf
einer offenen Teilmenge U C V eines Banachraumes gegeben. Die Losung des entspre-
chenden Anfangswertproblems heifit Integralkurve durch gq:

() = f(q())  mit  ¢(0) = g
Jede Losung ¢ von ¢(t) = f(t,¢(t)) mit einer differenzierbaren Funktion f erfiillt

)= 2 g0 = 200, DFEA0) ) _ D0, DFEAO i, )

Indem wir mehrfach ableiten sehen wir, dass fiir  mal (stetig) differenzierbare Funk-
tionen f, jede Losung auch (r + 1) mal (stetig) differenzierbar ist. Dann héngen die
Losung der entsprechenden Anfangswerte auch r mal (stetig) differenzierbar von ¢q ab:

Lemma 1.24. Sei I ein offenes Intervall, U C V eine offene Teilmenge eines Ba-
nachraums V und f : I x U — V eine stetige Abbildung, die partiell nach q r mal
stetig differenzierbar ist mit r € N. Dann gibt es fir alle (ty,q0) € I x U eine offe-
ne Umgebung W von qy in V, € > 0 und eine v mal stetig differenzierbare Funktion
g: W = C([to—e€, to+e€], V), so dass fir alle ¢ € W die Funktion g(q1) auf (to—e€, to+e)
die eindeutige Losung des Anfangswertproblems ¢(t) = f(t, q(t)) mit q(to) = q1 ist.

Beweis: Wir benutzen den Satz der impliziten Funktion. Well stetlg ist, gibt es ein
0 >0, 50 dass (fo—6,t0+0) X B(qo,6) C I x U gilt und &L auf (to — 6,19+ 0) x B(qo,9)
durch L beschrankt ist. Wegen dem Schrankensatz ist dann f auf (tg—d, to+0) X B(qo, )
fiir festes ¢ in ¢ lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante L > 0. Sei also 0 < € < min {5, %}
dghnlich gewahlt wie in dem Beweis des Satzes von Picard-Lindel6f. Dann definiert

F:V xC([to— € to+ €], B(q,0)) = C([to — €, to + €|, V),  (q1,9) = F(q1,q)

mit (¢, q) —Q1+/f3q

eine stetige Abbildung. Die partielle Ableitung or (qql ) gt segeben durch
oF -
% : C([t0_€7t0+€]7v) —>C([t0—€,t0—|—6]7‘/)’ H%(z)

. OF (g1, ) _ [10f(s,aq(9))
mit Tq(z)(t) = /to T(z(s))ds.
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Weil ||%Z(S))|| beschriankt sind durch L, ist ||%qql’q)|| beschréankt durch Le < 1. Also
konvergiert fiir ¢y € V und q € C([to — €,ty + €], B(qo,0)) die Neumannsche Reihe

oF , -1 © OF ’ l
<10([t0—57t0+e],V) — %) — Z <M)

1=0 0q
in L(C([to — €,to + €],V)) gegen den inversen Operator von le(i—cto+e,v) — %‘2"1).
Offenbar ist fiir ¢,q2 € V die punktweise Differenz F(q1,q) — F(q2,q) der entspre-
chenden Abbildungen gleich der konstante Abbildung ¢; — go. Deshalb ist fiir jedes
q € C([to — €,to + €], B(qo,9)) die Abbildung ¢; — F(q1,q) eine glatte Abbildung von
V nach C([to — €,to + €], V). Also ist die Abbildung

G:V xC([to— €, to+ €], B(qy,6)) = C([to — €, to + €], V),
(q1,9) = (Ae(ito—etord, Baos)) — Fla1,9)) = q— F(a1,q)

eine stetig differenzierbare Abbildung und besitzt auf dem gesamten Definitionsbereich
eine invertierbare partielle Ableitung nach ¢ € C([to—¢, to+€], B(qo,d)). Das Urbild der
0 € C(1,V) besteht genau aus den Fixpunkten der Abbildungen ¢ — F'(q1, q). Wegen
dem Satz der impliziten Funktion gibt es eine stetig differenzierbare Abbildung g von
einer Umgebung W von ¢y € V auf die entsprechenden Fixpunkte der Abbildungen
q — F(q,q). Sie ist genauso oft stetig differenzierbar, wie G. Weil das Integral von
to nach t eine lineare stetige und damit glatte Abbildung von C([ty — €,ty + €], V') auf
sich selber ist, sind die partiellen Ableitungen von G nach ¢ bis zur selben Ordnung
stetig, bis zu der auch die partiellen Ableitungen von f nach ¢ stetig sind. Also ist G
und damit auch g r mal stetig differenzierbar. q.e.d.

Wenn in diesem Satz die Funktion f nicht von ¢ abhédngt, dann lassen sich die
ersten r + 1 Ableitungen ¢(t),..., ¢+ () der Losung durch die ersten r Ableitungen
der Funktion f nach ¢ bei ¢(¢) ausdriicken. Deshalb sind die entsprechenden Losungen
des Anfangswertproblems sogar (r + 1) mal stetig nach ¢ differenzierbar. Fiir glatte f,
die nicht von ¢ abhéngen, hingen die Losungen des Anfangswertproblems glatt von g
und ¢ ab. Jetzt setzten wir die Losungen auf moglichst grofie Intervalle fort.

Satz 1.25. (Globale Existenz und Eindeutigkeit) Sei O C R XV eine offene Teilmenge
und f: O — V eine stetige Abbildung, die wie bei der lokalen Existenz und Findeu-
tigkeit lokal lipschitzstetig ist. Dann gibt es fiir jedes (to, qo) € O genau ein mazximales
Intervall (a,b) C R, das ty enthdilt, und auf dem das Anfangswertproblem

q(t) = f(t,q(t)) mit qlto) = q

genau eine Losung q enthdlt. Das Intervall ist in dem Sinne maximal, dass an beiden
Randern, also bet a und b, jeweils eine der folgenden Bedingungen erfillt ist:
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(i) a = —o0 bzw. b = 0.
(i) t— || f(t,q(t))] ist fir kleine € > 0 auf (a,a + €) bzw. (b — €,b) unbeschrankt.

)
(iii) Die Lisung q ldsst sich stetig auf |a,b) bzw. (a,b] fortsetzen, der Graph der Fort-
setzung liegt aber nicht in O, d.h. l}fn(t, q(t)) ¢ O bzw. l}Trlba(t, q(t)) &€ O.

Beweis: Wir betrachten zuerst zwei Losungen ¢ : (ai,b1) — V und ¢ : (az,b2) = V
von () = f(t,q(t)) mit qi(t1) = qo(t1) fiir ein ¢y € (a1, by) N (az, be). Sei A die Menge

A= {a c (CLl, tl] N (ag,tl] ‘ ql(t) = QQ(t) fir alle ¢ S [CL, tl]}

Fiir jedes t € (inf A, t1] gibt es ein a € A mit a < ¢, so dass jedes solche ¢ in A liegt. Also
enthdlt A (inf A, ¢1] und ist in [inf A, ¢;] enthalten. Wegen der Stetigkeit von ¢; — g2 ist
A in (a1, t1] N (ag,t1] abgschlossen. Wegen dem Satz von Picard-Lindelof widerspricht
inf A € A der Definition von inf A. Also ist A gleich (aq, t1] N (az, t1]. Genauso gilt auch

B = {b - [tl,bl) N [tl, bg) | ql(t) = QQ(t) fur alle t € [tl,b]} = [tl, bl) N [tl,bg).
Also stimmen ¢; und ¢y auf (aq,b1) N (az, by) tiberein. Alle Losungen von
q:(a,b)>tg—V mit 4(t)=f(t,q) und q(to) =qo

definieren auf der Vereinigung ihrer Definitionsbereiche auch eine Losung. Wir fithren
jetzt die Annahme, dass diese Vereinigung an einem der Rénder alle drei Bedingung (i)-
(iii) nicht erfiilt, zu einem Wiederspruch. Dann ist ||¢|| auf (a,a + €) bzw. (b — €,b)
beschrankt und ¢ ist dort lipschitzstetig. Fiir jede Folge (t,)nen, in (a,b), die gegen a
bzw. b konvergiert, konvergiert (¢,,q(t,))neny in R X V gegen den gleichen Grenzwert.
Liegt er in O, besitzt wegen dem Satz von Picard-Lindelof das Anfangswertproblem
¢(t) = ft,q(t)) ~ mit  g(a) = lim ¢(t)  bzw.  ¢(b) = lim ¢(?)
—a+ t—b—

eine Losung ¢ auf einer Umgebung von a bzw. b. Wenn wir ¢(t) fiir ¢ > a bzw. t < b
durch ¢(t) ersetzen, dann erhalten wir eine stetig differenzierbare Losung. Sie stimmt
wegen der Eindeutigkeit auf einer Umgebung von a bzw. b mit ¢ iiberein und setzt ¢
auf ein grofleres Intervall als (a,b) fort. Also gilt eine der Bedingungen (i)-(iii). q.e.d.

Bemerkung 1.26. (i) Fir partiell nach q stetig differenzierbare f ist g—f; lokal be-
schrankt und f wegen dem Schrankensatz in q lokal lipschitzstetig.

(ii) Wenn im Satz[L.23 (ii) gilt, dann setzt sich t — f(t,q(t)) nicht stetig auf [a, a+€)
bzw. (b—e, b] fort. Also kénnen q und f nicht stetig auf grofiere Definitionsbereiche
fortgesetzt werden, die a bzw. b und (a,q(a)) bzw. (b,q(b)) enthalten.
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(iii) Im Satz[1.23 folgt aus der Bedingung (iii) offenbar die folgende Bedingung:

(iii’) Fir eine in (a,b) gegen a bzw. b konvergente Folge (t,)nen konvergiert
(tn, q(tn))nen in R X V' mit Grenzwert lim,, o (t,, q(t,)) € O.

Diese Bedingung ist dquivalent dazu, dass fiir kleine € > 0 der Abschluss von
M. =A{(t,q(t)) |t € (a,a+¢€)} bzw. M, = {(t,q(t)) |t € (b—¢,b)}

nicht in O liegt. Sei jetzt dimV < oo, die Bedingungen (i) und (iii’) gelten nicht
und die Bedingung (i) gelte fiir t v ||q(t)|| nicht. Dann ist der Abschluss M,
beschrdinkt und wegen Heine Borel eine kompakte Teilmenge von O. Also ist f auf
M. beschrinkt, und die Bedingung (ii) gilt nicht. Auflerden gilt die Bedingung (iii)
nicht im Widerspruch zu Satz [I.23. Also konnen wir fir dimV < oo in (ii)
t— ||f(t,q(t)]| durcht— ||q(t)|| und die Bedingung (iii) durch (iii’) ersetzen.

Satz 1.27. Im Satz[1.2] sei (a,b) das mazimale Losungsintervall zu (tg, qo) € O. Dann
gibt es fiir allea < a <ty < f <bein0 < e < min{ty—a, f—to}, so dass [a, B] in allen
maximalen Losungsintervallen zu den Anfangswerten (t1,q1) € (to—€,to+€) X B(qo, €)
enthalten ist und die folgende Abbildung auf die entsprechende Losung q, 4, stetig ist:

(tO — €, tO + 6) X B(q(]vE) — C([Oé,ﬁ], V)v (t17Q1) — qtl,ql-

Beweis: Fiir a < a < ty) < 8 < b und alle s € [a, 3] gibt es wegen Lemma
ein €, > 0, so dass fiir alle (t1,¢1) € (s — €5, 5 + €) x B(q(s),¢€5) die Losung ¢, 4, auf
(s —2¢5, s+ 2¢,) existiert und in C'([s —2¢,, s+ 2¢,], V) stetig von (¢1, ¢1) abhéngt. Dann
ist ((s — €5, 8+ €5) X B(q(s), €5))sefa, €ine offene Uberdeckung der kompakten Menge
{(s,q(s)) | s € [a, B]}. Sei € > 0 das Minimum der ¢ einer endlichen Teiliiberdeckung.
Wir wéhlen induktiv zuerst € = ¢g > € > € > ... > ¢, > 0, so dass sich fiir
l=1,....,Lund (t;,q1) € (to — &, to + &) X B(qo, ¢) die Losung ¢, 4, auf [ty — le, t]
fortsetzt, und in C([tg — le, to], V') stetig von (¢1,¢q;) abhéngt. Fiir { =0,...,L — 1 ist
a <ty —le < ty. Dann gibt es ein 0 < €41 < ¢, so dass (to — le, g1, 4, (to — le)) fir
die Anfangswerte (t1,q1) € (to — €41,t0 + €141) X B(qo, €,41) in einer der endlich vielen
Mengen ((s—e€s, s+€5) X B(q(5), €5))seja,p) der Teiliiberdeckung liegen. Fiir diese (¢, ¢1)
setzt sich die Losung gy, 4, auf [to — (I + 1)€, to] fort und héngt in C([tg— (I +1)e, to], V)
stetig von diesen (t1,¢q;) ab. Fiir das kleinste [ = L mit ¢ty — Le < « und (t1,q1) €
(to — €r,to + €1) X B(qo,€r) setzt sich die Losung ¢, 4, auf [«,to] fort und héngt in
C([a, to], V') stetig von (1, q1) ab. Danach setzen wir die Losung ¢, 4, genauso induktiv
auf die andere Seite [tg, 5] des Intervalls [, 8] fort. q.e.d.

Wenn f r mal stetig differenzierbar ist, dann folgt mit Satz und Lemma [1.24],
dass auch die Abbildung auf die Losung r mal stetig differenzierbar ist.

Wenn dim V' < oo verallgemeinern wir die Existenz, aber nicht die Eindeutigkeit
(wir kennen schon ein Gegenbeispiel), auf stetige Funktionen f. Dafiir zeigen wir den
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Satz 1.28. (Arzela-Ascoli) Sei K ein kompakter metrischer Raum und V' ein Banach-
raum mit dim V' < oo. Eine Teilfolge einer Folge (fn)nen in C(K, V) konvergiert, wenn

(1) fir jedes x € K die Folge (f,(2))nen beschrinkt ist und

(ii) fir jedes x € K die Folge (fy)nen gleichgradig stetig ist in x, d.h. fir jedes x € K
und jedes € > 0 gibt es ein 0 > 0, so dass fn(2') € B(fn(x),e) C V fir alle
' € B(z,0) C K und fir allen € N gilt.

Beweis: Wir zeigen zunéchst, dass die Folge ( f,,)nen sogar auf K gleichgradig stetig ist.
Fiir jedes € > 0 und y € K gibt es wegen (ii) ein 0, > 0, so dass || f,(z) — fn(y)|| < 5 fiir
alle n € N aus d(z,y) < 26, folgt. Wegen der Kompaktheit von K hat die Uberdeckung
{B(y,0,)|y € K} eine endliche Teiliiberdeckung K = B(y;,01) U...U B(yn, n). Sei
9 das Minimum von 4, .. .,dy. Dann enthélt fiir alle Paare z, 2’ € K mit d(z,2") < §
einer der Bélle B(yy,d1), ..., B(yn,dy) den einen Punkt x. Damit sind beide in einem
der Bélle B(y1,261), ..., B(yn, 20n) enthalten. Daraus folgt || fn(z)— fn(2)|| < §+5 =€
fiir alle n € N. Also ist die Folge (f,)nen gleichgradig stetig auf ganz K.

Sei (x;)en eine Folge, die in K dicht liegt. Wegen (i) ist dann fiir alle [ € N der
Abschluss A; der Menge der Folge (f.(z;))nen eine kompakte Teilmenge von V. Wir
definieren induktiv eine Teilfolge (gn)neny von (fn)neny und eine Folge (a;)en in V,
so dass [|gn(z:) — @l < + fiir alle | € N und n > [ gilt. Dafiir wiihlen wir zuerst
einen Haufungspunkt a; von (f,(21))neny und eine Teilfolge (gn)nen von (f,)nen mit
1gn(21) — a1]| < £ fiir alle n € N. Induktiv wéhlen wir danach fiir jedes L € N\ {1}
einen Haufungspunkt a; von (g,(xr))nen, und ersetzen die Folgenglieder von (g, )nen
mit Indizes grofer als L—1 durch eine Teilfolge von (g, )p>1, so dass [|gn(zr) —ar | < £
fiir alle n > L gilt. Dann gilt ||g,(2;) — | < & firallel=1,...,Lund n > [.

Dann gibt es fiir jedes € > 0 ein § > 0, so dass ||g,(7) —gn(2')|| < § fiir allen € N aus
r,2" € K mit d(z,2") < 6 folgt. Also gibt es ein M € N, so dass ||gm (1) — gn(1)| < §
fiir alle m,n > M an den Zentren der Bélle einer endlichen Teiliiberdeckung von K
durch (B(x;,0))en gilt. Es folgt fiir alle z € K und n,m > M

€ € €
19m () =gn (@)l < g (@) =gm (@) |+ gm (20) = gn ()| + | gn(21) =gn(@)]| < 5545 =€
Also ist (gn)nen eine Cauchyfolge und konvergiert in C'(K, V). q.e.d.

Satz 1.29. (Satz von Peano) Sei I ein offenes Intervall, U eine offene Teilmenge
eines endlichdimensionalen Banachraums V und f : I x U — V stetig. Dann gibt
es fir jedes (to,qo) € I x U ein € > 0 und auf (toy — €,t9 + €) C I eine Lisung des
Anfangswertproblems ¢(t) = f(t,q(t)) mit q(ty) = qo-
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Beweis: Weil f stetig ist, gibt es fiir jedes (tg,qo) € I x U ein € > 0, so dass
KecIxU und 1 (£ @) < [1f (Fo, qo)l| 4 1 fiir alle (¢, q) € Ko

in K. = [ty — €,to + €] X B(qo, || f(to, q0)||€ + €) gilt. Fiir jede Partition P
[to — E,to + E] = [t—M>t1—M] U...uU [t_l,to] U [to,tl] U...uU [tN_l,tN]

mittg—e=t_y<ti_y<.. <t 1 <tg<ti <...<tn_1<ty=to+e des Intervalls
[to — €, 1o + €], die g als den Anfangs- und Endpunkt eines Teilintervalls enthélt, defi-
nieren wir folgendermaflen eine Naherungslosung qp der Differentialgleichung. Auf den
Intervallen [t_,,, t;_,,] definieren wir ¢p induktiv fiir m = 1,...,m = M dadurch, dass
jeweils der Wert bei t1_,, fiir m = 1 gleich ¢q ist und fiir m > 1 gleich dem Wert ¢p(t1_,,)
von dem schon konstruierten ¢p bei t;_,, ist, und die Ableitung jeweils konstant gleich
f(tm—1,qp(t1_m)) ist. Entsprechend definieren wir die Losung auch induktiv auf den
Intervallen [t,_1,t,] fir n = 1,...,n = N dadurch, dass jeweils der Wert bei ¢,,_; fiir
n = 1 gleich ¢ ist und fiir n > 1 gleich dem Wert ¢p(t,,_1) von dem schon konstruierten
gp bei t, 1 ist, und die Ableitung jeweils konstant gleich f(¢,_1,qp(t,_1)) ist. Weil f
auf K, durch || f(to, qo)|| + 1 beschrénkt ist, ist gp lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante
| f (to, q0)|| + 1 und das Bild von gp liegt in B(qo, || f(to, qo)||€ + €).

Sei nun (P,),en eine Folge von Partitionen, deren maximale Intervalllingen eine
Nullfolge bilden. Wir zeigen, dass eine Teilfolge der entsprechenden Néherungslosun-
gen (g, )nen gegen eine Losung des Anfangswertproblems konvergiert. Die Folge (g, )nen
erfiillt die Voraussetzungen des Satzes von Arzela-Ascoli und konvergiert auf [ty —
¢, 1o+ €] nach Ubergang zu einer Teilfolge gleichméBig gegen eine stetige Funktion ¢ mit
q(to) = qo. Sei f,, die Treppenfunktion, die auft € [ty—¢, to] gleich limg g ¢, (t+s) und auf
t € [to, to+ €] gleich lim,)g ¢}, (t — s) ist. Auf der kompakten Menge K. ist f gleichméBig
stetig. Dann konvergiert (f (t,qn(t)))neN auf t € [tg — €ty + €] gleichmifBig gegen
f(t,q(t)) und ( fult) — f(t, qn(t)))neN wegen der Lipschitzstetigkeit von ¢, gleichméfig
gegen Null. Auf t € [Ty — €, ty + €] konvergiert (¢, (t))nen dann gleichméfig gegen

t

q(t) = lim q,(t) = qo—i-nli_{go /fn(s)ds = qo+7}LrI;o /f(s,qn(s))ds = qo—i-/f(s,q(s))ds.

n—oo
to

Wegen Satz ist dann ¢ differenzierbar mit ¢(t) = f(¢, ¢(t)) und ¢(to) = qo. q.e.d.

Eine Losung einer Differentialgleichung auf einem abgeschlossenen Intervall ist eine
stetige Losung, die im Inneren stetig differenzierbar ist, und deren Ableitung sich stetig
auf das abgeschlossene Intervall fortsetzen ldsst. Weil eine Funktion auf der Vereinigung
von zwei abgeschlossenen Intervallen genau dann stetig ist, wenn sie auf beiden Inter-
vallen stetig ist und auf der Schnittmenge {ibereinstimmt, kénnen wir solche Losungen
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zusammensetzen: Zwei Losungen ¢; und ¢y des Anfangswertproblems ¢(t) = f(t, q(t))
mit ¢(t1) = ¢1 auf [a, t1] bzw. [t1, ] ergibt folgende Losung auf [a, b]:

o6 = {ql(t) fiir t € [a, ]

QQ(t) fiir t € [tl, b]

Satz 1.30. (Globale Existenz) Sei V' ein endlichdimensionaler Banachraum, O C RxV
offen und f : O — V eine stetige Abbildung. Dann gibt es fiir jedes (to,qo) € O eine
(nicht notwendiger Weise eindeutige) mazximale Losung des Anfangswertproblems

q(t) = f(t,q(t)) mit q(to) =qo

auf einem Intervall (a,b), das ty enthdlt. Die Losung ist in dem Sinne mazximal, dass
an beiden Rdindern, also bei a und b, jeweils eine der folgenden Bedingungen erfillt ist:

(i) a=—00 bzw. b=
(ii) t— || f(t,q(@))| ist fir kleine € > 0 auf (a,a + €) bzw. (b — €,b) unbeschrinkt.

(iii) Die Losung q lisst sich stetig auf [a,b) bzw. (a,b] fortsetzen, der Graph der Fort-
setzung liegt aber nicht in O, d.h. l}fn(t, q(t)) ¢ O bzw. l}Trlba(t, q(t)) & O.

Beweis: Seien (t,,, ¢,) = (tn, q(t,)) € O C R x V' die Anfangswerte von Fortsetzungen
nach links bzw. rechts mit monoton fallenden bzw. wachsenden (t,),en und beschrink-
ten (t,)neny und (|| f(tn, gn)||)nen. Dann ist die fortgesetzte Losung g lipschitzstetig und
die entsprechenden €, = |t, 11 — t,| bilden eine Nullfolge. Wenn die €, moglichst grof3

gewdhlt sind, gibt es (t,, Gn) € (tn — 2€n, ty + 2€,) X B(qn, 2| f(tn, gn)||€n + 2€,) mit

1f (Fns @)l = 1 (tn, )| +1 - oder  (tn,dn) € O.

Wegen der Lipschitzstetigkeit von ¢ konvergieren (t,,, ¢, )nen und (£, Gn)nen gegen den
gleichen Grenzwert (foo, ¢oo ). Es f0lgt (oo, ¢oo) & O, weil sonst alle bis auf endlich viele
(tn, @) in O liegen, also || f(teo; Goo)|| = ||f (too, Goo) || + 1 gelten miisste. q.e.d.
Maximale Losungen konnen also nicht als Losungen fortgesetzt werden. Es kann
mehrere maximale Losungen geben, und verschiedene maximale Losungen kénnen auf
unterschiedlichen Intervallen definiert sein und auf Teilintervallen iibereinstimmen.
Auch hier kann in der Bedingung (ii) die Funktion ¢ — || f(¢, q(t)|| durch ¢t — ||q(¢)||
und (iii) durch (iii’) aus der Bemerkung (iii) ersetzt werden. Also sind Losungen

entweder global oder unbeschriankt, oder kommen dem Rand von O beliebig nahe.

Korollar 1.31. Wenn f im Satz[1.23 oder[1.30 auf O = RxV definiert und beschrinkt
ist, dann sind alle Anfangswertprobleme auf ganz R ldsbar.

Beweis: Weil f auf ganz R x V' definiert ist, kann (iii) nicht erfiillt sein. Weil f
beschrénkt ist, kann (ii) nicht erfiillt sein. Also muss am Rand (i) gelten. q.e.d.
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1.5 Fliisse und Vektorfelder

In der Ubungsaufgabe [[3 haben wir gesehen, dass ein zeitkontinuierliches partiell
nach t differenzierbares dynamisches System ein Vektorfeld F' definiert. In diesem Ab-
schnitt konstruieren wir aus dem Vektorfeld F' das dazugehorige dynamische System
®. Zunachst wollen wir alle maximalen Integralkurven aus dem vorangehenden Satz zu
Abbildungen von offenen Teilmengen von R x M nach M zusammensetzen.

Definition 1.32. Sei X ein metrischer Raum. Fine Abbildung ® : W — X auf einer
offenen Teilmenge W C R x X heifit lokaler Fluss, wenn folgende Bedingungen gelten:

(i) Firallex € X ist {t e R| (t,x) € W} ein offenes Intervall, das die Null enthdlt.
(i) Sei (s,z) € W und (t,P(s,x)) € W, dann ist auch (t + s,z) € W und es gilt

O(t, O(s,z)) = P(t + s, ).

(iii) Fir alle x € X gilt ®(0,2) = .
Lemma 1.33. Fir ® : W — X, stetiger lokaler Fluss auf metrischem Raum X gilt:

(i) Fir allet e R sei V; ={x € X | (t,x) € W}. Dann ist fir alle t € R die Menge
Vi offen. Fiir alle x € V; ist auch ®(t,x) € V_, und die Abbildung

O(t,-): Vi—=V, xw— Ota)
ein Homdéomorphismus mit der inversen Abbildung ®(—t,-).

(ii) Fiir jedes x € X gibt es ein € > 0 und eine offene Umgebung U C X wvon x, so
dass W die Menge (—e,€) x U enthdlt. Fiir alle t € (—e,€) sind insbesondere V;
und V_; offene Umgebungen von x und ®(t,-) ein Homdéomorphismus von der
offenen Umgebung V; von x auf die offene Umgebung V_; von x.

Beweis: (i): Fiir alle t € R und x € V; ist (t — ¢,t 4+ €) x B(x,€) fiir ein € > 0 in der
offenen Menge W enthalten, und damit B(z,€) in V;. Also ist V; fiir alle t € R offen.
Seit € R und x € V;. Wir fiihren den Beweis fiir ¢ > 0. Fiir ¢ < 0 geht er analog.
Aus der Bedingung (i) folgt W O {(s,z) | s € [0,t]} = {(t +s,2) | s € [-t,0]}.
Fiir jedes s € [—t,0] gibt es ein ¢, > 0 und eine offene Umgebung Us; C X von
®(t +s,z) mit (—€,,€5) x U; C W. Die offene Uberdeckung (U )se[r,0] der kompakten
Menge {®(t + s,x) | s € [—t,0]} besitzt eine endliche Teiliiberdeckung. Sei € > 0 das
Minimum der entsprechenden ¢,. Aus der Bedingung (ii) folgt fiir alle s € [—t, 0]

(r,®(s+t, x)), (r+s+t,z) € W und ®(r, ®(s+t,z)) = ®(r+s+t, x) fir alle r € (—¢, ).
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Fiir solche s folgt dann aus (s, (¢, x)) € W mit der Bedingung (ii) (r, ®(s, ®(¢,z))) =
(r, ®(s+t,z)) € W, und damit auch (r+s, ®(t,z)) € W und (r+s+t,x) € W und &(r+
s, ®(t,x)) = ®(r+s+t, x). Induktiv folgt (s, (¢, x)) € Wund &(s, D(t,x)) = P(t+s, x)
zuerst fiir s = 0 und dann fiir alle s € [—¢,0]. Also liegt ®(¢,x) in V_; und ®(—t,-) ist
die Umkehrabbildung von ®(t, ). Dann sind ®(t, -) und ®(—¢,-) Homéomorphismen.
(ii) folgt aus {0} x X C W, der Offenheit von W und der Aussage (i). q.e.d.

Satz 1.34. Sei F' : X — V ein lokal lipschitzstetiges Vektorfeld auf einer offenen
Teilmenge X eines Banachraumes V. Dann gibt es genau eine offene Teilmenge Wr C
R x X und einen lokalen Fluss ®p : Wr — X, so dass fiir jedes x € X

(teR|(t,z) € Wp} — X, ts Op(t,z)

die mazimale Integeralkurve aus dem Satz[L.25 mit Anfangswert ®r(0,x) = x ist. Wenn
F r € N mal stetig differenzierbar ist, dann ist ®r ein r mal stetig differenzierbarer
lokaler Fluss mit v mal stetig differenzierbarer partieller Ableitung M’F.

Umgekehrt ist ein partzell nach t differenzierbarer lokaler Fluss ® mzt lokal lipschitz-

stetigem F'(x) = 92(0.2) 0 ) die FEinschrdinkung von ®r auf eine offene Menge W C Wrg.

Beweis: Sei F' : X — V ein lokal lipschitzstetiges Vektorfeld auf X, und fiir jedes
x € X sei (ag,b,;) der Definitionsbereich der maximalen Losung des Anfangswertpro-
blems ¢(t) = f(q(t)) mit ¢(0) = = aus Satz .25l Sei Wp = J,cx(aa,b:) X {2z} und
t — ®p(t,x) fir jedes x € X die maximale Losung des obigen Anfangswertproblems.
Wegen Satz gibt es fiir jedes (t,x) € Wr dann a, < o <t < f < b, und € > 0,
so dass (a, ) X B(x,€) in Wg enthalten ist. Also ist Wg offen. Fiir ein (s, x) in Wg
ist sowohl {t e R |t + s € (az,b,)} = (ap — $,b, —5) = V, t +— DPp(t + s,2) als auch
(aq)F(s,w), bch(s’x)) — V, t = Op(t,d(s,z)) die maximale Losung des Anfangswertpro-
blems ¢(t) = F'(¢q(t)) mit ¢(0) = @ (s, x). Wegen Satz[[L25stimmen beide Abbildungen
und ihre Definitionsbreiche iiberein. Wenn auch (¢, ®p(s,t)) in W liegt folgt also

(t+s,2) € Wpund ®p(t+s,2) = Pp(t, Pp(s, z)).

Wenn F' r mal stetig differenzierbar ist, dann ist @7 und 22£(¢, ) = F(®r(t, ) wegen
Lemma | r-mal stetig partiell nach x differenzierbar. Induktlv sind die partiellen
Ableitungen von ¢ r nach t bis zur Ordnung r + 1 stetig partiell nach x differenzierbar.
Also sind @ und 222 - mal stetig differenzierbar.

Sei jetzt & : W —> X ein partiell nach ¢ stetig differenzierbarer lokaler Fluss auf X,
dessen partielle Ableitung nach ¢ lokal lipschitzstetig ist. Wegen der Bedingung (ii) gilt

OD(t +s,2)  OB(t+s,2) OD(s, B(t,x))

- — o — B fir alle (t,2) € W und (s, ®(t,z)) € W.
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D(s, <I>(t T

Dann ist die partielle Ableitung 2 ) bei s =0 gleich der partiellen Ableitung

8<I>tx

. Also ist t — D(t,z) die emdeutlge Integralkurve durch x des lokal lipschitz-
stetlgen Vektorfeldes F' : X — V mit F(z) = 84)6296 Aus der Eindeutigkeit von
Integralkurven folgt, dass fiir jedes z € X die Bahn t — ®(t,z) eine Einschrinkung
der maximalen Integralkurve ¢ — ®p(t,z) des Vektorfeldes I’ durch z ist. Also ist W
eine offene Teilmenge von Wyr und ® die Einschrinkung von &z auf W. q.e.d.

Aus Lemma und Satz [[34 folgt

Korollar 1.35. Sei F': X — V ein lokal lipschitzstetiges Vektorfeld auf einer offenen
Teilmenge X eines Banachraumes V. Dann ist fir alle t € R die Menge V; = {z €
X|(t,z) € Wg} eine offene Teilmenge von X und die Abbildung x — Pp(t,z) ist ein
Homdomorphismus von V; nach V_; mit Umkehrabbildung x — ®p(—t,z). Wenn F r
mal stetig differenzierbar ist, dann sind diese Abbildungen auch r mal stetig differen-
zierbar. Auflerdem gibt es fir alle x € X ein € > 0, so dass fir alle t € (—e¢,€) die
Mengen V; und V_; offene Umgebungen von x sind. q.e.d.

Definition 1.36. (i) Ein lokaler Fluss ® : W — X mit W =R x X heifst global.

(ii) FEin lokal lipschitzstetiges Vektorfeld F - X — V' auf einer offene Teilmenge eines
Banachraumes V' heifit vollstindig, wenn der entsprechende Fluss ®r global ist.

Offenbar definieren stetige globale Fliisse und vollstéindige lokal lipschitzstetige
Vektorfelder zeitkontinuierliche dynamische Systeme. Allerdings definieren nicht alle
stetigen Vektorfelder, deren Integralkurven alle auf ganz R definiert sind, auch ein
zeitkontinuierliches dynamisches System mit G = R

Beispiel 1.37. Sei F' folgendes stetige Vektorfeld auf R:

F:R—R, xHF(x):{Ox\/E ;UT x;«ég
ur = =0.

Auf]R\{O} ist F' lokal lipschitzstetig. Fir x € R\ {0} lost Pp(t, x) =1 (/|| +¢)?* fiir

> —/]z| das Anfangswertproblem ¢(t) = F(q(t)) mit q(0) = x. Weil also t — |q(t)]
fa'r jede Lisung monoton wachsend ist, setzen sich ®p(-,x) auf t < —\/m eindeutig
durch Null zu mazimalen Lésungen auf R fort. Die maximalen Losungen t — Pp(t,0)
sind entweder t — Pp(t — to,x) fir ein x € R\ {0} und ty > \/|z| oder auf R gleich
Null. Fiirt > 0 bildet die entsprechende Abbildung ®r(—t,-) die ganze Menge [—t*, t?]
nach Null ab, und besitzt keine inverse Abbildung Pg(t,-).

Satz 1.38. Auf einem kompakten metrischen Raum X sind alle lokalen Flisse global.
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Beweis: Wegen Lemma gibt es fiir jedes © € X ein ¢, > 0 und eine offene
Umgebung U, von = € X, so dass der Definitionsbereich W die Menge (—¢,,€,) x U,
enthélt. Die Uberdeckung (Usz)zex von X, hat eine endliche Teiliiberdeckung. Sei e das
Minimum der entsprechenden ¢,. Dann folgt aus der Bedingung (ii) des Flusses, dass
fiir jedes (s,z) € W die Menge W auch {(t + s,z) € R x X|t € (—¢,¢)} enthélt. Aus
{(0,z)|x € X} C W folgt induktiv fiir alle [ € N, dass W auch die Menge

(—(l+De,(I+1)e) x X ={(t+s,2) e Rx X | (s,2) € (—le,le) x X, t € (—e€,€)}

enthélt. Also ist W gleich R x X. q.e.d.

Wir haben in dem Beweis nur benutzt, dass es ein € > 0 gibt, so dass der Definitions-
bereich W des Flusses ® von F' die Menge (—e¢, €) x X enthilt, bzw. die Integralkurven
von F' mit allen Anfangswerten z(0) € X auf (—¢, €) definiert sind.

Korollar 1.39. (i) Ein lokaler Fluss auf einem metrischen Raum X ist genau global,
wenn W fir ein € > 0 die Menge (—¢,€) x X enthilt.

(ii) Der lokale Fluss eines auf einer offenen Menge X eines Banachraumes lokal lip-
schitzstetigen Vektorfeldes F ist genau dann global, wenn fiir ein € > 0 die Losun-
gen von ¢(t) = F(q(t)) mit beliebigen Anfangswerten auf (—e, €) definiert sind.

(iii) Der Fluss eines auf einer offenen Teilmenge eines Banachraumes lokal lipschitz-
stetigen Vektorfeldes, das aufSerhalb einer kompakten Menge Null ist, ist global.

(iv) Auf einem Banachraum definieren beschrinkte und lokal lipschitzstetige Vektor-
felder globale Fliisse.

(v) Auf einem Banachraum definieren lipschitzstetige Vektorfelder globale Fliisse.

Beweis: (i)-(ii) haben wir im Beweis von Satz gezeigt.

(iii): Die maximalen Losungen der Anfangswertrpobleme durch eine Nullstelle von F’
sind auf ganz R konstant. Fiir die anderen Anfangswerte verfahren wir wie im Beweis
von Satz [[38 Also enthélt W D (—¢,€) x X fiir ein € > 0 und (iii) folgt aus (i).

(iv): Die Bedingungen (ii)-(iii) im Satz gelten weder bei a noch bei b.

(v): Sei F' : V. — V ein lipschitzstetiges Vektorfeld auf einem Banachraum V' mit
Lipschitzkonstante L. Im Satz von Picard-Lindel6ff haben wir gezeigt, dass die Inte-
gralkurve durch € X in dem Ball B(z,d) mit 6 > 0 auf (—¢, €) mit

e<minfo, ot
F@T+ L

definiert ist. Mit § = || F/(z)|| + 1 wihlen wir e = . Also folgt (v) aus (ii).  q.e.d.
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Korollar 1.40. (i) Fir einen globalen stetigen Fluss auf dem metrischen Raum X ist
O(-,): R—=C0(X,X), te O(t-)

ein Homomorphismus von R in die Gruppe der Homdomorphismen von X.

Umgekehrt definiert jeder Gruppenhomomorphismen von R in die Gruppe der
bijektiven Abbildungen von X einen globalen Fluss.

(ii) Sei F' : X — V ein vollstindiges lokal lipschitzstetiges Vektorfeld auf einer of-
fene Menge X eines Banachraumes V. Dann definiert der entsprechende Fluss
®r : R x X — X einen Gruppenhomomorphismus von R in die Gruppe der
Homdomorphismen von X.

Beweis: (i) Offenbar ist W = R x X dazu dquivalent, dass fiir alle t € R gilt V; = X.
Die Bedingung (ii) besagt genau, dass t — ®(¢,-) ein Gruppenhomomorphismus ist.
Also folgt die Aussage aus dem Lemma .33

(ii) folgt aus (i) und Satz [[.34l q.e.d.

Ubungsaufgabe 1.41. Sei F : X — V ein lokal lipschitzstetiges Vektorfeld auf einer
offenen Teilmenge X eines Banachraumes und f : X — R eine reelle Funktion.

(i) Zeige, dass fiir C < f < C7' mit 0 < C < 1 alle maximalen Integralkurven von
fF die Verkettung von den entsprechenden Integralkurven von F mit bijektiven
Abbildungen von den entsprechenden mazimalen Intervallen aufeinander sind.

(ii) Zeige dass fF lokal lipschitzstetig ist, wenn f lokal lipschitzstetig ist.

(iii) Sei f > C > 0 lokal lipschitzstetig und F und fF wvollstindig. Zeige, dass dann
die beiden entsprechenden dynamischen Systeme die gleichen Trajektorien (als
Mengen) haben, aber als dynamische Systeme im Allgemeinen verschieden sind.

(iv) Zeige, dass im Fall X =V das Vektorfeld ﬁ vollstindig ist, und die Mengen

der Integralkurven mit denen von F' tbereinstimmen.

Hinweis zu (i): Nimm an, dass sich die Integralkurven von fF schreiben lassen als
die Verkettung einer reellen Funktion mit den Integralkurven von I und leite eine
Differentialgleichung fiir diese reelle Funktion her. Diese Differentialgleichung lafst sich
dann einfach losen.
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1.6 Elementare Losungsverfahren

In diesem Abschnitt wollen wir uns auf gewohnliche Differentialgleichungen beschran-
ken, in denen die gesuchte Funktion eine reelle Funktion ist. Die Differentialgleichungen
erster Ordnung haben also die Form

q(t) = f(t,q(t)).
Wenn es uns gelingt, die Funktion f als einen Quotienten zu schreiben

f(t,q) = %

dann kénnen wir die Differentialgleichung umformen zu

q(t)h(q(t)) = g().
Wenn H eine Stammfunktion von h ist und G eine Stammfunktion von G, dann gilt

S H(a(1) = S6(0)

Also folgt dann fiir die Losung des Anfangswertproblems

() = % mit q(to) = do

H(q(t)) — H(qo) = G(t) — G(to)-
Wenn wir jetzt noch annehmen, dass H eine Umkehrfunktion besitzt, was natiirlich
auf allen Intervallen gilt, auf denen h positiv bzw. negativ ist, dann erhalten wir also
als Losung des Anfangswertproblems

q(t) = HH(G(t) — G(to) + H(q))-

Satz 1.42. (Trennung der Variablen) Seien g und h stetige Funktionen auf einem
offenen Intervall I und h sei entweder positiv oder negativ. Dann sind sowohl g als
auch h auf allen kompakten Teilintervallen von I Riemann-integrabel. Seien G und H
Stammfunktionen von g bzw. h. Dann ist H entweder streng monoton wachsend oder
streng monoton fallend, besitzt also eine Umkehrabbildung H=' : I' — I von einem
offenen Intervall I' auf I. Dann ist die eindeutige Losung der Anfangswertprobleme

i(0) = A mit alto) =

gegeben durch q(t) = H Y (G(t) — G(to) + H(q))-
Sie ist auf dem Intervall definiert, auf dem G(t) — G(to) + H(qo) in I’ liegt.  q.e.d.
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Wenn es uns gelingt eine Funktion F'(¢,q) zu finden, so dass gilt

f(t7q>:_aa}t?

dann kénnen wir die Differentialgleichung umformen zu

OF(t,q(t))  dq(t) OF(t,q(t))

ot dt o

@ F(t.a() =

Also gilt dann fiir die Losung des Anfangswertproblems

il t>0F (gqq(t)) L OF (gtq(t))

F(t,q(t) = F(to, q)-

Diese Gleichung beschreibt implizit die Losung des Anfangswertproblems.

=0 mit  q(to) = qo

Satz 1.43. (Ezakte Differentialgleichungen) Sei (t,q) — F(t,q) differenzierbar. Dann
sind alle Lisungen des Anfangswertproblems

; OF(t,q(t)) N OF(t,q(t))

i) ) 0wt gt = a

implizit gegeben durch F(t,q(t)) = F(to, qo)- q.e.d.
Fiir zwei Funktionen g¢(t,q) und h(t,q) mit  f(¢,q) = —%, gibt es nicht

immer eine Funktion F(¢,q) mit 8F§;, ) =g(t,q) und aFggZ’ 9 = h(t,q).

Lemma 1.44. (Stammfunktion) Seien g und h zwei stetig differenzierbare Funktionen
auf einem konvexen offenen Gebiet Q C R2. Dann gibt es auf 0 genau dann eine
zweimal stetig differenzierbare Funktion F(t,q) mit

OF(t,q)
dq

OF(t,q)
ot

dg(t,q) _ Oh(t,q)
Jq ot

=g(t,q) und

= h(t,q), wenn gilt

Beweis: Sei (tg, q) € Q beliebig. Dann definieren wir die Funktion

F(tv Q) = (t - tO) /(;1 g(tm QS>d8 + (q - QO> /01 h’(ts’ qs)d‘S?
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mit ¢, = to+s(t—to) und ¢s = qo+5(q¢—qo). Weil die Funktionen g und h differenzierbar
sind, sind sie stetig und damit auch integrierbar. Die Ableitungen von F' sind dann

OF (t,q) /1 /1 dg(ts,qs) /1 Oh(ts, qs)
o ), g(ts, qs)ds + (t — to) 5 sds + (¢ — qo) i g sds

Ydg(ts, qs)
=/ ts, Qs d8+/ g 2 sds = g(ts, gs)s|i25 = g(t, q),
0 0
OF(t,q)

. ah(t& qs) ! ag(tsa qs)
9 —/h(ts,qs)dsﬂq q)/ 9 sds + (t to)/o 9 sds

0

L dn(t dh(ts, 4s)
:/ ls, qs d3+/ = h(tSvQS) | h(t q)

0 0

9F(t,q) oF (t q9)
ot

= h(t, q) gilt, dann folgt aus dem Satz von

Wenn umgekehrt = g(t,q) und

Schwarz

dg(t,q) O°F(t,q) 0°F(t,q) Oh(t,q)
dg 0got  otdg ot

q.e.d.

Wir kénnen diese Aussage auf Vereinigungen von konvexen Gebieten verallgemeinern,
solange nur die Vorschrift, geméafl der wir F' fortsetzen, eindeutig ist. Das gilt fiir
alle einfach zusammenhéngenden Gebiete 2, d.h. solche Gebiete, die fiir jede stetige
Abbildung p : S — Q eine Homotopie zu einer konstanten Abbildung besitzen, d.h.
also, es gibt zu jedem solchen p eine stetige Abbildung [0, 1] x ST — Q, die auf {0} x S*
gerade gleich p und die auf {1} x S* konstant ist. Anschaulich bedeutet das, dass jeder
geschlossene Weg in €2 zu einem Punkt zusammengezogen werden kann.
Es gibt auch Félle, in denen die Differentialgleichung

q(t)n(t, q(t)) +g(t,q(t)) =0

erst mit einer Funktion erweitert werden muss, bevor sie exakt ist.

Beispiel 1.45. Die Differentialgleichung 2t¢+q(t) =0

0 02t
ist nicht exakt, weil gilt aZ =1#£2= e
die Differentialgleichung 2tq(t)q(t) + ¢*(t) = 0
1st aber exakt, weil gilt (9q =2q = 2th.

8q ot
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Korollar 1.46. (Eulersche Multiplikator) Wenn eine Differentialgleichung durch Mul-
tiplikation mit einer Funktion auf die Form gebracht werden kann

Oh(t,q) _ 9g(t,q)
ot dq

qt)h(t, q(t)) +g(t,q(t)) =0  mit

dann ezistiert auf einfach zusammenhdingenden Gebieten Q C R? eine Funktion F, so
dass die Differentialgleichung exakt ist

OF(t,q(t)) n OF(t,q(t))

Gt a(0) = ) ),

dt

Dann gilt fir die Losungen des entsprechenden Anfangswertproblems mit q(to) = qo
F(t,q(t)) = F(to, q0)- q.e.d.
Um fiir eine Differentialgleichung von der Form
q(t)h(t, q(t)) + g(t,q(t)) = 0
einen Eulerschen Multiplikator M (¢, ¢(t)) zu finden, miissen wir die Gleichung

dg(t,q)
dq

OM(t,q)

Oh(t,q)  OM(t,q)
ot N

ot q

h(t,q) + M(t, q) 9(t,q) + M(t, q)
l6sen. Das ist eine partielle Differentialgleichung, die im Allgemeinen nicht leichter
zu losen ist als die urspriingliche Differentialgleichung. In einigen Féllen kénnen wir
Losungen erraten oder einfache Losungen berechnen, die nur von ¢ bzw. ¢ abhédngen.
Zuletzt bemerken wir, dass einige Differentialgleichungen durch eine Substitution
in eine der Differentialgleichungen verwandelt werden kénnen, die wir 16sen kénnen.

Beispiel 1.47. (i)
q(t) = f(at +bq(t) + ¢) mit a,b,c € R.

Fir b = 0 konnen wir die Differentialgleichung direkt integrieren. Fir b # 0

fihrt die Substitution p(t) = at + bq(t) + ¢ auf die Differentialgleichung p(t) =

a+bf(p(t)) oder auch ﬁ&t)) = 1. Diese Differentialgleichung kénnen wir mit

der Methode der Trennung der Variablen losen: Sei F eine Stammfunktion von

T ﬁm Dann erfiillen die Losungen des Anfangswertproblems
q(t) = flat +bq(t) +¢c) mit  q(to) = qo

die Gleichung F(at + bq(t) + ¢) — F(ato + bgo + ¢) =t — .
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(i) ¢=f (%) homogene Differentialgleichung. Die Substitution p(t) = @ fiihrt zu

(iii)

q,:f<at+bq(t)+c

it a,b R.

B
ches von at + bq(t) oder umgekehrt. Deshalb haben wir dann ein Beispiel der Art

in (i). Wenn diese Determinante # 0 ist, dann hat das lineare Gleichungssystem

Wenn die Determinante ‘Z b‘ = 0 ist, dann ist entweder at + fq(t) ein Vielfa-

at+bg+c=0 at+pBg+v7=0

genau eine Losung (t1,q1). Fir die Funktion p(t) = q(t +t1) — q1 erhalten wir

(t)-f( a(t +t1) + bq(t + t1) + ¢ — (aty + bgy + ¢) )
PO=T\alt+ ) + Balt+ 1) + 7 — (ats + By +7)

_; a + bUH=0 _; a + b2
Oz—i—ﬁq(t—l—t;)_ql Oz—i—ﬁ@

mit p(to —t1) = q(to) — 1 = o — q1. Das ist ein Beispiel von der Form (ii).

(iv) Bernoullische Differentialgleichung:
q(t) +9()q(t) + h(t)g"(t) =0 a# 1.
Die Substitution p(t) = ¢*~(t) fiihrt zu der Differentialgleichung
p(t) = (1 —a)q(t)g*(t) = (a = Dg(t)p(t) + (a — DA({).

Dies ist eine inhomogene lineare Differentialgleichung, die wir im Abschnitt[1.7]
betrachten werden.
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1.7 Lineare Differentialgleichungen

Definition 1.48. Fine Differentialgleichung von der Form
u(t) = A(t)u(t) + b(t)

heifit lineare gewdhnliche Differentialgleichung auf einem (offenen) Intervall I C R.
Hierbei ist u eine gesuchte Funktion auf I mit Werten in einem Vektorraum V (z.B.
K") und A eine Abbildung von I in die linearen Abbildungen von'V aufV (oder im Falle
eines normierten Vektorraumes L(V'), die linearen stetigen Abbildungen von V nach
V). Im Fall von V- = K" kénnen wir L(V') mit den n x n Matrizen K"*" identifizieren
und V' mit den Spaltenvektoren in K. Dann ist A(t)u(t) das Matriz-Produkt der n x n-
Matriz A(t) mit dem Spaltenvektor u(t), also ein Spaltenvektor in K™. SchliefSlich ist b
eine Abbildung von I nach V. Wenn b(t) = 0 ist, dann heifst die Differentialgleichung
homogen, andernfalls inhomogen. Wenn A und b nicht von t abhdingen, dann heifst die
Differentialgleichung autonom, andernfalls nicht autonom.

Satz 1.49. Die Menge aller Losungen einer linearen homogenen Differentialgleichung
bildet einen Vektorraum tiber K. Wenn also uw und u Losungen sind, dann sind auch
u+a und \u fir alle A € K Lisungen der linearen homogenen Differentialgleichung. Die
Menge aller Losungen einer inhomogenen linearen Differentialgleichung bildet einen
affinen Raum. Fine allgemeine Losung ist die Summe einer speziellen Losung und einer
allgemeinen Losung der entsprechenden homogenen linearen Differentialgleichunyg.

Beweis: Seien u und @ zwei Losungen der Differentialgleichung u(t) = A(t)u(t) + b(t)
bzw. u(t) = A(t)u(t) + b(t), dann erfiillt u — @ die Differentialgleichung

d B ~
() = (1) = A(t) (u(t)) — (1)),

also die entsprechende homogene Differentialgleichung. Genauso gilt auch fiir alle A € K

d

ZA(t) = a(t)) = ADA(u(t)) — a(t).

Deshalb ist der Raum aller Losungen eines homogenen gewthnlichen Differentialglei-
chungssystems ein Vektorraum und die allgemeine Losung eines inhomogenen gewhn-
lichen Differentialgleichungssystems ist die Summe einer speziellen Losung und der
allgemeinen Losung des entsprechenden homogenen Systems. q.e.d.

Satz 1.50. (Ezistenz und Eindeutigkeit des linearen Anfangswertproblems) Sei I C
R ein offenes (nicht notwendig beschrinktes) Intervall, A : I — L(V) eine stetige
Abbildung von I in die beschrinkten stetigen linearen Abbildungen des Banachraums V
und b: I — 'V stetig. Dann besitzt fiir jedes to € I und uy € V' das Anfangswertproblem
u(t) = A(t) - u(t) + b(t) mit u(ty) = up genau eine differenzierbare Lésung u: 1 — V.
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Beweis: Wir passen den Beweis des Satzes von Picard-Lindeloff an die augenblickli-

che Situation an. Wir zeigen die Aussage zunéchst auf einem beliebigen kompakten
Teilintervall J C I. Sei ||Al|o das Maxmimum von {||A(¢)|| | t € J}. Die Abbildung

F:CJ,V)—=C(J,V), uw F(u) mit F(u)(t)=u + /t(A(s)u(s) +b(s))ds

t

ist fiir jedes Teilintervall J; C J und alle (t;,u;) € J; x V lipschitzstetig:
y
[F(u)(t) = F(@)(@¢)] < / [ A(s)(u(s) — a(s))l[ds < sup [t — to| | Aflco|[u — ]| oo,
to

mit dem Produkt der Intervallinge |.J;| von J; mit ||A|« als Lipschitzkonstante. Also
iiberdecken wir J durch endlich viele solche Teilintervalle J = J; U ... U J; mit J; N
Jiy1 # 0, deren Intervalllingen kleiner sind als ||Al|Z!. Auf ihnen erfiillt F fiir alle
(t;,u;) € J; x V jeweils die Vorraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes. Wegen
der Eindeutigkeit des Fixpunktes gibt es auf jedem solchen J; fiir jedes (¢, u;) € J; x V
genau eine Losungen auf dem Inneren von Jj, die sich stetig auf J; fortsetzt und u(t;) =
wy erfillt. Fiir jedes (to, ug) € J x V und geeignet gewéhlte (¢1,u1),. .., (fr,ur) setzen
sich diese Losungen zu einer eindeutigen Losung v auf dem Inneren von J zusammen,
die sich stetig auf J fortsetzt und u(ty) = ug erfiillt. Wegen der Eindeutigkeit setzten
sich alle diese Losungen zu eine globalen Losung auf I zusammen. q.e.d.

Im Lemma werden wir zeigen, dass die Iteration beginnend mit v = 0 auf
jedem kompakten Intervall J konvergiert. Aus den beiden vorangehenden Sétzen folgt:

Korollar 1.51. Sei I C R ein offenes Intervall, V' ein Banachraum, und A : I — L(V)
und b : I — V stetige Abbildungen. Dann induziert fiir jedes to € I die Abbildung
C(I,V) = V,u — u(ty) einen linearen Isomorphismus von der Menge aller Lisun-
gen der Differentialgleichung u(t) = A(t)u(t) auf V. Fir Losungen der inhomogenen
Differentialgleichung u(t) = A(t)u(t) + b(t) induziert diese Abbildung einen affinen
Isomorphismus von der Menge aller Lisungen nach V. q.e.d.

Insbesondere haben die Losungsrdume der gewchnlichen linearen Differentialglei-
chungssysteme erster Ordnung dieselbe Dimension wie der Vektorraum, in dem die
Werte der gesuchten Funktion liegen. Fiir reelle gewthnliche lineare Differentialglei-
chungen n-ter Ordnung stimmt die Dimension des Losungsraumes mit der Ordnung
iiberein, wie wir das erwartet haben. Wir wollen uns jetzt der Frage zuwenden, wie wir
diese Losungen ausrechnen konnen.

Beispiel 1.52. Wir stellen uns eine Insel vor, die von Storchen, Froschen und Fliegen
bewohnt wird. Dabei stellen wir uns die Nahrungskette so vor, dass die Storche S(t) sich
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sowohl von den Frischen als auch von den Fliegen erndhren, die Frosche F(t) nur von
den Fliegen und die Fliegen f(t) von dem Aas der Friosche und Storche. Wir nehmen
an, dass das Tierwachstum nur von der vorhandenen Nahrungsmenge gesteuert wird:

S(t) =F()+f(t) —25(t)
F() =-5() + /(1)
f@) =SB+ FE) —2f(1)
Beispiel 1.53. Seien A: R —- K, b: R — K stetig. Dann hat das Anfangswertproblem
u(t) = A(t)u(t) +0(t), u(to) =uo

eine eindeutige Losung, die wir jetzt bestimmen wollen. Dazu betrachten wir zundchst
das entsprechende homogene Anfangswertproblem mitb = 0. Wenn u eine Nullstelle bei
einem t; € R hat, dann stimmt u mit der eindeutigen Losung u = 0 des entsprechen-
den homogenen Anfangswertproblems mit u(t;) = 0 dberein. Andernfalls hat u keine
Nullstelle und die Differentialgleichung wird mit der Trennung der Variablen geldst:

% = %ln(u(t)) = A(t) mit u(to) = uo,
In(u(t)) = /t A(s)ds + In(up) bzw. u(t) = exp (/t A(s)ds) Ug-

Die Liosung der inhomogenen Gleichung setzen wir mit einer variablen Konstante an:

u(t) = exp ( /t tA(s)ds) C@)  mit  a(t) = A(t)u(t) + exp ( /t t A(s)ds) C().

Mt dieser Variation der Konstanten erhalten wir folgende spezielle Losung:

u(t) = exp ( /t tA(s)ds) /t " C(s)ds = exp ( /t tA(s)ds) /t exp (— /t sA(r)dr) b(s)ds.

t

Diese Lisung interpretieren wir als das Integral [ us(t)ds diber die Lisungen folgender
to

homogener Anfangswertrpobleme:

Us(t) = A(t)us(t)  mit  wus(s) =0b(s) firalle s€R

us(t) = exp < / t A(r)dr) b(s) = exp < /t t A(r)dr) exp <— /t A(r)dr) b(s).

t t

Dann folgt 4 us(t)ds = u(t) + /t A(t)us(t)ds = b(t) + A(t)/ us(t)ds.

dt to to to
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Also lost fus t)ds das Anfangswertproblem u(t) = A(t)u(t) + b(t) mit u(ty) = 0.

to

Wir erhalten also die Losung des inhomogenen Anfangswertproblems als die Summe

u(t) = exp ( /t tA(s)ds) <u0+ /t: exp <— /t:A(r)dr) b(s)ds).

des homogenen Anfangswertproblems und dem Integral iiber alle Anfangswertprobleme
des homogenen Problems, wobei wir als Anfangswerte jeweils den inhomogenen Term
einsetzen. Dieses Verfahren wollen wir jetzt verallgemeinern.

Satz 1.54. Seien A : I — L(V) und b : I — V stetige Abbildung auf einem offe-
nen nicht notwendigerweise beschrdinkten Intervall. Dann setzen sich die eindeutigen
Lésungen us(t) der Anfangswertprobleme

Us(t) = A(t)us(t) mit us(s) = b(s) fiir alle sel

zu einer stetigen Abbildung I x I — V  (s,t) — us(t) zusammen. Die eindeutige
Losung des inhomogenen Anfagnswertproplems

u(t) = A(t)u(t) + b(t) mit u(to) = g

ist die Summe der Lésung des entsprechenden homogenen Anfangswertproblems und

/t: us(t)ds.

Beweis: Fiir jedes s € I gibt es eine eindeutige Losung us des Anfangswertproblems
Us(t) = A(t)us(t) mit us(s) = b(s) fiir alle sel.

Wegen Satz gibt es fiir jedes s € [ eine eindeutige Losung ug des genannten
inhomogenen Anfangswertproblems. Wir werden nach dem Lemma die Losungen
u, explizit durch die sogenannte Fundamentallosung ausdriicken. Weil b stetig ist, ist
I - I xV,(s,t) — (s,b(s)) stetig. Wegen Satz ist dann (s,t) — us(t) in der
Umgebung von allen (s,t) € I x I, und damit auf I x I stetig. Fiir ein kompaktes
Teilintervall [, 8] C I ist diese Abbildung dann auf (s, t) € [a, 3] gleichmiBig stetig.
Dann sind ¢ — (s +— uy(t)) und t — (s — A(t)us(t)) stetige Abbildungen von [«, f]
nach C([a, 5], V). Bei ty € (a, B) ist wegen

us(t) — us(to)

— A(to)us(to)
t —to (fo)us(fo

/HA rus(r) — A(to)us(to Hdr

t—to
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die erste differenzierbar mit der zweiten als Ableitung. Mit Satz [1.20] ist

(,0)2 =V, (z,t) F(z,t) mit F(z,t)= /1‘ ug(t)ds

to

partiell stetig nach z differenzierbar mit % = u,(t). Weil das Integral stetig und
linear ist, ist F' partiell nach ¢ differenzierbar mit % = Lﬁ A(t)us(t)ds. Also folgt

% us(t)ds = uy(t) + /A(t)us(t)ds = b(t) + A(t) /us(t)ds und /us(t)ds = 0.

to to to to

Diese Funktion 16st das inhomogene Anfangswertproblem mit uy = 0. Wegen Satz

ist die eindeutige Losung des allgemeinen Anfangswertproblems die Summe dieser

Funktion und der Losung des entsprechenden homogenen Anfangswertproblems.q.e.d.
Damit geniigt es das homogene Anfangswertproblem zu l6sen.

Satz 1.55. (Exponentialfunktion) Die Potenzreihe exp(A) = > 4t (AY = 1) konver-

giert fir alle A € L(V), wenn V ein Banachraum ist. Auﬂerde?n qilt fiir allet € R

t
exp(tA) =1 +/ Aexp(sA)ds.
0

Beweis: Wegen ||A- B|| < ||A]| - ||B]| folgt [|A"|| < ||A]|™. Dann folgt die Behauptung
aus den entsprechenden Aussagen fiir die Exponentialfunktion auf R. q.e.d.

Korollar 1.56. (Losung des Anfangswertproblems mit autonomer homogener Diffe-
rentialgleichung) Das inhomogene Anfangswertproblem

u(t) = Au(t) + b(t) mit u(ty) = ug

mit A € L(V) und stetigem b : I — V besitzt die eindeutige Losung

u(t) = exp((t — to)A)ug + / exp((t — s)A)b(s)ds.

to

Beweis: Wegen den Eigenschaften der Exponentialfunktion 16st u(t) = exp((t—to)A)ug
das homogene Anfangswertproblem. Dann folgt die Aussage aus Satz [L.54l q.e.d.

Damit bleibt noch das Problem der Berechnung der Exponentialfunktion. Dazu
benutzen wir die Diagonalisierung bzw. Jordannormalform von Matrizen.
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Beispiel 1.57. (i) Das folgende Anfangswertproblem
u™ (t) = 0 mit u(0) = ug, 4(0) = uy,...,u (0) = u,_,
besitzt die Losung
n—1 l
o ult
=0

Dieses Anfangswertproblem ist dquivalent zu dem Anfangswertproblem

u 0o 1 ... 0 u u(to) Ug
d (0 R U U(to) Uy
— . =1 ’ o . mit . =
dt : 0O ... 0 1 : : :
=Y 0O ... 0 0 w1 u™ V() Up—1

Weil die n-te Potenz dieser oberen Dreiecksmatriz verschwindet gilt tatsédchlich
l

0o 1 ... 0 o 1 ... 0
. . . . n_ltl . . . .
S S CIR Y i R Py R
0 0 0 0 0

(ii) Der Beweis von exp(A + B) = exp(A) exp(B) fiir Zahlen A und B tbertragt sich
auf A, B € L(V) mit AB = BA. Daraus folgt fiir \,t € C

A1 ...0 o 1 ... 0

exp | ¢ b R =exp(t)) -exp | t- L B
P A1 p( ) P 0o ... 0 1
0 0 X 0O ... 0 0

(iii) Die Matriz A lasse sich durch die invertierbare Matriz B diagonalisieren bzw. in
Jordannormalform bringen:

A 0 Ji 0
A=RB B~ bzw. B B!
0 An 0 In
Dann gilt
exp(tAy) 0 exp(tJy) 0
exp(tAd) = B B~ bzw. B B~
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Beispiel 1.58. Die Matrix

-2 1 1
-1 0 1
1 1 =2

lasst sich diagonalisieren auf

11 3
-1 0 1 |={10 1]fo -1 0 1 -1 0
11 -2/ \0 0 =3/ \3

Also ist die Losung des Beispiels der Storche, Frosche und Fliegen gegeben durch

S(t) 11 1 1 0 0 -3 1 3 S(0)
Fty] =110 1 0 et 0 I -1 0 F(0)
f(®) 11 -2/ \0 0 e* 0 =3/ \f(0)

Lemma 1.59 (Gronwall). Seien a < 8 € R, a € [} ([, B]) eine nichtnegative Lebesgue
integrable Funktion und b,u € L>*([a, f]) beschrinkte messbare reelle Funktionen. Gilt
die erste der folgenden Ungleichungen fir fast alle t € [a, 8], dann auch die zweite:

exp ( / ta(s’)ds’) a(s)b(s)ds.

Beweis: Wir setzen die erste Ungleichung n mal in sich selber ein und erhalten

t

u(t) < b(t) +/ a(s)u(s)ds = u(t) < b(t) +/

e} e}

u(t) < b(t) + ) / a(ty) / 1a(t2)~-~ / a(ty)b(ty)dty - - - dt,+

N /a Calty) /a Y alty) - /a T b ult)dt, - dty,

WEeil a nicht negativ ist, folgen diese Ungleichungen induktiv aus der ersten Unglei-
chung. Durch Vertauschen der Integrationen erhalten wir

/ta(tl) 7 a(ty) - 71a(tn)u(tn)dtn ceedty = / a(ty) - -a(ty)u(t,)dty - - - dt,

t

- / / a(ty) - --a(ty)u(t,)dt, - - - dt,.

a tn<---<t1<t
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Alle Permutationen von tq,...,t,_; bilden die offenen Teilmengen
{(t1, o tn1) € [tast]" ]t <o <ty <t}

auf disjunkte Mengen ab, deren Vereinigung bis auf eine Nullmenge gleich [t,,t]""*
ist. Die Integrale von a(ty) - --a(t,—1) iiber alle diese Mengen stimmen wegen Jacobi’s
Transformationsformel {iberein und summieren sich zu ( fttl a(s)ds)" 1. Also gilt

u(t) < b(t) + / "Z_l (V; C(L]is_)ﬁ‘) a(s)b(s)ds + / (: C(L::_)df)') a(s)u(s)ds.

o k=1

«

t Nds' k
Wegen fsta(s)ds < |lall2(ja,57) konvergiert Y2 M gleichmaBig fiir s € [, t].

Im Grenzwert n — oo erhalten wir die zweite Ungleichung. q.e.d.

Lemma 1.60. (Fundamentallosung) Sei I C R ein offenes Intervall, V' ein Banach-
raum und A : I — L(V) stetig. Fiir ty € I konvergiert die Reihe F : I — L(V)

00 t tn t2
F(t)=1+ Z/ A(tn)/ A(tny) .. / A(ty)dt, . .. dt,
n=1 to to to
gegen die Losung des Anfangswertproblems
F(t)=AM®)F(t) mit F(ty) = 1.

Die Formel fiir F'(t) folgt aus der Iteration im Satz beginnend mit u = 0.
Beweis: Im Beweis des Gronwallschen Lemmas fiir b = 1 und a(t) = ||A(t)]] wird die
Konvergenz der Reihe fiir ||F(t)|| gezeigt. Deshalb ist die Norm || F'(¢)|| durch die Reihe
von exp (} fti ||A(s)||ds}) beschriankt. Dann konvergiert F'(t) fiir alle t € I und es gilt

Ft)=1+ /t A(s)F(s)ds.

to

Wegen Satz [[.20] ist dann F differenzierbar und 16st das Anfangswertproblem. q.e.d.
Diese Losung F'(t) heifit Fundamentallosung des Anfangswertproblems

a(t) = A(t)u(t) mit ulto) = uo.

Die lineare Abbildung F'(¢) bildet jedes uo auf den Wert der entsprechenden Lésung
bei t ab. Seien F' und F die beiden Fundamentallosungen der Anfangswertprobleme

w(t) = A(t)u(t) + b(t) mit u(te) = ug und  u(t) = A(t)u(t) + b(t) mit u(t;) = uy.
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Wegen der Eindeutigkeit der Losungen gilt F (to)F(t1)ug = ug fiir alle ug € V und

F(t1)F(to)u; = wuy fiir alle uy € V. Dann ist F(ty) = F~'(¢;), und F ist eine einmal
stetig differenzierbare Abbildung von [ in die invertierbaren Elemente von £(V).
Die eindeutige Losung des Anfangswertproblems

u(t) = A(t)u(t) mit u(s) = b(s)
ist dann gegeben durch
ug(t) = F(t)F(s)b(s).
Die eindeutige Losung des Anfangswertproblems
u(t) = A(t)u(t) + b(t) mit u(to) = g
ist wegen Satz [[.54] gegeben durch
t
u(t) = F(t) (uo +/ F_l(s)b(s)ds) :
to

Deshalb geniigt es zum Losen einer gewohnlichen, linearen Differentialgleichung, die
Fundamentallésung zu bestimmen. Diese Formel zeigt auch, dass auf jedem kompakten
Teilintervall [o, 8] C I die Losung u € C([a, ], V) stetig differenzierbar von ty € [«, /]
und analytisch von (ug, A,0) € V' x C([a, 5], L(V)) x C([av, B], V) abhéngt.

Wenn wie im Fall V' = R alle A(t) miteinander kommutieren:
A)A(H) = A(t)A(t) fur alle ¢,t" € 1,

dann folgt mit den Argumenten des Beweises vom Lemma [[.59] F'(¢) = exp( fti A(s)ds).
Im Allgemeinen gilt dies aber nicht. Im endlichdimensionalen Fall, wenn wir A durch
n X n Matrizen darstellen konnen, ist allerdings folgende Beziehung sehr niitzlich.

Satz 1.61. (Spur und Determinante) Sei A : I — K™ eine stetige Abbildung des
offenen Intervalls I in die K—wertigen n x n Matrizen. Dann gilt fiir die Fundamen-
tallosung

F:I =K mit F(t)=A@t)F(t) und F(t) =1,

%det(F(t)) = Spur(A(t)) det(F'(t)) mit  det(F(to)) = 1.

Also hat det(F'(t)) auf I keine Nullstellen und F(t) ist fir alle t € I invertierbar.
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Beweis: Weil die Determinante det : K"*” — K ein Polynom in den Eintrdgen der
entsprechenden Matrix ist, ist sie eine analytische Funktion. Wir berechnen zunéchst
die Ableitung dieser Funktion bei der Matrix B in Richtung der Matrix AB

d
pr det(B 4 tAB) |;—o= Spur(A) det(B).
Es gilt ndmlich

det(B 4+ tAB) = det((14+tA)B) = det(1+ tA) det(B).

Offenbar ist det(1 + tA) ein Polynom in ¢ vom Grad n, und die Koeffizienten sind
Polynome in den Koeffizienten von A. Seien Aq,..., )\, die Eigenwerte von A, d.h.
die Eintrdge in der Diagonalen der Jordanschen Normalform von A. Dann sind die
1+tA, ..., 1+t\, die Eigenwerte von 1+ ¢tA und A\; + ...+ A, = Spur(A). Also gilt

n

det(1+tA) = H(l +tA\;1) =14t Spur(A) 4+ Terme hoherer Ordnung.

i=1

Damit folgt

d
— det(B + tAB
= det(B + tAB)

Die adjunkte Matrix B~! det(B) ist als Matrix der Unterdeterminanten von B auch fiir
nicht invertierbare Matrizen wohldefiniert. Mit der Kettenregel erhalten wir fiir F'(t)

= Spur(A) det(B) = Spur(ABB ™! det(B)).

t=0

%det(F(t)) = Spur(F(t)F~1(t) det(F(t))) = Spur(A(t)) det(F(t)).  q.e.d.

t
Aus Beispiel [L53] folgt det (F(t)) = exp (/ Spur(A(s))ds).
to

1.8 Floquettheorie

In diesem Abschnitt betrachten wir gewohnliche homogene lineare Differentialglei-
chungssyteme in dem Banachraum V' mit periodischen Koeffizienten:

w(t) = A(t)u(t) mit A(t+w)=A(t) firein weR\{0} undalle ¢eR.

Hierbei ist A : R — L(V) stetig. Fir jede Losung ¢ — u(t) ist auch ¢ — u(t 4+ w) eine
Losung. Deshalb folgt aus Korollar [L51] dass es ein invertierbares Element M € L(V)
gibt, das mit der entsprechende Fundamentallosung F' folgendes erfiillt:

F(t+w)=F({t)M fir alle t eR.
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Dieser Isomorphismus wird Monodromie genannt und ist wegen F'(tg) = 1 gleich M =
F(to 4+ w). Wenn G eine stetig differenzierbare Abbildung von R in die invertierbaren
Elemente von £(V') ist, wird jede Losung u obiger Differentialgleichung durch u +— @
mit 4(t) = G(t)u(t) auf eine Losung folgender Differentialgleichung abgebildet:

. d . 5

u(t) = %G(t)u(t) = GG W)a(t) + GHARG (H)a(t) = A(t)a(t) mit

A(t) = Gt)GTHt) + G)ADG ().

Die Floquettheorie beantwortet die Frage, wann zwei homogene lineare Differentialglei-
chungssyteme, deren Koeffizienten periodisch sind beziiglich der Periode w € R\ {0}
durch ein periodisches invertierbares G € C*'(R, £(V)) aufeinander abgebildet werden.

Satz 1.62. Seien V ein Banachraum, A : R — L(V) und A : R — L(V) stetig
und periodisch mit der Periode w € R\ {0}. Dann gibt es genau dann eine stetig
differenzierbare Abbildung G : R — L(V') in die invertierbaren Elemente von L(V), die

Git+w)=G(t) und A(t)=GEH)G Y t)+GHAG)G(t) fir allet € R

erfillt, wenn es ein invertierbares G = G(to) € L(V) gibt, so dass fiir die beiden
entsprechenden Monodromien M = GMG™! gilt.

Beweis: Wenn ein differenzierbares und invertierbares G : R — £(V') die Koeffizienten
A:R — L(V) auf A(t) = G(t)G7(t) + G(t)A(t)G~'(t) abbildet, dann erfiillen die

entsprechenden Fundamentallosungen F' und F' offenbar

F(t) = GU)F(t) G (ty) fiiralle tecR.

Dann ist die Monodromie M des transformierten Systems gleich

M = F(ty+w) = G(to+w)F(to+w)G Hty) = GMG™'  mit G = G(ty) = G(ty+w).

Wenn es umgekehrt ein invertierbares G € £(V) gibt mit M = GMG™', dann trans-
formiert die stetig differenzierbare Abbildung invertierbare G : R — L£(V) mit G(t) =
F(t)GF~'(t) die Losungen der Differentialgleichung u(t) = A(t)u(t) auf die Losungen
der Differentialgleichungen (t) = A(t)u(t) und erfiillt fiir alle t € R

G(t+w) = F(t+w)GF Ht+w) = F@)MGM'F~(t) = F(t)GF~Y(t) = G(t). q.e.d.

Lemma 1.63. Eine Matriz A € L(C") ist genau dann von der Form A = exp(B) mit
B € L(C™), wenn A invertierbar ist. Die Eigenwerte von B sind die Logarithmen der
Figenwerte von A und bis auf Addition von ganzzahligen Vielfachen von 2mi eindeutig.
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Beweis: Wenn es eine Matrix B gibt mit exp(B) = A, dann besitzt B eine Jordansche
Normalform. Dann werden durch z — exp(z) die Eigenwerte von B auf die Eigenwerte
von A abgebildet. Also hat dann A keinen Eigenwert Null und ist invertierbar.

Wenn umgekehrt A invertierbar ist, dann geniigt es offenbar fiir jeden Jordanblock
von A eine Matrix B zu finden, so dass exp(B) gleich dem Jordanblock ist. Aus der
Taylorreihe von In(1 4 2) bei z = 0 folgt folgende Identitdt formaler Potenzreihen:

1+ 2z=-exp(In(l+2)) =exp (—Z (—ll)z> :Z% (—Z (—ll)z> .
=1 ' =1

n=0

WEeil echte obere Dreiecksmatrizen nilpotent sind, ist folgende Reihe endlich und defi-
niert eine Umkehrfunktion von exp auf Jordanblocken mit A # 0:

l

A1l o0 01 ...0
m|: zln()\)]l—i(_l)l L e qed

0 ... x 1 — N o ... 0 1

0 0 A 0 0 0

Korollar 1.64. Sei A: R — L(C") stetig und periodisch mit der Periode w € R\ {0}.
Dann gibt es eine stetig differenzierbare periodische Abbildung G : R — L(C") in
die invertierbaren n x n-Matrizen mit Periode w, das das Differentialgleichungssystem
u(t) = A(t)u(t) in ein autonomes System u(t) = Au(t) transformiert.

Beweis: Sei M die Monodromie des periodischen Differentialgleichungssystems u(t) =
A(t)u(t). Wegen dem vorangehenden Lemma gibt es dann eine Matrix B € £(C") mit
exp(B) = M. Das autonome Differentialgleichungssystem u(t) = Au(t) mit A = B/w

hat die Fundamentallosung F'(t) = exp((t—ty)A) und die Monodromie M = F(ty+w) =
exp(B) = M. Dann folgt die Aussage aus Satz [[.62] q.e.d.



