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Chapter 1

Riemannsche Flachen

1.1

Riemannschen Fliachen und holomorphe Abbildungen

Gegenstand der Vorlesung sind Riemannsche Fléchen, also 1-dimensionale komplexe Mannig-
faltigkeiten. Wir beginnen daher, indem wir die (vielleicht aus der Analysis-Vorlesung bekannte)
Definition der (reellen) Mannigfaltigkeit auf 1-dimensionale komplexe Mannigfaltigkeiten iiber-
tragen.

1.1 Definition. Sei X ein topologischer Raum.

(a)

(b)

(c)

(d)

Eine (1-dimensionale) komplexe Karte [complex (coordinate) chart] von X ist ein Paar
(U, ) aus einer offenen Teilmenge U C X und einem Hom6omorphismus ¢ von U auf
eine offene Teilmenge U’ = ¢[U] C C.

Zwei Karten (Up, 1) und (Us, ¢2) von X heiken holomorph vertriglich [holomorphically
compatible], wenn UjNUy = & ist, oder wenn im Fall U1 NUs # & der Koordinatenwechsel
[transition function/

020 01 o tnnws) + ©11UL N U2] = a[Ur N Us)
biholomorph ist, d.h. der Koordinatenwechsel ist bijektiv und eine holomorphe Abbildung
von offenen Teilmengen von €, und die Umkehrabbildung

01005 oty ©2[U1 N U] = 1[Ur N Uy
ist ebenfalls holomorph.
Ein holomorpher Atlas [holomorphic atlas| fir X ist eine Familie A = {(U;, i) | ¢ € I}
von paarweise holomorph vertriglichen Karten auf X, so dass (U;)icr eine Uberdeckung
von X ist, dh. e, Ui = X.

Ein holomorpher Atlas 2 heikt mazimal [mazimal], wenn fiir jede komplexe Karte (U, ¢)
von X , die mit allen Karten aus 2 vertriglich ist, schon (U, ) € 2 gilt.

Holomorphe Vertriglichkeit ist offenbar eine Aquivalenzrelation auf der Menge der komplexen
Karten eines topologischen Raums X . Deshalb kann jeder holomorphe Atlas 2 von X zu
einem maximalen Atlas 21 erweitert werden, indem man alle zu den Karten in 21 vertréglichen
Karten von X zu 20 hinzunimmt.
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1.2 Definition. Ein topologischer Raum X hat eine abzihlbare Basis der Topologie [countable basis
of the topology/, wenn es eine hochstens abzahlbare Familie (Ug)genw von in X offenen Mengen
gibt, so dass fiir jede weitere offene Menge U von X undjedes z € U ein k € IN mit z € U, C U
gibt. Eine jede derartige Familie (Uy) heifit Basis der Topologie [basis of the topology] von X .

1.3 Definition. Eine Riemannsche Fliche [Riemann surface/ ist ein wegzusammenhéngender,
metrisierbarer, hausdorffscher topologischer Raum mit abzéhlbarer Basis der Topologie, zusam-
men mit einem maximalen holomorphen Atlas.

Wenn von einer Karte einer Riemannschen Fldache die Rede ist, ist immer eine Karte aus ihrem
maximalen Atlas gemeint.

1.4 Bemerkungen. (a) Weil jeder komplexe Atlas zu einem maximalen komplexen Atlas erweitert

werden kann, kann man einen wegzusammenhéngenden, metrisierbaren, hausdorffschen
topologischen Raum X mit abzéhlbarer Topologie auch zu einer Riemannschen Fléache
machen, indem man einen nicht-maximalen komplexen Atlas fiir X festlegt.

Unsere Bedingung, dass Riemannsche Flachen abzahlbare Basis der Topologie haben sollen,
kann zu "‘separabel"” oder auch zu "‘parakompakt"’ abgeschwécht werden, ohne den Begriff
der Riemannschen Fliache zu verédndern, d.h. fiir einen wegzusammenhéngenden, metrisier-
baren, hausdorffschen topologischen Raum X, fiir den ein holomorpher Atlas existiert,
gilt:

X hat abzéhlbare Basis der Topologie <= X ist separabel <= X ist parakompakt.

Auferdem folgt die Metrisierbarkeit von X aus den anderen Eigenschaften.

Wir fordern diese "‘starken"’ topologischen Eigenschaften fiir Riemannsche Fliachen hier,

um auf moglichst wenig Resultate aus der mengentheoretischen Topologie zuriickgreifen zu
miissen.

1.5 Beispiele. (a) Jedes Gebiet (zusammenhéngende, offene Teilmenge) G C C ist offenbar eine

(b)

Riemannsche Flache, denn {(G,idg)} ist ein komplexer Atlas fir G.

Die Menge € = CU{oo} wird als Riemannsche Zahlenkugel [Riemann sphere] bezeichnet,
wenn sie auf die im Folgenden beschriebene Weise als Riemannsche Fléche aufgefasst wird.
Die folgende Aufgabe (a) zeigt, dass sie zur 2-dimensionalen Einheitssphéire homéomorph
ist, wodurch die Bezeichnung als "‘Sphére"’ gerechtfertigt wird. Sie ist kompakt, und daher
zu keinem Gebiet in € biholomorph dquivalent. Wegen der folgenden Aufgabe (b) wird sie
auch mit CP! bezeichnet. Fiir alle kiinftigen Rechnungen definieren wir fiir jedes z € C:

©o+z=zF+oo=o00, undfir 2#0:00-2=2-00=F§=00.

Die Ausdriicke co £00, 0-00 und 2 bleiben undefiniert.

Wir erkldaren zunéchst eine Topologie auf C dadurch, dass wir eine Teilmenge U von C
genau dann offen nennen, wenn U N C im iiblichen Sinne offen in € ist und auferdem im
Fall co € U es ein € > 0 gibt, so dass

{zeC||z|>1} c U
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gilt. Offenbar wird C hierdurch zu einem Hausdorffraum. Wegen der folgenden Aufgabe
(a) ist er ebenso wie S? wegzusammenhingend und metrisierbar und hat eine abzihlbare
Basis der Topologie.

Nun definieren wir:
U, =C, p1: U1 = C, 2+ 2,
Uy = C" U{oo}, p2: U > C, 2 L

(wobei wir fiir die letzte Definition an unsere Setzung é =0 erinnern). U; und Uy sind

offene Teilmengen von @, es gilt Uy UU; = (IA], und die Abbildungen ¢; und @9 sind
Homd&omorphismen. Der Koordinatenwechsel von ¢ nach ¢o wird durch U NUs = C*,

<pgog01_1\@* :C" — C7, zb—>%

gegeben, was offenbar eine biholomorphe Abbildung ist. Deshalb ist {(Ui, 1), (Uz, p2)}
ein holomorpher Atlas fiir @ durch den € zu einer Riemannschen Fliche wird.

Aufgabe. C is homeomorphic to S? via stereographic projection.

Zu einem "‘Raum"’ gehoren immer auch "‘Morphismen"’, also Abbildungen, die mit der Struktur
dieses Raums vertréglich sind.

Definition. Seien X,Y zwei Riemannsche Flachen und f: X — Y eine Abbildung.

(a) f heilt holomorph [holomorphic] bzw. glatt [smooth], wenn f stetig ist und fiir jede Karte
(U,) von X und jede Karte (V,%) von Y die Funktion

Yo foo aunppy: elUNFHV]] = [V]

holomorph im Sinne der Funktionentheorie I bzw. glatt im Sinne der Analysis IT (also als
Funktion nach € 22 IR? beliebig oft reell differenzierbar) ist.

Im Fall V' = € spricht man auch von einer holomorphen Funktion [holomorphic function].

(b) f heilt biholomorph [biholomorphic] oder konform [conformall, wenn f ein Homoomor-
phismus ist, und sowohl f als auch f~! holomorph sind.

(¢) X und Y heifen biholomorph dquivalent [biholomorphically equivalent/, wenn es eine bi-
holomorphe Abbildung f: X — Y gibt.

Die Menge der holomorphen Funktionen f: X — € wird mit O(X) bezeichnet. Offenbar liegen
die konstanten Funktionen in O(X), und mit f,g € O(X) gilt auch f+g,f-g € O(X). In
diesem Sinn ist O(X) eine C-Algebra, insbesondere ein kommutativer Ring mit Eins.

Die biholomorphen Abbildungen sind die Isomorphismen in der Kategorie der Riemannschen
Flachen; zwei Riemannsche Fléchen sind isomorph, wenn sie biholomorph &quivalent sind. Die
folgende Aussage erleichtert den Nachweis, dass eine Abbildung biholomorph ist:

Aussage. (Satz von Osgood fir Riemannsche Fldchen.) Seien X, Y Riemannsche Flachen
und f: X — Y eine holomorphe Abbildung. Wenn f injektiv ist, so ist f[X] offen in Y, und
f eine biholomorphe Abbildung auf das Bild f[X].
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Beweis. f ist nicht konstant, aus dem Offenheitssatz der Funktionentheorie I ergibt sich daher,
dass f[X] offen in Y ist. Sei nun =z € X und (U, ¢) bzw. (V,¢) Karten von X bzw. ¥ um z
bzw. f(x). Dann ist fi=t¢ofop! (auf geeignetem Definitionsgebiet in € ) holomorph und
injektiv. Deshalb hat f’ keine Nullstellen: Hitte f’ némlich in einem zy € C eine Nullstelle,
etwa von Ordnung k, so wire f’ auf einer Umgebung von z; eine verzweigte (k -+ 1)-blittrige
Uberlagerung, also sicher nicht injektiv. Der Satz von der Umkehrfunktion zeigt daher, dass f*
in f(¢(x0)) holomorph ist. Daraus folgt, dass f~' in f(z¢) holomorph ist. O

Viele "‘lokale"’” Aussagen der Funktionentheorie I lassen sich leicht auf holomorphe Funktionen
im neuen Sinn iibertragen. Die folgende Aufgabe gibt einige Beispiele. Wir werden derartige
Aussagen im Folgenden oft ohne ausdriicklichen Beweis verwenden.

1.9 Aufgabe. Let X,Y be Riemann surfaces. Show:

(a) Identity Theorem. Let f,g: X — Y be two holomorphic maps, and suppose that the
set A={x € X | f(x)=g(x)} has an accumulation point in X . Then f = g holds.

[Hint. Use the identity theorem from Funktionentheorie I to show that the set of accumu-
lation points of A is contained in A° ]

(b) Suppose that f: X — Y is a non-constant, holomorphic map and y € Y. Then f~![{y}]
is a discrete subset of X .

(¢) Maximum and Minimum Principle for holomorphic functions. Let f: X — C be
a holomorphic function. Then |f| does not attain a strict local maximum, and if it attains
a strict local minimum at some zp € X, then f(zg) =0 holds.

[Hint. Use the analogous statement from Funktionentheorie I
(d) Suppose that X is compact. Then any holomorphic map f: X — C is constant.

(e) Suppose that X,Y are both compact. Either prove or give a counterexample for the
following statement: Any holomorphic map f: X — Y is constant.

(f) Riemann’s theorem on removable singularities. Let 2o € X and f: X \{zo} =Y
be a holomorphic map. Suppose that one of the following two statements holds:

(i) f can be extended to a continuous function f: X — Y .

(i) ¥ = C and there exists a neighbourhood U of zp in X so that the function
‘f\U\{xo} | is bounded.

Then f can be extended at xg to a holomorphic map f: X — Y.

Die folgende Aussage zeigt, dass holomorphe Abbildungen nach C den meromorphen Funktionen
der Funktionentheorie I entsprechen.

1.10 Aussage. Sei X eine Riemannsche Fliache, 9 € X und f: X \ {zo} — C eine holomorphe
Funktion. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) f lésst sich in xg holomorph (oder stetig) zu einer Abbildung f:X — C fortsetzen.
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(b) Es gibt eine Karte (U, ) von X mit 29 € U, so dass (f|i\(ze1) 0@ ' [U\ {mo}] = C
in g meromorph im Sinne der Funktionentheorie I ist.

(c) Es existiert eine Zahl n € Z, und eine Karte (U,¢) von X mit zyg € U, so dass die
Funktion

(2= 20) " ((flongeoy) 0 97") ¢ @[U\ {mo}] = €

in z = zp := @(xp) durch einen Wert in C* holomorph (oder stetig) fortgesetzt werden
kann.

Gelten diese Aussagen, so wird die Funktion f mit ihrer Fortsetzung ]? aus (a) identifiziert.
In diesem Fall ist die Zahl n € Z aus (c) eindeutig bestimmt. Sie heift die Ordnung [order|
von f in xp und wird mit ordy,(f) bezeichnet. Ist n = ord,,(f) > 0, so gilt f(z¢) =0 und
man sagt, dass f in xo eine Nullstelle n-ter Ordnung [zero, root of n-th order| besitzt. Ist
n = ordg,(f) < 0, so gilt f(xp) = co und man sagt, dass f in z¢ eine Polstelle (—n)-ter
Ordnung [pole of (—n)-th order| besitzt. Ist ord,,(f) =0, so gilt f(zg) € C*.

Wegen der vorangehenden Aussage nennen wir holomorphe Abbildungen f : X — C einer
Riemannschen Flache X auch meromorphe Funktionen auf X . Den Raum der meromorphen
Funktionen auf X bezeichnen wir mit M(X). Fir f,g € M(X) gilt f£g, f-g € M(X) sowie
fir g # 0 auch g € M(X). Deshalb ist M(X) ein Kérper, und zwar der Quotientenkdrper
des Integritatsrings O(X). Aufkerdem gilt fir 29 € X

ordg, (f - g) = ordg, (f) + ordzy(g) und Ordxo(g) = orda, (f) — ordz,(g) -

Beweis von Aussage 1.10. Die Aquivalenz der Holomorphie und Stetigkeit ergibt sich in (a) aus
der Version des Riemannschen Hebbarkeitssatzes aus Aufgabe 1.9, in (c) aus dem klassischen
Riemannschen Hebbarkeitssatz. Wir wéhlen nun eine Karte (U, ) von X mit xg € U, und
betrachten die Funktion f := (f|pn\jze1) 09~ 1 @[U \ {20}] = €, die im Sinne der Funktionen-
theorie I holomorph ist. Diese Funktion ist genau dann in ¢(z¢) holomorph fortsetzbar, wenn
f in 2o holomorph fortsetzbar ist. Die Aquivalenz der Aussagen (a)<(b)<(c), und auch die
weiteren Aussagen ergeben sich deshalb aus den entsprechenden Ergebnissen der Funktionenthe-
orie I.

O

Beispiel. A rational function is a meromorphic function on €. This is because if f(z) is a
rational function in z, so is f((27!)7!) in 27!, and 2 and 2! are charts that cover C.

Conversely, these are the only meromorphic functions on C. Suppose that f is a meromorphic
function, with poles at z; € C of order n;. Then f(z) := f(2) [[;(z — 2;)™ is holomorphic on C,
though it may have a pole at z = oco. Because it is holomorphic in the plane, it has a Taylor

series expansion
o
f(z) = Z apzt.
k=0

However this gives use the Laurent series expansion at the point z = oo

f(z) = Z ak(z_l)_k.
k=0
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By the definition of a pole, this cannot be an infinite series, it must have a lowest term. In other
words f is a polynomial. But then f is a rational function as claimed.

1.12 Beispiel. Let us introduce projective space. Consider a field K. We introduce an equivalent
relation on K"*!\ {0}, namely v ~ w if there is a non-zero scalar A € K with v = Aw. If

v = (vo,...,Up), it is traditional to use the notation [vg : --- : wv,] for the equivalence class
of v; the : reminds us that it is the ratio of the components. For example, [1 : 2] = [2 : 4]
and [1 : 0] = [—1 : 0]. Projective space is the collection of equivalence classes is denoted

KP" = (K" \ {0})/ ~. Other notations are also common, such as P"K.

Real projective space IRP™ is an n-dimensional smooth manifold. CP™ is a 2n-dimensional
smooth manifold and an n-complex-dimensional complex manifold. In particular CP! is a Rie-
mann surface, as we will now show. Let U; = {[20 : 21] € CP! | z; # 0} be two open sets and
the chart ; : U; — C be defined by o([z : 21]) = 21_:/2;. This constitutes an atlas for CP?.

All real and complex projective spaces are compact: they are the union of the closed unit balls
of U; =2 K". This follows since for [vg : --- : vp] let i be the index of the largest |v;|, then this
point lies in the closed unit ball of Us;.

1.13 Aufgabe. Show that ¢¢ extends to a meromorphic function f on CP'. Prove that this is a
biholomorphism between CP' and C.

1.2 Quotientenrdume und Mobius-Transformationen

As we saw in Example 1.12, quotient spaces are a common way to construct new spaces. But not
all quotient spaces are well behaved: if one is not careful, the result is not even Hausdorff, let
alone a manifold. In this section we provide a class of quotients that produce Riemann surfaces
as the quotient of Riemann surfaces with a group of transformations.

The homeomorphism of a topological space are a group under the operation of composition.
Composition is associative. The identity element of this group is the identity map, and since the
inverse of a homeomorphism is by definition a homeomorphism we always have yo~~! =id. In
the same way, the set Aut(X) of biholomorphic maps from a Riemann surface X to itself is also
a group.

1.14 Definition. Sei X ein topologischer Raum, und I'" eine Untergruppe der Hom&omorphismen-
gruppe von X . Man sagt, dass I' frei operiert |acts freely|, wenn die folgenden beiden Bedin-
gungen erfillt sind:

(F) Ist v €I'\ {idx}, so besitzt v keine Fixpunkte.

(H) Zu je zwei Punkten x1,x9 € X existieren Umgebungen U(x1),U(z2) von x1 bzw. x9 in
X mit folgender Eigenschaft: Fiir jedes v € I' gilt

WU NU(z2) # 8 = ~(21) = 32 .

1.15 Bemerkungen. (a) The reader should be aware that the terminology for group actions is
inconsistent between authors.
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(b) This forces the subgroup I" to be (in some sense) discrete. There is a general topology that
one can give the set of homeomorphisms, but this is not something that we will need and
so we do not give a formal proof. But many of the examples of groups we will see have an
obvious topology, so it is worth remarking upon.

Suppose there was a point z € X and distinct group elements ~y, vy € T' such that v;(z) —
v(x). Since v is a homeomorphism, we have v~ 1yx(x) — z. So we assume without loss
of generality that v = idx. Let xj := 5 (z). These are distinct points because if z; = x,
then z is a fix-point of ’yj_l’yk. But the only group element with fix-points is idx, which
means 7y; = i, violating the assumption that the elements are distinct.

Choose any neighbourhoods U(z),U(z1). Since the sequence is converging to x, there is
some xy € U(z) (in fact, all but finitely many elements of the sequence lie in it, but we
only need one). From the observation yyv; '(z1) = yn(x) = 2, we see that we have a
contradiction to Property (H):

W U)]NU(z) > 2zn,  but vy H(z1) = oy # 2.

Thus we have shown that a group acting freely cannot have a non-trivial sequence of group
elements that converge pointwise at even a single point.

1.16 Satz. Sei I eine frei operierende Untergruppe der Homéomorphismengruppe von X . Durch
x1 ~x9 <= esgibteiny el mity(x) =2z

wird eine Aquivalenzrelation auf X definiert. Wir bezeichnen die Menge der Aquivalenzklassen
mit X/I' und die kanonische Projektion mit p : X — X/T', x + [z] = {yx | v € T'}. Dann
existiert auf X/I" genau eine Struktur eines wegzusammenhéngenden topologischen Hausdorf-
fraums.

Zusatz. Ist X eine Riemannsche Fléche, und ist I' in der Gruppe der biholomorphen Abbildun-
gen X — X enthalten, so existiert auf X/I' genau eine Struktur einer Riemannschen Fléche,
so dass p eine holomorphe Uberlagerung wird.

Beweis. Wir versehen X/I' mit der Quotiententopologie beziiglich p, d.h. wir nennen eine
Teilmenge V C X/T offen, wenn p~![V] offen in X ist. Dadurch wird p zu einer stetigen und
offenen Abbildung. Wir zeigen, dass X/I" ein Hausdorffraum ist: Seien [z1], [z2] € X/T" gegeben
mit [z1] # [z2]. Dann seien Umgebungen U(z;) und U(zg2) in X geméik der Eigenschaft (H)
fir I' gewdhlt, und V(zx) = p[U(zr)]. Wirde es ein § € V(z1) N V(x2) geben, so gibe
es T € U(rg) mit p(Z1) = g = p(Z2), also existiert v € I' mit (%) = Z2 und somit
Y[U(z1)] N U(x2) # @. Nach der Eigenschaft (H) folgt v(z1) = z2 und somit [z;] = [z2], im
Widerspruch zur Voraussetzung. Somit ist V(z1) NV (z2) = 2.

Fiir den Beweis des Zusatzes geniigt es, im vorigen Argument U(zg) als Kartenumgebung von
X zu wihlen. Ist z die zugehorige Kartenabbildung, so erhélt man durch zo (py (o) @ U(zo) —
V(y))~! eine Karte auf X/I'. Zwei derartige Karten sind miteinander vertriglich, also erhlt
man auf diese Weise einen komplexen Atlas fiir X/I', und beziiglich diesem ist p offenbar
holomorph. O

This motivates us to understand Aut(X) for some common Riemann surfaces, and to find their
discrete subgroups.
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1.17 Aussage. (a) Seien a,b,c,d € C mit det (‘Z Z) = ad — bc # 0. Dann wird durch

1.18

1.19

az+b
cz+d

f:@—>@,z»—>

eine biholomorphe Abbildung definiert, und es gibt keine weiteren biholomorphen Abbil-
dungen C — C. Diese Abblldungen heifen Mobius-Transformationen [Mébius transfor-
mations|, ihre Gruppe wird mit Aut(C) bezeichnet.

(b) Sei a,b € C mit a # 0. Dann wird durch
g:C—>C, z—az+b

eine biholomorphe Abbildung definiert, und es gibt keine weiteren biholomorphen Abbil-
dungen C — C.

Beweis. Offensichtlich ist f : z — %£0 eine meromorphe Funktion, deren Umkehrung durch die

cz+d
ebenfalls meromorphe Funktion z — <2 +a gegeben wird. Daher ist f als Abbildung C—C

biholomorph. Ebenso ist g : z — az + b offenbar eine biholomorphe Abbildung C — C.

Sei nun f: € — C irgendeine biholomorphe Abbildung. Fir zo = f~ 1(c0) betrachten wir die
Mobiustransformation h(z) = 202= ZH . Damit ist g = foh: C — C eine weitere biholomorphe
Abbildung, und es gilt g(oo) = oo Deshalb bildet ¢ die Zahlenebene C auf sich ab, also ist g
eine ganze Funktion, die in z = co einen Pol erster Ordnung besitzt. Nach Funktionentheorie I
ist g ein Polynom 1. Grades, also von der Form ¢(z) = az 4+ b mit a,b € C, a # 0. Es ist

h=Y(z) = =2~ und daher
Z—20
_ 1 bz + (a — bzp)
=g(h™Y(2)) = b=~ =
£ =g (e) a4y = 2O
wobei det (b a” lz’go) = —a # 0 ist. Somit ist f eine Mdbius-Transformation. O

Bemerkung. Let us explain a little further why ¢ the pole at co must be first order (it must
be a pole, because g is by assumption a holomorphic map to @) Since g(o0) = 0o, we know in
local coordinates that §(w) = ¢2 0 g o ¢y ' (w) has §(0) = 0. Since it is holomorphic, we could
write its power series as §(w) = 0 + 1w + jow? + .... If g = 0 then we would see that § is
not injective, which contradicts that g is bijective. Hence we see that g o ¢y (w) = §(w)~" has
a first order pole at w = 0 (ie z = 00). Generally, we will see there is a close connection between
the order of the poles and the multiplicity of the map (whether is it 1-to-1, 2-to-1, etc).

Das Rechnen mit Mdobius-Transformationen wird durch die folgende Beobachtung erleichtert:

Die Abbildung
@ : GL(2,C) — Aut(C) a b (20 2 o
' ’ "\c d cz+d

ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus mit dem Kern { (6\ 9\)| A€ (D*} . Die Ein-
schrinkung ®|[g,(2,¢) ist immer noch surjektiv.

Aufgabe. Explain the above group homomorphism by considering how GL(2, C) acting on C?
induces an action on CP!.
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Aussage. Es existiert keine auf C frei operierende Untergruppe I' C Aut(@) ;aufer I' = {idg} .

Beweis von Aussage 1.20. Jedes f € Aut(@) hat einen Fixpunkt in C: Ein solches f ist
némlich nach Aussage 1.17(a) eine Mobius-Transformation, das heifit von der Form f(z) = 220

cz+d
mit a,b,c,d € C, ad—bc # 0. Dieses f hat im Fall ¢ # 0 Fixpunkt(e) in z = d—ak (d o)+ b
und im Fall ¢ =0 einen Fixpunkt in z = co. Deshalb kann keine Untergruppe I' # {1d®} von

Aut((D) Bedingung (F) aus Definition 1.14 erfiillen. O

Unfortunately this means we do not get any new Riemann surfaces from quotients of the Riemann
sphere. However, we get many new examples (very important examples) from quotients of the
plane. These are the cylinder and complex tori.

Aussage. Wir betrachten den Gruppenhomomorphismus @ : (C,+) — Aut(C), w — (f, :
C— C, z+— z+w). Die auf C frei operierenden Untergruppen I' C Aut(C) sind genau die
Folgenden:

(T) I' = ®[Zw) & Zws] mit zwei iber IR linear unabhéngigen Zahlen wi,ws € C.
(Z) T =®[Zw] mit w e C\ {0}.

(E) T = {idc}.

Beweis von Aussage 1.21. Es ist offensichtlich, dass die in der Aussage beschriebenen I' auf C
frei operierende Untergruppen von Aut(C) sind. Sei umgekehrt eine auf C frei operierende Un-
tergruppe I' von Aut(C) gegeben. Jedes f € T' hat nach Aussage 1.17(b) die Form f(z) = az+b
mit a,b€ C, a# 0. Ist f #idg, so besitzt f wegen Eigenschaft (F) aus Definition 1.14 keine
Fixpunkte. Weil fiir a # 1 die Funktion f(z) =az+0b in z = ;7 € C einen Fixpunkt besitzt,
muss a = 1 sein. Ist f =1idg, so ist natiirlich auch a =1. Deshalb existiert eine Untergruppe
' von der additiven Gruppe € mit I' = ®[I']. Wegen Eigenschaft (H) aus Definition 1.14 ist T
diskret in C, also ein sogenanntes Gitter.

Wenn T’ = {0} ist, so liegt Fall (E) vor. Andernfalls wéihlen wir w; € I'\ {0} mit minimalem
Betrag in T'\ {0}. Offenbar ist Zw; C I'. Wenn sogar Zw; = I ist, so liegt Fall (Z) (mit
w = wy ) vor. Andernfalls wiihlen wir wy € I'\ (Zw;) mit minimalem Betrag in '\ (Zw). Dann
sind wy und ws tber IR linear unabhéngig, und es gilt Zw; ® Zw; C I'. Tatséchlich behaupten
wir, dass sogar Zw; @ Zws = T ist, und somit Fall (T) vorliegt. Sei w € I’ gegeben. Dann
liegt w jedenfalls in einem abgeschlossenen Parallelogramm in €, dessen Ecken in Zwj & Zws
liegen und dessen Diagonalen die Langen |w; +ws| haben. Deshalb gibt es ein w’' € Zw & Zw,,
nimlich eine der Ecken des besagten Parallelogramms, so dass fiir w —w’ € T gilt:

w — ' < glwr £ wa| < Flon] + glwz| < Jwol .

Dabei ist die zweite Ungleichung strikt, weil wi,ws iiber IR linear unabhingig sind. Weil wy
mit in '\ (Zw;) minimalem Betrag gewihlt war, muss w—w’ € Zw; und somit w = W'+ kw; €
Zwy ® Zwy (mit k € Z) sein. O

Beispiele. (a) Clearly (E) does not give a new Riemann surface, the trivial quotient C/{id} =

C.
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(b) In the case of (Z) we get the cylinder C/T'. We can see that it is a cylinder through the
(well-defined!) diffeomorphism

S xR — C/T, (2™ s) s (t +is)w.

This shows that it is not compact. Perhaps more surprising is that it is biholomorphic to
C* through the map

-
C/T' — €, [z]:z+Fr—>exp<u7:Zz> .

In particular, all complex cylinders are biholomorphically equivalent.

(¢) In contrast, case (T) leads to many non-biholomorphic Riemann surfaces. C/I" is called
a complex torus and the subgroup Zw; @ Zws is called a (maximal) lattice. For odd
historical reasons, these are sometimes called elliptic curves. Similar to above we have a
diffeomorphism

St x ST — €/T, (2™ ™) i twy + swa.
Hence complex tori are compact and not biholomorphic to a subset of C.
The following proposition determines when two complex tori are biholomorphic.
1.23 Aussage. Jeder komplexe Torus C/(Zw; @ Zws) ist biholomorph zu einem komplexen Torus

C/(Z1® Z7) mit 7 € C\IR. 7 = wy/w; ist eine mogliche Wahl. Jedoch gibt es genau ein
derartiges 7 in

Mii={r €C||r| > 1,Im(r) > 0,—§ <Re(r) < §} / ~,

wobei die Aquivalenzrelation ~ die Punkte 7 auf dem Rand des obigen Gebiets mit —7 iden-
tifiziert. Deshalb ist My der Modulraum [moduli space| der komplexen Tori.

My

Ty S
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Beweis. Zwei komplexe Tori sind offenbar genau dann zueinander biholomorph, wenn die zuge-
horigen Gitter in € durch eine biholomorphe Abbildung ineinander iiberfithrt werden. Mit
T = wy/w; € C\ R erfiillt die biholomorphe Abbildung f(z) = w; z offenbar f(1) = w; und
f(7) = wa, und bildet somit das Gitter Z1 ® Z7 auf das Gitter Zw; © Zws ab. Ist nun ein
7 € C\ R gegeben, so wird das Gitter Z1 & Z7 durch eine geeignete Verkettung der folgen-
den drei bi-(anti)-holomorphen Abbildungen € — C in ein Gitter Z1 @& Z7 {iberfiihrt, wobei
T € My ist:

e fi(z)=7"'2z (Skalierung um 7~ 1!)
e fo(z) =—z (Spiegelung am Ursprung)
o f3(2)=z+k mit k€ Z  (Verschiebung um ganzzahlige Vielfache von 1).

Wir "‘driicken"” uns fiir den Moment vor dem Beweis, dass fiir 7,7 € M, das Gitter I' = Z1&Z7
nur dann durch eine biholomorphe Abbildung f : € — C auf das Gitter [' = Z1@®Z7 abgebildet
werden kann, wenn 7 = T ist. O

1.3 Differentialformen

In diesem Abschnitt betrachten wir Differentialformen auf Riemannschen Flachen, und zwar
glatte oder holomorphe 1-Formen und 2-Formen. Wir verwenden Differentialformen einerseits,
um die Ableitungen von holomorphen bzw. glatten Funktionen auf Riemannschen Fléchen karten-
invariant zu definieren, andererseits benotigen wir sie als Objekte fiir die Integration auf Rie-
mannschen Fléachen.

Von nun an bezeichnen wir Karten von Riemannschen Flachen X oft mit (U, z) (statt (U, ¢)),
um Anschluss an suggestivere Bezeichnungen zu haben.

Wir wollen fiir glatte (insbesondere fiir holomorphe) Funktionen f : X — C eine Ableitung
definieren. Zunéchst arbeiten wir beziiglich einer Karte (U, z) von X . Wir schreiben z = x+1iy
mit z = Re(z),y = Im(z) : U — IR. Die Funktion (foz27!):2(U) C € — C konnen wir dann
im Sinne der Analysis bzw. der Funktionentheorie I differenzieren. Die partiellen Ableitungen
% = a(fgjjl) oz:U — C und % = E)(fgijl) oz : U — C definieren, und hierdurch die
Differentialoperatoren

o _1(0 0N L0 _1(0 0

0z 2\0xr Oy 0z 2\ox oy/)
(Warum diese Definition, insbesondere, warum steht das Minuszeichen an dieser Stelle? Eine Be-
griimdung ist, dass die Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen besagen, dass f|U genau dann
holomorph ist, wenn % = 0 ist, und ist dies der Fall, so stimmt g—’; mit der komplexen Ableitung

1 im Sinne der Funktionentheorie I iiberein.*)

von foz~

*Es gibt noch eine andere, formalere Begriindung: Ist X ein Gebiet in € und z = id die kanonische globale

Karte, so kann man dz und dy als 1-Formen (Projektionen in Richtung der Koordinatenachsen), und % und

9_ als Vektorfelder (in Richtung der Koordinatenachsen) interpretieren. Dann gilt dx(%) = dy(g—y) =1 und

oy
dz(§;) =dy(§;) =0. Mit dz = de+idy und dz = dz—idy, und den obigen Definitionen fiir §-, 5= gilt daher
dz(%) = dz(%) =1 und dz(%) = dé(%) = 0. Mit andern Worten, (%, %) ist eine duale Basis der Vektoren

zur Basis (dz,dz) der 1-Formen. Spéter werden wir sehen, dass sich diese Begriindung auf Differentialformen auf
allgemeinen Riemannschen Fléchen tibertragt.
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Das Problem mit diesen partiellen Ableitungen ist, dass sie nicht "‘invariant"’ sind, das heift, dass
sie von der Wahl der Karte X abhéngen. Ausfiihrlicher gesagt: Wenn (z,U) und (2,U) zwei
verschiedene Karten von X mit UNU # &, so stmmen % und % auf UNU im Allgemeinen
nicht iiberein, dasselbe gilt fiir die zZ-Ableitungen. Stattdessen haben sie das folgend beschriebene
Transformationsverhalten: Die Kartenwechselabbildung 2 o z=! : 2[U N U] — 2[U N U] ist
biholomorph, deshalb gilt % =0, die Ableitung % ist auf UNU holomorph und nullstellenfrei,
und wegen der Kettenregel gilt

df _df 4z df_df.<d§> auf UNT . (*)

Az dz dz MYz &

Wir kénnen als "‘invariante"’ Ableitung von f die Gesamtheit aller Paare von Ableitungen

(ﬂ ﬂ) , d.h. die Familie
df:{<j£, g)‘(U,z)te} (1)

dz’ dz
zusammen mit den Transformationsformeln (x) auffassen. Wir verwenden diese Transformations-
formeln nun als "‘Vorbild"’ zur Definition von Differentialformen, genauer: von 1-Formen.

1.24 Definition. Sei X eine Riemannsche Flache mit dem maximalen Atlas 2 = {(U,, 24) | @ € A}.

(a) Eine glatte bzw. holomorphe bzw. meromorphe Differentialform vom Grad 0 oder kurz
0-Form [differential form of degree 0, O-form]| ist eine Familie f = (fq)aca von glatten
bzw. holomorphen bzw. meromorphen Funktionen f, auf U, , so dass fiir jedes Paar
a,f € A mit Uy,NUg # @ die Transformationsformel

fa=fs auf UyNUs
gilt. Wir bezeichnen den Raum der glatten 0-Formen mit C*°(X) = A%°(X).

(b) Eine glatte bzw. holomorphe bzw. meromorphe Differentialform vom Grad 1 oder kurz
1-Form |differential form of degree 1, 1-form| ist eine Familie w = ((Wa,1,Wa,2))aca VoL
Paaren (wq,1,Wa,2) von glatten bzw. holomorphen bzw. meromorphen Funktionen auf U, ,
so dass fiir jedes Paar o, 3 € A mit U, NUpg # @ die Transformationsformeln

dzg

und we2 =wgo - <dz> auf U, NUg

dzp
dz,

Wa,1 = Wg,1 -

gelten. Wir bezeichnen den Raum der glatten 1-Formen mit Q!(X).

Merkregel fiir die Transformationsformeln. wqa1(2q)dze und wqa2(2q)dZ, sind "‘invari-
ant"’, d.h. von o € A unabhéngig.

Wir sagen, dass w € QY(X) vom Typ (1,0) bzw. vom Typ (0,1) ist [is of type (1,0), (0,1)],
wenn fiir alle o € A gilt: wa2 =0 bzw. wq,1 = 0. Wir bezeichnen den Raum der glatten
1-Formen vom Typ (1,0) bzw. (0,1) mit AY%(X) bzw. mit A%}(X). Dadurch ergibt
sich eine Zerlegung als direkte Summe Q!(X) = AY(X) @ A%} (X).

(c) Eine glatte bzw. holomorphe bzw. meromorphe Differentialform vom Grad 2 oder kurz
2-Form [differential form of degree 2, 2-form] ist eine Familie 1) = (¢)o)aca von glatten
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bzw. holomorphen bzw. meromorphen Funktionen 1, auf U,, so dass fiir jedes Paar
a,f € A mit Uy,NUg # @ die Transformationsformel

dzg dzg
o = LA et fU,NU,
¥ ¥ dzgs (dza> at p

gilt. Wir bezeichnen den Raum der glatten 2-Formen mit Q2?(X) = A% (X).

Merkregel fir die Transformationsformel. wq(za)dzo A dZ, ist "‘invariant"’, d.h. von
o € A unabhéngig.

Zur Definition einer Differentialform braucht man nicht den maximalen Atlas von X , es geniigt,
die Funktionen bzw. Paare von Funktionen fiir die Karten in irgendeinem vertraglichen Atlas von
X anzugeben. Differentialformen vom Grad 0 entsprechen offenbar globalen Funktionen auf X .

1.25 Beispiele. Sei X eine Riemannsche Fléche.

(a)

Sind 1, 2 Differentialformen vom selben Grad k € {0,1,2} und f: X — C eine glatte
Funktion, so definieren wir ¢1+ @2 und f-¢; "‘komponentenweise"’, d.h. durch Wirkung
auf die einzelnen Funktionen bzw. Paare von Funktionen. Auf diese Weise ergeben sich
wieder Differentialformen vom Grad k.

Ist aufferdem U C X eine offene Menge, so kann man aus einer Differentialform ¢ auf
X durch Einschrankung aller Einzelfunktionen auf U eine Differentialform ¢|y auf U
erhalten.

Ist f: X — C eine glatte Funktion, so ist das durch (f) definierte df eine glatte Dif-
ferentialform vom Grad 1 auf X . Ist f holomorph bzw. meromorph, so ist df eine
holomorphe bzw. meromorphe Differentialform vom Grad 1 und Typ (1,0) auf X . Fir
zwei glatte Funktionen f,g: X — C gilt die Summen- und die Produktregel:

d(f +9)=df +dg wnd d(f-g)=f-dg+g-df.

Fiir Gebiete G C € und holomorphe Funktionen f:G — C gilt df = f'(2) dz, wenn wir
mit z = idg die kanonische globale Karte fiir G bezeichnen.

Ist w= ((Wa,1,Wa2))aca € LX), so gilt fiir jedes o € A: w|y, = wa,1dza + Wa2dZs .
Dabei wird auf der linken Seite dieser Gleichung die Einschrinkung auf natiirliche Weise
auf die einzelnen Funktionen w,, angewendet, und auf der rechten Seite stehen die Dif-
ferentiale der Funktionen z, und Z, im Sinn der Definition (t). Wir werden kiinftig
1-Formen h&ufig in dieser Form angeben, wobei wir den Index , sowie die Beschrankung
auf U, weglassen, wenn keine Missverstdndnisse zu befiirchten sind.

Deshalb hat eine 1-Form w genau dann den Typ (1,0) bzw. (0,1), wenn sie von der Gestalt
W= wqdz bzw. w = w, dZ ist.

Insbesondere gilt fiir eine glatte Funktion f: X — C in diesem Sinne

_of of ..
df—azdz—}—azdz.

Ist f holomorph oder meromorph, so vereinfacht sich diese Darstellung zu

of
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Aufgabe. Prove the above rules, and all others that may be needed.

Aufgabe. The wedge product. Let X be a Riemann surface, with atlas {(Ua, z4) | @ € A}.

(a) Let two differential 1-forms w,& € Q'(X) be given, say w = ((Wa.1,Wa.2))aca and @ =
((@a,1,@a2))aca - For a € A we define the functions

Yo = Wa,1 ° (:)04,2 - &)a,l cWa,2 -

Show that ¥ := (Va)aca € Q%(X) holds. This 2-form 1 is called the wedge product
[Dachprodukt| of w and @, and is denoted by wA@. Moreover, show that ®Aw = —wWAD
holds.

(b) Let a differential 2-form 1 = (a)aca € 22(X) be given. Show that for every o € A we
have the local representation

w‘Ua =Ygy - (dza A dza) .

Wir definieren fiir glatte Funktionen f: X — C dariiber hinaus die Zerlegung von df im Sinne
der direkten Summe Q!(X) = A (X) ® A% (X), d.h. die "‘partiellen"’ Differentialoperatoren

df = 8—fdz und d’f = 8—{0(12.
0z 0z

Damit gilt also d'f € AY(X), d"f € A%(X) und df = d'f +d”f. Die Ableitung d'f
bzw. d”f heit die holomorphe Ableitung bzw. anti-holomorphe Ableitung von f. Diese Beze-
ichnungen werden durch den Sachverhalt der folgenden Aufgabe begriindet:

Aufgabe. Let f: X — € be a smooth function on a Riemann surface X . Then f is holo-
morphic if and only if d”f = 0. If this is the case, then d’f corresponds to the usual complex
derivative of f, more precisely: For any chart (U,2) of X we have d'f|y = (foz~!)'dz, where
on the right-hand side of the equation, ’ denotes the usual complex derivative in the sense of
Funktionentheorie I.

Wir erweitern die Differentialoperatoren d, d’, d” fiir 1-Formen w € Q'(X), und zwar indem
wir fiir w = w1 dz + ws dzZ mit glatten Funktionen wi,ws definieren:
8w1

(dzAdz), d"(w;dz+wedz) = T (dzAdz) und dw = d'w+d"w.
z z

A’ (wy dz+wy dZ) = Owz
P

Aus formalen Griinden setzen wir aukerdem fiir jedes ¢ € Q%(X): dy = d'yp =d"y = 0.

Weil die reellen partiellen Ableitungen miteinander vertauschen, gilt auch %22 = %gz, und

deshalb fir f e C>(X):

<

d(df) = d (e + Glaz) = (25 - 255 ) (@zndz) =0,

R
|

Wir merken uns also:
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Aufgabe. Prove the following variant of the product rule: Let X be a Riemann surface, f €
C®(X) and w € QY(X). Then d(f-w)=df Aw+ f-dw holds.

Als vorerst letzte Operation fiir Differentialformen betrachten wir den sogenannten Pullback. Es
sei Y eine weitere Riemannsche Fléache, und 7 : Y — X eine nicht-konstante, holomorphe Abbil-
dung. Wir wollen mittels n Differentialformen auf X zu Differentialformen auf Y zurickziehen
[pull back]. Fiir 0-Formen, also globale Funktionen f € C*(X) = Q°(X) geht das einfach
durch Komposition: n* f := fon € Q°(Y). Fiir 1-Formen w € Q'(X), etwa lokal dargestellt als
w = f(2)dz + g(2)dz beziiglich einer Karte (U,z) von X , definieren wir n*w € Q*(Y) durch

" (f(2)dz +g(2)dz) = (fon) -d(zon) + (gon) -d(zon) .
Fiir je zwei Karten (U,z) und (U, %) von X gilt

d(zon) dz

d(ion)zgon’ (°)

und deshalb wird durch diese Definition tatsiichlich eine globale Differentialform n*w € QYY)
definiert. Fiir 2-Formen gehen wir ganz genauso vor: Fiir 1) € Q?(X) definieren wir n*y € Q%(Y)
durch die lokale Festlegung

7" (f(2) (dz A dz)) = (fon)(d(zom) Ad(Zomn)),
die ebenfalls wegen (¢) eine globale 2-Form beschreibt.

Aussage. FEsseien X | Y Riemannsche Fliachen und 7 : Y — X eine nicht-konstante holomor-
phe Abbildung.

(a) Fir fe C®(X) gilt d(n*f) =n*df.
(b) Fiir w € QY(X) gilt d(n*w) = n*dw.
Beweis. Fir (a): Wir diirfen ohne Beschriankung der Allgemeinheit annehmen, das n lokal

biholomorph ist. Ist (U, z) eine Karte von X, so existiert eine offene Teilmenge V' C Y mit
n[Y] C X, so dass (V,zon|y) eine Karte von Y ist. Dann gilt:

¥ o o - ©) . %
A(r" f) = d(fon) = 5B d(zom)+ 5L d(zon) £ (5L on) d(zon)+ (5L o) d(zon) = ydf .

Der Beweis von (b) lauft entsprechend. O

1.4 Integration und Residuum

Bei der Definition von Differentialformen sind wir von dem Bestreben geleitet worden, die
Ableitung einer glatten Funktion auf einer Riemannschen Fliache durch ein globales Objekt zu
beschreiben. Auch fiir die entgegengesetzte Operation, die Integration, sind Differentialformen
die geeigneten Objekte, und zwar werden 1-Formen lings Kurven, und 2-Formen auf Flachen
(offene oder kompakte Teilmengen einer Riemannschen Fléche) integriert.
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Wir definieren derartige Integrale zunéchst fiir Differentialformen, deren Tréger in einer Karten-
umgebung U der Riemannschen Flache X enthalten sind. In diesem Fall geniigt es, den Fall
zu betrachten, dass der Integrationsweg bzw. das Integrationsgebiet ebenfalls in U enthalten
ist. Sei also (U,z) eine Karte von X, w € Q(X) mit Tr(w) C U und 7 : [a,b] — U eine
glatte Kurve in U. In diesem Fall ist w|y = f(2)dz + g(z) dZ und wir definieren, fast wie in
Funktionentheorie I,

b
/4“:/"Um@»~@ow%w+gwu»wsz%»dt

Das schone an dieser Festlegung ist, dass sie unabhéngig von der Wahl der Karte ist. Ist ndmlich
(U,Z%) eine weitere Karte mit Tr(w) C U und ~[[a,b]] C U, etwa w|; = f(2)dz + g(2)dz, so
gilt wegen der Transformationsregel fiir 1-Formen fir alle ¢ € [a, ]

FO®) = f(y(1) (X)) und  g(v(1) = g(v(1) (E(1(1)))

und wegen der Kettenregel

(Zo) () =((FozT) o (z07) (1) = (Fo =z (z(1 (1) - (z07)(t) = (V1) - (z07)'(D) ,

und somit

IS

b b
/ (f(®) (Zon)(®) + 3(v(#) (o) (b)) dt = / (f(r(®) (z07) (1) + 9(v(1)) (z07)' (1)) dt .

Das ist der Grund, warum 1-Formen die passenden Integranden fiir die Integration langs Kurven
sind.

Entsprechendes gilt fiir die Integration von 2-Formen auf Flichen: Ist ¢ € Q?(X) mit Tr(¢y) C
U, etwa 9|y = f(z)dz AdZ, so definieren wir

léwzlmvozwmm%m,

wobei auf der rechten Seite ein 2-dimensionales (Lebesgue-)Integral {iber ein Gebiet in C =
IR? steht. Ist h : G € € — C holomorph, so ist |h/|? gleich der Determinante der Jacobi-
Matrix von h als reell differenzierbare Funktion; hieraus und aus dem Transformationssatz fiir
mehrdimensionale Integrale ergibt sich, dass auch dieses Integral koordinatenunabhéngig ist.

Um auf diese Weise auch global definierte Differentialformen integrieren kénnen, verwenden wir
sogenannte glatte Zerlegungen der Eins.

Satz. (Existenz von glatten Zerlegungen der Eins.) Sei X eine Riemannsche Fliche, und
U = (Uy)aea eine offene Uberdeckung von X . Dann existiert fiir 4 eine Zerlegung der Eins
[partition of unity] von X, das ist eine Familie (fy)aca von glatten Funktionen f, : X — IR
mit den folgenden Eigenschaften:

(a) 0< fa<1
(b) Tr(fa) C Ua

(¢) Lokale Endlichkeit: Fiir jedes x € X existiert eine Umgebung U(x) von z in X, so dass
alle bis auf endlich viele der f, auf U(z) verschwinden.
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(d) ZaeAfOé =1.

Die Bezeichnung "‘Zerlegung der Eins"” kommt natiirlich von Eigenschaft (d). Wegen der lokalen
Endlichkeit ist die Summe in Eigenschaft (d), wenn man sie an einem Punkt auswertet, jeweils nur
eine Summe von endlich vielen positiven Zahlen. Frage: Gibt es auch holomorphe Zerlegungen
der Eins?

Um nun Integrale global auf Riemannschen Flachen X zu definieren, betrachten wir einen
holomorphen Atlas A = {(Uy, 24) | @ € A} von X und wihlen nach obigem Satz zur offe-
nen Uberdeckung (Uy)aca von X eine passende, glatte Zerlegung der Eins (fa)aca . Ist nun
w e NYX) und 7v:[a,b] = X eine glatte Kurve, so definieren wir

[ o

Dabei ist jeweils Tr(fy - w) in der Kartenumgebung U, enthalten, so dass die rechtsstehenden
Integrale am Anfang dieses Abschnitts definiert wurden. Die Summe lduft iiber alle « € A fiir
die U, mit 7[[a,b]] einen nicht-leeren Durchschnitt hat; weil «[[a, b]] kompakt ist, sind dies nur
endlich viele, so dass die Summe eine komplexe Zahl ergibt. Schlieflich ist die Definition nach
der Koordinaten-Invarianz-Rechnung am Anfang dieses Abschnitts unabhéngig von der Wahl des
Atlas und der Zerlegung der Eins. Entsprechend definieren wir fiir ¢ € Q?(X) und eine (relativ)

kompakte Teilmenge K von X
0= [ fav.
/K —~ JK

Dabei sind die rechtsstehenden Integrale wieder von der zuvor definierten Art, und weil K
kompakt ist, kann die Summe wieder als endlich angenommen werden. Auch diese Definition ist
unabhéngig von Atlas und Zerlegung der Eins.

Beweisskizze fiir Satz 1.31. Weil X abzdhlbare Topologie hat, diirfen wir ohne Beschrankung
annehmen, dass A = N abzéhlbar ist, also 4 = (U, )nen . Man kann zeigen, dass moglicherweise
nach einer Verfeinerung der offenen Uberdeckung (U,) die U, Kartenumgebungen zu Karten
¢n von X sind, so dass die Bilder ¢,[U,] = B(0,r,) Bille von gewissen Radien r, > 0 sind,
dass aber umgekehrt schon (¢, '[B(0,7,/2)])nen ganz X iiberdeckt. Die Verfeinerung kann
dariiber hinaus so gewahlt werden, dass jedes U, nur mit endlich vielen anderen U,, einen
nicht-leeren Durchschnitt hat.

Um in dieser Situation eine Zerlegung der Eins zu konstruieren, betrachten wir fiir reelle Zahlen
a < b die Funktion f,p : R = [0,1],  — f,p(x) mit

1 firz<a
fap(x) = ¢ exp (ﬁ exp(ﬁ)) fira<az<b .
0 firb <z

Man kann zeigen, dass f,p glatt ist. Fiir r > 0 ist dann die Funktion g,(2) = f,/2,9,/3(|2|) eine
glatte Funktion auf C, die aufserhalb von B(0,2r/3) verschwindet und auf B(0,r/2) identisch
gleich 1 ist. Wir setzen die glatte Funktion h,, = g,, o ¢, auf U, zu einer glatten Funktion auf
X fort, indem wir sie aufserhalb von U,, auf Null setzen. Damit sind die beiden Funktionen h,, ,
1 — hy, eine Zerlegung der Eins zu der zwei-elementigen offenen Uberdeckung {U,,J,), 2 Um}
von X .
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Mithilfe der h,, konnen wir die gewiinschte Zerlegung der Eins (fy,)nen konstruieren: Wir setzen
Hl—hl fir alle neN.

Dann gilt offenbar 0 < f,, <1 und Tr(f,) C Tr(h,) C U,. Weil U, nur mit endlich vielen
anderen U, einen nicht-leeren Durchschnitt hat, gilt die Bedingung der lokalen Endlichkeit.
Schlielich zeigt man durch Induktion, dass fiir alle n € IN gilt:

Attt ][O -h) =
=1
Ist z € X gegeben, so gibt es ein n(z) € N mit ¢,y (v) € B(0,7,/2) und damit hy,,(x) = 1.
Fiir jedes n > n(z) gilt dann fi(z) + ...+ fo(z) =1 und somit ) v fu(z) =1. O
Aussage. Rechenregeln fiir das Kurvenintegral. Sei X eine Riemannsche Fliche und
v :la,b] - X eine glatte Kurve.
(a) Fir wi,ws € Q(X) und A, Ay € C gilt f (M w1 + Aawe) = A\ fvwl + Ao f,yLL)Q.

(b) Fir f € C®(X) gilt [ df = f(v(b)) — f(v(a)). Insbesondere ist [ df = 0, falls die
Kurve ~ geschlossen ist.

(c) Ist w € Q(X), Y eine weitere Riemannsche Fliache, n : Y — X eine nicht-konstante,
holomorphe Abbildung, und «: [a,b] — Y eine glatte Kurve, so gilt fa n'w = fnoa w.
Beweis. Wir betrachten zunéchst den Fall, dass sowohl ~ als auch Tr(w), Tr(wg) in einer
Kartenumgebung U zu einer Karte (U, z) von X enthalten sind. Fiir diesen Fall ist (a) offen-
sichtlich. Fﬁr (b) gilt (wobei wir wieder z = x 4 iy mit den reell differenzierbaren Funktionen
x = Re(z),y =Im(z) : U — IR schreiben):

/df /f’fdz+gffdz)

= [ (%6)- o ® + Lo Torro)

QI
W[~

Q
<

b
= [ (300 @on® +i- F60) - o) ®) = Fo®) - f(la)

Fir (c ) konnen wir wieder annehmen, dass z on eine Karte von Y ist. Wir schreiben lokal
w=wi(2)dz +ws(z)dz, dann gilt

/77 w—/ wion)d(z0m) + (ws o) d(z on))

Q

- / (w1 (1(0(t))) (2 010 @) (t) + wa(n(a(t))) (20 70 a) (D)) dt = / w.

a

Fiir den allgemeinen Fall ergeben sich die Aussagen hieraus durch Anwendung einer Zerlegung
der Eins. 0O

Fiir Flachenintegrale gilt auch in dieser Situation der Satz von Stokes, den wir hier ohne Beweis
zitieren:
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Satz. Satz von Stokes. Es sei X eine Riemannsche Fliche, w € Q'(X), K C X eine
kompakte Teilmenge, deren Rand durch die geschlossene Kurve 0K glatt und in mathematisch
positiver Richtung berandet sei. Dann gilt

/dw:/ w .
K oK

Unter den Differentialformen vom Grad 1 spielen zwei Klassen eine besondere Rolle, ndmlich die
geschlossenen und die exakten 1-Formen:

Definition. Sei X eine Riemannsche Fliche, und w € Q}(X).

(a) w heikt geschlossen |closed]|, wenn dw = 0 ist.

(b) w heilt exakt [exact], wenn es ein f € C°°(X) mit df = w gibt. Ein solches f heifst
Stammfunktion |primitive| zu w.

Die Regel dod = 0 zeigt, dass jede exakte 1-Form auch geschlossen ist. Die folgende Aufgabe
zeigt, dass die Umkehrung dieser Aussage im Allgemeinen falsch ist. Wir werden jedoch bald
sehen, dass auf einfach zusammenhdngenden Riemannschen Flachen die Umkehrung richtig ist,
d.h. jede geschlossene 1-Form auch exakt ist.

Aufgabe. Consider X = C* the smooth 1-form w € Q'(X) that is given with respect to the
global chart z =z + iy = idg+ of C* by

y X
=— do+——d
CTTREY TR

and the closed smooth curve 7 : [0,27] — C*, t — (cost,sint) that parameterises S!.

Show that w is closed, compute fvw and conclude that w is not exact.

Aufgabe. Let X be a Riemann surface and w € A% (X). Show that w is holomorphic if and
only if it is closed.

We now introduce two equivalence relations on curves that have the same endpoints that do not
change the integrals of closed 1-forms.

Definition. Let 7,7 : [0,1] — X be two curves in a Riemann surface such that v(0) = 5(0) and
y(1) =7(1).

(a) The curves are homologous if there exists a compact subset K C X whose boundary is
1[0, 1]] U ([0, 1]].

(b) The curves are (smoothly) homotopic if there is a smooth function A : [0,1] x [0,1] — X
such that h(t,0) = y(¢) and h(t, 1) = F(¢).
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The function h above is called a homotopy of the curves v and 4. We think of the second
parameter as a deformation parameter. At s = 0 we have v. As we increase s we deform it to
the curve t — h(t,s) in X. Finally, when s = 1 we have deformed it to 4. The requirement
that h is a smooth map ensures that all the intermediate curves are also smooth, which was an
assumption in the definition of integration along a curve. This is only a technicality because
every continuous curve is continuously homotopic to a smooth curve.

For homologous curves, we can see that one must agree with the orientation of the boundary
0K and one must disagree. If w is a closed 1-form, then by Stokes’ theorem we have that
fww — fﬁw = faKw = fK dw = 0. In other words, the integrals over the two curves are equal.
This was hardly a proof, more an observation of a useful way to apply Stokes’ theorem. In
a similar way, we say that a collection of closed curves {71,...,7,} is homologous to another
collection of closed curves {71, ..., %} if there is a compact region K C X such that the boundary
OK 1is the union of the curves, the curves in the first set all agree with the orientation of 0K,
and the curves in the second set all disagree. Stokes’ theorem applies now to say, for a closed

1-form w, that
71 n T o

n

We want to apply the same idea to homotopic curves, but there is no restriction that the image
of the homotopy has to lie ‘between’ the two curves. The standard proof uses Stokes’ theorem
for manifolds in higher dimensions, and so we omit it. The result, that the integrals of a closed
form on homotopic curves are equal, is a useful one to keep in mind.

Aussage und Definition. Sei X eine Riemannsche Fliche, w € AY°(X) eine meromorphe
1-Form vom Typ (1,0) auf X, und =z € X . Fiir jede Karte (U,z) von X mit x € U und
z(x) = 0 gibt es genau ein ¢ € C, so dass die 1-Form w — £ -dz auf einer Umgebung von z

exakt ist. Der Wert von ¢ hingt nicht von der Wahl der Karte z ab. Dieser Wert wird das
Residuum [residue| von w in x genannt, und mit Res;(w) bezeichnet.

Beweis. Beziiglich einer Karte (U, z) wie in der Aussage kénnen wir w = wi(z)dz mit einer
meromorphen Funktion w; : U — € schreiben. wjoz~! ist dann auf z[U] C C eine meromorphe
Funktion im Sinne der Funktionentheorie I. Ist ¢ € € der Koeffizient zu 2! der Laurentreihe
dieser Funktion in z = 0, so besitzt wj o z™! — ¢ auf B(0,¢) eine Stammfunktion g, und dies
ist fiir keine andere Wahl von ¢ der Fall. Hier ist ¢ > 0 so klein gewéhlt, dass B(0,¢) C z[U]
ist. Dann besitzt (w — £d2)|.-1[p(o,) die Stammfunktion (g o 2)[.-1/p(0,) -

Ist nun (U, %) eine weitere Karte von X mit # € U und Z(z) = 0, so gibt es nach dem Vor-
angegangenen genau ein ¢ € €, so dass w— gdi auf einer Umgebung von z eine Stammfunktion
besitzt. Dann gibt es eine Umgebung in U N U , auf der Sdz — gd% = %E dz + E(% dz — %dé)
eine Stammfunktion besitzt. Die 1-Form %dz - %dé ist in x holomorph, und besitzt daher in
der Néhe von x eine Stammfunktion. Also besitzt auch “¢dz lokal in der Néhe von z eine
Stammfunktion, und das ist nur fiir ¢ — ¢ = 0 moglich. a

Aussage. Seien X,Y Riemannsche Flichen, w € AY?(X) eine meromorphe 1-Form vom Typ
(1,0), y € Y und f:Y — X eine holomorphe Abbildung, die bei y lokal injektiv ist. Dann
gilt die Transformationsformel Resy(f*w) = Resy(,(w).



1.40

1.41

1.42

1.43

1.5. ALGEBRAISCHE KURVEN 21

Beweis. Ist z eine Kartenfunktion von X bei f(y), so ist z o f (falls erforderlich, eine Ein-
schrinkung davon) eine Kartenfunktion von Y bei y. w — Resg,)(w) - 4z besitzt in der Nihe
von f(y) eine holomorphe Stammfunktion ¢g. Dann gilt

d(go f) = f*dg = f*w — Resp(y)(w) - 120 |

anders gesagt: f*w — Resy(y)(w) - d(;o?c) besitzt bei y lokal eine holomorphe Stammfunktion.

Wegen der Eindeutigkeitsaussage in Definition 1.38 folgt daraus die Behauptung. O

Aussage. Sei X eine Riemannsche Fliche, w € A"9(X) eine meromorphe 1-Form vom Typ
(1,0), z € X, und (U,z2) eine Karte von X mit € U und z(z) = 0. Dann gilt fiir jedes
e >0 mit B(0,¢) C 2[U]:

1 1
Resz(w) = / w=-— (z"Hw.
2mi ) ~108B(0,¢) 2711 JaB(0,e)

Beweis. Dies ergibt sich, indem man die entsprechende klassische Aussage der Funktionentheo-
rie I mit der Transformationsformel der Aussage 1.39 fiir f = 2z~ kombiniert. a

Meromorphe Differentiale vom Typ (1,0) heifen auch abelsche Differentiale |abelian differen-
tials|]. Nach einem alten Sprachgebrauch unterteilt man sie in drei Arten: Abelsche Differentiale
der ersten Art |of the first kind| sind holomorph. Bei Abelschen Differentialen der zweiten Art
|of the second kind| verschwindet ihr Residuum an jedem Pol. Und Abelsche Differentiale der
dritten Art |of the third kind| haben genau zwei Polstelle, die nur erste Ordnung haben.

1.5 Algebraische Kurven

This section draws from Miranda “Algebraic Curves and Riemann Surfaces”.

Definition. A plane curve is the set {(z,w) € €C? | f(z,w) = 0} for an polynomial f in two
variables. This is a Riemann surface if 0f/0z and df /0w are never simultaneously zero on the
curve and f is irreducible.

Bemerkung. Plane curves are not compact. By the fundamental theorem of algebra, we can
always solve f(zp,w) = 0 for any value of 2y € C.

To see that this is in fact a Riemann surface, we appeal to the implicit function theorem for
holomorphic functions (a polynomial in complex coordinates is always holomorphic): if at a
point (zg,wo) of the curve we have 0f/0w(zp, wp) # 0 then there is a holomorphic function g on
a neighbourhood of zy such that the curve is locally a graph of the form w = g(z) with wg = g(2¢).
A coordinate chart around (zp, wp) is given by projection (z,w) > z. Irreducibility of f ensures
that the result is connected, but it is not so simple to prove (Miranda cites Shafarevich77, a
standard text on algebric geometry).

Beispiele. (a) The nice thing about curves is that they come with many easy holomorphic
functions. Indeed, any holomorphic function of two variables restricts to give a holomorphic
on the curve. For example, if the curve is a graph over z at some point, then we can write
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the function as F'(z,¢(z)) in local coordinates. This is holomorphic by the chain rule.
Two functions may restrict to give the same function on the curve. An obvious example is
that f considered as a holomorphic function on €? restricts to give the zero function, by
definition.

(b) We can also construct differentials on a curve, via two methods. Simply, we can take the
differentials dz and dw on C? and restrict them. However we have not properly defined
complex differentials on higher dimensional spaces. Therefore we give a direct construction:
in every sufficiently small neighbourhood, either z or w is a local coordinate (or possibly
both). Therefore either dz or dw are non-vanishing holomorphic differential forms in this
neighbourhood. Even when z or w are not local coordinates, they are global holomorphic
functions on the curve, and so their exterior derivative is a holomorphic A" form. Because
f is identically zero on the curve df = 0. Then by the chain rule

O—df—gicdz—i-gidw
gives us a relation between dz and dw on the curve at most points. At a point where the
curve is not a graph over z, ie df /0w = 0, then we see that dz = 0 at that point.

To every plane curve there is an associated projective curve. A homogeneous polynomial of degree
d is a polynomial with the property F(Azq,..., z,) = AF(z,...,2,). Intuitively this means
that in each term of the polynomial the powers add up to d. The zero set of a homogeneous
polynomial is invariant with respect to rescaling. Consequently the zero set is a well defined
subset of KP", even though F'is not a function on KP".

Definition. A projective curve is the set {[zo : 21 : 23] € CP? | F(20, 21, 22) = 0} for a homoge-
neous polynomial F' in three variables.

Bemerkung. As a projective curve is a closed subset of projective space, which is compact, it
is also compact.

The subset Uy = {[1 : z : w] € CP?} is biholomorphic to €2. Thus from a projective curve X
we have an affine curve X N Uy whose polynomial is f(z,w) = F(1,z,w). The same holds for
the other subset U;. If these three affine curves are Riemann surfaces, then the projective curve
must a Riemann surface too. Miranda Lemma 3.5 gives the criterion that this is equivalent to

_OF _9F OF _

= o "o 0m

0

having no solutions (with the comment that F' will then be irreducible automatically).

We can also reverse this. Given a polynomial f in two variables, we can define a homogeneous

polynomial
Z1 R2
F(207zla22) = f <7 > .
Z0 20

This is called the associated projective curve. It is also known as the compactification of the
plane curve.

Beispiele. (a) There are no interesting examples of holomorphic function on projective curves,
because every holomorphic function is constant.
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(b)

(c)

There are many examples of meromorphic functions on projective curves, just take the
quotient of homogeneous polynomials of the same degree (doesn’t have to be the same
degree as F).

This seems a little contradictory; there are many holomorphic functions on plane curves
but none on projective curve. If h is a polynomial in two variables of degree d then we
have the meromorphic function h(z, La, 2y !25) which we can write as the quotient of the
polynomials zgh(za Lo, 2y 122) and zg. On the subset Uy this gives us back the polynomial
h(z1,z2) on the plane curve. But we see that there is a degree d pole at the points of
projective curve where zg = 0. This is similar to a polynomial on C when extended to C
has a pole at z = 0 of order equal to its degree.
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Chapter 2

Uberlagerungen

We have seen that quotients are a useful way of constructing new Riemann surfaces. In the
example of the complex torus, the quotient was more complicated than the original space (the
plane). In this section we show that this is typical in some sense: we show that any Riemann
surface is the quotient of a simply connected Riemann surface.

2.1 Uberlagerungen

Since we want to ‘reverse’ a quotient, it is important to understand the canonical projection
better. They are essentially covering maps.

Definition. Seien X,Y topologische Rdume. Eine surjektive, stetige Abbildung 7= : X — Y
heift (unverzweigte) Uberlagerung [(unbranched) covering map], wenn es zu jedem Punkt y € Y
eine offene Umgebung V(y) C Y und fiir jedes z € 7~ ![{y}] eine offene Umgebung U(z) C X
gibt, so dass gilt:

(1) 7= V(y)] = Uzer-1gyU (@) (disjunkte Vereinigung!)

(i) 7y : U(r) = V(y) ist jeweils ein Homdomorphismus auf V(y).
In dieser Situation sagt man, dass die Uberlagerung 7 iiber V(y) trivial [trivial] ist.

Sind in der Situation der Definition X,Y Riemannsche Flichen und ist die Uberlagerung 7 :
X — Y holomorph, so sind wegen dem Satz von Osgood die Homéomorphismen W\U(x) aus (ii)
schon biholomorph. Insbeondere ist 7 dann automatisch lokal biholomorph.

Beispiele. (a) Sei Z ein diskreter topologischer Raum (z.B. eine endliche Menge) und Y ein
weiterer topologischer Raum. Dann ist 7: Z x Y — Y, (z,y) — y eine Uberlagerung. In
dieser Situation kann V' (y) =Y fiir jedes y € Y gewéahlt werden, deshalb heifen derartige
Uberlagerungen trivial.

(b) Fiir jedes n € IN ist 7 : €C* — C*, z — 2" eine n-blittrige, holomorphe Uberlagerung.
Die entsprechende Abbildung auf C hat bei z =0 einen Verzweigungspunkt.

25
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(c) We met the complex tori in Example 1.22(c). The canonical projection p : € — C/I' is
a covering map. If we take a small ball B at the origin such that v[B] N B = {) for all
v € I'\ {0}, then p[z + B] is an open neighbourhood of p(z) and

b+ Bl = 1)+ B

Aufgabe. Let X,Y be topological spaces, Y be connected, and 7 : X — Y a covering map
so that 7=1[{y}] is finite for every y € Y. Then there exists n € IN so that #7 [{y}] = n for

all y € Y. In this situation one says that 7 is an n-fold covering map |n-fache Uberlagerung
oder n-blittrige Uberlagerung].

Die néchste Aussage befasst sich mit dem Liften ("‘Hochheben"’) von Kurven oder Abbildungen
auf Rechtecken:

Lemma. Es seien X, Y topologische Riume, und 7 : X — Y eine Uberlagerung.

(a) Sei a : [a,b] — Y ein stetiger Weg, to € [a,b] und zo € 7 [{a(to)}]. Dann existiert
genau ein stetiger Weg @ : [a,b] = X mit mro& =« und &(tg) = xg. Die Kurve & heifst
der Lift [lift] von «.

(b) Seien I,J C IR (nicht unbedingt endliche) Intervalle, @ =1 x J, h:Q — Y eine stetige
Abbildung, go € @ und zg € le[{h(qo)}] . Dann existiert genau eine stetige Abbildung
h:Q — X mit moh =h und h(qy) = zo. Die Abbildung h heift der Lift [lift] von h.

Beweis. Fir (a). Wir zeigen zunichst die Eindeutigkeit: Sind &, & zwei Lifts von o mit
a(to) = o = G&(to), so ist die Menge A = {t € I | &(t) = &(t)} wegen der Stetigkeit von &,
abgeschlossen und wegen zg € A nicht leer. Sie ist auch offen, denn fiir ¢ € A gibt es eine
Umgebung V(a(t)), iiber der = trivial ist, und dann stimmen &, & auf der ¢ enthaltenden
Zusammenhangskomponente der offenen Menge a~![V(a(t))] 3 t iiberein. Da I zusammen-
héngend ist, folgt A = I und somit & = &.

Zur Existenz: Wir diirfen ¢y = a annehmen. Fir jedes t € [a,b] sei V(t) eine Umgebung von
a(t) in Y, iiber der 7 trivial ist, und die Zusammenhangskomponente von a~![V/(¢)] durch t
ist eine offene Umgebung I(¢) von ¢ in I. Die (I(t))e[qp bilden cine offene Uberdeckung des
kompakten Intervals [a,b]. Daher existiert eine endliche Teiliiberdeckung I(tg),...,I(t,) von
I, und wir kénnen a =ty < t; < ... < tp—1 < t, =b annehmen. Auf jedem der I(t;) besitzt
« offenbar einen Lift &y, und zwar kénnen wir &y mit &o(tg) = xo und induktiv, nachdem wir
die Lifts ao, ..., schon konstruiert haben, den Lift ax11 mit dpy1(tpy1) = an(t), ) fiir ein
beliebig gewéhltes ¢, € I(tx) N I(tx11) wéhlen. Weil I(tx) N I(tr41) ein Intervall ist, folgt
aus dieser Wahl dk+1|](tk)ﬂl(tk+1) = dk|1(tk)m(tk+1) , und deshalb setzen sich alle &; zu einem
stetigen Lift & : [a,b] — X mit &(tp) = xop zusammen.

Fir (b). Zum Beweis kann man annehmen, dass ) kompakt ist, weil man jedes Rechteck als
aufsteigende Vereinigungen von kompakten Rechtecken ausschopfen kann. Man kann ebenfalls
annehmen, dass gg ein Eckpunkt von @ ist, indem man @ eventuell zerlegt. Dann folgt der
Beweis wie bei der Kurvenliftung. O

Definition. Ein topologischer Raum X heifit lokal wegzusammenhdngend |locally arc con-
nected|, wenn es zu jedem Punkt x € X und jeder Umgebung U von z in X eine wegzusam-
menhéngende Umgebung V mit x € V C U gibt.
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Riemannsche Flachen sind offensichtlich lokal wegzusammenhéngend.

Der folgende Satz verallgemeinert das Lemma 2.4 fiir beliebige, einfach zusammenhéngende Def-
initionsgebiete:

Satz. Es seien X,Y,Z lokal wegzusammenhéngende topologische Raume, 7 : X — Y eine
Uberlagerung, g : Z — Y eine stetige Abbildung, 29 € Z und zg € 7 '[{g(20)}]. Sofern Z
einfach zusammenhéngend ist, existiert genau eine stetige Abbildung g: Z — X mit mrog=g
und §(zp) = zo. Die Abbildung g heifst der Lift [lift| von g.

Zusatz. Sind X, Y, Z Riemannsche Flichen, ist 7 holomorph, und ist ¢ holomorph (glatt), so
ist auch g holomorph (glatt).

Beweis. Sei z € Z und « : [0,1] — Z ein stetiger Weg mit «(0) = zp und «a(l) = z.
Nach Lemma 2.4(a) gibt es genau einen Lift 3 : [0,1] — X der Kurve goa : [0,1] — Y mit
B(0) = xo. Sind ap, a1 zwei derartige Wege zum selben z € Z, so existiert, weil Z einfach
zusammenhéngend ist, eine stetige Abbildung A : [0,1] x [0,1] — Z, so dass fiir alle t,s € [0, 1]
gilt:

h(t,0) = ao(t), h(t,1) =ai(t), h(0,s) =2 und h(l,s)==z2.

(Ein solches h heift eine Homotopie mit festgehaltenen Randpunkten von «gp und aq.) Nach
Lemma 2.4(b) gibt es genau einen stetigen Lift %k : [0,1] x [0,1] — X der Abbildung goh :
[0,1] x[0,1] = Y mit k(0,0) = zo. Fir alle s € [0,1] liegt k(0,s) bzw. k(1,s) in der diskreten
Menge 7 1[{20}] bzw. 7~ [{z}]. Wegen der Stetigkeit von k folgt, dass fiir alle s € [0,1] gilt:

k(0,s) = k(0,0) =29 und k(1,s) = k(1,0) .

Deshalb ist k(-,0) bzw. k(-,1) der stetige Lift von go ag bzw. g o a; mit Wert zy an der
Stelle ¢ = 0, und deshalb haben diese beiden Lifte an der Stelle ¢ = 1 denselben Wert. Das
bedeutet, dass durch die Definition

G:7 =X, 2 B(1)

eine von der jeweiligen Wahl von « unabhéngige Abbildung ¢ definiert wird. Es gilt g(zo) =
und mog = g. Es verbleibt zu zeigen, dass ¢ stetig ist. Dazu sei z € Z gegeben, = = g(z) € X
und y = g(z) = w(x) € Y. Weiter sei V(y) C Y eine Umgebung von y, iiber der 7 trivial
ist, und U(r) C X die entsprechende Umgebung von =z, so dass 7|y, : U(z) — V(y) ein
Homé&omorphismus ist. Weil X und Y lokal wegzusammenhéngend sind, kénnen wir U(z) und
V(y) als wegzusammenhéngend annehmen. Sei weiter W (z) die Zusammenhangskomponente
der offenen Menge ¢ [V (y)] C Z, die z enthilt. Dann ist Jlwey = (7T|U(x))*1 o glw(z), und
damit ist g in z stetig.

Der Beweis des Zusatzes iiber Riemannsche Fliachen lauft analog wie der Beweis der Stetigkeit
von g. O

Definition. Seien X,Y topologische Réume und 7 : X — Y eine Uberlagerung.

(a) Eine Decktransformation oder Deckbewegung |covering transformation, deck transforma-
tion| ist ein Hom6omorphismus v : X — X mit 7oy = m; die letztere Bedingung
bedeutet gerade, dass v auf jeder Faser 77 1[{y}] als Permutation operiert.
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Die Gesamtheit aller Decktransformationen von 7 bildet eine Gruppe, die die Decktransfor-
mationsgruppe |covering transformation group, deck transformation group| von 7 genannt
wird, und die wir mit Deck(m) bezeichnen.

(b) Die Uberlagerung 7 heift regulir [regular|, wenn Deck(r) auf den Fasern 7~ ![{y}] mit
y €Y jeweils transitiv operiert.

Sind X,Y Riemannsche Flichen und ist 7 : X — Y eine holomorphe Uberlagerung, so sind
alle Decktransformationen von 7 automatisch biholomorph.

Beispiel. Ist C/I' ein komplexer Torus wie in Beispiel 1.22(c), so bilden die Translationen
Z—z+w mit w=Kkw; +kows el (kl,kg € Z)
die Decktransformationsgruppe der Uberlagerung 7 : C — C/I.

Aufgabe. Let X and Y be topological spaces and 7w : X — Y be a covering map. Prove the
following;:

(a) If 7 is a 2-fold covering, then 7 is regular.

(b) If X is simply connected, then 7 is regular.

[Hint. Deck transformations of 7 are lifts of m with respect to 7. You might need to
read this sentence twice. |

Die Decktransformationsgruppe einer Uberlagerung operiert stets frei im Sinne der Defini-
tion 1.14. Umgekehrt werden wir sehen, dass jede frei operierende Untergruppe der Homoomor-
phismengruppe eines topologischen Raums X als Decktransformationsgruppe einer geeigneten

"“Unterlagerung"’ von X realisiert werden kann.

Satz. Seien X,Y lokal wegzusammenhéngende topologische Hausdorffriume und « : X — Y
eine Uberlagerung.

(a) Die Decktransformationsgruppe von 7 operiert frei auf X .

(b) Sei T' eine frei operierende Untergruppe der Homdomorphismengruppe von X und p :
X — X/T, x — [z] = {yx | v € T'} die kanonische Projektion. p ist eine regulére
Uberlagerung, und es gilt Deck(p) =T".

(c) Ist die Uberlagerung 7 regulir, so gilt fiir I' = Deck(r):

Es existiert ein Homéomorphismus F' : Y — X/I', so dass Fom = p gilt, d.h. dass das

folgende Diagramm kommutiert:

=X

X
W\L p
Y

X/T.

-

Zusatz. Sind X,Y Riemannsche Flachen und ist w holomorph, so ist die Abbildung F
biholomorph.



2.11

2.2. DIE UNIVERSELLE UBERLAGERUNG 29

Beweis. Fir (a). Aus der Eindeutigkeitsaussage in Lemma 2.4(a) folgt allgemein die Ein-
deutigkeit des Lifts beziiglich 7, und deshalb erfiilt Deck(r) Bedingung (F) aus Definition 1.14.
Fiir Bedingung (H) seien z1,x2 € X gegeben. Wenn m(z1) # m(x2) ist, so existieren disjunkte
Umgebungen Vi,Va C Y mit 7w(xy) € Vi. Dann ist U(zg) = 7 1[Vi] eine Umgebung von
xy,, und fiir jedes v € Deck(nm) gilt y[U(z1)] N U(x2) = U(xy) NU(x2) = &. Ist hingegen
m(x1) = w(w2) =: y, so wahlen wir eine Umgebung V C Y von y, iiber der 7 trivial ist, und
Umgebungen U(zy) von wp, so dass 7|y (g, @ U(rg) — V' ein Homéomorphismus auf V' ist.
Mit dieser Wahl ist Bedingung (H) erfiillt.

Fiir (b). Zum Beweis, dass p eine Uberlagerung wird, sei y € X/I' gegeben. Wir wihlen ein
ro € p~[{y}]; dazu existiert wegen der Eigenschaften (H) und (F) eine Umgebung U(zo), so
dass y[U(zo)] NU(z9) = @ fiir alle v € I' \ {idx} gilt. Dann ist V(y) = p[U(xo)] eine offene
Umgebung von y. Ihr Urbild unter p besteht aus den offenen Mengen U(yxzg) = v[U(xo)] fiir
~v € I''. Diese sind paarweise disjunkt, denn fiir v,5 € I’ mit v # 4 gilt

YU (20)] N AU (z0)] = 35" 0 N[U(z0)] N U (20)] = F[2] = & .
)

Auferdem ist fiir jedes x = y(zo) die Abbildung ply () : U(x) — V(y) bijektiv; da sie auferdem
stetig und offen ist, ist sie ein Homomorphismus. Damit ist p iiber V(y) trivial.

Fiir (c). Weil 7 regulir ist, ist zu jedem y € Y die Faser 7~![{y}] eine Aquivalenzklasse von ~
und somit ein Element von X/T". Somit wird durch F : Y — X/T', y + 7 ![{y}] eine bijektive
Abbildung definiert. Diese ist stetig und offen, und deshalb ein Homéomorphismus. O

In Section 1.2 we could only say that the quotient construct did or did not produce new examples.
With this theorem we can say more.

Weil € einfach zusammenhangend ist, wire jede Unterlagerung unter C reguldr. Aussage 1.20
zeigt deshalb in Verbindung mit Satz 2.10(c): Es gibt keine nicht-trivialen holomorphen Unter-
lagerungen unter C.

Nach Satz 2.10(b) gehoren zu den in Aussage 1.21 klassifizierten frei operierenden Untergruppen
I' von Aut(C) reguldre holomorphe Unterlagerungen € — C/T" von C. Andererseits ist C
einfach zusammenhéngend, und deshalb ist jede Unterlagerung unter C regulér (vergleiche Auf-
gabe 2.9(b)). Wegen Satz 2.10(c) ist daher jede holomorphe Unterlagerung unter C von der Art
C — C/T'. Deshalb entspricht Aussage 1.21 einer vollstandigen Klassifikation der holomorphen
Unterlagerungen von C.

2.2 Die universelle Uberlagerung

Zu jedem topologischen Raum bzw. Riemannschen Flache Y existiert eine Uberlagerung 7 :
Y — Y, fiir die Y einfach zusammenhéngend ist. Y und 7 sind im Wesentlichen eindeutig
bestlmmt, und jede andere Uberlagerung iiber Y lisst sich in 7 wiederfinden, deshalb nennt
man 7 die universelle Uberlagerung von Y .

Definition. Eine Uberlagerung 7 : Y — Y eines wegzusammenhiingenden topologischen Raums
Y heifst universell [universal|, wenn Y einfach zusammenhéngend ist.

ne no

Uberlagerungen so genannt werden:

Die folgende Aussage zeigt, warum "‘universelle
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Aussage. Sei Y ein wegzusammenhiingender topologischer Raum und 7 : ¥ — Y "‘eine"’
universelle Uberlagerung von Y. Ist 0: X — Y eine weitere Uberlagerung von Y, so existiert
eine Uberlagerung 7:Y — X, so dass o0 o7 = 7 ist.

Zusatz. Sind X,Y,Y Riemannsche Flichen, und sind 7 und o holomorph, so kann auch 7
holomorph gewéhlt werden.

Beweis. Die Gleichung o o 7 = m besagt, dass die gesuchte Abbildung 7 ein Lift von =
beziiglich der Uberlagerung ¢ ist. Weil Y einfach zusammenhéngend ist, folgt die Existenz
von 7 als stetige Abbildung aus Satz 2.6. Es verbleibt zu zeigen, dass 7 eine Uberlagerung ist.
Sei z € X und y = o(x) € Y. Dann existiert eine Umgebung V(y) von y in Y, iiber der
sowohl 7 als auch o trivial ist. Fiir § € 7~ '[{y}] sei jeweils U(7) die Umgebung von § in
Y, so dass 7|y 2 U(g) — V(y) ein HomSomorphismus ist. Dann ist fiir jedes 7 € Y mit
7(y) = = die Umgebung V = 7(U(y)) von ¢ unabhingig, und 7|y : U(g) — V jeweils ein
Homoéomorphismus. Also ist 7 {iber V' trivial.

In der Situation des Zusatz ist 7 als holomorpher Lift einer holomorphen Abbildung selber
holomorph. O

Aus dieser Aussage ergibt sich auch, dass die universelle Uberlagerung eines Raums Y im
Wesentlichen eindeutig ist:

Korollar. Sind 7 : Y — X und # : ¥ — X "‘zwei"’ universelle Uberlagerungen desselben
wegzusammenhéngenden topologischen Raums X | so existiert ein Homéomorphismus F : Y —
Y mit 1o F=m.

Zusatz. Sind X,f/,f/ Riemannsche Flachen und sind 7,7 holomorph, so ist F' biholomorph.

Beweis. Nach Aussage 2.12 sei F : Y — Y eine Uberlagerung. Wir wéhlen § € Y und setzen
g = F(§). Sei G : Y — Y das eindeutige Lift von idy beziiglich F mit G(j) = §. Es hat
F oG =idy. Dann betrachten wir H := Go F': Y — Y. Es ist ein Lift von F beziiglich F, weil
FoH =FoGoF =idoF = F', und hat H(j) = §. Aber idy ist auch ein Lift von F' beziiglich F'
mit idy (y) = y. Es folgt nach Satz 2.6, dass G o F' = idy. Somit ist F' ein HomSomorphismus.

O

Satz. Sei X ein wegzusammenhéngender topologischer Raum, dessen Topologie eine Umge-
bungsbasis von einfach zusammenhéngenden Mengen besitzt. Dann existiert ein einfach zusam-
menhéngender topologischer Raum X mit einer universellen Uberlagerung 7: X — X .

Zusatz. Wenn X eine Riemannsche Fliche ist, ist die Bedingung itiber die Umgebungsbasis
automatisch erfiillt. In diesem Fall ist auch X eine Riemannsche Fléche und die universelle
Uberlagerung 7 : X — X holomorph.

Beweis. Wir fixieren einen Punkt zyp € X und betrachten die Menge C der stetigen Kurven
a:[0,1] = X mit «(0) = zo. Auf C definieren wir eine Aquivalenzrelation ~, indem wir
fir «, 8 € C sagen, dass a ~ f gilt, wenn «(1) = B(1) ist, und o und S mit festgehaltenen
Endpunkten zueinander homotopiedquivalent sind. Die Aquivalenzklassen beziiglich ~ sind also
die Homotopieklassen von Kurven in X mit Startpunkt zo. Die Menge dieser Aquivalenzklassen
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bezeichnen wir mit X = C/ ~. Auferdem definieren wir eine Abbildung 7 : X — X, [a] —
a(l).

Wir versehen X mit einer Topologie: Sei # = [a] € X gegeben und z = 7() = (1) € X . Sei
U eine offene, einfach zusammenhéngende Umgebung von = in X . Wir ordnen U die Teilmenge
U von X zu, deren Homotopieklassen durch Aneinanderfiigung von [a] mit beliebigen stetigen
Wegen in U entsteht. Indem wir & und U variieren, erhalten wir ein System von Teilmengen von
X . Die Topologie auf X definieren wir dadurch, dass dieses System von Teilmengen Basis der
Topologie sein soll. Hierdurch wird offenbar X zusammenhéngend, und die Abbildung 7 : X —
X stetig und offen. Weil die Urbildmenge 7~ !'[{z}] jeweils isomorph zur Fundamentalgruppe
von X ist, ist 7 tatsichlich eine Uberlagerung.

Es verbleibt zu zeigen, dass X einfach zusammenhéngend ist. Dazu sei &g = [ag] € 7 [{z0}] .
Eine geschlossene Schleife in X mit Start- und Endpunkt &, entspricht einer Decktransformation
von 7 mit dem Fixpunkt Zp. Diese Decktransformation ist also mit id ; identisch, was bedeutet,
dass die Schleife in X zusammenziehbar ist.

In der Situation des Zusatzes besitzt X eine Umgebungsbasis aus einfach zusammenhéngenden
Mengen, weil dies auf den Bildbereich der Kartenabbildungen C zutrifft. Durch Zuriickziehen
von Karten von X mittels 7 auf Umgebungen, auf denen m trivial ist, erhalten wir einen
Atlas fir X, der X zu einer Riemannschen Fliche macht. Diesbeziiglich ist 7 offensichtlich
holomorph. O

Korollar. Zu jeder Riemannschen Flache X existiert eine einfach zusammenhéngende Riemann-
sche Flache X und eine frei auf X operierende Untergruppe I' C Aut(X), so dass X zu X/I’
biholomorph ist. Hier ist 7 : X — X die universelle Uberlagerung von X und T' = Deck(7) .

Beweis. Die universelle Uberlagerung 7 : X — X existiert nach Satz 2.14, und sie st nach
Aufgabe 2.9(b) reguldr. Nach Satz 2.10(c) ist X daher biholomorph dquivalent zu X /I' mit
I' = Deck(m) . O

Korollar. Let w be a closed 1-form on X and let 7 : X — X be the universal cover. Then there
exists a function f: X — C such that df = 1*w.

Beweis. Recall that the universal cover is a set of curves in X up to homotopy equivalence.
Since integrals of closed forms are invariant under homotopy, we define f through the formula
[v] fvw. When defined in this way, the difficult part is to understand how to compute
the derivative of f. For this we use that 7 is a covering map, so for every path g there is
a path-connected neighbourhood U C X that is biholomorphic to a neighbourhood V- C X
of m(v0) = 7(1). We may further suppose that V' is a coordinate neighbourhood with chart
¢[V] = B(0,1) and ¢(y0(1)) = 0. For any other v € U, there is a path o in V' from ~y(1) to
~(1). The concatenation of 79 with « is homotopic to «, with the homotopy given by the lift of
o to X with base point 4. This shows that

f(W)ZLWIAOW+Aw:f(70)+Aw.

This reduces the problem to a single coordinate neighbourhood.
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We may choose a particular form for the «, namely the interval between 0 and z = ~(1), ie
a(t) = ¢~ 1(tz). Let us write w = w; dx + wy dy and compute the x-partial derivative of f at 7q.
In coordinates therefore we have

of v o f)—-fw) .1 [ 1/1
5, (10) = lim - = lim - aw_flfi% i L w1 (th) h+ wa(th) 0 ) dt

1

= lim [ wi(th) dt,
h—0 0

and the continuity of wy implies this is equal to w1 (0). A similar argument shows that g—i(fyo) =
w2(0). Thus df = w at 0 in this coordinate neighbourhood. Taking these local statements and
phrasing them on X proves the corollary. O

There are several useful observations that follow from this corollary. If the integral of w on
every closed curve in X is zero, then f is invariant under deck transformations. This means that
it pushes down to give a well-defined function on X, in other words w is exact. On a simply
connected surface X, all closed curves are by definition homotopic to a constant curve and so the
integral closed 1-forms are always zero. We have thus fulfilled our promise after Definition 1.34
to show that on a simply connected surface all closed 1-forms are exact. Note that the function
f is unique up to the addition of a constant.

The second part of the proof is called the Poincare lemma, which in general says that all closed
p-forms (of any degree, not just 1-forms) on the ball are exact. We can also understand it as a
version of the fundamental theorem of calculus.

2.3 Verzweigte Uberlagerungen und Hyperelliptische Riemannsche Flichen

Until now in this chapter, we have studied covering maps. Though not every holomorphic map
between Riemann surfaces is a covering map, they none-the-less share many properties with
covering maps, especially for maps between compact Riemann surfaces.

We first classify their behaviour at points where they fail to be trivial.

Aussage und Definition. Seien X,Y zwei Riemannsche Flachen, f : X — Y eine nicht-
konstante, holomorphe Abbildung, = € X und y = f(x) € Y. Dann existiert genau ein n € IN,
und Karten (U,z) von X mit 2 € U und z(z) = 0 bzw. (V,w) von Y mit y € V und
w(y) =0, so dass

wo f=2" auf U

ist.

Wir sagen in dieser Situation, dass f in x den Wert y mit der Vielfachheit n annimmt, oder in
x die Vielfachheit n hat | f has multiplicity n at x|. Die Zahl (n—1) bezeichnen wir mit by(x),
sie heift die Verzweigungszahl [branch number| von f in z. Ein Punkt x € X mit bg(z) > 1
heifst Verzweigungspunkt [ramification point] von f, und f(z) € Y heift Verzweigungswert
[branch point].

Bemerkung. Often a ramification point x is the only point in the preimage of the branch point
f(x). Thus it is common to identify the two points and use the terms ramification point and
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branch point interchangeably. This is a bad habit, but one so common that a student must be
aware of it.

2.19 Beispiel. Ist in der Situation von Aussage 2.17 Y = C, so ist die Vielfachheit n = by(z) +1 =
Ordx(f - y) :

Beweis von Aussage 2.17. Wir wihlen holomorphe Karten Z von X um z mit Z(z) = 0 und
w von Y um y mit w(y) =0, und betrachten die Taylorreihe von w o f

wof:chZk mit n >0, ¢z €C, ¢, #0.
k>n

In dieser Situation ist g(2) = > ;5q Cn+k Z¥ eine in der Nihe von x nullstellenfreie, holomorphe
Funktion, die daher lokal bei = eine n-te Wurzel h(Z) besitzt, es gilt also h(Z)" = g(2). Das
Definitionsgebiet von h kann dabei so gewahlt werden, dass h nullstellenfrei ist. Damit gilt

wof=2"-g(2)=(Zh(2))"=2" mit z=2-h(Z2).

Dabei ist z in der Ndhe von z eine weitere holomorphe Karte mit z(x) = 0, so dass die
Bedingung der Aussage erfiillt ist. Es ist offensichtlich, dass die Zahl n nicht von der Wahl der
Karten z und w abhéngt. O

2.20 Aussage. Seien X,Y zwei kompakte Riemannsche Flachen und f : X — Y eine nicht-
konstante, holomorphe Abbildung. Dann existiert eine Zahl m € IN, so dass jedes y € Y
von f mit Vielfachheiten gezéhlt genau m-mal angenommen wird, das soll heiffen: Fiir jedes
yeyY gilt

Z (bf(x)+1)=m.
zef{y}]
Die Zahl m heift der Grad |degree] von f. Wir sagen (per Definition), dass f eine verzweigte,
m-blittrige Uberlagerung [branched m-sheeted covering (map)] von X iiber Y ist.

In der Situation dieser Aussage ist die Menge von Verzweigungspunkte

Si={reX |3 € fT{f(@)}]:bs(a") £ 0} = {z € X [ #f[{f(2)}] <m}
diskret und daher endlich. f|x\g: X\ S — Y\ f[S] ist dann eine m-bléttrige, holomorphe Uber-

lagerung im Sinne von Abschnitt 2.1, dadurch wird die Bezeichnung "‘verzweigte Uberlagerung"’

fiir f gerechtfertigt. Aus der Endlichkeit von S folgt auch, dass die totale Verzweigungsordnung
[total branching order]|
bri=> bs()

rzeX
endlich ist.

Beweis von Aussage 2.20. Weil f holomorph und nicht konstant ist, ist f eine offene Abbildung,
und daher ist f[X] sowohl kompakt als auch offen in Y. Somit ist jedenfalls f[X] =Y. Fir
n € IN betrachten wir nun die Menge

Sa=S yeY | > (s@)+1)=n
vef 1 {y}]



2.21

2.22

34 CHAPTER 2. UBERLAGERUNGEN

Wegen Aussage 2.17 ist S, offen. Wir werden gleich sehen, dass S, auch abgeschlossen ist.
Daraus folgt, dass fiir n € IN jeweils entweder S, = @ oder S, =Y gilt. Wegen f[X]=Y ist
offensichtlich

Y=5D28>258D>... ,

andererseits ist die Menge f~![{y}] fiir jedes y € Y endlich und es ist bs(x) endlich fiir jedes
x € X ; deshalb kann nicht S, =Y fiir jedes n € IN sein. Also gibt es ein maximales m € IN,
so dass S, =Y ist. Fiir dieses gilt Sp,+1 = @, und deshalb erfiillt dieses m die Eigenschaft
der Aussage.

Es verbleibt zu zeigen, dass S, abgeschlossen ist. Dazu sei (yr)rew eine Folge in S, , die
gegen ein y € Y konvergiert. Weil es nur endlich viele y € Y gibt, fiir die by(x) # 0 fiir
mindestens ein z € f~![{y}] gilt, konnen wir ohne Beschriinkung der Allgemeinheit annehmen,
dass bs(x) = 0 fiir alle k € IN und z € f~![{yx}] ist. Also besteht f~'[{yx}] jeweils aus
mindestens n verschiedenen Punkten von X . Es seien also xy1,...,Tk, € ffl[{yk}] paarweise
verschieden. Weil X kompakt ist, besitzt fiir j € {1,...,n} die Folge (z1 j)ren jeweils eine in
X konvergente Teilfolge; indem wir zu einer geeigneten Teilfolge von (yg) libergehen, konnen wir
ohne Beschriankung der Allgemeinheit erreichen, dass fiir alle j € {1,...,n} die gesamte Folge
(kj)keN gegen ein x; € X konvergiert. Die Punkte x; brauchen natiirlich nicht verschieden
zu sein, aber wegen der Steigkeit von f gilt f(z;) =y, und weil f(xy ;) = yi ist, folgt selbst
falls die @; nicht paarweise verschieden sind, >~ ¢ 17,y (bp(z) +1) 2 n. Alsoist y € S, O

The simplest case, but one that is very important, is a branched 2-sheeted cover of C. For the
following definition we recall that a holomorphic map to C is the same thing as a meromorphic
function.

Definition. Eine kompakte Riemannsche Flache X heiflt hyperelliptisch [hyperelliptic|, wenn
es auf X eine nicht-konstante meromorphe Funktion f gibt, die genau zwei Polstellen (gezéhlt
geméal ihrer Vielfachheit) besitzt.* In dieser Situation hat jeder Verzweigungspunkt der Abbil-
dung f: X — C die Verzweigungszahl 1, also ist f eine 2-bléttrige, verzweigte Uberlagerung.

Beispiel. Before we give a complete description of hyperelliptic surfaces, let us begin with a
basic example. Consider the projective curve 22 = 22 + zg. You may recognise its affine part as
the hyperbola y? = z? + 1, but we are considering it as a curve in complex variables, not just
real variables. We may choose f = z1/zp. On the affine part this function can be written simply
as x, and so is holomorphic. However there are two more points of the curve not in the affine
part. In Uy we have the curve 1 = 22 + w? for z = 21 /23 and w = 29/22. The two points we
did not see before are (z,w) = (£1,0) (the points where zp = 0). In a neighbourhood of both

points the coordinate z is a function of w (and vice versa). We can write the function in a local

coordinate as
1 VI —w?
f=z20 = ———.
w

We clearly see that f has a simple pole at each of these two points. Thus it fits Definition 2.21.

We can also look for the branch points of this map. We know that these points will have fewer
points in the preimage than usual. First, notice that f has two simple poles. In other words,

“Manche Autoren schrinken den Begriff "‘hyperelliptisch"’ ein. In diesem Zusammenhang werden komplexe
Tori als elliptische Flachen bezeichnet und C. Sie sind stets hyperelliptisch im Sinne unserer Definition, siehe
Aussage 5.39.
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f~![oc] has two points. This is not a branch point. Any branch points must therefore be in
the affine part, where the curve is 4> = 22 + 1 and f = x. For any given value of f, there will
be two solutions for y, unless y = 0. Therefore there are two branch points x = 4+/—1, with
corresponding ramification points (£v/—1,0).

More generally, we want to consider ¥° = {v? = a()\)} for a a polynomial of degree 2g + 2 (this
way of writing the degree will be explained in Example 5.41) and only simple roots. Because
of the square root, for each value of \ there will be two values of v, except for the roots of a,
which are branch points. Unfortunately the associated projective curve is not a Riemann surface
because it has singularities at points over A = co. There is a construction that allows us to
remove these singularities, called blowing-up, which we give below in the required form.

If we examine the curve for large values of A, we see that v? ~ a2g+2)\29+2 = v~ &+, /a29+2>\g+1.
The problem is now apparent; we want the Riemann surface to have two values when A = oo,
but v has a singularity. Instead we introduce A = A\~! and # = A"971v. These obey

77 = AR = AT 20()) = ()

where &(5\) is a polynomial. In particular, when A = 0 there are two solutions to this equation
v = =+, /azgro. Call these two points oo®. We claim that ¥ = ¥° U {oo™} is a Riemann surface.
Indeed, we already know that ¥° and ¥ := {#> = @(\)} are Riemann surfaces. The only
things left to check is that it is Hausdorff, and the fact we have holomorphic transformations
between ¥°\ {\ = 0} and £\ {\ = 0} means that the change of coordinate functions are all
holomorphic.

2.23 Aufgabe. Check this.

Because A\ is a coordinate at oot the relation \ = A1 shows that A has a simple pole at each
of these points. And on X° is it holomorphic. Hence ¥ is hyperelliptic as expected. We can also
understand the behaviour of v as a function on Y. At a root a of a, because they are simple
roots, a’(a) # 0. Therefore, v is a local coordinate in a neighbourhood of («,0) on the curve.
Hence it has a simple root at each of these points. Its only poles occur at co®. At these points,
from v = PA7971 we see that v has a pole of order g + 1.

One can also ask what happens if a has odd degree 29+ 1. The construction is very similar. The
only difference is that in 3* there is only one point over A = 0 since

72 =A"29"2(\) =04 aggi A +....

This point, called the point at infinity, is actually a ramification point of X (it is a root of a)
and we say that the curve is branched at infinity. In both cases, whether a has degree 2g 4+ 2 or
2g + 1 there are 2g + 2 branch points.

Because it is a ramification point, A is not a local coordinate at the point at infinity, but 7 is.
Thus we see that

/\:X71:a29+1+a295\+...

52

%
has a pole of order 2 at this point. It follows that v = A9*15 has a pole of order 2(g+1)—1 = 2g+1
there, and as before, it has 2¢g + 1 simple roots at the roots of a.
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We can actually give a form for all meromorphic functions on a hyperelliptic surface. An impor-
tant tool is the hyperelliptic involution o(\,v) = (A, —v). This is a holomorphic function from
the curve to itself. The term involution refers to the fact that 0 o 0 = id. If h is a meromorphic
function on the curve, then so is h o 0. Their average %(h + hoo) is unchanged when composed
with o,

1 1 1 1
§(h+hoa)oaz5(h00+hoaoa)zi(hoa—l—hoid)zi(hoa—l—h),

and therefore takes the same value at (A, v) and (A, —v). Thus we can consider it as a function
of A only, in other words a meromorphic function on €. Similarly, %(h — hoo) changes sign when
composed with o, and so %(h —hoo)r~! can also be considered a function of A\. Now with some
algebra

h(\v) = %(h—i- hoo)+ %(h —hoo)v v =hi(\) + ha(Nv.

Since we know that all meromorphic functions on C are just rational functions, Example 1.11,
this is a massive simplification.

This construction gives us many examples of Riemann surfaces that are not so difficult to un-
derstand. In fact we have just constructed all hyperelliptic Riemann surfaces!

Aussage. Sei X eine hyperelliptische Riemannsche Fliache und f eine nicht-konstante, mero-

morphe Funktion auf X mit genau zwei Polstellen. Es seien x1,...,29442 € X die Verzwei-
gungspunkte von f, und y;,y2 die Polstellen von f. Wir setzen voraus, dass x; # y;, fiir alle
j=1,...,2g4+2 und k= 1,2 gilt. Dann existiert eine weitere meromorphe Funktion w auf X
mit
2g+2
w? =[] (f = fa;)) - (%)
j=1

w hat Nullstellen in die z; und Polen in y; mit Ordnung g + 1.

Beweis von Aussage 2.24. Zumindest gibt es um jeden Punkt x € X eine Umgebung, auf der es
eine meromorphe Funktion w gibt, die die Bedingung (x) erfiillt. Ist ndmlich x weder Verzwei-
gungspunkt noch Polstelle von f | so ist die rechte Seite von (x) auf einer einfach zusammenhén-
genden Umgebung U von z nullstellenfrei, daher existiert dort eine nullstellenfreie meromorphe

Funktion w = \/ 1—[]2141-2( f— f(zj)), die (%) erfiillt. Ist hingegen z ein Verzweigungspunkt von
f, so hat die rechte Seite von (x) dort eine Nullstelle genau zweiter Ordnung. Deshalb existiert
auf einer einfach zusammenhéngenden Umgebung U wieder eine meromorphe Funktion w, die
(*) erfiillt; sie hat in = eine Nullstelle erster Ordnung. Ist schlieflich x eine Polstelle von f, so
hat die rechte Seite von () in x einen Pol der Ordnung 2g + 2. Daher existiert ebenfalls um
x eine meromorphe Funktion w, die () erfiillt, und zwar hat w in z einen Pol der Ordnung
g+ 1. In allen diesen Fillen ist eine solche lokale Funktion w bis auf ihr Vorzeichen eindeutig

bestimmt.

Demnach verbleibt nur zu zeigen, dass es eine globale meromorphe Funktion w auf X gibt,
die die Gleichung (x) erfiillt. Dafiir konstruieren wir ein konkretes Modell fir X . Wir setzen
ej = f(zj) € C. Dann sind die e; paarweise verschieden, es gilt f~1[{e;}] = {z;}, wohingegen
fir e € €\ {ey,.. . e3g+2} die Menge f~![{e}] aus genau zwei Elementen von X besteht.
Wir betrachten nun zwei Kopien der Riemannschen Zahlenkugel (/Ij, die wir als Kopie I und
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Kopie II bezeichnen. Fiir jedes k € {1,...,g+ 1}, wihlen wir eine glatte Kurve in C, die von
eok—1 nach egy verlauft, und wir als "‘Schlitz"’ in beiden Kopien von C betrachten. Wir diirfen
annehmen, dass die z; so nummeriert, und die "‘Schlitze"” so gewéhlt sind, dass sich keine zwei
von ihnen schneiden. Von den beiden "‘Ufern"’ eines jeden Schlitzes bezeichnen wir willkiirlich
das eine als "‘N-Ufer"’, das andere als "*‘S-Ufer"’. Wir konstruieren einen topologischen Raum
X, indem wir entlang jedem der (g+1) Schlitze das N-Ufer von Kopie I von C mit dem S-Ufer
von Kopie II, sowie das S-Ufer von Kopie II mit dem N-Ufer von Kopie I verkleben. Auf diese
Weise wird X eine kompakte Riemannsche Fléche. Die Funktion f: X = (D die jedem # € X
das entsprechende Element von C zuordnet, ist offensichtlich eine nicht- konstante meromorphe
Funktion auf X mit genau zwei Polstellen, und Verzweigungspunkten genau in den e; . Deshalb
ist (X, f) biholomorph fquivalent zu (X, f). In diesem Sinne ist (X, f) ein konkretes Modell
fir (X, f).

Wir haben nun zu zeigen, dass eine lokal definierte Funktion w entlang jeder Kurve in X
analytisch fortgesetzt werden kann. Um zu verstehen, dass dies der Fall ist, betrachten wir
zuniichst auf C die analytische Fortsetzung eines Zweiges der Funktion ./f —e;. Sie wechselt

entlang eines geschlossenen Weges in C genau dann das Vorzeichen, wenn der Weg um e;
ungerade Windungszahl hat. Deshalb wechselt die analytische Fortsetzung von w entlang eines
geschlossenen Weges in C genau dann das Vorzeichen, wenn die Summe der Windungszahlen um
alle e; ungerade ist. Ist dies der Fall, so muss der Weg ungeradzahlig haufig einen "‘Schlitz"’ der
Konstruktion von X schneiden. Das bedeutet aber, dass der Lift des gegebenen Weges nach X
nicht mehr geschlossen ist, sondern von Kopie I von C nach Kopie II oder umgekehrt verlduft.
Er verbindet also zwei verschiedene Punkte von X mit demselben Bild unter f. Daraus ergibt
sich, dass w auf X global definiert werden kann. a

2.25 Beispiel. Finally, we consider the holomorphic forms on hyperelliptic surfaces. We know from
Section 1.5 that d\ and dv are meromorphic forms. Considered as derivatives of the respective
functions, we see that d\ has double poles at oo (or a triple pole if the curve is branched at
infinity) and dv has poles of order g + 2 (or 2g + 2). The relation between the two reads

2udy = a’'(\)d\.

In particular we see that d\ has simple roots at the ramification points, the roots of a, and no
other roots. The quotient d\/v is now especially interesting: both the numerator and denomi-
nator have simple roots at the roots of a, which cancel out. More over, at co™ we have a root of
order —2+¢g+1=g—1. For g > 1, this is a holomorphic differential. In fact for j =0,...,9—1
Sd)
wj = N—
v
is holomorphic. We will see later, in Remark 5.41, that every holomorphic differential is a C-linear
combination of these g holomorphic forms.
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3.1

Chapter 3

Uniformisierung

In diesem Kapitel wollen wir den Uniformisierungssatz beweisen, der die Riemannschen Flachen
bis auf Biholomorphie klassifiziert. Eine wesentliche Etappe hierzu ist der grofie Riemannsche
Abbildungssatz, der besagt, dass jede einfach zusammenhdngende Riemannsche Fliache entweder
zu C, oder zu @, oder zu D := B(0,1) C C biholomorph &quivalent ist.

Um den groffen Riemannschen Abbildungssatz zu zeigen, werden wir auf jeder beliebigen einfach
zusammenhingenden Riemannschen Flache X eine injektive, meromorphe Funktion konstru-
ieren. Dies werden wir mittels monotonen Grenzwerten von (sub)harmonischen Funktionen tun.
Daher befassen wir uns als erstes mit harmonischen Funktionen auf Riemannschen Flachen. Dies
sind lokal die Realteile von holomorphen Funktionen.

3.1 Harmonische Funktionen

Aussage und Definition. Sei X eine Riemannsche Fliache und u : X — IR eine glatte,
reellwertige Funktion auf X . Fir u sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) dd"u=—-d"du=0.
(ii) d'w ist eine holomorphe 1-Form vom Typ (1,0) auf X .

(iii) Fir jede Karte (U,z) von X gilt mit « = Re(z), y = Im(z) die Laplacesche Differential-

gleichung
0*u  O%*u
Ay =—+—=0.

YT a2 + Oy?

(iv) Es gibt eine offene Uberdeckung 4 = (Ua)aca von X, so dass uly, jeweils Realteil
einer holomorphen Funktion f, € O(U,) ist. fo ist jeweils bis auf Addition einer rein-
imaginaren Konstanten eindeutig bestimmt.

Gilt eine — und damit jede — dieser dquivalenten Aussagen, so heifit u harmonisch [harmonic].
Den reellen Vektorraum der harmonischen Funktionen auf X bezeichnen wir mit H(X). Die
holomorphe 1-Form d’u betrachten wir als die Ableitung von u € H(X); in der Situation von

(iv) gilt jeweils d'uly, = dfa. In lokalen Koordinaten gilt d'u = 3(§% — i5%)dz.

39
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Aufgabe. (a) u:=log|z| € H(C*) with d'u= 1dz.

(b) For a Riemann surface X and a holomorphic function f € O(X) without zeros, we have
u :=log|f| € H(X) and d'u = f~'df. For this reason f~'df is called the logarithmic
derivative of f .

Beweis von Aussage 3.1. In (i) beachten wir zunichst, dass in jedem Fall 0 = ddu = (d’ +
d")(d' + d"u = d'd"u+ d"d’v und damit d’d"u = —d"d’'u gilt. w:=d'u ist in jedem Fall eine
1-Form vom Typ (1,0). Diese ist genau dann holomorph, wenn 0 = d”’w = d”d’u gilt. Damit ist
die Aquivalenz (i) < (ii) gezeigt. Beziiglich einer lokalen Karte wie in (iii) gilt w = % dz und

daher 52 o2 52
n,_ . ou N _1 Ju J%u _
d"w = 8282(d2/\dz)_ 4<ax2+ay2>(dz/\dz).

Das gibt die Aquivalenz (i) < (iii). Fiir die Aquivalenz (iii) < (iv) verwenden wir, dass wir X
durch Kartenumgebungen iiberdecken konnen, deren Bild unter der Kartenabbildung jeweils ein
konvexes Gebiet in € ist. Aus diesem Grund kénnen wir ohne Beschriankung der Allgemeinheit
annehmen, dass u auf einem konvexen Gebiet G C C definiert ist. Ist u harmonisch, so gilt
fiir die Funktion g := u, — tu,

8 = 25 +i5) (e — iuy) = 3t — ity + ity + tyy) = 0.

Also ist g holomorph, und besitzt daher eine holomorphe Stammfunktion f auf dem konvexen
Gebiet G. Die Integrationskonstante konnen wir dabei so wéhlen, dass Re f(z0) = u(z0) an
einer Stelle zp € G gilt. Nun ist df = g(z) dz und

d(Re f) = Redf = Ygdz + Lgdz = 24 dz + 9% dz = du.

Deshalb ist Re f = u. Ist umgekehrt u der Realteil einer holomorphen Funktion f = u + iv,
so gilt wegen der Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen

Ugz + Uyy = (Uz)a + (Uy)y = (vy)e — (v2)y =0,

und somit ist uw dann harmonisch. O

Aufgabe. Let XY be Riemann surfaces, f : X — Y a holomorphic map, and u € H(Y).
Then uo f € H(X).

Dadurch, dass harmonische Funktionen lokal Realteile von holomorphen Funktionen sind, iiber-
tragen sich gewisse Eigenschaften holomorpher Funktionen auf diese.

Aufgabe. Formulate and prove a version of the identity theorem for harmonic functions on
Riemann surfaces.

Die folgende Mittelwerteigenschaft, die wir zunéchst nur fiir harmonische Funktionen auf Kreiss-
cheiben in € formulieren, ergibt sich aus der Cauchyschen Integralformel:

Aussage. (Mittelwerteigenschaft fiir harmonische Funktionen) Sei 0 < ' <7 und u €
H(B(z0,7)). Dann ist u(zp) gleich dem Mittelwert der Werte von w auf dem Kreis {|z — 2| =
'} = 0B(z0,1"), explizit:

1

2w
u(z0) = 5 /0 u(zo +1' - %) dp .
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Beweis. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kénnen wir zp = 0 annehmen. Weil B(0,7) ein
konvexes Gebiet ist, existiert eine holomorphe Funktion f : B(0,7) — C mit Re(f) = u, siehe
den Beweis von Aussage 3.1. Nach der Cauchyschen Integralformel gilt

1 fO) 1 [T E) 1/27r ' g
10 =55 onory € ST omi Jy e TN T o0 ) Jr-e?)de
und somit
1 27 , ) 1 27 o 1 27 y
u(0) = Re(f(0)) =Re | — fOo'-e¥)de )| = — Re(f(r'-e'?))dp = — u(r'-e"¥)dep .
27T 0 27'(' 0 27T 0

O

Aussage. (Maximumprinzip fiir harmonische Funktionen) Sei X eine Riemannsche
Flache und u eine harmonische Funktion auf X .

(a) Wenn u in einem zp € X ein lokales Maximum oder ein lokales Minimum annimmt, so
ist u konstant.

(b) Ist K C X eine kompakte Teilmenge, so nimmt u|x sein Maximum und sein Minimum
auf dem Rand von K an.

Beweis. Zu (a): u habe in zp € X ein lokales Maximum. Es sei (U, z) eine Karte von X
mit 29 € U und z(xg) = 0. Dann wahlen wir » > 0 mit B(0,7) C z[U] und so, dass
ul, g0, < u(zo) ist. Nach Aufgabe 3.3 ist @ = u(xg) — (uo 27")|p(,) eine harmonische
Funktion auf B(0,7). Fiir 0 <7’ < r gilt dann nach der Mittelwerteigenschaft fiir harmonische
Funktionen, Aussage 3.5

1 2m )
0 =a(0) / a(r’ - e¥)de .
0

T o

Weil der Integrand @ nicht-negativ ist, folgt hieraus, dass @ auf K,/(0) verschwindet. Das
zeigt, dass u auf z71[B(0,7)] konstant gleich u(zg) ist. Mit dem Identitétssatz fiir harmonische
Funktionen, Aufgabe 3.4, folgt, dass u tiberhaupt konstant ist. (b) folgt sofort aus (a). O

3.2 Das Dirichlet-Problem fiir Kreisscheiben

Definition. Sei G ein beschrinktes Gebiet in C oder eine "‘berandete Riemannsche Fléche"’,

und g : dG — R eine stetige Funktion.

Die Suche nach einer stetigen reellwertigen Funktion u : G — IR mit den folgenden Eigen-
schaften:

(i) u|g ist harmonisch,

(ii) uloc =g

heifst Dirichlet-Problem.
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In diesem Abschnitt werden wir das Dirichlet-Problem zunéchst fiir offene Kreisscheiben B(zg, 7)
in C diskutieren. Es wird sich zeigen, dass es in diesem Fall fiir jede beliebige stetige Rand-
funktion ¢ eindeutig losbar ist. Weil eine offene Kreisscheibe B(zp,r) durch die Mobius-
Transformation z + *= auf die offene Kreisscheibe D := B(0,1) abgebildet wird, geniigt
es, D zu betrachten. Spéater werden wir das Dirichlet-Problem fiir allgemeine Riemannsche
Fléachen untersuchen.

Der Schliissel fiir die Losung des Dirichlet-Problems auf Kreisscheiben ist die Poissonsche Darstel-
lungsformel. Sie ist eine Verallgemeinerung der Mittelwerteigenschaft harmonischer Funktionen
(Aussage 3.5), die zeigt, dass sich alle Funktionswerte einer harmonischen Funktion auf dem
Inneren einer Kreisscheibe aus den Werten auf dem Rand ausrechnen lassen. Die Poissonsche
Darstellungsformel kann andererseits auch als eine Entsprechung der Cauchyschen Integralformel
fiir harmonische Funktionen aufgefasst werden. Dabei wird die Rolle des "‘Integralkerns"’ C%

2_ 2 .
durch den "‘Poissonkern"’ K\‘c—iz'fi’l = Re EJ_FZ iibernommen.

Satz. (Poissonsche Darstellungsformel.) Sei u : B(zo,7) — IR stetig und u|pg(,,,) har-
monisch. Dann gilt fiir jedes z € B(zg,r):

1 2m ) T2 o |Z o ZO|2
u(z) = > /0 u(zo + re'?) o0 T e — Z|2d¢

1 [ ; 20 +re¥ + 2
=— MYRe[ 22 ay .
27r/0 u(zo +re™) e<z0+re“¢’—z Y

Beweis. Wir diirfen ohne Beschriankung der Allgemeinheit B(zp,7) = D annehmen. Fir
gegebenes z € D betrachten wir die M6bius-Transformation

C+=z

d:C C .
(D—>(D,Cr—>1+ZC

Sie bildet { =0 auf z € D ab, und aufferdem den Einheitskreis auf sich selber, denn fiir ( € C
mit |¢| =1 gilt )
CH2l=1¢-(L+¢T2)| =1+ 2 =[1+(7]

Daher bildet ® auch D auf sich ab. Wegen Aufgabe 3.3 ist daher u o ® eine weitere auf D
harmonische und auf D stetige Funktion. Nach der Mittelwerteigenschaft (Aussage 3.5) fiir die
harmonische Funktion w o ® ist (uo ®)(0) gleich dem Mittelwert von u o ® auf Kreisen um
Null mit beliebigem Radius 7 < 1. Weil u o ® auf dem Kreis mit Radius Eins noch stetig ist,
ist diese Aussage auch fiir » = 1 richtig, das heiftt, es gilt

1 21 ) 1 27 .
u(z) = (o ®)(0) = o= [ o B = o [ u(@(e)ag
Wir substituieren nun ,
it — @(ei‘p) _ e + 2o
1+ Zpei

Weil @ eine Mobiustransformation ist, die den Einheitskreis auf sich abbildet, durchlauft mit ¢
auch ¢ das reelle Intervall [0,27]. Wir erhalten

e — 2

p
e = S
1 — zeW
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und . . . . .
iy = e’ (1 — ze™) —|_— ;‘ie“p(e“z’ - z)d _ Z,(1 - z_Z) e ’
(1 — ze)2 (1 — zei)2
also ' '
(1—22)e®® 1—zeW 1—2Z 1—|z)?

o= Zmye @V T ewm e )V T e

Insgesamt folgt dann
1 2m ; 1 |Z|2
— 1
u(z) = 5 /0 u(e )‘eiw Z|2d¢ .

O

Die Poissonsche Darstellungsformel zeigt, dass ein Dirichlet-Problem auf einer Kreisscheibe
B(zp,r) zu einer gegebenenen stetigen Randfunktion ¢ : 0B(zp,r) — IR hochstens eine Lo-
sung u besitzen kann, denn die einzige mogliche Losung ist durch die Formel im folgenden Satz
gegeben. Tatsédchlich wird aber — wie der folgende Satz zeigt — durch diese Formel tatsichlich eine
Losung gegeben. Damit ist das Dirichlet-Problem auf B(zp,7) zu jeder Randfunktion eindeutig
l6sbar.

Satz. (Losung des Dirichlet-Problems auf B(zg,r).) Sei g: 0B(20,7) — IR eine stetige
Funktion. Dann ist das Dirichlet-Problem auf B(zp,r) zur Randfunktion g eindeutig losbar,
und zwar ist die Losung u fir z € B(zg,r) durch

L iy 70— |2 = 2l L[ ; 2o +ret¥ + 2
=5 v 0 dy = — Wy Re 2T 12 4
u(z) 27T/o g(z0 +re )|ZO+T€Z¢_Z|Q (4 27r/0 g(z0 +re"¥) Re e ) W

gegeben.

Beweis. Fir jedes ¢ € R ist die Funktion z +— % auf z € B(zp,r) eine konvergente
Potenzreihe, die fiir alle € > 0 auf z € B(zg,r — €) sogar gleichma"sig konvergiert. Weil g

beschrankt ist, ist also auch die Funktion

1 [ o 20+ eV + 2
> — Wy 2 "d
T on /0 9(z0 +re™) 20 + e’V — 2 v

auf B(zg,r) eine konvergente Potenzreihe und damit holomorph. Also ist u auf B(zp,r) der
Realteil einer holomorphen Funktion und somit harmonisch.

Wir miissen noch zeigen, dass sich die so definierte Funktion u stetig auf B(zp,r) fortsetzen
r2—|z—20|?

|z0+rer¥ —z|2
z € B(zp,r) auf ¢ € [0,27] positiv ist. Durch Anwendung des Poissionschen Darstellungssatzes
auf die harmonische Funktion w = 1 ergibt sich, dass diese Funktion den Mittelwert 1 besitzt.
AuRerdem folgt fiir alle ¢» € [0,27] und alle 0 < § < V/2r aus |29 + 7€’ — 2| > § und r — &3 <

|z — 20| <

lasst und dort gleich g ist. Dazu bemerken wir, dass die Funktion 9 +— fiir jedes

r? — |z — 2o|? r? — (r —6%)? B §3(2r — 6%) < s
|20 + ret — 2|2 52 N 52 '

Wegen der Stetigkeit von g gibt es fiir jedes ¢ € [0, 27] und jedes € > 0 ein § > 0 so dass fiir alle
Y € [0,27] mit |zo+re'¥ —z9—re™| = [re'? —re™| < 26 gilt |g(20+7€"?) —g(20+1e™)| < 5. Weil
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0B(zp,r) kompakt ist, ist |g| beschrankt durch ein M > 0. Offenbar kénnen wir ¢ sogar immer

kleiner oder gleich min{1, V/2r, £} wihlen. Dann folgt fiir alle z € B(z0,7) N B(zg + re'?,6%)

dy

2
; rT—|zZ—2
ZO + Te ) g(ZO + T@l@)‘ |7"e“’p22|

lu(2) — g(z0 + re'? /

1 , | 72— |z — 20
— (zo + re“l’) —g(z0 + rew)’ ——dv
2 l204Tet¥—z|<§ ’Telw - Z|2
1 — |z — 2o/

2
. . r
— g(z0 +7re™) — g(z0 + rew)’ —————dy.
27 )z 4reit —2>6 ’ [ret? — 2|2
Wegen § < 1 folgt aus |29+ e’ — z| < 6% und |29 +re™¥ — 2| < 6 auch |re?? —re'¥| < 5+ < 24.
Wegen der Stetigkeit von g ist dann das erste Integral kleiner als §. Das zweite Integral ist wegen

2 _|s_ 2 . .
% kleiner als 276 - 2M. Wegen ¢ < g57 ist dann auch das

zweite Integral kleiner als 5. Also folgt

der obigen Abschétzung von

lu(z) — g(z0 +re™)| < e fiir alle z € B(zp,7) N B(zg + re¥, 63).
Dann lafst sich u stetig auf B(zg,r) fortsetzen und auf 0B(zp,r) gilt u = g. O

3.10 Korollar. Sei G C C ein Gebiet und v : G — IR eine stetige Funktion, die die Mittelwert-
eigenschaft hat, das heifst, dass fiir jedes zp € G und jedes r > 0 mit B(zp,r) C G gilt:

u(z0) = 5 027r u(zp + re?) de . Dann ist u harmonisch.

Beweis. Sei 29 € G gegeben und r > 0 so klein, dass B(zp,7) C G gilt. g:= ulgp(,,) ist stetig,
deshalb existiert nach Satz 3.9 eine Losung @ des Dirichlet-Problems zu ¢, d.h. eine stetige
Funktion 4 : B(z0,7) — IR, die auf B(zp,7) harmonisch ist und lop(zr) = 9 = UlaB(zo.r)
erfiillt. Als harmonische Funktion hat auch « die Mittelwerteigenschaft nach Aussage 3.5.
Wegen der Linearitét erfiillt daher auch u|m — @ die Mittelwerteigenschaft. Beim Beweis
des Maximumprinzips Aussage 3.6 wurde fiir die betreffende Funktion nur die Mittelwerteigen-
schaft verwendet, deshalb nimmt ulm— @ sowohl sein Maximum als auch sein Minimum auf
0B(20,7) an. Dort verschwindet u — @ aber. Hieraus folgt u|p(s,) = ©|p(z,r) , und somit ist
u auf B(zp,r) harmonisch. O

Die folgende Harnacksche Ungleichung wird uns das erste Konvergenzprinzip fiir harmonische
Funktionen, den Satz von Harnack liefern.

3.11 Aussage. (Harnacksche Ungleichung.) Es sei G C C ein Gebiet und v : G — IR eine
harmonische Funktion mit u > 0. Ist 20 € G und R > 0 mit B(zyp, R) C G, so gilt fiir alle
0<r<Rundalle z€ G mit [z —2|=r

R—r R+r
u(zo)-R+T < u(z) Su(zo)-R_r.

Beweis. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit konnen wir zp = 0 annehmen. Fiir ¢ € [0, 27]
gilt dann
R—17=|Re"”| —|z| < |Re" — 2| < |Re™| + |z| =R+ 1.

Daraus folgt (durch Anwendung von x~2 und Multiplikation mit R? — r?)

R—r R? — 2 R+r
< - < .
R+7r ~ |Re®¥ —2z]2 ~ R—r
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Indem wir diese Abschétzung fiir den Poissonkern in die Poissonsche Darstellungsformel Satz 3.8
einsetzen, erhalten wir die Behauptung. O

Satz. (Satz von Harnack.) Sei G C C ein Gebiet und (u,)nen eine Folge von harmonischen
Funktionen u, : G — IR.

(a) Konvergiert (u,) kompakt gleichméfig gegen eine Funktion u : G — IR, so ist u har-
monisch.

(b) Ist die Folge (u,) monoton wachsend (d.h. es gilt u; < ug < ... ), so konvergiert (uy)
kompakt gleichméfig entweder gegen oo oder gegen eine harmonische Funktion v : G —

R.

Beweis. Zu (a). Jedenfalls ist die Grenzfunktion u unter den genannten Voraussetzungen
stetig. Die Funktionen wu, besitzen nach Aussage 3.5 die Mittelwerteigenschaft. Wegen des
Lebesgue-Satzes von der beschriankten Konvergenz folgt hieraus, dass auch die Grenzfunktion u
die Mittelwerteigenschaft besitzt. Also ist nach Korollar 3.10 u harmonisch.

Zu (b). Indem wir von (up) zu (u, — uy) lbergehen, konnen wir annehmen, dass alle u, > 0
sind. Wenn die monoton wachsende Folge (u,(z0)) fiir ein zg € G in IR konvergiert, und ist
R > 0 so gewahlt, dass B(zg,2R) C G ist, so zeigt die Harnacksche Ungleichung Aussage 3.11,
dass fiir alle z € B(zp, R) und alle n € IN gilt

2R+ |z — %
un(2) < un(20) - 2R—:z—zg: < 3 - un(20) -
Aus diesem Grund konvergiert u, dann auf B(zp, R) gleichméfig gegen eine reellwertige Funk-
tion u. Jede kompakte Teilmenge von G kann durch endlich viele derartige Bélle iiberdeckt
werden, deshalb ist die Konvergenz kompakt gleichméfig. Wegen (a) ist die Grenzfunktion u
harmonisch. a

3.3 Subharmonische Funktionen

Um die einfach zusammenhédngenden Riemannschen Flachen zu klassifizieren, wollen wir auf
solchen Flachen injektive, holomorphe bzw. meromorphe Funktionen konstruieren. Es stellt sich
aber als leichter heraus, zunéchst harmonische Funktionen zu konstruieren, und aus diesen dann
holomorphe Funktionen zu gewinnen. Harmonische Funktionen haben gegeniiber holomorphen
Funktionen den Vorteil, dass wir auf sie als reelle Funktionen das Prinzip der monotonen Kon-
vergenz anwenden konnen, wie wir es schon im letzten Abschnitt mit dem Satz von Harnack
(Satz 3.12) gemacht haben. Diesen Vorteil werden wir in diesem Abschnitt weiter ausbauen.
Dazu erweitern wir unsere Betrachtungen zunéchst auf die sogenannten subharmonischen Funk-
tionen. Sie haben den "‘Vorteil"’, dass sie nicht "‘starr"’
Funktionen kein Identitétssatz gilt. Deshalb kann man lokale subharmonische Funktionen (auf
geeignete Weise) zu globalen Funktionen zusammenfiigen. Dieses Verfahren wird es uns let-
ztlich erlauben, harmonische Funktionen auf Riemannschen Flichen aus lokalen Lésungen des

Dirichlet-Problems "‘zusammenzukleben"’.

sind, d.h. dass fiir subharmonische
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Definition. Sei G C C offen und f : G — IR eine stetige Funktion. Die Funktion f heifst
subharmonisch [subharmonic|, wenn fiir jedes zp € G und jedes r > 0 mit B(zp,7) C G gilt:

1 2w )
< — "Yde .
fla) < 5 [ Sl vy

Die Funktion f heit superharmonisch [superharmonic|, wenn —f subharmonisch ist.

Sind f, g subharmonische Funktionen, so ist auch f+ ¢ subharmonisch. Hingegen ist f —g¢g im
Allgemeinen nicht subharmonisch. Ist ¢ > 0, so ist mit f auch ¢- f subharmonisch; (—c) - f
ist hingegen im Allgemeinen nicht subharmonisch, sondern superharmonisch.

Eine Funktion ist genau dann zugleich subharmonisch und superharmonisch, wenn sie harmonisch
ist; das liegt daran, dass harmonische Funktionen durch die Mittelwerteigenschaft charakterisiert
sind (siehe Aussage 3.5 und Korollar 3.10).

Einige Eigenschaften von harmonischen Funktionen {ibertragen sich auf subharmonische Funk-
tionen. Hier ist vor allem das Maximumprinzip zu nennen.

Aussage. (Maximumprinzip fiir subharmonische Funktionen.) Sei G C C ein Gebiet.

(a) Sei f: G — IR eine subharmonsiche Funktion. Wenn f auf G ein lokales Maximum besitzt,
dann ist f konstant.

(b) Sei G beschriinkt, f,g : G — IR zwei stetige Funktionen, und f|g bzw. g|c sei sub-
harmonisch bzw. superharmonisch. Wenn dann f(z) < g(z) fiir alle z € 0G gilt, so ist

[<yg.

Beweis. Fir (a). f nehme etwa in zp € G ein lokales Maximum an. Dann ist f — f(zp) in der
Néhe von 2 eine nicht-positive Funktion. Fiir jedes hinreichend kleine r > 0 mit B(zp,7) C G
gilt daher

21 1

21
flzo+re®)dp — f(z0) = — /0 (f(z0+7e%) — f(20)) dp < 0.

0= f(20) — f(20) 5

< —

- 27 0
Daraus folgt flap(zr) = f(20). Dies zeigt, dass die Menge {z € G | f(2) = f(20)} in G offen
ist; sie ist auch abgeschlossen und nicht-leer, und daher gleich G'. Damit ist f konstant.

Fiir (b). Die Funktion f — g = f + (—g) ist subharmonisch und nimmt auf dem Abschluss G
von G ein Maximum an. Wegen (a) muss dieses auf dem Rand 0G liegen, der entsprechenden
Funktionswert ist deshalb nicht-positiv. Das zeigt f —¢g < 0. O

Ist f eine auf G subharmonische Funktion, und ¢ eine auf einer offenen Teilmenge U C G har-
monische Funktion, so ist f+g¢ subharmonisch auf U . Das Maximumprinzip aus Aussage 3.14(a)
zeigt daher, dass f+ g entweder auf U konstant ist, oder dort kein lokales Maximum annimmt.
Die folgende Aussage zeigt, dass subharmonische Funktionen durch diese Eigenschaft charakter-
isiert werden:

Aussage. Sei G C C eine Gebiet und f : G — IR eine stetige Funktion. Die Funktion f ist
genau dann subharmonisch (superharmonisch), wenn fiir jede offene Teilmenge U C G und jede
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harmonische Funktion ¢ : U — IR gilt: f + g ist entweder auf U konstant oder nimmt dort
kein lokales Maximum (Minimum) an.

Beweis. Es geniigt, den subharmonischen Fall zu betrachten. Wir haben schon begriindet, dass
eine subharmonische Funktion die in der Aussage genannte Figenschaft besitzt. Die stetige
Funktion f erfiille nun umgekehrt die besagte Bedingung. Wir wihlen zy € G und r > 0 so,
dass B(zp,7) C G ist. Weil auf U = B(zg,r) das Dirichlet-Problem nach Satz 3.9 eindeutig
16sbar ist, existiert eine stetige Funktion g : U — IR, so dass g|y harmonisch ist, und g|oy =
flou ist. Wir behaupten nun, dass f|y < g|y ist: Wegen der Voraussetzung (angewendet fiir
die harmonische Funktion —g) ist f — ¢ auf U entweder konstant, oder nimmt auf U kein
lokales Maximum an. Ist f — g auf U konstant, so muss die Konstante wegen gloy = floy aus
Stetigkeitsgriinden den Wert Null haben, also gilt f|y = ¢g. Andernfalls gilt: Wenn f — g auf
U positive Werte anndhme, so wiirde diese Funktion auf U ein Maximum annehmen, weil sie
auf OU verschwindet. Also gilt (f — g)|y <0 und somit f|y < g|y. Nun ergibt sich

1 21

. 1 [27 .
21 Jq f(z0 4+ re'?) dp = 277/0 9(z0 +re"¥)dp = g(20) > f(20) -

Das zeigt, dass f subharmonisch ist. O

Die im Folgenden genannte Eigenschaft wird oft verwendet, um subharmonische Funktionen zu
definieren:

Korollar. Sei G C C ein Gebiet und f : G — IR eine stetige Funktion. Dann ist f genau
dann subharmonisch, wenn fiir jede kompakte Teilmenge A C G und jede stetige Funktion
g:A— R, die auf A° harmonisch ist, gilt: Wenn f|g4 < glga ist, soist fla <g.

Beweis. Nach Aussage 3.15 ist f genau dann subharmonisch, wenn fiir jedes ¢ von der im
Korollar genannten Art gilt: Entweder ist f|4 — ¢ konstant, oder f|4 —¢ nimmt sein Maximum
auf 0A an. Im ersten Fall ist wegen f|opa < glopa die Konstante < 0, und damit gilt f|4 <g.
Im zweiten Fall ist wegen floa < glopa der Wert dieses Maximums < 0, und es folgt wieder

flagyg. o

Korollar. Das Maximum von endlich vielen subharmonischen Funktionen ist subharmonisch.

Beweis. Wegen max(fi,..., fn) = max(fi, max(fo, max(f3,...))) geniigt es zu zeigen, dass
das Maximum zweier subharmonischer Funktionen fi, fo : G — IR subharmonisch ist. Dazu
verwenden wir Korollar 3.16. Sei A C G eine kompakte Teilmenge, und g : A — IR eine
stetige Funktion, die auf A° harmonisch ist, und fiir die max(f1, f2)|loa < gloa gilt. Dann
gilt fiir k£ € {1,2} insbesondere fx|spa < gloa. Nach Korollar 3.16 (angewendet auf f ) folgt,
dass fr|la < g ist. Damit ist aber auch max(fi, fo)la < ¢g. Mit Korollar 3.16 folgt, dass f
subharmonisch ist. O

Die folgende Schlussfolgerung zeigt, dass Subharmonizitdt eine lokale Eigenschaft ist:

Korollar. Sei G C C ein Gebiet und f : G — IR eine stetige Funktion. Dann ist f genau
dann subharmonisch, wenn es zu jedem z € G eine Umgebung V C G von z gibt, so dass f|y
subharmonisch ist.
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Beweis. Wenn f subharmonisch ist, so ist offenbar auch jeweils f|y subharmonisch. Umgekehrt
sei jeweils f|y subharmonisch. Wir wenden Aussage 3.15 an, um zu zeigen, dass f subhar-
monisch ist. Sei also U C G offen und g : U — IR eine harmonische Funktion. Angenommen,
f + ¢ wiirde in einem Punkt 2y € U ein lokales Maximum annehmen. Nach Voraussetzung
gibt es eine Umgebung V' C G von zp, so dass f|y harmonisch ist. Sei W die Zusammen-
hangskomponente von U NV, die zp enthélt. Dann ist f|y auf W subharmonisch, g|w auf
W harmonisch, und f+g¢ nimmt in zg € W ein lokales Maximum an. Nach Aussage 3.15 folgt,
dass (f+g)|w konstant ist. Weil dies fiir jedes zg gilt, in dem f+ g ein lokales Maximum hat,
folgt, dass f+ g auf ganz U konstant ist. Mit Aussage 3.15 folgt, dass f subharmonisch ist. O

3.4 Die Methode von Perron

In Korollar 3.17 haben wir gesehen, dass das Maximum von endlich vielen subharmonischen
Funktionen wieder subharmonisch ist. In diesem Abschnitt werden wir sehen, dass das Supremum
von unendlich vielen subharmonischen Funktionen unter ganz bestimmten Voraussetzungen nicht
nur subharmonisch, sondern sogar harmonisch ist. Das entsprechende Konstruktionsverfahren
fiir harmonische Funktionen nennt man die Methode von Perron.

Definition. (Perron-Familie.) Sei G C C ein beschréanktes Gebiet, und f : 0G — IR eine
stetige Funktion. Dann besteht die Perron-Familie |[Perron family| P(G, f) aus allen subhar-
monischen Funktionen ¢ : G — IR, die fiir jedes 2y € G die Bedingung

limsup g(z) < f(20)

Z—20

erfiillen.

Satz. (Methode von Perron.) Sei G C C ein beschrianktes Gebiet, und f : G — IR eine
stetige Funktion. Dann ist folgende Funktion harmonisch:

h:G—1R, z— h(z) =sup{g(2) | g € P(G, f)} .

Fiir den Beweis dieses Satzes benoétigen wir das folgende Lemma. Es zeigt, auf welche Weise
man eine harmonische Funktion in eine subharmonischen Funktion "‘einkleben"’” kann, um so eine
Funktion zu erhalten, die insgesamt subharmonisch, aber auf einer Kreisscheibe sogar harmonisch
ist.

Lemma. Sei G C C ein Gebiet und f : G — IR eine subharmonische Funktion. Es sei
20 € G und r > 0 so, dass B(zp,r) C G ist. Dann sei g die Losung des Dirichlet-Problems zu
floB(zory s d-he g B(20,7) — IR ist die (nach Satz 3.9 eindeutig bestimmte) stetige Funktion,
die auf B(zo,7) harmonisch ist und glsp(zyr) = flap(z,r erfiillt. Dann ist die folgende Funktion
h subharmonisch:

g(z) fir z € B(zo,7)

he G R, Zr_}h(z):{f(z) fiir 2 € G\ B(z,7).

Beweis. Wegen Korollar 3.18 sind h|p(,, ) und h\G\i subharmonisch. Aus fp(

B(Z(),T') ZOvr) =

9loB(zo,r) folgt nach Korollar 3.16: f|p(.o.r) < 9lB(z0,r) » und somit ist f < h. Fiir z € 9B(20,7)
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und 7’ < r gilt daher

1 2 X 1 27 )
h(z) = f(z) < o Jy fz+1re¥)dp < 277/0 h(z + r'ei®) dg .
Daher ist h insgesamt subharmonisch. -

Beweis von Satz 3.20. Wir zeigen als Erstes, dass h tatsdchlich reelle Werte annimmt: Weil G
beschrénkt ist, ist dG kompakt, und somit f nach oben durch ein M € IR beschriankt. Wegen
des Maximumprinzips fiir subharmonische Funktionen ist M dann auch obere Schranke fiir jedes
g € P(G, f). Deshalb ist dann auch h < M , insbesondere ist h tatséchlich reellwertig.

Seinun zp € G gegeben. Wir wihlen r > 0 so klein, dass B(zp,r) C G ist. Wegen der Definition
von h existiert eine Folge (gn)new in P(G, f), so dass (gn(20)) gegen h(zp) konvergiert. Wir
konstruieren eine monoton wachsende Folge (h,)new von auf B(zp, ) harmonischen Funktionen
in P(G, f), die gegen h konvergiert. Dazu definieren wir fiir n € IN die Funktion A, : G — R
durch hn|e\B(zo,r) = Mmax{g1, ..., gn}le\Bzo,r); aUf B(z0,7) sei h, die Losung des Dirichlet-
Problems mit dem Randwert max{gi,...,gn}|oB(z,) (siche Satz 3.9). Nach Korollar 3.17 ist
max{gi,...,gn} jeweils eine subharmonische Funktion, deshalb zeigt Lemma 3.21, dass h,, sub-
harmonisch ist. Somit ist h, eine monoton wachsende Folge von subharmonischen Funktionen
in P(G, f). Fiir jedes n € IN gilt gn(20) < hn(z0) < h(z0); weil gn(20) — h(z0) gilt, folgt
hn(20) — h(z0). Die Funktionen hy|p(.,,) sind nach Konstruktion harmonisch; mit dem Satz
von Harnack (Satz 3.12(b)) folgt, dass die Folge (h,) auf B(zp,r) kompakt gleichméfig gegen
eine harmonische Funktion H : B(zp,r) — IR mit H(z9) = h(z0) konvergiert.

Wir zeigen nun, dass H = h|g(., ) ist. Dazu wéhlen wir 21 € B(zo,7). Es existiert wieder eine
Folge (gn)new in P(G, f) mit Gn(z1) — h(z1). Damit definieren wir neuerlich eine monoton
wachsende Folge (hp)new in P(G, f), so dass h, auf B(z,r) harmonisch ist und Bn\aB(zw) =
max{g1,...,9n,J1,---,0dn} ist. Auch diese Folge konvergiert nach dem Satz von Harnack auf
B(zg,r) kompakt gleichméfig gegen eine harmonische Funktion H:B (z0,7) — IR, fiir die
H(z) = h(z0) und H(z1) = h(z1) gilt. Es gilt hnop(z.r) < hnlop(zo . und deshalb nach dem
Maximumprinzip fiir harmonische Funktionen (Aussage 3.6(b)) hn|p(z,) < R, | B( (z0.7) Daraus
folgt H < H. Weil H(z) = h(z0) = H(z) ist, hat die harmonische Funktion H — H in z
ein (lokales) Minimum, ist also nach dem Maximumprinzip Aussage 3.6(a) konstant. Deshalb ist
H = H, und somit H(z) = H(z) = h(z1). Dies zeigt H = | B(zy,r) » also ist h auf B(zo,7)
harmonisch. O

3.5 Riemannsche Fliachen mit Rand

Um das Dirichlet-Problem auch fiir Riemannsche Flachen formulieren zu kénnen, bendtigen wir
das Konzept einer Riemannschen Fliache mit Rand. Im Folgenden bezeichnen wir mit B :=
{z € C | Im(z) > 0} die abgeschlossene obere Halbebene in der komplexen Ebene. Fiir offene
Teilmengen U von B nennt man eine Funktion f: U — € holomorph, wenn es eine offene
Teilmenge U > U von € und eine Fortsetzung f : U — € von f gibt, die im iiblichen Sinn
holomorph ist.
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Definition. Sei X ein topologischer Raum.

(a) Eine kompleze Karte mit Rand |complex chart with boundary| von X ist ein Paar (U, )
aus einer offenen Teilmenge U C X und einem HomoOomorphismus ¢ von U auf eine
offene Teilmenge U’ = ¢[U] von B.

(b) Zwei komplexe Karten mit Rand (U1, ¢1) und (Us, ¢2) heifen holomorph vertriglich [holo-
morphically compatible], wenn Uy N Us = @ ist, oder wenn im Fall U NU; # & der
Koordinatenwechsel [transition function|

02007 o ©1[U1 N Uz] = @o[Ur N Uy
biholomorph (in Sinn von B) ist.

(c) Ein holomorpher Atlas mit Rand [holomorphic atlas with boundary]| fiir X ist eine Familie
A = {(Ui, ;) | i € I} von paarweise holomorph vertriglichen Karten mit Rand auf X, so
dass (U;)ier eine Uberdeckung von X ist, d.h. U;c; Ui = X .

(d) Ein holomorpher Atlas mit Rand 2 heift mazimal [maximal], wenn fiir jede komplexe
Karte mit Rand (U, ) von X, die mit allen Karten mit Rand aus 2 vertréglich ist,
schon (U, ¢) € A gilt.

(e) Eine Riemannsche Fliche mit Rand [Riemann surface with boundary| ist ein Paar (X, 2),
bestehend aus einem wegzusammenhéngenden, metrisierbaren, hausdorffschen topologis-
chen Raum X mit abzdhlbarer Basis der Topologie und einem holomorphen Atlas mit

Rand 2 auf X .

Holomorphe, meromorphe, harmonische Funktionen, Differentialformen usw. werden fiir
Riemannsche Flachen mit Rand sinngeméfs definiert. Subharmonische und superharmonische
Funktionen X — IR definieren wir mutatis mutandis mit Hilfe des Kriteriums aus Korollar 3.16.

Wenn wir von Riemannschen Flachen "‘mit Rand"’ sprechen, sollten wir auch sagen, was denn

nun der Rand einer solchen Flache ist. Das wird in der folgenden Aussage erledigt:

Aussage und Definition. Sei X eine Riemannsche Flache mit Rand und xy € X . Fiir Karten
mit Rand (U, ¢) mit zp € U ist die Giiltigkeit der Bedingung ¢(xg) € 0B = IR von der Wahl
der Karte unabhéngig. Gilt diese Bedingung, so heifst g ein Randpunkt [boundary point| von
X . Die Menge der Randpunkte von X wird mit dX bezeichnet. Ist x¢ kein Randpunkt, so
heifst z¢ ein innerer Punkt |inner point] von X . Die Menge der inneren Punkte von X wird
mit X°= X\ 0X bezeichnet.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass fiir je zwei offene Teilmengen U;,Us von B und jeden
Homéomorphismus f : Uy — Uy gilt: f[U; NOB] = Uy N 9B. Dies ist der Fall, weil sich die
inneren Punkte z € B von B eindeutig dadurch charakterisieren lassen, dass es eine e-Umgebung
B(z,¢e) gibt, die ganz in B enthalten ist. O

3.6 Das allgemeine Dirichlet-Problem

In diesem Abschnitt werden wir die Methode von Perron verwenden, um das Dirichlet-Problem
allgemein zu 16sen, zunéchst fiir Gebiete in €, und dann fiir Riemannsche Flachen mit Rand.
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Definition. Ein beschranktes Gebiet G C C heilst Dirichlet-Gebiet, wenn das Dirichlet-Problem
fiir jede stetige Randfunktion auf 0G eindeutig 16sbar ist, d.h. wenn es fiir jede stetige Funktion
g : 0G — IR genau eine stetige Funktion f : G — IR gibt, so dass f|g harmonisch ist und

floc = g gilt.

Wir haben schon in Satz 3.9 gesehen, dass alle offenen Bille B(zg,r) Dirichlet-Gebiete sind.
Wir werden jetzt gleich sehen, dass alle beschréankten Gebiete mit hinreichend guten Réndern
Dirichlet-Gebiete sind.

Definition. Sei G C C ein beschrénktes Gebiet und zp € OG. Eine Barriere |barrier| fir G in
2o ist eine Familie {¢, | 7 > 0} von reellen Funktionen %, mit folgenden Eigenschaften:

(1) 9y ist auf G N B(zp,r) superharmonisch mit 0 <1, <1.

(ii) vy ldkt sich stetig auf dem Abschluss von G'N B(zp,7) in € fortsetzen. Diese Fortsetzung
verschwindet bei zp, und ist auf G N 0B(zp, ) gleich 1.

Satz. Ein beschrinktes Gebiet G C C ist genau dann ein Dirichlet-Gebiet, wenn jeder Rand-
punkt von G eine Barriere hat.

Beweis. FEs sei zunéchst G ein Dirichlet-Gebiet. Zu vorgegebenem zy € G ist g : 0G —
R, z — lf‘;f(;'o eine stetige Funktion mit 0 < g < 1, die nur bei zy verschwindet. Weil G
ein Dirichlet—Getiet ist, existiert genau eine Losung des Dirichlet-Problems zu ¢, d.h. genau
eine stetige Funktion f : G — IR, so dass f|g¢ harmonisch ist, und flapg = g gilt. Weil f
sein Maximum und sein Minimum auf G annimmt, ist 0 < f < 1. Fiir r > 0 sei ¢, > 0
der minimale Funktionswert, der von f auf der kompakten Menge G N dB(zg,r) angenommen
wird. Wenn ¢, = 0 wiére, so wiirde dieses Minimum in einem Punkt in G angenommen,
und deshalb wére f dann nach dem Maximumprinzip Aussage 3.6(a) konstant. Also ist ¢, >
0. Die Funktion 1, := é min{f, ¢} ist nach Korollar 3.17 (bzw. der analogen Aussage fiir
superharmonische Funktionen) auf GNB(zg,r) superharmonisch, es gilt 0 < 1, <1, 9,(z9) =0
und ¥r|GroB(z,r) = 1 Alsoist {¢ [ 7> 0} eine Barriere fiir G in 2.

Wir setzen nun umgekehrt voraus, dass das Gebiet G an jedem Randpunkt eine Barriere besitzt.
Dann sei eine stetige Funktion g : 0G — IR gegeben. Nach dem Satz 3.20 iiber die Methode
von Perron ist die Funktion

f:G— R, z+—sup{h(z) | h € P(G,g)}

harmonisch. Wir werden zeigen, dass f stetig auf G fortgesetzt werden kann und dann flsg = g
gilt. Damit ist f dann eine Losung des Dirichlet-Problems zu g. Wegen Aussage 3.6(b) ist die
Losung eindeutig bestimmt.

Sei dafiir zgp € 9G und {¢, | r > 0} eine Barriere fiir G in zy. Wir kénnen ohne Beschréankung
der Allgemeinheit g(zp) = 0 annehmen. Zu vorgegebenem ¢ > 0 sei § > 0 so gewéahlt, dass
lg(2)| < € fiir alle z € B(z0,2d) N OG gilt. Dann definieren wir ¢ : G — R durch

~ J¥s(z)  fiir 2 € GN B(20,06)
7/1(2’)—{1 fir z € G\ B(z,6)
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Offenbar ist ¢ superharmonisch und es gilt ¢» > 0. Sei M > 0 das Maximum von |g| auf 0G.
Wir zeigen nun

—Myp—e< f<Mip+e.
Die linke Ungleichung folgt aus —Mvy — e € P(G,g), was der Fall ist, denn —Mvy — ¢ ist
subharmonisch, es gilt fir z € 9G N B(zo,0)

—Mi(z) —e < —e < g(2)
und fiir z € 0G \ B(zp,0) gilt ¥(z) =1 und deshalb
—Miy(z) —e < —M < g(z) .

Andererseits ist jedes h € P(G,g) auf 0G durch g < M1 + ¢ nach oben beschrankt. Weil
h subharmonisch und M4 + & superharmonisch ist, folgt h < M + ¢ auf ganz G nach
Aussage 3.14(b). Durch Bildung des Supremums iiber alle h € P(G, g) folgt heraus die rechte
Ungleichung.

Die obige Ungleichung zeigt wegen t(z9) = 0: —e < f(29) < . Indem man nun € — 0 gehen
lasst, folgt f(z0) = 0= g(20), was zu zeigen war.

Der Nutzen der Barriere bei diesem Beweis bestand darin, die Funktion % zu konstruieren, mit
deren Hilfe wir f "‘einklemmen"’ konnten. O

Wegen des vorhergehenden Satzes ist es extrem interessant, wenn man weifs, dass bei einem
bestimmten Gebiet jeder Randpunkt eine Barriere besitzt. Das folgende Lemma liefert hierfiir ein
(hinreichendes) Kriterium. Es zeigt, dass die Voraussetzung von Satz 3.26 fiir jedes beschrankte
Gebiet in €, dessen Rand "‘hinreichend gutartig"’ ist, erfillt ist.

Lemma. Sei G C C ein beschriinktes Gebiet und zy € G . Wenn es ein z; € C\ G gibt, so
dass fiir die Verbindungsstrecke [z9,21] = {20 + t(21 — 20) | t € [0,1]} gilt: [20,21] NG = {20},
dann besitzt G bei zy eine Barriere.

Beweis. Sind G1,Go C C zwei beschrinkte Gebiete, ¢ : Gi — Go biholomorph, und zy € 9G; .
Dann besitzt G; genau dann eine Barriere in 2y, wenn Gg eine Barriere in ¢(zp) besitzt.
Diese Aussage verwenden wir, indem wir zu G; = G unter der genannten Voraussetzung eine
biholomorphe Abbildung auf die Einheitskreisscheibe G2 = I konstruieren. Da letztere ein
Dirichlet-Gebiet ist, besitzt nach Satz 3.26 jeder Randpunkt von D eine Barriere. Daher folgt
dann, dass G bei zy eine Barriere besitzt.

Die Mébiustransformation z — Z=2¢ bildet die Verbindungsstrecke [z0,21] auf IR, ab, denn fiir
teR™ gilt

Z— 20

=—t <= z(1+1¢t) = t < z=
p—— 2(1+t) =20+ 2 z ZO+1+t

(21 — Zo) .

Das Gebiet C \ IRy ist einfach zusammenhéngend, und besitzt den Zweig der Quadratwurzel-

funktion
C\ Ry — {2 € C|Re(z) >0}, 2z,

die mit diesem Definitions- und Wertebereich biholomorph ist. Das Bild wird durch die Mobius-

transformation z +— zj auf D abgebildet. Dabei wird der Randpunkt zy auf —1 € 0D

abgebildet. Nach dem anfangs Gesagten folgt, dass G in zy eine Barriere hat. O
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Jetzt konnen wir auch das Dirichletproblem auf beliebigen Riemannschen Flachen mit kompak-
tem Rand losen.

Theorem. Sei X eine Riemannsche Fldche mit kompaktem Rand 0X, und f: 90X — IR eine
stetige Funktion. Dann gibt es genau eine stetige Funktion ¢g : X — IR, so dass g|xo harmonisch
ist, und glox = f gilt.

Beweis. Wir wollen die Perron-Methode verwenden, um die gesuchte Funktion zu konstruieren.
Weil X im Allgemeinen nicht kompakt ist, sind stetige Funktionen auf X nicht unbedingt
beschrankt. Aus diesem Grund miissen wir die Definition der Perron-Familie fiir diesen Fall
modifizieren: Die modifizierte Perron-Familie ﬁ(X, f) besteht aus allen stetigen Funktionen
g: X — IR, so dass g|xo subharmonisch ist, fiir alle zg € 0X

limsup g(z) < f(xo)

T—T0

gilt, und die g < max,epx f(z) € R erfiillen.

Wegen Korollar 3.17 ist das Maximum von endlich vielen Elementen von ’IS(X , f) wieder in
P(X, f), und die in Lemma 3.21 aus einem f € P(X, f) konstruierten Funktion h ist wieder
in ﬁ(X, f). Deshalb {ibertragen sich die Argumente aus den Beweisen der Sitze 3.20 und 3.26
auf die vorliegende Situation.

Ist g € 0X, so existiert eine Karte (U,z) von X mit z(xzg) = 0, Im(z(x)) = 0 fiir alle
x € 0X NU und Im(z2(z)) > 0 fir alle x € X°NU . Daher erfiillt G := 2[U°] die Bedingung
von Lemma 3.27 mit zg = 0 und z; = —i. Nach diesem Lemma besitzt G eine Barriere in
20 = z(x0), und daher besitzt X eine Barriere in x .

Daher ist nach (der auf die vorliegende Situation tbertragenen Version von) Satz 3.26 das
Dirichlet-Problem auf X zu f eindeutig losbar. a

3.7 Der Anulus-Satz

Ein wichtiger Teilschritt auf dem Weg zum groften Riemannschen Abbildungssatz ist der Anulus-
Satz, den wir in diesem Abschnitt vorstellen und beweisen. Er zeigt, dass eine einfach zusam-
menhéngende (bzw. planare, vgl. Definition 3.29) Riemannsche Fldche, aus der man zwei
abgeschlossene Bélle "‘herausgeschnitten"’ hat, zu einem Kreisring in € biholomorph ist.

Die folgende Definition hat provisorischen Charakter, d.h. sie erfolgt nur, um den Beweis des
grofsen Riemannschen Abbildungssatz besser zu organisieren. Am Ende wird sich herausstellen,
dass eine Riemannsche Fliache genau dann planar ist, wenn sie einfach zusammenhéngend ist.

Definition. Eine Riemannsche Flache X (ohne Rand) heifst planar [planar|, wenn jede
geschlossene 1-Form auf X mit kompaktem Trager exakt ist.

Satz. (Anulus-Satz) Sei X eine kompakte, planare Riemannsche Fliche, D C X eine of-
fene Teilmenge, die zu D biholomorph dquivalent ist, und A, B C D = D zwei disjunkte
abgeschlossene Kreisscheiben. Dann existiert ein R > 1, so dass die Riemannsche Flache
X\ (AU B) zum Kreisring

{zeC|l<|z| <R}

biholomorph &quivalent ist.
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Fiir den Beweis benétigen wir noch etwas Vorbereitung. In der Situation von Satz 3.30 iden-
tifizieren wir D mit D und bezeichnen die Mittelpunkte der Kreisscheiben A bzw. B mit
a,b € D ~ D. Wir bezeichnen mit A, und B, die abgeschlossenen Bille um ¢ und b mit
Radius 7, und mit X, die Riemannsche Fliche X \ (A, U B,.). Wiihle ¢ klein genug, so dass sich
Aye, Bye und 0B(0,1 — €) nicht schneiden. Sei C die geschlossene Kurve 9Age.

Lemma. In der zuvor beschriebenen Situation gilt fiir jede glatte, geschlossene 1-Form w auf
X1 Wenn wa € Z ist, so ist auch fv w € Z fiir jeden geschlossenen Weg v in X..

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass jede geschlossene 1-Form w auf X, die fC w = 0 erfiillt, exakt
ist. Weil C' und 0As., sowie C' und —0Bs., homologous sind und w geschlossen ist, verschwindet
wegen des Satzes von Stokes (Satz 1.33) faA% w = — faBzg w = fcw = 0. Betrachte nun das
Anulus A" := Ay, \ A.. Wegen Homotopie ist fv w=n | oA, w =0 fiir alle geschlossen Kurven
in A’. Also gibt es eine glatte Funktion ¢ mit dyp = w auf A" (Korollar 2.16). Wir konnen ¢ zu
X fortsetzen, so dass ¢ = 0 aukerhalb von As.. Ahnlich gibt es eine glatte Funktion v auf X,
so dass di) = w auf B’ := Bs. \ B. und v = 0 auerhalb von Bs.. Deshalb haben wir auf X, die
Form w — dp — di, die auf A’ und B’ verschwindet. Setze sie als 0 auf A. U B., um eine glatte
geschlossene 1-Form auf X zu bilden. Weil X planar ist, folgt, dass w — dy — dip exakt ist. Also
ist auch w auf X, exakt.

Als néchstes zeigen wir, dass es eine geschlossene Form € auf X, gibt, so dass fc Q=1 und
f7 Q € Z fiir alle geschlossenen Wege v € X, gilt. Dazu definieren wir zunéchst

1 ( dz dz

=1 fD .
5 m ) auf D\ {a, b}

Dann gilt faAE = [ =1, fBg = —1 und faB(o 1—e) 2 = 0 (Aussage 1.40). Wie oben gibt es
eine glatte Funktion ¢ auf X \ B(0,1 — ¢), so dass Q' —d¢ auf B(0,1)\ B(0,1 — ¢) verschwindet.
Wir definieren eine glatte 1-Form auf X durch
0 Q' auf D,
~ld¢ auf X\ D.

z—a z-—0b

Jeder geschlossene Weg von X, lifit sich zerlegen in geschlossene Wege in D und geschlossene
Wege in X \ D. Auf jedem geschlossenen Weg v in X \ D ist fv Q = 0, weil Q hier exakt ist.
Andererseits ist jeder geschlossene Weg in D homologous zu einer Kombination von A, und B..
Dann folgt die Behauptung.

Nun betrachten wir eine geschlossene 1-Form w auf X., die n := fcw € Z erfilllt. Dann
ist w = w — nQQ eine geschlossene 1-Form auf X., die [, = 0 erfiillt. Wegen dem ersten
Beweisschritt ist w’ also exakt. Damit folgt fiir jeden geschlossenen Weg v in X.:

/w:/w'+n/Q:0+n/Q€Z.
v v v v

Beim Beweis des Anulus-Satz verwenden wir weiter den sogenannten Hodge-x-Operator [Hodge
star operator| fiir 1-Formen. Er ist dadurch definiert, dass beziiglich beliebiger holomorpher
Karten z und glatter Funktionen f(z), g(z) gilt:

#(f(z)dz+ g(2)dz) = —i f(z)dz +ig(z)dz .

O
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Man tiberpriift leicht:

3.32 Aufgabe. Sei X eine Riemannsche Flache.

(a) Durch % wird ein wohldefinierter (koordinatenunabhéngiger) linearer Operator auf dem
Raum der glatten 1-Formen auf X definiert.

(b) Eine zweimal differenzierbare Funktion i : X — IR ist genau dann harmonisch, wenn *dh
geschlossen ist, also d x dh = 0 gilt.

(¢) Ist h: X — IR eine harmonische Funktion, so ist jede Funktion f : X — C, die df =
dh + i * dh erfillt, holomorph.

(d) Ist G € € und w eine reelle 1-Form (d.h. w = f(z)dz + ¢g(z)dz mit reellwertigen
Funktion f,g: G — IR), so ist w A xw punktweise ein nicht-negatives, reelles Vielfaches
der "‘Standardorientierung von C"’, d.h. der 2-Form dxz A dy. Aufserdem hat w A *w nur
an den Nullstellen von w Nullstellen.

Beweis des Anulus-Satzes (Satz 3.30). Die Riemannsche Fliche mit Rand X. hat kompakten
Rand 0X. = 0A. U 0B.. Nach Theorem 3.28 besitzen deshalb Dirichlet-Probleme auf X,
eindeutige Losungen. Fiir ¢ > 0 sei h. : X. — IR die Losung des Dirichlet-Problems zur
stetigen Randfunktion h. : 0A. UJB. — IR mit hc|pa. = ¢ und hc|opp. = 0. Wegen der
FEindeutigkeit der Losung dieses Dirichlet-Problems gilt jeweils h, = ¢- hy. Weil h, harmonisch

ist, wegen des Satzes von Stokes (Satz 1.33), und weil JA. in X, homotop zu C ist, gilt

/ dhc/\*dhc:/ d(hc-*dhc):/ hc~*dhc+/ hc-*dhc:c~/ *dhc:c~/ xdh, .
£ £ A OB¢ 0A: C

Wegen Aufgabe 3.32(d) ist sz dhe A xdh. > 0. Deshalb folgt, dass es genau ein ¢ > 0 gibt, so
dass fC «dh. = 1 ist. Weil *dh. nach Aufgabe 3.32(b) geschlossen ist, folgt aus Lemma 3.31,
dass f7 xdh. € Z fiir jeden geschlossenen Weg ~ in X, gilt. Deshalb ist fiir fixiertes xg € X,
und beliebiges x € X, der Wert

F(z) = exp <27r / “(dhg+ i dhc)> - exp(27he(z0))

zo

unabhéngig von der Wahl des Integrationswegs in X. von xg nach z, so dass hierdurch eine
Funktion f:X. — IR definiert wird. Nach Aufgabe 3.32(c) ist der Integrand dh.+ix*dh. holo-
morph, und deshalb ist auch f holomorph. Wegen der Formel |e*| = eRe(2) gilt fiir jedes = € X, :
|f(z)| = exp(2mhc(z)). Nach dem Maximumprinzip fiir harmonische Funktionen, angewendet
auf die harmonische Funktion h., ist 0 < h, < ¢ auf X, (die strengen Ungleichungen gelten,
weil h. sonst konstant wére), und somit ist das Bild von f im Anulus

M :={z€C | 1<|z| <exp(2mc)}

enthalten. Und zwar ist das Bild f[X.] einerseits nach dem Satz vom offenen Bild eine offene
Teilmenge von M ; andererseits ist X. kompakt, und deshalb ist f[Xc] = f[X.] eine kom-
pakte Teilmenge von M . Deshalb ist f[X.] = f[X.] N M auch abgeschlossen in M. Weil M

zusammenhéngend ist, folgt hieraus f[X.] = M .
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Es verbleibt zu zeigen, dass f injektiv ist; nach dem Satz von Osgood ist dann f : X, — M
biholomorph. Wir benutzen dazu, dass nicht-konstante holomorphe Abbildungen "‘verzweigte
Uberlagerungen"’ sind, d.h. dass es eine diskrete Menge N C X. gibt, so dass f l(x.\nv) eine
holomorphe Uberlagerung ist, und dass an den "‘Verzweigungspunkten"’, d.h. den Punkten von
N die Fasern von f hochstens so viele Punkte enthalten wie die Blitterzahl der Uberlagerung
angibt. Deshalb ist

. f*(dz/\dZ):deg(f)'/ dzAdz, (%)
Xe M

wobei deg(f) € IN auch der "‘Abbildungsgrad"’ von f heift. Aus dem zuvor gesagten folgt:
Wenn deg(f) = %1 ist, soist f injektiv. Um deg(f) zu bestimmen, sollten wir also die beiden
Integrale in (*) ausrechnen.

Auf der einen Seite gilt
/ dzANdZ = —2i- / de Ady = —2i-vol(M) = —2i - w(exp(4mc) — 1) .
M M

Andererseits ist

Frdzndz) =df Adf = |f]? d)‘f A dff — exp(dhe) - (2 (dhe + i % dhe)) A (27(dhe — i * dhe))
= exp(4rh,) - dn? - (—2i) - (dhe A *#dhe) = —2mi - d(exp(drhe)) A *dhe
= —27i - d(exp(4rmhe) - xdh,)

und somit nach dem Satz von Stokes:

- ff(dzAdZ) = —2mi / d(exp(4rhe) - xdhe) = —2mi / _exp(4rhe) - xdh,
Xe e 00X,

= —27i - (/ exp(4mh.) - xdh, + / exp(4mh,) - *dhc>
0A.

Be

= —27i - (exp(4ﬂ'c)/ «dhe +/ *dhc>
A 0B:

= —2mi - (exp(4me) — 1) .

Durch Vergleich der beiden Rechenergebnisse in (x) ergibt sich deg(f) = 1 und damit die
Injektivitat von f. O

Korollar. Sei X eine Riemannsche Flache mit Rand, die als topologischer Raum hom&omorph
zu S! x [0,1] ist. Dann gibt es ein R > 1, so dass das Innere X° = S' x (0,1) biholomorph ist
zum Anulus

{zeC|1<|z| <R}.

Beweis. Die Fundamentalgruppe 71(X) ist isomorph zu Z , und ein Erzeuger von 71 (X) ist die
Homotopieklasse der geschlossenen Kurve C': ST — X = 81 % [0,1], ¢ + (¢,0). Daher hat X
mit dieser Kurve C sinngeméf die Eigenschaft von Lemma 3.31. Der Beweis des Anulus-Satzes
iibertragt sich nun auf die gegenwértige Situation. O
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3.8 Der grofie Riemannsche Abbildungssatz

In diesem Abschnitt werden wir den grofsen Riemannschen Abbildungssatz beweisen. Wichtige
Zutaten fiir dessen Beweis sind die Lésung des Dirichlet-Problems, der Anulus-Satz, und der
"‘kleine"” Riemannsche Abbildungssatz. Hinzu kommt der sogenannte Satz von Koebe, eine
erweiterte Version des Satzes von Montel, der die Konvergenz von injektiven holomorphen Funk-
tionen charakterisiert; solche Funktionen nennt man manchmal auch schlichte Funktionen®.

Zur Erinnerung:

Aussage. (Satz von Montel.) Sei F eine lokal gleichméfig beschriankte Familie von holo-
morphen Funktionen auf einem Gebiet G C C oder einer Riemannschen Flache X . Dann ist
F normal, d.h. jede Folge in F besitzt eine kompakt gleichméfig konvergente Teilfolge.

Satz. (Satz von Koebe.) Sei G C C ein Gebiet und zp € G. Dann ist die Menge F aller
injektiven holomorphen Funktionen f : G — C mit f(z¢) = 0 und f’(z¢) = 1 kompakt, d.h. jede
Folge in F besitzt eine kompakt gleichméfig konvergente Teilfolge, deren Grenzwert auch in F
liegt.

Wir bereiten den Beweis des Satzes von Koebe durch die folgenden beiden Lemmata vor:

Lemma. Sei G C C ein Gebiet, so dass C\ G innere Punkte enthélt, und z¢p € G. Dann besitzt
jede Folge von holomorphen Funktionen f : D — G mit f(0) = xy eine kompakt gleichméfig
konvergente Teilfolge.

Beweis. Sei a € C ein innerer Punkt von C\ G. Dann wird durch z ﬁ das Gebiet G
biholomorph auf ein beschrinktes Gebiet in C abgebildet. Also folgt die Aussage aus dem Satz
von Montel (Aussage 3.34). O

Lemma. Die Menge F der injektiven holomorphen Funktionen f : D — C mit f(0) = 0 und
f/(0) = 1 ist kompakt, d.h. jede Folge in F besitzt eine kompakt gleichméfig konvergente
Teilfolge, deren Grenzwert auch in F liegt.

Beweis. Sei (fn)new eine Folge von Funktionen in F. Zu zeigen ist, dass (f,) eine Teilfolge
besitzt, die kompakt gleichmafig gegen eine Funktion in F konvergiert.

Nach dem Satz vom offenen Bild ist fiir n € IN jeweils f,[D] offen in C und es gilt 0 € f,[D].
Daher erfiillt der maximale Radius 7, , so dass B(0,7,) C f,[D] ist, r, > 0. Wir behaupten,
dass andererseits r, < 2 gilt: Wire r,, > 2 fiir ein n € IN, so wire B(0,2) C f,[D], also ist
g:D—D, z— f,1(22) eine wohldefinierte holomorphe Funktion mit g(0) = 0 und |g(z)| <1
fir z € D. Nach dem Lemma von Schwarz gilt |g(z)| < |z| fiir alle z € D, und folglich
|/ (2)] < &|2] fiir alle z € B(0,2). Daraus folgt |(f,;1)'(0)] < % und somit [f(0)] > 2 im
Widerspruch zu f},(0) = 1.

Wegen der Maximalitat von r, ist 0B(0,ry,) \ fn[D] # &, und wir wéhlen ein a,, € 9B(0,r,) \
fn[D]. Wir setzen g, = i - fn. Dann gilt D C g¢,[D], aber 1 ¢ g,[D]. Weil g,[D] einfach

*Manchmal ist mit einer "‘schlichten Funktion"’ allerdings auch eine biholomorphe Funktion, oder eine biholo-

morphe Funktion f mit f(0) = 0 und f'(0) = 1, oder ein #hnliches Konzept gemeint. In englischsprachigen
Texten sieht man gelegentlich “schlicht function”.
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zusammenhédngend ist, existiert auf diesem Gebiet eine "‘Quadratwurzel"’ aus z — 1, d.h. es
existiert genau eine holomorphe Funktion 1, : g,[D] — € mit 2 = 2 — 1 und ,(0) = i. Fiir
die holomorphe Funktion h,, := 1, 0 g, : D — C gilt dann h2 =g, — 1 und h,(0) =i.

Wir behaupten nun, dass h,[D] N (—h,[D]) = @

injektiv ist. Gébe es nun z1,29 € D mit h,(21)

hn(22)? + 1 = gn(22) und somit z; = 29. Da
[D].

hy(21)? +1 =1 im Widerspruch zu 1 ¢ In

Wegen D C g,[D] ist U := ,[D] C hy[D] und somit folgt (—U) N hy[D] = @. Wegen
Lemma 3.36 besitzt (h,) eine Teilfolge (hy, ), die kompakt gleichméfig gegen eine holomorphe
Funktion h konvergiert. Es gilt f, = a, - (k2 + 1) mit |a,| = 7, < 2; deshalb hat auch (f,)
eine Teilfolge (f, ), die kompakt gleichméfig gegen eine holomorphe Funktion f konvergiert.
Wegen f,(0) =0 und f/,(0) =1 ist f(0) =0 und f'(0) =1. Weil die f,, injektiv sind, ist f
wegen dem "‘nullstellenzihlenden Integral"’ entweder injektiv oder konstant; hier kann f jedoch
wegen f’(0) = 1 nicht konstant sein. Also ist f € F. O

gilt. Das liegt daran, dass mit f,, auch g,
= —hn(22), so wire g,(z1) = hn(21)®> +1 =
raus folgt h,(z1) = 0 und somit g¢,(z1) =

Beweis des Satzes von Koebe (Satz 3.35). Wir verwenden eine dhnliche Beweisidee, wie sie hdufig
auch fiir den Beweis des Satzes von Arzela-Ascoli verwendet wird. Es sei eine Folge (fn)nenN
von Funktionen in F gegeben. Zu zeigen ist, dass es eine Teilfolge (fn,) von (f,) gibt, die auf
jeder kompakten Teilmenge K C G gleichméfig gegen eine Funktion f € F konvergiert.

Wir wihlen eine dichte Folge (z,,)men in G, zum Beispiel kann (x,,) eine Abzdhlung von
GNn{x+iy|z,y € Q} sein. Weil nach Lemma 3.36 insbesondere fiir jedes = € G eine Teilfolge
von (fp(x)) gibt, die gegen ein y € C konvergiert, lasst sich induktiv eine Teilfolge (fy, )
von (f,) konstruieren, so dass fiir jedes m € IN die Folge (fn,(zm))keN gegen ein y,, € C
konvergiert; mehr noch: fiir alle £ > m gilt jeweils |fp, (zm) — Ym| < % Wir behaupten, dass
diese Teilfolge (f,,) kompakt gleichméfig gegen ein f € F konvergiert.

Als "‘Kreiskette mit Anfangspunkt zg"’ bezeichnen wir eine endliche Folge von Kreisscheiben

Bi,...,Bp, so dass xyp € Bj ist, und jeweils Bj C G, BiNBjy1 # @ und B; ﬂB; = o fir
J # 4,741 gilt. Lemma 3.37 gilt offensichtlich mutatis mutandis fiir beliebige Kreisscheiben an
Stelle von I, und daher auch fiir Kreisketten mit Anfangspunkt xg. Wegen der Konstruktion
der Teilfolge (fy,,) gilt dabei die Aussage des Lemmas jeweils fiir diese feste Teilfolge, unabhéngig
von der Wahl der Kreiskette, d.h. auf jeder Kreiskette konvergiert (f,,) gleichmébig gegen ein
ferF.

Ist nun eine beliebige kompakte Teilmenge K C G gegeben, so kann diese durch endlich viele
Kreisketten mit Anfangspunkt xg {iberdeckt werden. Daher konvergiert (f,,) auch auf K
gleichméfig gegen ein f € F. a

Die folgende Aussage ist eine Anwendung des Satzes von Koebe auf Riemannsche Flachen (statt
auf Gebiete in C):

Aussage. Sei X eine Riemannsche Fliche, und (U, )pen eine "‘Ausschépfung"’ von X durch
offene, zusammenhéngende Mengen U, , d.h. es gilt

U cUsCcUsC... und UU =X
nelN

Weiter gebe es jeweils eine biholomorphe Abbildung f, von U, auf ein Gebiet G,, C C. Dann
gibt es auch eine biholomorphe Abbildung f: X — G auf ein Gebiet G C C.
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Beweis. Ohne Beschrankung d~er Allgemeinheit sei Uy # @ . Wir fixieren einen Punkt zy € Uj
und eine holomorphe Karte (U, z) von X mit U; C Uy und z(zg) = 0. Fir n € IN gibt es
jeweils eindeutig bestimmte komplexe Zahlen a,,b, € C, so dass fiir die biholomorphe Funktion

In(T) = an - ful(x) + by

gilt:
dgn,
gn(x0) =0 un e (x0)

-1
(Es gilt ndmlich %(mo) # 0, und deshalb ist a, = (%(wo)) und b, = —ay, - fn(zo) )

Sei nun m € IN fest. Wir betrachten fiir n > 1 die injektiven holomorphen Funktionen h,, :=
Gminogny!, die das Gebiet V;,, := g;n[Un] C C jeweils auf eine offene Teilmenge von € abbilden.
Offensichtlich gilt

0€ Vi, hy(0)=0 und A, (0)=1.

Der Satz von Koebe (Satz 3.35) zeigt deshalb, dass es eine Teilfolge (hy,) der (h,) gibt, die
auf V,,, kompakt gleichméfig gegen eine injektive, holomorphe Funktion konvergiert. Wir setzen
Jn = gn fir n <m und g, =h fir n>m.

Nn—m

Wir schlieffen nun induktiv: Wir fithren die Konstruktion des obigen Absatzes zunéchst mit
m = 1 aus, und ersetzen dann die Folge (g,,) durch (g,). So erhalten wir eine auf U; kompakt
gleichméfig konvergente Folge (g,). Nachdem die Konstruktion fiir 1,...,m — 1 durchgefiihrt
wurde, fithren wir sie fiir m durch, und ersetzen wieder (g,) durch (g,), so dass wir Konvergenz
von U, haben. Induktiv erhalten wir eine Funktionenfolge (g,), die auf ganz |J,,, ey Um = X
gegen eine biholomorphe Abbildung f konvergiert. O

Mit dem folgenden Satz beweisen wir schon die erste "‘Hélfte"” des grofen Riemannschen Ab-
bildungssatzes:

Satz. Jede kompakte planare Riemannsche Fldche X ist biholomorph zur Riemannschen
Zahlenkugel C.

Beweis. Wir wahlen eine Koordinatenumgebung von X und darin eine zu D biholomorphe,
offene Teilmenge D C X . Wir identifizieren wieder D mit . Weiter wihlen wir a,b € D mit
a # b und betrachten fiir (hinreichend grokes) n € IN die offene, zusammenhéangende Menge
Up =X\ (B(a,2) U B(b,1)). Damit gilt offenbar Uy C Up C ... und U,c Un = X \ {a,b}.
Fiir jedes n € IN existiert nach dem Anulus-Satz (Satz 3.30) eine biholomorphe Abbildung f,
von U, auf ein Gebiet (nédmlich einen Anulus) in €. Nach Aussage 3.38 existiert daher eine
injektive holomorphe Abbildung f: X \ {a,b} — C.

Wir zeigen, dass sich f in a bzw. b zu einer injektiven meromorphen Funktion f : X — C
fortsetzen lésst: Ist f in der Ndhe von a beschréinkt, so ldsst sich f nach dem Riemannschen
Hebbarkeitssatz in a zu einer holomorphen Funktion fortsetzen. Ist f in der Nahe von a nicht
beschrénkt, so kann f bei a keine wesentliche Singularitit haben: dies folgt aus dem Satz von
Casorati-Weierstraf wegen der Injektivitdt von f. Also hat f bei a dann einen Pol. Wegen der
Injektivitdt von f muss dieser Pol von erster Ordnung sein. Also ldsst sich f durch f(a) = co in
a meromorph fortsetzen. Dieselben Argumente treffen natiirlich auch auf b zu. So erhalten wir
eine meromorphe Funktion f: X — C. Weil diese in einer Umgebung von a bzw. b alle Werte
aus einem kleinen Ball um f(a) bzw. f(b) annimmt, ist die fortgesetze Funktion f weiterhin
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injektiv. Thr Bild f[X] ist einerseits nach dem Offenheitssatz offen in C, andererseits mit X
kompakt und deshalb abgeschlossen in C. Also folgt f[X] = C, und somit ist f: X — C
biholomorph. O

Wir arbeiten jetzt nur noch am Riemannschen Abbildungssatz fiir nicht-kompakte, planare
Riemannsche Fliachen X .

Lemma. Sei X eine Riemannsche Flache. Dann existiert eine Ausschopfung (Op)pen von X
durch offene Mengen O, (d.h. es gilt O1 € Oy C O3 C ... und J,,cy On = X) mit den
folgenden Eigenschaften:

(a) O, ist kompakt, und die Zusammenhangskomponenten von 00O,, besitzen einen "‘Kra-
gen"’ letzteres bedeutet: Fiir jede Zusammenhangskomponente B von 00, gibt es einen
Homdomorphismus, der eine Umgebung von B in O,, auf S x (0,1) und B auf S'x {1}
abbildet.

(b) 00, besitzt in allen seinen Punkten eine Barriere.

Bewets. Wie schon im Beweis des Satzes 1.31 iiber die Zerlegung der Eins verwenden wir,
dass es eine abzihlbare, offene Uberdeckung (U, )nenw von X durch Kartenumgebungen U,
zu holomorphen Karten ¢, gibt, die so beschaffen sind, dass die Bilder ¢,[U,] = B(0,7,)
Bille von gewissen Radien 7, > 0 sind, dass aber umgekehrt schon (¢, [B(0,7,/2)])nen ganz
X iiberdeckt. Wir werden zeigen, dass mit einer geeigneten Folge (R,),en von Radien mit
0 < < Ry <1y die offenen Mengen

n—U% (0,Rg)] fiiralle n € N

die geforderten Eigenschaften erfiillt. Jedenfalls ist (O,,) offensichtlich eine Ausschépfung von
X und O, ist jeweils kompakt.

Um die Barrieren-Bedingung zu erfiillen, wiahlen wir die Radien R,, induktiv aus. Seien also die
Radien Ry,..., R, bereits gewahlt. Wir wihlen den Radius Rn+1 € (=t c (T L rn41) so aus, dass der
Rand 8¢;i1[B(0, Ry 1)] die Rénder der vorherigen Mengen d¢; ' [B(0, R1)],. .., 08¢, [B(0, R,)]
(beziiglich einer beliebigen Karte) transversal schneidet. Dies fiihrt elnerselts dazu, dass Oy
die Bedingung aus Lemma 3.27 erfiillt, und deshalb in jedem Randpunkt eine Barriere besitzt.
Andererseits folgt, dass jede Zusammenhangskomponente von 00,41 einen Kragen besitzt.

Die Realteile der logarithmischen Koordinaten In(¢,+1) sind die Logarithmen der Absténde zu
(Z),_L}rl(O) € Up+1. Weil der Realteil einer holomorphen Funktion harmonisch ist, sind die Funktio-
nen auf den Rédndern der obigen Mengen reellanalytisch. Deshalb gibt es hochstens endliche viele
kritische Werte von dieser reell analytischen Funktion auf d¢;*[B(0, Ry)], ..., ¢, [B(0, R,)],

und damit auch ein "“ < Rpy1 < rpy1 mit den gewilinschten Elgenschaften O

Satz. Sei X eine nicht-kompakte, planare Riemannsche Flache. Dann gibt es eine biholomorphe
Abbildung von X auf eine offene Teilmenge von C.

Beweis. Nach Lemma 3.40 gibt es eine Ausschopfung (O,) von X durch offene Mengen mit
den dort genannten Eigenschaften. Wir zeigen, dass jedes O, biholomorph zu einem Gebiet in
C ist. Nach Aussage 3.38 ist dann auch X selbst biholomorph zu einem Gebiet in C.
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Dabei konnen wir ohne Beschrénkung annehmen, dass O,, einfach zusammenhingend ist. Weil
O,, kompakt ist, ist sein Rand 90,, homdomorph zu S'. Auferdem besitzt O,, einen Kragen
K C X, dieser ist homdomorph zu S! x [0,1), wobei 00,, C K der Teilmenge S x {1}
entspricht. Nach dem Anulus-Satz in der Version von Korollar 3.33 existiert eine biholomorphe
Abbildung g von K auf einen Anulus {z € C | 1 < |z| < R} mit einem geeigneten R > 1.
Dabei kann ¢ so gewéhlt werden, dass ¢[00,] = D ist. Weil O, in jedem Randpunkt eine
Barriere besitzt, ist nach Satz 3.26 das Dirichlet-Problem zu u|go, = Re(g)|so, 16sbar, d.h. es
existiert eine Funktion wu : O,, — IR, so dass u|p, harmonisch ist und u|so, = Re(g)|so, gilt.
Weil X planar ist, besitzt die geschlossene 1-Form du+i*du eine Stammfunktion f: O, — C,
und diese ist nach Aufgabe 3.32(c) holomorph. Dabei kann die Integrationskonstante fiir f so
gewéhlt werden, dass f eine Fortsetzung von g ist, und deshalb f[00,] = 9D ist. Die Funktion
|| nimmt ihr Maximum auf 00O,, an, also gilt |f| < 1. Auch wegen des Maximumprinzips ist
|f| <1 auf O,,. Somit bildet f das Gebiet O, biholomorph auf ein Gebiet in D C C ab. O

Der Riemannsche Abbildungssatz zdhlt in den Worten von Felix Klein zu den tiefsten und groften
Erkenntnissen, die in der Mathematik je erwachsen sind. Jetzt ist es endlich soweit:

Theorem. Fiir eine Riemannsche Flache X sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) Jede geschlossene, glatte 1-Form auf X ist exakt.

(b) X ist entweder biholomorph zu €, oder zu €, oder zu D.

(c) X ist einfach zusammenhéngend.
Beweis. Zu (a) = (b). Eine Riemannsche Fliche X, die (a) erfiillt, ist insbesondere planar.
Ist X kompakt, so ist X nach Satz 3.39 biholomorph zu C. Ist X nicht kompakt, so ist X

nach Satz 3.41 biholomorph zu einem Gebiet G C C. Ist G # C, so ist nach dem "‘kleinen"’
Riemannschen Abbildungssatz (Theorem B.1) G und damit X biholomorph zu D.

Zu (b) = (c). Da C, C und D einfach zusammenhéngend sind, ist auch jede Riemannsche
Fléche, die zu einem dieser Gebiete biholomorph ist, einfach zusammenhéngend.

Zu (¢) => (a). Das ist ein Konsequenz von Korollar 2.16. O

3.9 Der Uniformisierungssatz

Als direkte Folge des grofen Riemannschen Abbildungssatzes erhalten wir nun auch eine ziemlich
weitgehende Ubersicht {iber alle (auch nicht einfach zusammenhéngende) Riemannsche Fléachen.
Dies ist der sogenannte Uniformisierungssatz.

Theorem. (Uniformisierungssatz.) Jede Riemannsche Fliche X gehort zu einer der folgen-
den Klassen:
(a) X ist biholomorph zur Riemannschen Zahlenkugel C.

(b) Die universelle iiberlagerung X von X ist biholomorph zu €. In diesem Fall ist X selbst
biholomorph zu einer der folgenden Riemannschen Fléchen:
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(i) €
(i) C*
(iii) ein komplexer Torus C/T", siehe Beispiele 1.22(c) und 2.8.
(¢) Die universelle Uberlagerung X von X ist biholomorph zu D. In diesem Fall ist X

biholomorph zu einer Riemannschen Flache D/T", wobei I' eine auf D frei operierende
Untergruppe der Automorphismengruppe

: Z— 20
Aut(D) = el
ut(D) {z e 72

{ az+b
= Z = =
bz +

p e, ZQGD}

a,be C, |a* - |p? = 1}
ist.

Ein Wermutstropfen bleibt bei diesem schonen Ergebnis: Es ist leider nicht mdoglich, die auf D
frei operierenden Untergruppen I' in dhnlicher Weise explizit anzugeben, wie wir das fiir die auf
C frei operierenden Untergruppen in Abschnitt 1.2 getan haben. Es ist aber nicht verwunderlich,
dass dieser Fall kompliziert ist: alle kompakten, orientierbaren, zusammenhéngenden, reell-2-
dimensionale Fldchen kénnen als Riemannsche Flachen aufgefasst werden, und ist ihr Geschlecht
> 2, so ist ihre universelle Uberlagerung biholomorph zu . Alle diese Flichen gehen also aus
dem Fall (c) des Uniformisierungssatzes hervor.

Beweis des Uniformisierungssatzes Theorem 8.43. Sei w : X — X die universelle Uberlagerung
der gegebenen Riemannschen Flache X . Sie existiert nach Satz 2.14 und ist wegen Korollar 2.13
bis auf biholomorphe Aquivalenz eindeutig. Sei I' die Gruppe der Decktransformationen von 7 ;
sie ist eine Untergruppe der biholomorphen Abbildungen X — X, die nach Satz 2.10(a) auf X
frei operiert. Die Uberlagerung 7 ist nach Aufgabe 2.9(b) regulir. Deshalb ist nach Satz 2.10(c)
die Riemannsche Fliche X biholomorph dquivalent zu X /T

Die Riemannsche Fliche X ist wegen der Definition der universellen Uberlagerung einfach
zusammenhéngend. Nach dem grofen Riemannschen Abbildungssatz (Theorem 3.42) ist X
entweder zu C, oder zu C oder zu D biholomorph dquivalent.

Ist X zu C biholomorph dquivalent, so gilt I' = {idg} nach Aussage 1.20. Also liegt der Fall
(a) vor.

Ist X zu C biholomorph #quivalent, so hat T' eine der drei Formen (T), (Z), (E) aus Aus-
sage 1.21. Diese drei Féllen jeweils sind komplexen Tori, der punktierten Ebene C* und der
komplexen Ebene C, und somit den Fallen (b)(iii), (b)(ii), (b)(i) aus dem Uniformisierungssatz.

Es bleibt der Fall, dass X zu D biholomorph dquivalent ist. Nach Korollar B.3 ist die Auto-
morphismengruppe von D tatséchlich wie in (c) angegeben, und deshalb liegt nach dem zuvor
gesagten der Fall (¢) aus dem Uniformisierungssatz vor. O

Beispiel. We have not seen any quotients of the last type yet. First, note that the Cayley
transformation z — —ziﬂ is a biholomorphism between D and the upper half plane H :=
{z € C| 32z >0} ThenI' = {z — z+ n} is a group of automorphisms of H. Similar to

Example 1.22(b), we see that the quotient H/T" is biholomorphic to D\ {0}, the punctured disc.
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Chapter 4

Garben

Die primére Literaturquelle fiir dieses Kapitel ist [Fo|, Kapitel 2. Eine weitere gute Standard-
Quelle, die allerdings die Garben-Sprache weniger verwendet, ist [FK|, Chapter III.

4.1 Pragarben und Garben

The idea of a sheaf is to formalise the algebraic structure of functions of various types on a space.
On one hand, the set of functions usually inherits the algebraic structure of the codomain, through
pointwise operations. For example, two functions f,g from X to IR can be added pointwise to
give a new function (f + g)(x) = f(x) + g(x). This makes the set of real-valued functions into a
real algebra (a ring with a real scaling operation).

But a function is not a monolith; it has local behaviour, it can be restricted to give a new
function on a subset. This restriction behaviour can be more complicated than you might first
think. Consider a function of compact support. If you restrict it to a subset outside it support,
you get the zero function. This shows that restriction is not in general an injective operation.
Conversely, consider the continuous function sin|z|~! on C*. It has no continuous extension
to €, so the restriction of continuous functions from C to C* is not surjective. When the
functions inherit operations pointwise however, this structure is unaffected by restriction: for
example, the restriction of a sum of functions is the sum of the restrictions. Hence restriction is
a homomorphism of the algebraic structure.

In very abstract algebraic geometry, the ‘spaces’ are defined in strange ways such that its not
clear what functions even make sense. In that context, having what is essentially a description
of the behaviour of functions is useful. For us, it is mainly an organisational tool. The functions
on a space contain a lot of useful information about that space, and we want to extract that
information in a systematic and algebraic manner.

Definition. Sei X ein topologischer Raum mit Topologie (System der offenen Mengen) ¥.
Eine Prigarbe |presheaf]| von abelschen Gruppen auf X ist ein Paar (.#,p) bestehend aus

(a) einer Familie .# = (% (U))yes von abelschen Gruppen,

63
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(b) einer Familie p = (p¥)y,ves,vcy von Gruppen-Homomorphismen

P F(U) = Z(V) wann immer U,V € T mit V C U ist,

so dass die folgenden Bedingungen gelten:

po = idg@) fiirjedes U €T,
p%opg:p% fir U,V,W €% mit WCV CU.

Meistens schreibt man nur % statt (%, p). Die Homomorphismen pg heifen Finschrinkung-
shomomorphismen |restriction homomorphisms|. Fiir f € .#(U) schreibt man anstatt von
p%(f) meistens f|y . Die Elemente von .#(U) werden manchmal Schnitte [sections| von
genannt, die Elemente von .#(X) globale Schnitte |global sections].

Entsprechend wie Priagarben von abelschen Gruppen kann man auch Prigarben von Mengen,
Vektorrdumen, Ringen usw. definieren.

Beispiele. (a) Sei X ein topologischer Raum mit Topologie T. Fiir U € T sei € (U) der
Raum der stetigen Funktionen f:U — C, und fiir U,V € ¥ mit V C U sei

v CWU) = E V), [ flv.
Dann ist (%, p) eine Prigarbe von Ringen (oder Vektorrdumen) auf X .

(b) Sei X eine Riemannsche Fliache mit Topologie T. Fir U € T sei 0(U) bzw. .4 (U) der
Raum der holomorphen bzw. meromorphen Funktionen f:U — C, und fiir U,V € ¥ mit
V C U sei wieder pY : f + f|y. Dann sind (&,p) und (.#,p) Priigarben von Ringen
(genauer: von kommutativen Ringen mit Eins) auf X , genannt die Garbe der holomorphen
bzw. meromorphen Funktionen auf X .*

(Vorsicht: . ist keine Pragarbe von Koérpern. Warum nicht?)

In analoger Weise kann man die Pragarbe & der glatten Funktionen f: U — C definieren.

This properties characterise the restriction of functions. Because we define functions by giving
their value at every point, we expect that functions are completely determined by their local
information, that is, their restrictions.

Wo es Pragarben gibt, gibt es bestimmt auch Garben. Die werden in der folgenden Definition
eingefiihrt:

Definition. Sei X ein topologischer Raum. Eine Pragarbe .# auf X heifst eine Garbe [sheaf],

wenn fiir jede offene Menge U C X und jede Familie (U;);c; von offenen Mengen in X mit
Uicr Ui = U die folgenden Garbenaziome [sheaf axioms| erfiillt sind:

(GL) Sind f,g € #(U) und gilt fly, = g|u, firalle i€ I,soist f=g.

*Der Buchstabe ¢ in der Bezeichnung der Garbe der holomorphen Funktionen steht vielleicht fiir den Namen
des japanischen Mathematikers Kivyosur Oxka, der entscheidend zur Entwicklung der Kohomologietheorie fiir
allgemeine komplexe Mannigfaltigkeiten beigetragen hat.
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(LG) Sind f; € . (U;) fur alle i € I gegeben, und gilt

filvinu; = filvinu,  fiir alle 4,5 € T, (*)

so existiert ein f € .Z(U) mit fly, = f; firalle i e I.

Das in Teil (LG) der Definition konstruierte f ist wegen Teil (GL) der Definition eindeutig
bestimmt. Auferdem zeigen (GL) und (LG) (angewendet mit U = @ und I = @), dass .#(9)
aus genau einem Element besteht.

Beispiele. (a) Die Pragarben ¢, 0, .# , & aus Beispiel 4.2 sind offenbar sogar Garben.

(b) Sei X ein topologischer Raum und G eine abelsche Gruppe. Fiir @ # U C X offen
sei 4(U) die Menge der lokal konstanten Funktionen f : U — G (d.h. f ist auf jeder
Zusammenhangskomponente von U konstant). Auferdem sei 4(2) = {@}. Fir U,V C
X offen mit @ # V C U sei pYf : 9(U) - 4(V), f — f|v die iibliche Restriktion;
aukerdem sei pY : 4(U) — 4 (V), f+ &. Dannist (¢,p) eine Garbe, die lokal konstante
Garbe genannt und oft einfach mit G bezeichnet wird.

Aufgabe. Let X be a topological space and G an abelian group. For any openset @ # U C X
let 4(U) be the set of constant functions f : U — G, also let ¢ (@) = {@}. Define the
restriction operators p{ naturally. (Note the difference to Beispiel 4.4(b)!)

(a) Show that (G, p) is a presheaf.

(b) Discuss whether (G, p) is in fact a sheaf.

Das Prinzip, das hinter der Konstruktion der "‘Funktionengarben"” ¢, ¢, .# , & in den obigen
Beispielen steht, wird in der folgenden Ubungsaufgabe abstrakt herausgearbeitet:

Aufgabe. It becomes very tedious to check that whether or not something is a (pre-)sheaf or
not. In this question we automate the proof for sheaves of functions. Suppose that X is a
topological space and .# is defined by .# (U) := {f : U — G | f has property P} for any open
set U C X, where P is a property that can hold for functions f: U — G. For example, ‘f is
continuous’ and ‘ f is locally constant’ are examples of such properties.

(a) Suppose that property P is restrictable. That means if f : U — G has property P and
V C U is open, then f|y also has the property P. Show that .% is a presheaf.

(b) Suppose further that property P is local. That means the following: Take any open set
U C X and a function f : U — G. Then f has property P if P holds for all restrictions
flu, for any open cover {U;} of U. Show that .# is a sheaf.

Aussage. Sei X ein topologischer Raum und (%, p) eine Garbe von kommutativen Ringen mit
Eins auf X . Fir U C X offen sei .Z7*(U) die (multiplikative) abelsche Gruppe der invertier-
baren Elemente des kommutativen Rings .# (U). Fiir V. C U C X offen und f € .#*(U) ist
flv € F*(V). Mit .Z* und dieser Restriktion wird eine Garbe von abelschen Gruppen auf X
definiert, die Garbe der invertierbaren Elemente von % .
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Beispiel. Sei X eine Riemannsche Fliache, und & die Garbe der holomorphen Funktionen auf
X . Dann ist die Garbe &* der invertierbaren holomorphen Funktionen auf X gegeben durch

0*(U)={f € OU)| f ist nullstellenfrei} fiir U C X offen .

Beweis von Aussage 4.7. Wir bezeichnen das Einselement (multiplikatives neutrales Element)
des Rings Z(U) mit 1. Sei V. C U C X offen. Weil die Restriktion p¥ : Z(U) — Z (V) ein
Homomorphismus von Ringen mit Eins ist, gilt 1|y = 1y . Seinun f € .Z*(U) gegeben. Nach
Definition existiert also ein g € .#(U) mit ¢g- f = 1y . Dann ist g|y € .#(V) und es gilt

(glv)-(flv)=(g-Nlv =1vly =1v .
Also ist f|y € #*(V). Daher ist .#* mit der durch p gegebenen Restriktion eine Prégarbe.

Fiir .#* ist das Garbenaxiom (GL) offenbar erfiillt. Wir iiberpriifen, dass auch das Garbenaxiom
(LG) gilt: Dazu seien offene Mengen U, (U;)icr mit U = |J;c; Us, sowie f; € #*(U;) gegeben,
so dass die Bedingung () in (LG) gilt. Insbesondere gilt f; € % (U;). Wegen dem Garbenaxiom
(LG) fir .# existiert daher ein f € .F(U) mit fly, = f; fiir alle i € I. Es ist zu zeigen, dass
f e F*U) ist. Dazu: Weil f; in % (U;) invertierbar ist, existiert jeweils ein g; € .7 (U;) mit
gi'fi:1U2'~ Fir 4,5 € I gilt

(gi)|UiﬂUj . (fi)|UiﬂUj = (gl . fi)|U¢ﬂUj = 1U¢|U7;I'7Uj = 1U¢ﬁUj = .= (gj)|U¢ﬂUj : (fj)|U~;ﬂUj

= (gj)‘UiﬂU]’ : (fi)‘UimUj .

Weil (fi)lv,nu; € F*(UiNU;j) ist, folgt gilu,nu; = gjlu,nu, - Nach dem Garbenaxiom (LG) fiir 7
existiert daher ein g € #(U) mit g|y, = g;. Fiirjedes i € I ist (¢-f)|v, = gi-fi = lv, = (lv)|v; »
woraus mit dem Garbenaxiom (GL) fiir .# folgt: ¢- f = 1y und somit f e .F*(U). O

4.2 Homomorphismen von Garben

Zu algebraischen oder analytischen Strukturen gehéren immer auch die passenden Homomor-
phismen. Hier fithren wir die entsprechenden Homomorphismen fiir Pragarben und fiir Garben
ein.

Definition. Sei X ein topologischer Raum, und % und ¢ zwei (Pri-)Garben von abelschen
Gruppen auf X . Dann ist ein Homomorphismus von (Prd-)Garben [(pre-)sheaf homomorphism]|
f % — 94 eine Familie (fy) von Gruppenhomomorphismen fy : #(U) — 4(U) (wobei U die
offenen Teilmengen von X durchliuft), so dass fiir alle offenen Teilmengen V' C U das folgende
Diagramm jeweils kommutiert:

F(U) —— G(U)

| |

FV) —— 94(V).

Der Homomorphismus f heift Isomorphismus |isomorphism|, wenn alle f; Isomorphismen sind.

Offenbar ist die Identitdt auf einer (Pré-)Garbe .# ein Isomorphismus von (Pra-)Garben.
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In der folgenden Aufgabe werden der Kern ker(f) und das (Prigarben-)Bild im”(f) von
Prigarben-Homomorphismen f : .# — & definiert. ker(f) und im®(f) sind in jedem Fall
Priagarben, und zwar Unter-Pragarben von % bzw. ¢ . Man sagt, dass f injektiv [injective]
bzw. prigarben-surjektiv [presheaf surjective] ist, wenn ker(f) = {0} bzw. im”(f) = ¢ ist. f ist
genau dann ein Pragarben-Isomorphismus, wenn f sowohl injektiv als auch pragarben-surjektiv
sind.

Sind .# und ¥ sogar Garben, so ist der Pragarben-Homomorphismus f:.% — ¢ ein Garben-
Homomorphismus. In diesem Fall ist zwar stets ker(f) eine Garbe, aber im®(f) ist im Allge-
meinen immer noch keine Garbe, sondern nur eine Pragarbe (Vorsicht!). Man bezeichnet mit
im(f) die kleinste Untergarbe von ¢, die im”(f) enthilt. im(f) heift die Bildgarbe [image
sheaf| von f. Der Garben-Homomorphismus f heifst garben-surjektiv [sheaf surjective| oder
kurz surjektiv [surjective|, wenn im(f) =¥ ist.

4.10 Beispiel. Sei X eine Riemannsche Fliche. Dann ist exp(27i-) : 6 — 0* ein Homomorphismus
von Garben, genauer gesagt ist dieser gegeben durch die Familie von Homomorphismen von
Ringen mit Eins:

OU)— 0*(U), frexp2mif),

wobei U C X alle offenen Teilmengen durchlduft. Der Kern dieses Garben-Homomorphismus
besteht aus allen f, die nur ganzzahlige Werte annehmen (solche sind lokal konstant), also ist
ker(exp(2mi-)) = Z (gesehen als lokal-konstante Garbe Z ). Das Priagarben-Bild des Homo-
morphismus besteht aus allen Funktionen g € 6*(U), die "‘einen Logarithmus besitzen"’, d.h.
fir die ein f € O(U) mit exp(2mif) = g existiert. Ist U nicht einfach zusammenhéngend, so
ist daher im® (exp(27i-))(U) € ¢*(U). Hingegen ist die Bildgarbe im(exp(2mi-)) = 0*. Also
ist exp(27i-) garben-surjektiv, aber nicht pragarben-surjektiv.

4.11 Aufgabe. In this question we explore morphisms of sheaves and how some constructions for
abelian groups carry over. Let ¢ : % — ¢ be a morphism of sheaves on a topological space X.
Define ker ¢ by

(kerp)(U) :={f € Z(U) | f € ker pu}.

and im” ¢ by
(im"p)(U) = {g €4(U) | g € impy}.

(a) Prove that both ker ¢ and im”¢ are presheaves on X.

(b) Show further that ker ¢ is a sheaf.

(c) However, use the example of X = C, ¢p = exp: 6 — 0* (ie, f — expof), U = C*, and
f(2) = z € 0*(U) to show that im" ¢ is not a sheaf.

(d) Argue that since for any open set U, f € 0*(U), and point p € U that there is a neigh-
bourhood V' of p where f|y has a logarithm, that exp is in fact a surjective morphism of
sheaves.

4.12 Definition. Seien %, ¥, # FExemplare einer algebraischen Struktur (also beispielsweise
Gruppen, Ringe, ... oder auch Priagarben oder Garben), und ¢ : % — ¢4 und ¢ : 4 —
entsprechende Homomorphismen. Man nennt

F5hagl
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eine exakte Sequenz |exact sequence|, wenn das Bild von ¢ gleich dem Kern von % ist. Im
Fall von Garben-Homomorphismen ist mit dem Bild von ¢ die Bildgarbe gemeint. Léngere
Sequenzen von Homomorphismen nennt man entsprechend exakt, wenn sie an jeder Stelle exakt
sind.

Eine exakte Sequenz der Form
0 Z %9 % w50

heifst kurze exakte Sequenz [short exact sequence|, dabei ist mit dem linken Pfeil die Abbildung
0 +— 0% und mit dem rechten Pfeil die Abbildung auf 7, die identisch Null ist, gemeint.

Aufgabe. Let A, B, and C be abelian groups. Suppose that there exist homomorphisms ¢ and
1) such that

0545 B%S0c50

is an exact sequence. State what properties ¢ and 1 must have for this sequence to be exact.
What is the relationship between the groups A, B, and C?

Beispiele. Sei X eine Riemannsche Flache.

(a) Das folgende ist eine kurze exakte Sequenz:

exp(27i - )
4

0—=Z—=0 o = 1.

(b) Wir bezeichnen mit Q' bzw. Q2 die Garbe der holomorphen 1-Formen vom Typ (1,0)
bzw. die Garbe der holomorphen 2-Formen auf X . Dann ist die folgende Sequenz exakt:

0sCoo0S0t 402 0.

(c) Sei &1 die Garbe der glatten 1-Formen vom Typ (0,1) auf X . Wir werden spiter mit
Hilfe des Dolbeault’schen Lemmas sehen, dass die kurze Sequenz

05065600 40
exakt ist. Ebenso ist eine exakte Sequenz:

05683600 40,

Aufgabe. Suppose 0 —» Z 5 @ Yy # = 0 is a short exact sequence of sheaves on the

topological space X .

(a) Show that for every open set U C X , the sequence
0= ZU) S 9U) S 2U)

is exact.

(b) Illustrate by an example that 1 : ¢ (U) — 2 (U) does not need to be surjective.



4.3. GARBENKOHOMOLOGIE 69

4.3 Garbenkohomologie

Kohomologie ist ein sehr abstraktes mathematisches Konzept zur Konstruktion von Folgen von
abelschen Gruppen zu topologischen Rdumen, das urspriinglich der algebraischen Geometrie
entstammt, und heute in vielen verschiedenen Bereichen eine wichtige Rolle spielt. Hier inter-
essieren wir uns vor allem fiir die sogenannte Cech-Kohomologie zu einer Garbe .% von abelschen
Gruppen auf einem beliebigen topologischen Raum X , und zwar wollen wir in diesem Abschnitt
vor allem (nur) die erste Kohomologiegruppe H'(X,.%) definieren. Diese Kohomologiegrup-
pen werden fiir unsere Untersuchung von Riemannschen Flichen X eine ganz wesentliche Rolle
spielen.

Wir definieren diese Kohomologiegruppe und verwandte Objekte zunéchst in einer "‘groben"’

Version, die von der Wahl einer offenen Uberdeckung von X abhingen. Indem wir immer
feinere und feinere offene Uberdeckung betrachten, werden wir dann durch eine Art Grenzwert
die eigentliche Kohomologiegruppe erhalten, die dann nicht mehr von der Uberdeckung abhéngt.

4.16 Definition. Sei X ein topologischer Raum, und .# eine Garbe von abelschen Gruppen auf X .
Wir fixieren eine offene Uberdeckung U = (U;);e; von X .

(a) Sei ¢ € IN. Eine ¢-Kokette |g-cochain] von % beziiglich 4 ist eine Familie

(fio,._,,iq)(io,._,,iq)ejqﬂ , so dass
fioriqg € F(UiyN...OU;,) fiir alle (i, ... ,iq) € 17T

gilt. Die Menge C?(4, . F) der g-Koketten von % beziiglich il ist eine abelsche Gruppe,
wobei die Addition von g¢-Koketten komponentenweise definiert ist. C?(4,.#) heifst die
q-te Kokettengruppe [g-th cochain group| von % beziiglich .

(b) Fiir q € {0,1} definieren wir Korand-Operatoren! [coboundary operators| 69 : C9(4, F) —
CItL(U, F) wie folgt:

(i) Wir definieren
6V VYU, .F) — Oy, Z)

fir (fi)ie[ S Co(ﬂ, ﬂ) durch 50((fl)) (gij)me[ € Cl(ﬂ, g&’) mit

gij:fi—fj€ﬁ<UiﬂUj) fur i,7€l .

Ausdriicke wie f; — f; sind dabei hier und im Folgenden so zu verstehen, dass f;
und f; auf den gemeinsamen Definitionsbereich U; N U; eingeschrankt wird, bevor
die Differenz gebildet wird.
(ii) Wir definieren
5t CHU,.F) = C? (U, .F)
fir (fij)ijer € C' (8, F) durch 8'((fij)) = (9ij0)ijrer € C*(4, F) mit

Gijk = fik — fae + fi; € FU;NU; NU) fiir 4,5 €1 .

TUbrigens: Dass die von uns betrachtete Struktur als Kohomologie bezeichnet wird, korrespondiert zur
"“Richtung"’ dieser Operatoren ¢. Bei einem entsprechenden Homologie-Funktor wiirde man Rand-Operatoren
6 : Cq = Cyq_1 betrachten.
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Die Korand-Operatoren §9 sind offensichtlich Homomorphismen von abelschen Gruppen. Es gilt
o =0.

Beispiel. Sei (fi)ic; € C°(4,.7). Dann gilt 6°((f;)) = 0 genau dann, wenn fi|v,nv; = filv,nu;
fir alle 7,5 € I ist. Wegen dem Garbenaxiom (LG) ist das genau dann der Fall, wenn sich die
fi zu einem globalen Schnitt f € .%#(X) zusammensetzen, d.h. so dass f|U; = f; fur alle i € I
gilt.

Die Elemente von
ZY 4, F) = ker(0Y) ¢ Oy, .F)

heifien (1-)Kozykel [1-cocycles]. Das bedeutet, dass eine Kokette (fi;)ijer € CH(U,.#) genau
dann ein Kozykel ist, wenn er die sogenannte Kozykelbedingung [cocycle relation]

fik = fij + fir. jeweils auf U; NU; NUg  fiir 4,5,k € 1 (KZB)
erfiillt. Sie impliziert (Ubungsaufgabe: warum?)
fii =0 und fji = —fij fir ,7€l .
Die Elemente von
B(y,.#) = im(s%) c CH(Y, )

heifen (1-)Korinder [1-coboundaries|. Ein (f;;)ijer € C1(4, F) ist also genau dann ein Korand
(man sagt auch: (fj;) spaltet [splits]), wenn es eine 0-Kokette (g;)icr gibt, so dass

fij = gi —g; Jeweils auf U;NU; fiir i,5 €1
gilt.
Aufgabe. Show Bl(i,.#) C Z1(i,.F), i.e. that every coboundary is a cocycle.

Definition. Die Quotientengruppe
H'(U, 7)) = Z"U,.7) | BL (U, .F)

heifst (erste) Kohomologiegruppe [(1st) cohomology group| mit Koeffizienten in % beziiglich
der Uberlagerung 4. Die Elemente von H!(4,.%) heifen Kohomologicklassen [cohomology
classes]. Zwei Kozykel in Z1(4,.#) heiken kohomolog [cohomologous|, wenn sie zur selben
Kohomologieklasse in H'(4,.%) gehoren; dies ist also genau dann der Fall, wenn ihre Differenz
ein Korand in Bl(8(, .7) ist.

In der folgenden Aussage und der anschliekenden Ubungsaufgabe wenden wir die bisher
definierten Begriffe in konkreten Situationen an.

Aussage. Sei X eine Riemannsche Fliache, & die Garbe der glatten Funktionen auf X , und
U = (Uy)ies eine offene Uberdeckung von X . Dann gilt H'(4, &) =0.
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Beweis. Wir haben zu zeigen, dass Z'(4,&) = BY(U, &), d.h. also, dass es zu jedem Kozykel
(fij)i,je] S Zl(ﬂ, Cg)) ein (gi)z‘ej S Co(ﬂ, éa) gibt, so dass fij =0i—3j fiir alle 4,7 € I gilt.

Um die g; zu konstruieren, verwenden wir, dass nach Satz 1.31 eine Zerlegung der Eins (1););cs
zu 4 existiert. Fiir i,k € I ist die glatte Funktion vy f;r zunéchst auf U; NU; definiert. Weil
der Trager von 1, in Uy enthalten ist, ldsst sich diese Funktion aber durch Null glatt auf ganz
U; fortsetzen; auf diese Weise fassen wir ¢y, fir als Element von &(U;) auf. Wir definieren nun

9= U fik -

kel

Wegen der lokalen Endlichkeit der Zerlegung der Eins wird hierdurch ein Element g¢; € &(U;)
definiert, d.h. wir erhalten (g;)icr € CO(U, &) . Nun gilt fiir i, j € I jeweils auf U;NU;:

9i—gi =Y Wkfie— Y kit = U (fix — fir) 2 > i fij = fij -

kel kel kel kel
Damit ist (flj) = 50((91)) € Bl(ﬂ, éa) . O

Aufgabe. Suppose that X is a simply connected Riemann surface and il an open covering of
X . Show the following:

(a) HY(U,C)=0.
[Hint. Due to Aussage 4.20 one has Z'(,C) C Z}(U, &) = BY(U, &) ]

(b) H'(U,Z)=0.
[Hint. For (ajz) € Z'(8,Z), consider exp(2mia;x) and use (a).]

Here C resp. Z denotes the sheaf of locally constant functions on X with values in the complex
numbers resp. in the integers, see Beispiel 4.4(b).

Die Gruppe H'(4,.%) hingt von der Wahl der Uberdeckung {4 ab. Von dieser Abhiingigkeit
wollen wir uns nun befreien, um eine Version H'(X,.#) der Kohomologiegruppe zu erhalten,
die nur noch vom topologischen Raum X und der Garbe .%# abhéngt.

Dazu untersuchen wir im Folgenden das Verhalten der Gruppe H'(4,.%#), wenn wir die
Uberdeckung 4 verfeinern. Dabei heifit eine offene Uberdeckung U = (Vi)rex von X feiner
als eine andere offene Uberdeckung 4 = (U;);c; von X , wenn es zu jedem k € K ein 4 € I mit
Vi € U; gibt. Ist dies der Fall, so schreiben wir auch U < 4. Das bedeutet also, dass es eine
Verfeinerungsabbildung [refining mapping| 7 : K — I gibt, so dass Vi C U, fiir alle k € K
gilt.

Aussage. Sei X ein topologischer Raum, % eine Garbe von abelschen Gruppen auf X , und
U= (U;)ier und U = (Vi)rex zwei offene Uberdeckungen von X mit U < 4.

a) Sel 7: K — I eine Verfeinerungsabbildung, d.h. es gelte Vi, C U, fiur alle £ € K. Fir
Sei K — I eine Verfei bbild d.h lte Vi C Uy firalle ke K. F
(fij)ijer € Z' (4, F) definieren wir 65((fi;)) = (fre)kex mit

Fre = fre)rolviny,  fiir k£ € K.
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Die so definierte Abbildung 0% bildet Kozykel beziiglich 1 auf Kozykel beziiglich U und
Korénder beziiglich 4 auf Korénder beziiglich 0 ab. Sie induziert daher einen Gruppen-

Homomorphismus
O H' (W, .F) — HY(D, 7).

b) Die in (a) konstruierte Abbildung 6% : HY(U..#) — HY(Y,.Z#) ist unabhingig von der
( g Oy : : gig
Wahl der Verfeinerungsabbildung 7.

(c) Die Abbildung 6% : H'(U,.F) — H* (D, F) ist injektiv.
(d) Ist 20 eine weitere offene Uberdeckung von X mit 20 < U < 4, so gilt

O = O 0 0% .

Beweis. Fir (a). Die Kozykelbedingung (KZB) wird durch die Einschrénkung auf Vi, NV}
offenbar jeweils erhalten, deshalb bildet 60§ Kozykel in Z!(4,.#) auf Kozykel in Z(0,.%)
ab. Ist (fij)ijer € B' (4, F) ein Korand beziiglich U, so gibt es per Definition ein (g;)ier €
Co(ﬂ, y) mit fij =Gi—3; fir 7,5 € I. Mit g = g.r(k,)’vk ist dann (gk)keK € CO(QI, y), und
fiir k0 € K ist )

Gk — Ge = (9r(k) = 970) iy = Frk)r o) Vi = fre -

Also ist (fre) € B0, 7).

Fiir (b). Seien 7,7 : K — I zwei Verfeinerungsabbildungen zu 0 < i, d.h. fiir k € K gilt
Vi, C UT(]C)? U;.(k) . Sei (fij)i,jEI e 71 (Ll,y) gegeben, und wir definieren (fke)k,eeK, (fk@)k,ZeK S
ZY(B,.7) durch

fre = Fryrlvinve b2w. fre = fras@lvenv,  fir k€ K.

Wir haben zu zeigen, dass diese beiden Kozykel zueinander kohomolog sind, also zum selben
Element von H'(U,.#) gehéren. Fiir k € K gilt V;, C Urk) N Usx) und deshalb kénnen wir
(hk)keK € C’O(‘B, 9) durch

hy = fT(k),’f'(k)|Vk fir ke K

definieren. Dann gilt fir £,/ € K auf Vi NV, aufgrund der Kozykelbedingung (KZB)

fre — fre = Fr) e — Fre),20) = Fri)r0) T Fr ) — r@ 7)) — f20),70)

KZB
(K25 Frw) i) — Jr@ 2000 = hie — hae

Somit ist (fre — fee)re = 0°((ha)x) € BY(Y, F).

Fiir (¢). Wir haben zu zeigen, dass der Kern des Homomorphismus 0% trivial ist. Dazu sei
(fij)ijer € ZH(4, F) gegeben, so dass (fre)kecrx € BY(,F) ist. In dieser Situation ist zu
zeigen, dass (fij)ijer € B (U, F) ist.

Wegen der Voraussetzung (kag)]f7geK € BY(U,.7) existiert (gp)rex € C°(U,.#) mit fre =
g — ge fiir k£ € K. Sei i € I. Dann gilt fiir beliebige k,¢/ € K auf U;NVy NV,

~ (KZB)
9k — 90 = fre = Fre)yrey = Jfraoyi + Jire) = fiz) — fir)

und somit
Jiztk) Y 96 = fire) + 90 -
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Wegen dem Garbenaxiom (LG), angewendet auf der offenen Menge U; = ;o i (UsNV4) existiert
daher ein h; € . (U;), mit

hilv,nv, = fi,T(k) + g, firalle k € K.

Hierdurch wird (h;);e; € C°(4,.F) definiert. Sei nun i,j € I gegeben. Dann gilt fiir alle k € K
auf (U; NU;)NVj:
(KZB)
hi —hj = (fir) + %) — (Fiza) T 98) = fiz) = Fiey = fij -
Wegen dem Garbenaxiom (GL) folgt, dass h; — h; = f;; auf ganz U; N U; gilt. Somit ist
(fi) = 0°((hi)) € B' (Y4, 7).

Fiir (d). Sei 71 bzw. T eine Verfeinerungsabbildung zu 20 < U bzw. zu U < 4. Dann ist o7
eine Verfeinerungsabbildung zu 20 < {. Wegen (b) kénnen wir diese Verfeinerungsabbildungen
zur Definition der Abbildungen 6} verwenden, und dann ist die behauptete Gleichung nach der
Definition aus (a) offensichtlich. O

Nach dieser Vorarbeit kénnen wir die Kohomologiegruppe H'(X,.#) als "‘induktiver Grenzw-

ert"” der Gruppen H'(4,.7) definieren, wobei {{ alle offenen Uberdeckungen von X durchliuft.
Dafiir definieren wir auf der disjunkten Vereinigung

Ju' (w, 7)
9t

(4 durchlduft auch hier alle offenen Uberdeckungen von X ) eine Aquivalenzrelation ~: Zwei
Kohomologieklassen ¢ € H'(4,.%) und n € H'(W,.%) sollen dquivalent sein (£ ~ 7)), wenn es
eine gemeinsame Verfeinerung U von 4 und ' (d.h. eine offene Uberdeckung 2% von X mit
Y < U und U < W) gibt, so dass 05(¢) = 9%, (n) € HY(D,.#) gilt. Dann definieren wir die
erste Kohomologiegruppe von X mit Koeffizienten in F als

HYX,7) = (UH%M,&“))/N .
u

Die Addition von H'(X,.%) wird "‘reprisentantenweise"’ definiert, genauer gesagt: Seien z,y €

H'(X,.7) gegeben. Dann wihlen wir Reprisentanten & € H'(4,.#) von x bzw. n € H (U, .7)
von 7. Weiter withlen wir eine gemeinsame Verfeinerung 90 der offenen Uberdeckungen ¢ und
$¢. Wir definieren dann x +y € H'(X,.7) als die ~-Aquivalenzklasse von 6% () + 65 (1) €
HY(,.7). Man sieht leicht, dass diese Definition von den getroffenen Wahlen unabhiingig ist,
und dass hierdurch H'(X,.7) eine abelsche Gruppe wird.

Wenn die Garbe % zusitzliche Struktur besitzt, es sich also beispielsweise um eine Garbe von
Ringen, Vektorrdumen, ... handelt, so erhalten in entsprechenderweise Weise auch die Koho-
mologiegruppen H'(4,.#) und dann auch H!(X,.#) die entsprechende Struktur, werden also
zu Ringen, Vektorrdumen, ... .

Indem jedem Element von H'(4,.#) die entsprechende Aquivalenzklasse in H'(X,.%#) zuge-
ordnet wird, erhalten wir eine Abbildung

H'(U,.7) - HY(X, Z) .

Diese ist wegen Aussage 4.22 injektiv. Daraus folgt sofort die folgende Aussage:
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Aussage. Sei X ein topologischer Raum und % eine Garbe von abelschen Gruppen auf X .
Dann gilt H'(X,.#) =0 genau dann, wenn H'(4,.%) = 0 fiir jede offene Uberdeckung 4 von
X ist.

Durch Kombination dieser Aussage mit Aussage 4.20 und Aufgabe 4.21 ergibt sich ohne Weiteres:

Aussage. Sei X eine Riemannsche Flache, und & die Garbe der glatten Funktionen auf X .

(a) Esgilt HY(X,&) =0.
(b) Wenn X einfach zusammenhingend ist, so gilt H'(X,C) =0 und H'(X,Z) = 0.

Zum Abschluss des Abschnitts definieren wir noch "‘nullte"’ Kozykel, Kordnder und Kohomolo-
gieklassen, hauptsichlich um spétere Notationen zu vereinheitlichen: Fiir eine offene Uberdeck-

ung 4 des topologischen Raums X definieren wir:

24, F) = ker(¢6? : CO(8, F) — C1 (U, F))

B'(U,.7):=0

H(W,.7) = Z°(8, .F) /B (8, F) = Z°(U, F) .
Nach Definition ist eine 0-Kokette (fi)ie; € CY(4,.#) also genau dann ein 0-Kozykel, wenn
jeweils filv,nu; = fjlu,nu; fiir 4,5 € I gilt. Nach dem Garbenaxiom (LG) bedeutet das, dass

sich die f; zu einem globalen Schnitt f € .%#(X) zusammensetzen. Deshalb gibt es einen
kanonischen Isomorphismus

HWU, 7)) =2, F) = #(X) .

Die Kohomologiegruppen H°(4,.#) sind also von der Wahl der Uberdeckung £ unabhiingig.
Deshalb kénnen wir einfach definieren:

HY(X,7)=7(X).

4.4 Der Satz von Leray

Die Konstruktion der Kohomologiegruppe H'(X,.#) aus dem vorherigen Abschnitt ist kom-
pliziert, vor allem weil wir einen induktiven Grenzwert iiber alle offenen Uberdeckungen des
topologischen Raums X betrachten mussten. Der folgende Satz von Leray zeigt, dass es in
bestimmten Fillen leichter geht, dass man nidmlich H'(X,.#) mittels einer einzigen, "‘speziell
gewshlten" Uberdeckung berechnen kann. Dieser Satz ist eine Verallgemeinerung von Aus-
sage 4.23.

Satz. (Leray) Sei X ein topologischer Raum und .# eine Garbe abelscher Gruppen auf X .
Sei weiter 4 = (U;)ser eine offene Uberdeckung von X , so dass

HYU;, #) =0 fiiralle i €1

gilt. Dann ist

HY X, 7)= H' (W.F) .
Eine derartige offene Uberdeckung 4 heift Leray- Uberdeckung [Leray covering] (erster Ordnung)
fiir die Garbe % .
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Die folgende Aussage ist ein Beispiel fiir eine Anwendung des Satz von Leray:

Aussage. HY(C*,Z)=Z.

Beweis. Sei Up = C*\IR"T und Uy = C*\IR™ . Dann ist 4 = (Uy,Us) eine offene Uberdeckung
von C*. Die U; sind sternférmig, und deshalb einfach zusammenhéngend. Nach Aussage 4.24(b)
gilt deshalb H'(U;,Z) = 0. Also ist i eine Leray-Uberdeckung fiir (C*,Z). Nach dem Satz
von Leray ist somit H'(C*,Z) = H'(U,Z).

Jeder Kozykel (fij)ij=12 € Z1(4,Z) erfiillt wegen der Kozykelbedingung fi1 = fo2 = 0 und
fo1 = —fia, ist also durch fio € Z(U; N Us) eindeutig bestimmt. Somit gilt Z1(4U, Z) =
Z(U; NUs). Der Schnitt U; N Uz = C\ R hat zwei Zusammenhangskomponenten (némlich
{Im(z) > 0} und {Im(z) <0}); in diesem Sinn ist Z(U1 NUs) X Z x Z .

Andererseits sind die U; selbst zusammenhiéingend, und deshalb ist CY(4, Z) =2 Z xZ . Beziiglich
dieser Isomorphismen wird der Randoperator 6" : CO(4, Z) — B(U,Z) durch

5OZZXZ—>ZXZ, (bl,bQ)'—}(bQ—bl,bQ—bl)

gegeben. Somit ist ein Element (aj,a) € ZY(U,Z) = Z x Z genau dann ein Korand, wenn
ai = ag ist, d.h. BY(4, Z) ist isomorph zu A := {(a,a) | a € Z} C Z x Z . Somit ist H' (4, Z)
isomorph zu (Z x Z)/A=Z. O

Aufgabe. Show H!'(C*,C)=C.

Beweis des Satzes von Leray 4.25. Sei 4 = (U;)ier eine Leray-Uberdeckung fiir .% . Es geniigt
zu zeigen, dass fiir jede feinere Uberdeckung U = (Vi)rex < ¢ von X die Abbildung 0% :
HY(, F) — HY(0,.7) aus Aussage 4.22 ein Isomorphismus ist. Weil 0§ nach Aussage 4.22(c)
in jedem Fall injektiv ist, bleibt nur die Surjektivitat zu zeigen.

Dafiir sei ein (fxe) € Z1(U,.F) vorgegeben. Wir haben zu zeigen, dass (fi¢) kohomolog zu
einem Kozykel im Bild von H% ist, das bedeutet wegen der Definition von 0%, dass es einen
Kozykel (Fyj)ijer € Z' (U, .7) gibt, so dass

(Friyr(e)) — (fre) € BT, .7) (o)
ist, wobei 7 : K — I eine Verfeinerungsabbildung ist (d.h. jeweils Vj C Ur (k) gilt).

Sei i € I fest. Dann ist (U; N Vi)rex eine offene Uberdeckung von U;, die wir kurz mit U; NG
bezeichnen. Nach Voraussetzung ist H'(U;,.#) = 0 und deshalb auch HY(U; N0,.#) = 0 nach
Aussage 4.23. Also ist (frelv,nviov,)keex € ZHU;NY, F) = BYU; NV, F), d.h. es existieren
Elemente g; 1 € % (U; N'Vj) mit

Trelvinvenv, = gik — g1 fiir kL€ K.
Sind nun 4,5 € I gegeben, so gilt fir k,¢ € K auf (U;NU;) NV NV,
Gik — Gie = frelvinu;ovinve = 9k — Gie

und somit
gje — Gie = 95k — Gik -
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Wegen des Garbenaxioms (LG) (angewendet fiir die Uberdeckung (U; N U;) NY von U; N U;)
existiert daher ein Schnitt F;; € .#(U; NUj), so dass fiir alle k € K gilt:

Fij=gjk—gix auf (U;NU;)NVg.

Diese Gleichung zeigt auch, dass (F;;) die Kozykel-Bedingung erfiillt, und deshalb gilt
(Fij)ijer € Z' (W, 7).

Wir zeigen nun, dass mit dieser Wahl von (Fj;) die Bedingung (o) erfiillt ist. Dazu setzen wir
hi = gri)klvi, € F (Vi) fiir k € K. Dann gilt fiir k£, € K auf VNV,

iy, re) = Jre = (Gro)k — Gr k) k) = (Gr @)k — 97(0),6) = 9r(0)6 — Gr(k) e = P — B,

und somit (FT(k),T(Z) — fk,é)k,ZEK = 50((hk)keK) S Bl(%,ﬁ‘) . O

4.5 Linienbiindel auf Riemannschen Flichen

FEin Linienbiindel auf einer Riemannschen Fliche X ist eine "‘Zuordnung"’, die jedem Punkt
x € X eine "‘Linie"’, d.h. einen komplex-1-dimensionalen Vektorraum FE, zuordnet. Wir wollen
fordern, dass die Zuordnung z — F, in einem noch zu definierendem Sinne holomorph ist,
und sprechen dann von einem holomorphen Linienbiindel. Solche Linienbiindel treten bei vielen
Anwendungen der Theorie Riemannscher Fléchen auf, u.a. auch in der Spektraltheorie integrabler
Systeme.

4.28 Definition. Sei X eine Riemannsche Fléche, E ein topologischer Raum, und 7 : E — X eine
stetige Abbildung. Weiter sei fiir jedes « € X die Faser [fibre] E, = 7~ ![{z}] mit der Struktur
eines komplex-1-dimensionalen Vektorraums versehen. 7 : E — X oder einfach E heifit ein
Linienbiindel iber X |[line bundle over X |, wenn es fiir jedes x € X eine offene Umgebung
U C X von z und einen Hom&omorphismus

h:Ey:=n U] —-UxC

gibt, so dass gilt:

(a) h ist fasertreu, d.h. das Diagramm

EU *h> UxC
WEUi Pry
U

kommutiert.
(b) Fir z € U ist prgoh|Ey : E; — C jeweils ein Vektorraum-Isomorphismus.
Ein derartiges h heift eine lokale Trivialisierung |local trivialization| des Linienbiindels 7. Eine

offene Uberdeckung {4 = (U;);er von X zusammen mit lokalen Trivialisierungen h; auf U; (fiir
jedes i € I') heifit ein Atlas |atlas| des Linienbiindels .
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Beispiel. Consider CP'. Each point of this space represents a line through the origin of C2.
Therefore we define the space

E={{v)cCP' xC*|vedtl

It has a natural projection onto CP! and is in fact a line bundle, called the tautological bundle.
It trivialises over the usual atlas {Up, Uy } with

ho([1 : 2], (vo, 2v0)) = (z,v0),
hi([z : 1], (zv1,v1)) = (2,v1).

Aussage. Sei X eine Riemannsche Fliche, m : F — X ein Linienbiindel tiber X, und
(Ui, hi)icr ein Atlas von m. Fiir 4,7 € I gibt es eine eindeutig bestimmte stetige Funktion

gijiUiﬁUj%(D*
so dass fir (z,v) € (U;NU;) x C gilt:
hj(x, gij(z)v) = hi(x,v) .

Fir 4,7,k € I gilt auf U;nU;NU}, die Kozykel-Bedingung (beziiglich der multiplikativ geschriebe-
nen, abelschen Gruppe C*)
9ij - 9jk = Gik -

Die g;; heifen Ubergangsfunktionen [transition functions] zum Atlas (U;, h;) .

Beweis. Sei x € U;NU;j. Weil h;(z, -) und hj(z, -) invertierbare lineare Abbildungen E, — C
sind, gibt es eine Zahl g;;(z) € C* mit hi(x, -) = gij(z) - hj(z, ) = hj(x,gi5(x)-). Die
dadurch definierte Funktion g;; : U; N U; — C héngt offenbar stetig von = € U; N U; ab. Fiir
x € Uy NU; NUj, und beliebiges v € C\ {0} gilt

hi (@, gir(x)v) = hi(z,v) = hj(z, gij(x)v) = hi(z, gjK(2) g5 ()v)
und somit g;x = gij gjk - O

Definition. Sei X eine Riemannsche Flache. Dann heift ein Linienbiindel 7w : E — X iiber
X holomorph |[holomorphic|, wenn es einen Atlas fiir 7 gibt, so dass die entsprechenden Uber-
gangsfunktionen (Aussage 4.30) holomorph sind. Ein solcher Atlas heifst holomorpher Atlas fiir
.

Beispiel. Choose any point p in a Riemann surface X, and let z be a local coordinate centered
on p in a neighbourhood Uy. Let U; = X \ {p}. Then we can define a line bundle L., in
the following way. It is trivial over Uy and U; and has transition functions ggg = ¢g11 = 1,
go1 = 91_01 = z". These are holomorphic line bundles.

Sei X eine Riemannsche Flache und 7 : E — X ein holomorphes Linienbiindel mit holomor-
phem Atlas (U, h;)ier zur offenen Uberdeckung i = (U;)ic; von X . Seien weiter (9ij)ijer
die zugehorigen Ubergangsfunktionen nach Aussage 4.30. Dann ist (g;;) € Z'(4, 0*). Dabei
ist 0* die Garbe der nullstellenfreien holomorphen Funktionen auf X . Als Gruppenoperation
fiir diese Garbe von abelschen Gruppen verwenden wir dabei die punktweise Multiplikation(!)
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holomorpher Funktionen. Durch den Atlas wird daher ein Element der Kohomologiegruppe
H'(X,0*) bestimmt. Ubungsaufgabe: Dieses Element von H'(X,£*) hingt nicht von der
Wahl des holomorphen Atlas ab, und zwei verschiedene holomorphe Linienbiindel induzieren
genau dann dasselbe Element von H!(X, 6*), wenn sie zueinander isomorph (fasertreu biholo-
morph Aquivalent) sind. Das zeigt: Die Menge der Isomorphieklassen von holomorphen Linien-
biindeln auf X entspricht der Kohomologiegruppe H'(X,6*). Die Gruppe H'(X,0*) wird
als Picard-Varietdit [Picard variety| bezeichnet.

Definition. Sei X eine Riemannsche Flache und 7 : F — X ein Linienbiindel.

(a) Ein Schnitt [section]| von 7 ist eine stetige Abbildung f: X — E mit wo f =idyx . Also
gilt f(x) € E, fiir jedes z € X .

(b) Sei nun 7 ein holomorphes Linienbiindel und (U;, h;)ier ein holomorpher Atlas von 7.
Dann heifft ein Schnitt f: X — E von @ holomorph, wenn fiir jedes ¢ € I die Funktion
pre o hio fly, : Ui — € holomorph ist.

Beispiel. (Aus der Spektraltheorie integrabler Systeme.) Essei X entweder C oder C*
und es sei eine matrixwertige, (komponentenweise) holomorphe Funktion

M=M= (3‘8; ?&;) : X = SL(2,0)

gegeben. Die Eigenwerte p von M (X)) werden durch die Gleichung
p? = ANp+1=0 mit AN\) =tr(M()\) = a(\) +5())

bestimmt; deshalb gilt fiir v = p— $A(N) die Gleichung v? = TA(XN)? — 1 =: a(\). Wir wollen
nun voraussetzen, dass a(A) ein Polynom in A ist, das nur einfache Nullstellen besitzt. Die um
—3A(X) verschobenen Eigenwerte v von M ()) entsprechen also den Punkten der komplexen
Kurve

Y={\v)eXxC|vr=a(\)}.

Dann haben wir fiir X = C die Situation von Section 2.3. Dort wurde gezeigt, dass man durch
Hinzufligung von zwei bzw. einem Punkt zu 3° iiber A = oo eine kompakte Riemannsche
Fldache 3 erhélt, und dass diese hyperelliptisch ist. Im Fall X = C* kann man }° analog
kompaktifizieren, indem man aufierdem Punkt(e) iiber A = 0 hinzufligt. Auch hier erhdlt man
eine hyperelliptische Fliche ¥. Sie heift die multiplier curve oder Spektralkurvet zu M()). Ein
Punkt von ¥ ist also genau dann ein Verzweigungspunkt der Funktion X — (IA), (A v) = A,
wenn fiir diesen Wert M () nur einen Eigenwert (der arithmetischen Vielfachheit 2) hat.

Ein Vektor (v1,vs) € €? ist genau dann Eigenvektor von M(A) zum Eigenwert p = v+1A(N),
wenn

(a(A) — p)vr + B(A)va =0 oder gleichwertig v(A)vy + (6(A) — p)va =0

gilt. Wir setzen nun weiter voraus, dass p — a(A) und b(A) keine gemeinsamen Nullstellen
besitzen. Das bedeutet insbesondere, dass an den Nullstellen von a(A) wir S(A) # 0 haben,
was bedeutet, dass M () an diesen Stellen ein nicht-triviales Jordankéstchen ist, d.h. dass der

) )

tDass die Begriffe "‘multiplier curve" und "‘Spektralkurve" in dieser Situation gleichwertig sind, liegt an
unserer Voraussetzung, dass a(A) ein Polynom ohne mehrfache Nullstellen sein soll. Im allgemeinen Fall, wo X°
Singularitéten besitzen kann, unterscheiden sich diese beiden Begriffe voneinander.
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einzige Eigenwert p von M (A) dann die geometrische Vielfachheit 1 besitzt. Unter dieser
Voraussetzung ist das "‘holomorphe Vektorfeld"” auf X

5 @ (A ) (B0, v+ 360 — a(h)

nullstellenfrei, es ordnet jedem (A,v) € ¥ einen Eigenvektor von M(\) zum Eigenwert pu =
v+ 2A(N) zu. Das zeigt, dass durch

T E= 3, (Av),v) = Av) mit E= ] {(\)} xker(M(X) = (v + A(N))
(Av)ex

ein holomorphes Linienbiindel auf ¥ gegeben wird, das Eigenbiindel zu M (\).

Das Paar (X,7) nennt man auch Spektraldaten der durch M (X) beschriebenen Losung eines
integrablen Systems.
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Chapter 5

Kohomologie von Riemannschen Flachen

5.1 Das Lemma von Dolbeault

Ein Schliissel fiir das Verstdndnis der globalen Struktur einer Riemannschen Flédche X ist die
Kohomologiegruppe H'(X, ). Um diese mithilfe des Satzes von Leray berechnen zu kénnen,
benétigen wir eine Leray-Uberdeckung von X , d.h. eine Uberdeckung von X aus offenen Teil-
mengen U mit H'(U, ) = 0. Aus diesem Grund sind wir an Flichen interessiert, deren erste
Kohomologiegruppe mit Koeffizienten in & verschwindet. In diesem Abschnitt zeigen wir mit-
tels des Lemmas von Dolbeault, dass dies auf alle einfach zusammenhéngenden Riemannschen
Fldchen zutrifft.

Theorem. (Lemma von Dolbeault.) Sei X = B(0,R) C C ecine Kreisscheibe mit Radius
0 < R<oo (dh. R= 00 und damit X = C ist zugelassen), und g € &(X) gegeben. Dann
existiert ein f € &(X) mit
of
0z

Natiirlich ist die Funktion f im Lemma von Dolbeault nicht eindeutig bestimmt: Ist f € &(X)
eine Losung von % = g, so ist eine andere Funktion f € &(X) genau dann eine weitere Losung,

wenn f — f holomorph ist.

Wir werden das Lemma von Dolbeault spiater zum Theorem von Dolbeault verallgemeinern, das
sich auf beliebige Riemannschen Flachen X bezieht.

Bevor wir das Lemma von Dolbeault beweisen, schauen wir uns einige Anwendungen an:

Aufgabe. Suppose X = B(0,R) with 0 < R < 0o and let g € &(X) be given. Use Dolbeault’s
Lemma to show that there exists f € &(X) so that Af = g. Here A denotes the Laplace
operator,
0? 0? 0?
= — + _— = 4 -,
0x?  Oy? 020z

compare Aussage 3.1.
Satz. (a) Fiir X = B(0,R) mit 0 < R < oo gilt H(X,0) =0.

81
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(b) Fiir die Riemannsche Zahlenkugel C gilt H!(C, ) =0.

Beweis. Fir (a). Wir verwenden Aussage 4.23. Sei also 4 = (U;)ier eine beliebige offene
Uberdeckung von X und (fj)ijer € Z'(4, O) ein diesbeziiglicher Kozykel. Wir haben zu
zeigen, dass (f;;) € BY(4, 0) ist, d.h. dass es (g;)icr € CO(U,0) mit f;; = g; — g; fiir alle
i,jel gibt.

Offenbar ist insbesondere (fi;) € Z1(4,&). Weil H(4,&) = 0 nach Aussage 4.20 ist, ist
(fij) € ZHU, &) = BL(U, &), also gibt es (§i)ies € CO(84, &) mit f;; = §; — g; fiir alle 4,5 € 1.
Weil f;; jeweils holomorph ist, ist 0 = %fij = %gi — %gj und somit %gi = %gj auf U;NU;j .
Nach dem Garbenaxiom (GL) folgt, dass es eine globale Funktion h € &(X) mit h|y, = %gi
f;ir alle ¢ € I gibt. Nach dem Lemma von Dolbeault, Theorem 5.1, existiert g € &(X) mit
59="h.

Wir definieren nun
gi = Gi — 9lu, -

Dann ist
o, 0.0 0.,
8291 = 829@ 829 U, — azgz U;

also ist g; holomorph und somit (g;)ie; € C°(X, &) . Auferdem hat man g; —g; = G —3; = fij ,
und somit ist (fi;) € BY(4, 0).

=0,

Fir (b). Wir verwenden den Satz 4.25 von Leray. = (U1,Uz) mit Uy = C und Up = C\ {0}
ist eine offene Uberdeckung von C. Nach (a) ist H'(U;,0) = 0, und weil Uy durch z ~
% biholomorph zu C ist, ist ebenfalls H'(Uy, &) = 0. 4l ist also eine Leray-Uberdeckung,

weswegen nach dem Satz von Leray Hl((IA], 0) = H'(U,0) ist.

Also geniigt zu zeigen, dass jeder Kozykel (fi;)ij=12 € Z(4, O) spaltet. Wegen der Kozykelbe-
dingung geniigt es, Funktionen g; € &(U;) zu finden, so dass

fla=g1 —g2 auf UyNU;=C*

gilt. Zu diesem Zweck sei

fra(z) = > e 2"

n=—oo

die Laurent-Reihenentwicklung von fi2 auf C*. Wir definieren

[e's)
q1(z) = ch 2z und  go(z) = — Z 2"
n=0 n=-—00

Dann ist g; € 0(U;) und g1 — g2 = fi2- =

Korollar. Ist X eine einfach zusammenhingende Riemannsche Fliche, so ist H'(X,0) =0.

Beweis. Wegen dem Riemannschen Abbildungssatz (Theorem 3.42) ist X entweder zu €, oder
zu € = B(0,00) oder zu D = B(0,1) biholomorph #quivalent. Deshalb folgt die Behauptung
aus Satz 5.3. O
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Zum Beweis des Lemmas von Dolbeault betrachten wir zunéchst den Fall, dass die gegebene
Funktion g kompakten Tréger hat. Dann kénnen wir sie durch Null auf ganz C fortsetzen. Das
folgende Lemma beschreibt, wie man in diesem Fall die gesuchte Funktion f explizit als Integral
konstruiert.

Lemma. Sei g € &(C) gegeben mit kompaktem Tréger. Dann existiert ein f € &(C) mit

of _
0z Y

Beweis. Wir definieren die Funktion f durch das Fldchenintegral

f(C)—l/@g(Z)Cdz/\dz.

21 z—

Weil der Nenner des Integranden in z = ( eine Nullstelle hat, ist nicht selbstverstandlich, dass
dieses Integral endlich ist. Jedoch gilt mit Umparametrisierung in Polarkoordinaten

1 1 2
/ dz/\dz:/ /
D|< r=0 Jp=0

WEeil die glatte Funktion ¢ in der Néhe von z = ( lokal beschrankt ist, folgt aus dieser Rechnung,
dass das obige Integral endlich ist. KEs folgt auch, dass das Integral vom Parameter ( glatt
abhéngt, also ist f eine glatte Funktion auf C, und es gilt

of 1 [0 g(2)

1 I 9 g(¢+2)
ot = o Joata—c M= g i L OC =

re'?

1 2m
rdrdg0:/ 1dr‘/ ldp=1-2r=21 < 0.
r=0 =0

dzAdZz,

wobei wir A. = {z € C|e <|z| < R} setzen und R > 0 so grof wéhlen, dass der Tréger von g
in B((,R) enthalten ist. Es gilt

9 g(C+z) 10 _10 _ 9 9(C+7)
¢z _zafg(<+z)_zazg(<+z)_32 z
und daher L 8 1 1 g(¢ )
g __ - _ L glctz)
%a—é@-kz);dz/\dz— dw mit w= 57 5 dz

(fiir z # 0; in der Definition von w wird ¢ als Konstante angesehen.) Mit dem Satz von Stokes
1.33 ergibt sich also

ﬂ(g):—lim dw = — lim w = lim w .
ac e—0 A, e—0 HA. e—0 9B(0,¢)

Das letzte Integral rechnen wir wieder mit Polarkoordinaten z = e e fiir dB(0,¢) = {|z| = €}

aus:
1 o ip ) 1 2 )
/ w:,/ g(“_fe)eie“"dg@:/ g(C+¢ee?)dy .
9B(0,¢) 27 Jo— cew 27 Jo—o

Das letzte Integral berechnet den Mittelwert der Funktion z — g(¢{+2) auf dem Kreis 0B(0,¢).
Da diese Funktion stetig ist, konvergiert dieser Mittelwert fiir ¢ — 0 gegen ¢(¢), und somit ist

(=90 0
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In der allgemeinen Situation des Lemmas von Dolbeault konvergiert das Integral aus dem Beweis
von Lemma 5.5 leider nicht notwendigerweise. Wir verwenden daher einen Ausschépfungsprozess,
um das allgemeine Lemma von Dolbeault auf Lemma 5.5 zuriickzufithren. Die Beweisidee &hnelt
dabei dem iiblichen Beweis des Satzes von Arzela-Ascoli aus der Funktionalanalysis.

Beweis des Lemmas von Dolbeault, Theorem 5.1. Sei also X = B(0,R) und g € &(X). Wir
wéhlen eine Folge von Radien 0 < Ry < R; < --- < R, < --- < R mit lim,,o R, = R, und
setzen X, = B(0, R,,). Dann gibt es glatte Funktionen v, € &(X), so dass ¥,|x, =1 ist, und
der Triager supp(t,) kompakt und in X,,11 enthalten ist. Die Funktionen 1, g verschwinden
auflerhalb von X, 11, und lassen sich daher durch Null auf ganz C fortsetzen. So aufgefasst,
haben diese Funktionen kompakten Trager. Deshalb existieren nach Lemma 5.5 Funktionen

fo € &(X) mit

Ofn

9z Yng . ()
Wir modifizieren die Folge (f,) jetzt so, dass sie lokal gleichméfig auf ganz X gegen ein f €
&(X) konvergiert, fiir das % = g gilt. Genauer gesagt, werden wir induktiv eine weitere

Folge (f,) von Funktionen f, € &(X) definieren, so dass fiir alle n > 1 die folgenden beiden
Bedingungen gelten:
(1) % =g auf X,
(i) [ fnz1 = fullx, 100 < 277, wobei [|hllx, ;.00 = SUp,ex,_, |f(z)| die Supremumsnorm auf
X,_1 bezeichnet.
Dazu setzen wir als erstes fi = f1. Sind fi,..., f, schon konstruiert, so gilt wegen (#) und (i)

8fn+1 _ _ _ afn
iE f¢n+1gfgf§ auf X,

und somit %( fag1 — fn) =0 auf X,,, dh. fup1 — fn ist auf X, holomorph. Die Kreisscheibe
Xp—1 ist in X, relativ kompakt, und deshalb lédsst sich die genannte Funktion dort beziiglich
der Supremumsnorm beliebig gut durch ein Taylor-Polynom hinreichend hoher Ordnung approx-
imieren. Also existiert ein Polynom P = P(z), so dass

H(fnJrl - fn) - P||Xn71,00 <27
ist. Wir definieren f,41 = fnr1 — P. Dann gilt (i), und auRerdem (i) wegen

Ofnt1 _ Ofarr  OP _ Ofan

0z 0z 0z 0z

=Yp+19=g auf X,.

Nachdem die Folge ( fn)ne]N konstruiert ist, konnen wir die Funktion f durch
f(z) = lim_fu(z)
definieren. Weil jedes z € X eine Umgebung besitzt, die in allen bis auf endlich vielen X,
enthalten ist, folgt aus (ii), dass dieser Grenzwert zumindest als lokal gleichméfiger (insbeson-
dere punktweiser) Grenzwert existiert. Deshalb wird durch ihn eine stetige Funktion f auf X
definiert. Sei nun n € IN fest. Dann gilt
~ e ~ ~
f=Fot By mit Fy=> (fis1—fi) auf X,.

k=n
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Dabei gilt wegen (i) fiir jedes k > n: %(fk_}rl — fk) = 0 auf X, , also ist fk+1 — fi dort
holomorph. Wegen (ii) konvergiert die unendliche Reihe F;, lokal gleichméfig, nach dem Satz
von Harnack (Satz 3.12(a)) ist F, daher ebenfalls holomorph. Somit gilt auf X, nach (i):
% _ Ofa+Fu _ O .

oz — oz 9

5.2 L2-Integration auf Riemannschen Flichen

Zur Vorbereitung auf das Folgende miissen wir uns iiber quadratische Flichen-Integration (L2-

Integration) von holomorphen Funktionen auf Riemannschen Fldchen X unterhalten.
Schauen wir zunéchst die Situation auf offenen Teilmengen D C C an:

Sei D C C offen und f € O(D) eine holomorphe Funktion. Dann definieren wir die L?-Norm
[L? norm| von f auf D als

1/2
\mey=<LV@FMA®> e [0,5d].

Wenn || f|[z2(p) < oo ist, so sagen wir, dass f L?-integrierbar oder quadrat-integrierbar | L?
integrable, square integrable| ist. Wir bezeichnen den normierten Vektorraum der quadrat-
integrierbaren holomorphen Funktionen auf D mit L?(D, ¢'). Wir werden in einem Augenblick
zeigen, dass L%(D, 0) ein Banachraum, sogar ein Hilbertraum ist.

Wenn D ein beschrianktes Gebiet ist, d.h. vol(D) := fD dx Ady < oo, dann gilt offenbar fiir
jede beschréankte Funktion f € O(D)

£ 1|22y < V/vol(D) - || fll Do »

wobei || f||p.co Wieder die Supremumsnorm auf D bezeichnet. AuRerdem gilt fiir f, g € L?(D, 0)
mit

mm:éj@ﬁdew

die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

[l < M fllzzpy - 9l 2oy 5

weswegen (f,g) tatsichlich endlich ist. Daher wird durch (f, g) ein Skalarprodukt auf L?(D, &)
erklirt. Damit wissen wir insbesondere, wann zwei Funktionen in L?(D, &) zueinander ortho-
gonal sind.

Beispiel. Sei D = B(a,r) eine Kreisscheibe mit a € € und r > 0. Mit Hilfe von Polarkoor-
dinaten kann man leicht nachrechnen, dass die Monome (1, )nen mit

n(2) = (2 —a)"

paarweise orthogonal in L?(B, 0) sind und dass

l¥nllL2py =
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gilt. Ist nun f € L?(D, ), und ist

o0

f(z) = ch Yn(2) mit ¢, €C

n=0
die Potenzreihenentwicklung von f um den Mittelpunkt a von D, so gilt deshalb

(e}

T
171720y =D g P el
n=0

Aus der folgenden Aussage wird sich unter anderem ergeben, dass L?(D, &) ein Hilbertraum
ist:
Aussage. Sei D C C offen, » > 0 und

D, :={ze D | B(z,r) C D}
die Menge der Punkte in D, die vom Rand von D einen Abstand > r haben. Dann gilt fiir
feL*D,0):

1
1 £l Dy 00 < Jror 1 fllz2(p) -

Beweis. Sei a € D, und f(z) =Y o7 ¢, (2 —a)" die Potenzreihenentwicklung von f um a.
Mit Beispiel 5.6 ergibt sich

1 s 1 &~ 7 1
22 ) 2:042 |, |2 Mm4+2 ), 12 _ 2
O =l = 5 gy el £ 3 D g Pl = s W
n=
und somit, da a € D, beliebig war, die Behauptung. a

Korollar. Sei D C C offen. Dann ist L?(D, ) ein Hilbertraum.

Beweis. Sei (fn)new eine Cauchyfolge in L?(D, 0). Weil jedenfalls L?(D,C), der Raum aller
quadrat-integrierbaren Funktionen auf D, ein Banachraum ist, konvergiert f, beziiglich der
L?-Norm gegen eine Funktion f. Weil jede kompakte Teilmenge K C D in D, fiir ein 7 > 0
enthalten ist, folgt aus Aussage 5.7, dass die Konvergenz von (f,) gegen f kompakt gleichmafig
ist. Daher ist die Grenzfunktion f holomorph, also f € L?(D, 0). a

Die folgende Aussage ist in gewissem Sinne eine Verallgemeinerung des Lemmas von Schwarz:

Aussage. Sei D C C offen, D' CC D eine relativ-kompakte, offene Teilmenge von D, und
e > 0. Dann existiert ein (abgeschlossener) Untervektorraum A C L?*(D, ) von endlicher
Kodimension, so dass

”fHLQ(D’) S (S ||f”L2(D) fir alle f cA gﬂt.

Beweis. Wegen D' CC D gibt es r > 0 und endlich viele Punkte ay,...,a; € D mit den
folgenden Eigenschaften:
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(a) B(aj,r) C D fiiralle j € {1,...,k}.

(b) D' c Uy Blaj,r/2).

Wir withlen n € IN so grok, dass k-2~("+1) < ¢ ist. Dannsei A der Vektorraum aller Funktionen
f € L*(D, 0), die in den Punkten a; jeweils eine Nullstelle mindestens der Ordnung n haben.
Dies ist ein Untervektorraum von L?(D, @), dessen Kodimension < k-n < oo ist. Weil die
Kodimension endlich ist, ist A abgeschlossen in L?*(D, 0).

Sei nun f € A. Wir entwickeln f um a; in Potenzreihe als f(z) =Y 2, ¢, (2 —a;j)”. Nach
Beispiel 5.6 gilt dann

[e.9]
2 T w42, 2
17122 gy = D g 7 el
v=n
bzw.

0
/2 2u+2|c |2 <2 2(n+1) Z

2n+2 |CI/|2 < 2~

1117 2(Bay r/2)) = D17 (5w

V+1

und somit
1£1 L2 (Bagr/2y) < 27 1 fll22(Bag )

Wegen der Eigenschaften (a) und (b) gilt

k
£ r2 (B < Ifllz2py wnd [ Fllreony < > 1F I 2Bar2) -

J=1

Somit ist insgesamt

k s

1 fll2(pry < Z £l 2 (B(ayr/2)) < g~ (nth) Z 1fl2(B(a;m)) < 27 k| fll 2oy < &1 f 2y -
=1 i=1

O

Wir méchten eine L2-Norm auch auf Riemannschen Flichen einfiihren. Leider ist das global
nicht auf koordinatenunabhéngige Weise moglich, weil das Flichenintegral [ f(z)?dzAdz nicht
koordinatenunabhiingig ist. Wir fiihren die L?-Norm daher fiir lokal definierte Objekte, ndmlich
fiir Koketten ein.

Sei X eine Riemannsche Flache. Wir wéhlen endlich viele Karten (U, z;) von X (i €
{1,...,n}), so dass das Bild z[U;] C C jeweils eine Kreisscheibe ist. Man beachte, dass wir
nicht fordern, dass * = (U} )i=1,..n ganz X iiberdeckt. Weiter wihlen wir offene Umgebungen

)

U; C U, und betrachten die offene Uberdeckung 4 = (U;)i=1,» des Raums |8] := |, U;.

In dieser Situation definieren wir auf den abelschen Gruppen von Koketten C(4, &) (¢ € {0,1})
beziiglich der offenen Uberdeckung 84 L?-Normen, indem wir definieren:

fiir n = (fi)ier € Co(ﬂ> 0): ||77”L2(u Z ||szL2 ) "= Z [ fioz ”LQ(zZ[U]

fir £ = (fij)ijer € Cl(uv 0): ||§H2L2 Z HfZJHL2(U nU;) Z 1 fij o 2 HL2 (z:[U:NU;))

1,j=1 ,j=1
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Die L?-Norm von Koketten wird also mithilfe der gewihlten Karten z; definiert. Wir bezeichnen
den Unterraum von CY9(4, &) der g-Koketten mit endlicher L?-Norm mit 022 (U, ). Diese
Unterriume sind analog wie L?(D, &) Hilbertraume. Die Koketten in C7,(4, @), die Kozykel
sind, bilden einen abgeschlossenen Untervektorraum von C7,(4, @), den wir mit Z7,(4, 0)
bezeichnen.

5.3 Das Geschlecht Riemannscher Fliachen

Sei X eine Riemannsche Fliche und & die Garbe der holomorphen Funktionen auf X . Weil
O eine Garbe von Vektorrdumen ist, trigt auch die erste Kohomologiegruppe H'(X, &) die
Struktur eines Vektorraums. Aus dieser Kohomologiegruppe werden wir wichtige Informationen
iiber die Existenz von meromorphen Funktionen auf X herleiten.

Definition. Sei X eine Riemannsche Fliache, und & die Garbe der holomorphen Funktionen
auf X . Wenn der Vektorraum H'(X, &) endlich-dimensional ist, so sagt man, dass X endliches
Geschlecht [finite genus| hat. In diesem Fall heifit die Zahl ¢ := dim H'(X, &) das Geschlecht
[genus| der Riemannschen Fliache X .

Man kann zeigen, dass fiir kompakte Riemannsche Flachen X diese Definition des Geschlechts
mit der Definition aus der Differentialtopologie bzw. der simplizialen Homologie tibereinstimmt
(man wiéhle eine Triangulierung von X und zéhle die Ecken E, die Kanten K und die Flachen
F', dann ist £ — K + F = Euler-Charakteristik = 2 — 2g ).

Beispiel. In Korollar 5.4 haben wir letztlich aus dem Lemma von Dolbeault gefolgert, dass
einfach zusammenhéngende Riemannsche Flachen das Geschlecht 0 haben. Insbesondere hat
die (kompakte) Riemannsche Zahlenkugel das Geschlecht Null.

Theorem. Kompakte Riemannsche Flichen X haben endliches Geschlecht, mit anderen
Worten: dim H'(X, 0) < oo.

Der Beweis dieses Theorems erfordert etwas Aufwand und zwei Lemmata.

Es seien 4 = (U;)i<i<p und U = (V;)i1<i<n zwei Familien von offenen Mengen in der Rie-
mannschen Flache X derselben endlichen Anzahl n. (In der Regel werden Y bzw. U hier
keine Uberdeckungen von X sein.) Wir schreiben % < 4, wenn fiir jedes i gilt: V; cC U;,
d.h. wenn V; jeweils eine relativ-kompakte Teilmenge von U; ist. In dieser Situation erhélt man
durch Einschriankung eine kanonische Einschrankungsabbildung CY4(i, &) — C9(0, &) . Diese
Abbildung erhilt Kozykel und Kordnder, und fiihrt daher auch zu einer Einschinkungsabbil-
dung der Kohomologiegruppen H'(i, &) — H' (0, &) . Wir fassen also im Folgenden Koketten,
Kozykel, Korédnder, Kohomologieklassen beziiglich 4 bei Bedarf auch als Koketten, Kozykel, Ko-
rander, Kohomologieklassen beziiglich % auf. Dabei gilt ||| 12(y) < oo fiir jedes § € CU(L, 0),
q € {0,1}, und somit C(L, &) C C1,(V,0).

Wegen Aussage 5.9 gibt es in dieser Situation zu jedem & > 0 ein Untervektorraum A C
Zi2 (L, &) von endlicher Kodimension, so dass gilt:

[€llz2m) <€ €llL2@) fiir jedes § € A. ()
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Lemma. Sei X eine Riemannsche Fliche und * = (U}, 2)1<i<n eine endliche Familie von
Kartenumgebungen von X, so dass das Bild z;[U;] jeweils eine Kreisscheibe in € ist (wie am
Ende von Abschnitt 5.2). Es seien 4 = (U;)i<i<n, U = (Vi)i<i<n und W = (W;)1<i<n weitere
Familien von offenen Mengen mit 20 < U < U < U* . Dann gibt es eine Konstante C' > 0, so
dass es fiir jedes £ € Z7,(%, 0) Elemente ¢ € Z},(4, ) und n € CV,(2, O) gibt, so dass

(=¢+6%(n) in Z,(2,0) (o1)
und

max (||Cll 2y 10l z2m) < C - [l L2 (02)
gilt.

Beweis von Lemma 5.13. Wir fithren den Beweis in zwei Schritten.

1. Schritt. Sei € = (fij)1<ij<n € Z}2(T, 0) gegeben. Dann konstruieren wir ¢ € Z7,(4, &) und
n e C%(2,0) gibt, so dass die Bedingung (o1) gilt. Sei & die Garbe der glatten Funktionen.
Nach Aussage 4.20 (angewendet auf die Riemannsche Fliche || =JI_, Vi) ist H(U,&) =0,
deshalb existiert eine Kokette (g;)i1<i<n € C°(0, &) mit

fij=9;—9; auf V;inVj.

Weil f;; holomorph ist, gilt 0 =d”f =d"g; —d"g; jeweils auf V;NV;. Nach dem Garbenaxiom
(LG) (angewendet auf die Garbe der glatten 1-Formen vom Typ (0,1) auf |[2]) fiigen sich die
d"g; zu einer glatten Differentialform w vom Typ (0,1) auf |U| mit wly, = d”g; zusammen.
Wegen 20 < U, ist auch |20| relativ-kompakt in ||, und daher existiert eine glatte Funktion
¢ auf X mit 9|y = 1 und supp(y)) C [Y|. Indem wir pw durch Null fortsetzen, kénnen
wir 1w als eine glatte Differentialform vom Typ (0,1) auf [4[*| auffassen. Weil die U} jeweils
vermittels der Karte z; biholomorph zu Kreisscheiben in C sind, existieren nach dem Lemma
von Dolbeault (Theorem 5.1) Funktionen h; € &(U}), so dass d"h; = Yw auf U} gilt. Wir
setzen nun F;; = h; — h; auf U N U;-‘ . Dann gilt

d”Fij = d”hj —d"h; = Yw—1Yw=0 auf U N U; .
Also ist Fj; € O(U; NUY). Wir definieren nun
¢ = (Fyjloinv; 1<igen -

Offenbar erfillt ¢ die Kozykelbedingung, und wegen i < U* ist ( auberdem quadrat-
integrierbar. Also gilt ¢ € Z7,(4, @) . Es gilt jeweils

d'hi=vw=w=d"g; auf W; ,

also ist h; — g; holomorph auf W;. Wegen W; CC V; ist h; — g; aulserdem beschréankt auf W;,
und daher ist
n = (hi — gilw,)1<i<n € C}2(20,0) .

Nun gilt
Fij — fij = (hj — hi) = (g5 — gi) = (hj — gj) — (hi — g;) auf W; N W

und damit ¢ — ¢ = 6°(n). Daher gilt (o1).
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2. Schritt. Wir zeigen nun, dass es eine Konstante C' > 0 gibt, so dass auch die Abschitzung
(02) gilt. Dazu betrachten wir den Hilbertraum

H=Z7},(,0) x Z}2(B,0) x CY:(23, 0)
mit der Norm || - ||z, die durch

16 &3 = <132y + 1220y + 0132y fitr (C.€m) € H

charakterisiert ist. Wir betrachten aufserdem die Teilmenge

L={(¢&m) eH|(=£6+6"(n)in Z;2(W,0) }.

L ist ein abgeschlossener Unterraum von H und deshalb selber ein Hilbertraum (mit der Ein-
schrankung der Norm || - ||z auf L). Aus dem 1. Schritt ergibt sich, dass die stetige, lineare
Abbildung

7L — Z1,(0,0), ((,&n) &

surjektiv ist. Nach dem Satz von der offenen Abbildung aus der Funktionalanalysis ist die
Abbildung 7 daher offen. Das bedeutet, dass es eine Konstante C' > 0 gibt, so dass fiir jedes
r=(¢,&mn) €L gilt: |z[lg <C-[|7(z)| g2y - Damit gilt dann

max([[Cll 2w [l L2) < € < C- 1€l L2()
und damit (02). O

Mit dem folgenden Lemma befreien wir uns von der Einschrankung auf quadrat-integrierbare
Kozykel aus Lemma 5.13. Es besagt, dass in der Situation von Lemma 5.13 der Bildvektorraum
der kanonischen Einschrankungsabbildung

HY(Y, 0) — H' (25, 0)
endlich-dimensional ist.

Lemma. Unter denselben Voraussetzungen wie in Lemma 5.13 gibt es einen endlich-
dimensionalen Vektorraum S C Z1(i, &), so dass gilt: Fiir jedes £ € Z1(4, &) gibt es Elemente
o€ S und n € C°2V,0) mit

oc=£6+0n) in Z'W,0).

Beweis. Sei C' > 0 die Konstante aus Lemma 5.13 und ¢ := % Nach () gibt es einen

Untervektorraum A C ZEQ (U, &) von endlicher Kodimension, so dass

1€l 2amy <€ 1€llp2qgy filr jedes & € A gilt.

Wir wéhlen S als das Orthokomplement von A im Hilbertraum Z}J2 (U,0). Dann ist S ein
endlich-dimensionaler Vektorraum, der komplementéir zu A ist, d.h. es gilt A+ S = Zig (U 0)
und ANS = {0}.

Sei nun ¢ € Z'(U, O) vorgegeben. Wegen U < U ist M := [€][z2(p) < oo und somit § €
Z7,(2, 0) . Nach Lemma 5.13 existieren daher (o € Z},(4, &) und ny € C,(20, 0) mit

Go=&+0%(m) in Zp2(W,0)  sowie [ Collz2qw), lImoll 2wy < CM
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Wegen der Konstruktion von S gibt es eine eindeutige (orthogonale) Zerlegung von (p €
Zi2 o)
=& +op mit §eA ogelS.

Wir konstruieren hiervon ausgehend nun induktiv Folgen von Elementen

(€ 71 (8, 0) n, € CV(2,0) & eA o, €S8

mit den folgenden Eigenschaften:

(1) ¢ =&-1+6(n,) in Z1,(2,0)
(2) ¢ =&, + o0, (die eindeutige orthogonale Zerlegung von (, € Zig U, 0))

3) NSullzzwy, mwllL2quy <277 - CM

Nehmen wir dafir an, dass die Elemente fiir ein v schon konstruiert sind. Wir konstruieren
dann die entsprechenden Elemente fiir v + 1. Weil (2) eine orthogonale Zerlegung von (, ist,
gilt nach (3)

1€l 22y < N Coll2@y <277 - CM

und daher wegen der Wahl von A und &
1€l L2 < € 1€l p2wy < e 27" CM =27 A
Nach Lemma 5.13 existieren daher (,11 € Z7,(4,0) und 7,41 € C,(20, 6) mit

Cop1 =& +0°(ug1) in Z]»(20, 0) sowie ([ Custll zequys Mol 2 < 27 CM

Wir nehmen nun die eindeutige orthogonale Zerlegung (41 = 4140041 von (i1 € Z;5 (4, 0)
mit £,41 € A und 0,41 € S, womit der Induktionsschritt der Konstruktion abgeschlossen ist.

Nach (2) und (1) gilt
v t+oy =81+ 50(771/)
und deshalb fiir gegebenes k € N

k k-1 k=2 k
S+ 00 =& +00m)+Y_ov =2+ (pr+m)+ D _ov=... =E+0° (Zm) ()
v=0 v=0 v=0 v=0

in Z}J2 (20, 0) . Andererseits konvergieren wegen (3) die Reihen

o0 o
UZZO’VES und n:Znyngz(?ZH,ﬁ)
v=0 v=0
absolut in den jeweiligen Banachrdumen. Auferdem gilt |[&x|z2(y < [[Ckllr2y — 0 fiir & — oo,
und somit ist limy oo & = 0. Also folgt aus (&): o =&+ 8°(n), was zu zeigen war. O

Sei X ein topologischer Raum, .# eine Garbe abelscher Gruppen auf X, und Y € X eine
offene Teilmenge. Fiir jede offene Uberdeckung 4 = (U;);cr von X ist UNY := (U;NY ) eine
offene Uberdeckung von Y. Der Einschrinkungshomomorphismus Z'(4,.%) — ZY{(UNY,.%)
bildet Kordnder auf Kordnder ab, und induziert daher einen Einschrankungshomomorphismus
HY(Y, F) — H'(UNY,.Z). Indem man hiervon den induktiven Grenzwert (wie in Abschnitt 4.3)
bildet, erhiilt man einen Einschrinkungshomomorphismus H(X,.7) — H(Y, %).
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Satz. Sei X eine Riemannsche Flache und Y CC X eine relativ-kompakte, offene Teilmenge.
Dann ist das Bild des Einschrankungshomomorphismus

HY(X,0)— HY(Y,0)

endlich-dimensional.

Beweis. Wir wihlen eine endliche Familie von Karten $* = (U}, z2;)i=1,..n sowie Familien
offener Teilmengen W <« Y <« U < U*, so dass Y C || und alle z[U}], z[U;] und z[W]
Kreisscheiben in € sind.

Weil die U; und die W; zu Kreisscheiben biholomorph sind, gilt H'(U;, ¢) = 0 und
HY(W;,0) = 0 nach Satz 5.3(a). Also sind 4 und 20 Leray-Uberdeckungen von |4| bzw. von
|20| beziiglich ¢. Nach dem Satz von Leray (Satz 4.25) folgt

HY(|Y],0) = H'(YU,0) und H(||,0) = H (W, 0).

Der Einschriinkungshomomorphismus H'(X, &) — H'(Y, 0) kann wie folgt "‘faktorisiert"’ (als
Komposition von Einschriankungshomomorphismen geschrieben) werden:

HY(X,0) - HY(|U|,0) = HY(Y, 0) — H' (W, 0) = H' (|120],0) — H'(Y, 0) .

Aus Lemma 5.14 folgt, dass das Bild des Einschrinkungshomomorphismus H'(i, &) —
H'(20,0) endlich-dimensional ist. ~ Daher hat auch HY(X,0) — HYY,0) endlich-
dimensionales Bild. a

Beweis von Theorem 5.12. Weil die Riemannsche Flache X kompakt ist, kann in Satz 5.15
Y = X gewahlt werden. O

5.4 Von der Existenz meromorpher Funktionen

Die Endlichkeitsaussagen aus dem vorherigen Abschnitt haben Folgen fiir die Existenz (nicht-
konstanter) meromorpher Funktionen auf Riemannschen Fliachen.

Satz. Sei X eine Riemannsche Fliache, Y CC X eine relative-kompakte, offene Teilmenge, und
a € Y. Dann existiert eine meromorphe Funktion f € .#Z(Y) die in a einen Pol hat und auf
Y \ {a} holomorph ist.

Beweis. Nach Satz 5.15 ist die Dimension k des Bildes des Einschrénkungshomomorphismus
HY(X,0) — HY(Y, 0) endlich. Wir wihlen eine holomorphe Karte (Up,z) von X mit a €
Up CY und z(a) =0. Auberdem setzen wir Uy = X \ {a}. Dann ist 4 = (Uy,Us) eine offene
Uberdeckung von X . Wir betrachten fiir j = 1,...,k + 1 den Kozykel ¢ € ZY (4, 0), der auf
UiNUy = U \ {a} durch die dort holomorphe Funktion 277 gegeben wird (und ansonsten die
Kozykelbedingung erfiillt). Weil das Bild von H'(4, &) — H'(4NY, &) eine Dimension < k hat,
sind die Kohomologieklassen zu (;|y in H'(UNY, &) mit j € {1,...,k+1} linear abhiingig. Also
existieren Zahlen cy,...,cx11 € C (nicht alle Null) und eine Kokette 7 = (f1, f2) € C°(UNY, 0)
mit

k+1

> ¢ =0"(n) in Z'WUNY,0),

j=1
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also
k+1

ZCjZ_j =fo—fi aof UyNUsNY.

j=1
Nach dem Garbenaxiom (LG) fiir die Garbe .# der meromorphen Funktionen auf Y existiert
also eine Funktion f € #Z(Y), die auf U1 NY mit f; + Zfill cj 277 iibereinstimmt, und auf
UsNY =Y\ {a} mit fo iibereinstimmt. Wegen der ersten Ubereinstimmung hat f in a einen
Pol, und wegen der zweiten Ubereinstimmung ist f auf Y \ {a} holomorph. Also hat f die
gewiinschten Eigenschaften. )

Korollar. Sei X eine kompakte Riemannsche Flache. Es seien paarweise verschiedene Punkte
ai,...,a, € X und Zahlen c¢y,...,¢, € C gegeben. Dann gibt es eine meromorphe Funktion
feA(X) mit f(a;) =¢; fir i€ {1,...,n}.

Beweis. Weil X kompakt ist, kann in Satz 5.16 Y = X gewéhlt werden. Danach existiert fiir
jedes i € {1,...,n} eine meromorphe Funktion f; € .#(X), die einen Pol in a; hat, aber in
allen anderen Punkten holomorph ist. Wir wéhlen ein A\; € C\ {fi(a;) — fi(ax) | 4,k # i}. Fur
j # i betrachten wir dann die meromorphe Funktion

_ fi— filaj)
fi— fi(aj):'Ai € AX).

Sie ist in allen a; mit k € {1,...,n} holomorph, und es gilt g;j(a;) = 1 und gj;(a;) = 0.

Daher ist
h; = ng‘j
J#i
holomorph in allen ap mit h;(a;) = d;,, und deshalb hat

f= zn:Cz' h;
i=1

die gewiinschten Eigenschaften. O

9ij

5.5 Die exakte Kohomologiesequenz

Um die Struktur von Kohomologiegruppen besser zu verstehen, wollen wir aus kurzen exakten
Sequenzen von Garben (siche Definition 4.12) exakte Sequenzen der zugehorigen Kohomolo-
giegruppen konstruieren. Konkret: Sei X ein topologischer Raum, %, ¢ und 5 drei Garben
von abelschen Gruppen auf X und ¢ und @ zwei Garbenhomomorphismen, so dass

0F 59 % -0
eine kurze exakte Sequenz von Garben ist. Wir werden in diesem Abschnitt zeigen, dass dann

0 HYX,7#)— H(X,9) - H (X, #) - H\(X,#) - H(X,9) - H (X,#) ()

)

eine "‘lange"’ exakte Sequenz ist. Damit diese Aussage sinnvoll ist, werden wir insbesondere
sagen miissen, welche Abbildungen mit den Pfeilen — in der Kohomologiesequenz gemeint sind.
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Sei dazu o« : # — ¥ ein beliebiger Garbenhomomorphismus von Garben iiber X, etwa
a = (ay)ucx (siehe Definition 4.9). Dann werden durch a Gruppenhomomorphismen der
Kohomologiegruppen

o HY X, #) - H(X,9) und o' :HY(X,Z) - H(X,9)

definiert. Dabei ist o einfach die Abbildung ay : .#(X) — 9(X) (man erinnere sich an die
Definitionen am Schluss von Abschnitt 4.3: H(X,.%) = #(X) und H°(X,¥) = 4(X)). Sei
U = (U)ier eine offene Uberdeckung von X . Dann betrachten wir die Abbildung

ag: CYW,.F) — CY W Y), €= (fij)ijer — au(€) = (au,nu, (fij))ijer -
Diese Abbildung bildet Kozykel auf Kozykel und Kordnder auf Kordnder ab, und induziert de-
shalb einen Homomorphismus
agy : HY (YW, .F) — H' (U, 9) .

Wenn wir nun alle moglichen offenen Uberdeckungen $4 von X betrachten, so respektieren
die zugehorigen Homomorphismen ay die Aquivalenzrelation ~ aus der Konstruktion von
H'(X,.7) in Abschnitt 4.3. Deshalb wird durch die Homomorphismen @y ein Homomorphismus

o HY X, ) - HY(X,9)
induziert.

Aufgabe. Let ¢ : 4 — 5 be a sheaf-surjective homomorphism of sheaves. In this question we
will define a homomorphism 6% : HY(X, 5#) — H'(X, ker(¢)) called the connecting homomor-
phism |[verbindender Homomorphismus| for 1) .

(a) For any g € H)(X, #) = #(X), show the following:

(i) Argue why for every point p € X there exists an open neighbourhood U, and a section
fp € 9(Up) such that ¥(fp) = glu,-
(ii) The sections (f,) define a O-cochain f with respect to the cover {U,}. Define h =
8°(f). Show that (k) = 0.
(iii) Explain why h is a cocycle of the sheaf ker(¢)) but is not necessarily a coboundary of
it.

(iv) We say that 6% (g) is the class in H'(X,ker(¢))) given by h. Show that this does not
depend on the choice of neighbourhoods U, or sections f,.

(b) Show that 6% is a homomorphism.

Wir betrachten die exakte Sequenz von Garben
a ¥ P
0% 59 >4 —0,

wobei .F , ¢4, # Garben auf X und ¢, v Homomorphismen von Garben sind. Die Exaktheit
der Sequenz bei 47 bedeutet, dass 1 garben-surjektiv ist. Wir betrachten den verbindenden
Homomorphismus

§Y : HY(X, #) — HY(X, ker(v)))
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gemaf Aufgabe 5.18. Weil die Garbensequenz bei ¢ exakt ist, ist ker(¢)) gleich dem Garbenbild
im(y). Fiir h € HY(X, ) ist daher 6¥(h) € H'(X,im(y)), und deshalb existiert ein 6*(h) €
HY(X,Z) mit ¢'(6*(h)) = 6¥(h). Dadurch wird ein Homomorphismus

5 HO(X, ) — H'(X,.7)

definiert, den wir den verbindenden Homomorphismus |connecting homomorphism| der exakten
Sequenz von Garben nennen.

Wir kénnen nun die Hauptaussage dieses Abschnitts formulieren, und dabei die Pfeile in der
Kohomologiesequenz (©) "‘beschriften"’:

Theorem. Sei X ein topologischer Raum, %, ¢ und 57 drei Garben von abelschen Gruppen
auf X und ¢: F - ¥ und ¢ : ¥4 — 5 zwei Garbenhomomorphismen, so dass

0259 % 750 (+G)

n

eine kurze exakte Sequenz von Garben ist. Dann ist die folgenden "‘lange"” Sequenz von Homo-

morphismen von Kohomologiegruppen exakt:

0 HO(X, 7) & HOX,9) 5 50X, ) 25 HY(X, #) 25 HY(X,%9) %5 H\(X, 7).

Beweis. Weil die Sequenz (xG) exakt ist, ist nach Aufgabe 4.15(a) die Sequenz

0 0
0— HY(X,Z) % HY(X,9) L5 HO(X, #)
exakt. Somit ist die Sequenz (xH) exakt bei H°(X,.#) und bei H°(X,%¥).

Zur Exaktheit von (xH) bei HO(X,.#): Zu zeigen ist im(y)°) = ker(6*). Sei g € H(X,¥)
gegeben und h := 1°(g). Dann ist §¥(h) = 0 und daher auch 6*(h) = 0. Also ist h € ker(6*).
— Sei umgekehrt h € ker(6*) gegeben. Nach Aufgabe 5.18 existiert eine offene Uberdeckung
U= (Uy)ier von X, und ein (g;)ier € C°(84, %), so dass 6¥(h) durch 6°((g;)) € Z*(U, ker(v)))
reprisentiert wird. Dann wird §*(h) durch (fij)ijer € ZHU,#) mit @' ((fi;)) = °((9:))
repriisentiert. Wegen 0*(h) = 0 ist (fi;) € BY(,.%), also existiert ein (f;) € CO(U,.#) mit
8°((fi)) = (fi) - Sei gi = gi — @(fi). Dann gilt jeweils

Gi—3; = (9i —(fi)) = (g5 —¢(f3)) = (9i — 95) — p(fi5) = (9i — gj) — (9 —g;) =0 auf U;NU;.

Nach dem Garbenaxiom (LG) existiert also ein g € HY(X,¥) mit g|y, = g; fiir alle i € I. Fiir
dieses gilt wegen im(p) C ker (1))

(gi) = ¥(gi — (fi)) = ¥(g9i) = h auf Uj,
und somit h € im(x%).

Zur Exaktheit von (xH) bei H'(X,.%): Zu zeigen ist im(6*) = ker(p!). Dabei ergibt sich
im(6*) C ker(p!) unmittelbar aus der Konstruktion des verbindenden Homomorphismus §*.
Sei umgekehrt ¢ € ker(p!) gegeben, und repriisentiert durch (fi;) € Z1(4, F). Wegen ¢'(¢) =
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0 € HY(X,9) existiert dabei ein (g;) € CO(4,%) mit (¢(fi;)) = 6°((9:)). Nun gilt wegen
im(yp) C ker(¢))

P(g5) = P(gi) = ¥(g5 — i) = ¥(e(fij)) =0 auf UinUj.

Somit existiert nach dem Garbenaxiom (LG) ein h € H°(X,2#) mit h|y, = (g;) fiir alle 1.
Aus der Konstruktion von §* folgt nun §*(h) = ¢ und somit & € im(d*).

Zur Exaktheit von (xH) bei H'(X,¥): Zu zeigen ist im(p!) = ker(y!). Weil nach Auf-
gabe 4.15(a) die Sequenz

0—Z(U;NUj) &g(UiﬂUj) ﬂ%(UjﬁUj)

fiir alle 7,7 € I exakt ist, gilt jedenfalls im(p') C ker(¢0!). — Sei umgekehrt 1 € ker(y!) C
HY(X,¥) gegeben, und durch (g;;)ijer € Z1(8,9) beziiglich einer offenen Uberdeckung $f =
(Us)ier reprisentiert. Wegen 9l(n) = 0 € HY(X,#) existiert ein (h;)ie; € CO(4, 5) mit
¥ (gij) = hj — hi. Weil ¢ wegen der Exaktheit der Sequenz (¥G) garben-surjektiv ist, existiert
zu jedem x € X ein 7(z) € I, eine Umgebung V, von z, die in U, enthalten ist, und ein
Element g, € 9 (V) mit ¥(gz) = hrlv, . Dann ist U := (V;)zex eine offene Uberdeckung
von X, und zwar eine Verfeinerung der Uberdeckung $1. Sei weiter Jry = Gr(@),r(y)|VanVy 5
dann ist (Guy)zyex € Z'(U,¥) ein weiterer Reprisentant der Kohomologieklasse 7. Sei weiter
Gry = Juy + 9o — gy - Dann ist ((Guy))zyex € ZH(V,¥) noch ein Reprisentant von 7, und es
gilt

¢(§my) = ’(b(gxy)_}'w(gx_gy) = w(gT($),T(y))+(hT(a7)_hT(y)) = (hT(y)_hT($))+(hT($)_hT(y)) =0.

Damit ist gy € ker(¢)) = im(y), also existiert fz, € #(Vy N'V,) mit ¢(fzy) = Gay. Die
Kohomologieklasse £ € HY(X,.Z) zu (fuy)ayex € Z1 (U, F) erfiillt ¢'(£) = n, und somit ist
n € im(ph). O

Korollar. In der Situation von Theorem 5.19 gelte H'(X,%) = 0. Dann ist
HY(X,7)=#(X) | "9 (X)].

Beweis. Wegen H'(X,9) = 0 ist nach Theorem 5.19 die Sequenz

0 .
9(x) 5 2(x) S HY(X, 7) >0
exakt. Daraus folgt die Behauptung. O

Aufgabe. Use the constructions of the present section to give an explicit description of the
isomorphism in Korollar 5.20.

Wir sind nun in der Lage, das Lemma von Dolbeault (Theorem 5.1), das sich auf Kreisscheiben in
C bezieht, zum Theorem von Dolbeault fiir allgemeine Riemannsche Fléchen zu verallgemeinern:

Theorem. (Theorem von Dolbeault) Sei X eine Riemannsche Flache. Wir bezeichnen mit
&, &0, &0 und £@ die Garben der glatten Funktionen, der glatten 1-Formen vom Typ
(1,0), der glatten 1-Formen vom Typ (0,1) bzw. der glatten 2-Formen auf X . Auferdem seien
O und ) die Garbe der holomorphen Funktionen bzw. der holomorphen 1-Formen vom Typ
(1,0) auf X . Dann gilt:
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(a) H'(X,0)=&%(X)/d"8(X)
(b) HY(X,Q) = &P (X)/dEM(X).

Beweis. Fir (a). Die Garbensequenz

05 0—eY o0l

ist exakt, dabei folgt die Exaktheit bei &%! aus dem Lemma von Dolbeault (Theorem 5.1).
Auferdem gilt H'(X,&) = 0 nach Aussage 4.24(a). Mit Korollar 5.20 ergibt sich nun die

Behauptung.
Fir (b). Wir argumentieren analog mit der exakten Garbensequenz
0506046 590
und H'(X, &%) = 0. Die Exaktheit bei &(?) folgt wieder aus dem Lemma von Dolbeault. O

Auf Riemannschen Flichen X ist jede exakte Differentialform geschlossen, aber im Allgemeinen
nicht jede geschlossene Differentialform exakt. Diese Frage ist mit einem anderen Koketten-
Komplex verbunden, nédmlich dem der deRham-Kohomologie:

05 &8X)SeW(x) S e@(x) > ...,

dabei ist &@(X) der Raum der glatten g¢-Differentialformen auf X . Hier entsprechen
Kozykel geschlossenen Differentialformen und Kordnder exakten Differentialformen. Aus diesem
Koketten-Komplex ergibt sich die erste deRham-Kohomologiegruppe

Kozykel  ker(¢(M(X) % £®)(X))

Rh!(X) :=
(X) = e e im(£(X) S £M(X))

_ geschlossene 1-Formen auf X

exakte 1-Formen auf X

Rhl(X ) beschreibt also, in welchem Umfang geschlossene 1-Formen auf X nicht exakt sind.
Es gilt genau dann Rh'(X) = 0, wenn auf X jede geschlossene 1-Form auch exakt ist. In
Kapitel 3 haben wir beim Riemannschen Abbildungssatz gesehen, dass dies genau dann der Fall
ist, wenn X einfach zusammenhéngend ist. Das folgende Theorem von deRham stellt einen
Zusammenhang zwischen der deRham-Kohomologie und unserer Garben—(éech—)Kohomologie
her.

Theorem. Sei X eine Riemannschen Flache. Dann gilt

Rhl(X) =~ HY(X,C).

Beweis. Die Garbe % sei der Kern des Garbenhomomorphismus d : &0 — £®@) | also die
Garbe der geschlossenen, glatten Differentialformen auf X . Dann ist die Sequenz

0—>(D—>o§"i>ff—>0

exakt, die Exaktheit bei 2 folgt dabei aus der Tatsache, dass lokal jede geschlossene Differen-
tialform exakt ist. Da H'(X,&) = 0 nach Aussage 4.24(a) gilt, folgt die Behauptung wieder
aus Korollar 5.20. O
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5.6 Das Divisorenkalkiil

Unser néchstes Ziel ist der Satz von Riemann-Roch, der eine Aussage iiber die Existenz von
meromorphen Funktionen auf kompakten Riemannschen Flachen macht, die Pole hochstens an
vorgegebenen Stellen und mit hochstens einer vorgegebenen Ordnung haben. Um die Lage der
potentiellen Polstellen effizient angeben zu konnen, fithren wir das Konzept eines Divisors ein.

5.24 Definition. Sei X eine Riemannsche Fliche.

(a) Ein Divisor |divisor| auf X ist eine Abbildung D : X — Z, so dass supp(D) := {x € X |
D(z) # 0} diskret ist. Die Menge der Divisoren auf X wird mit Div(X) bezeichnet; sie
ist eine abelsche Gruppe mittels punktweiser Addition. Sind D, D’ € Div(X), so schreiben
wir D < D', wenn D(x) < D'(z) fiir alle x € X gilt. Hierdurch wird eine Partialordnung
auf Div(X) definiert.

(b) Sei f € M(X). Dann bezeichnen wir die Abbildung z + ord,(f) (siehe Aussage 1.10%)
mit (f). Fir f # 0 ist (f) ein Divisor auf X . Fir D € Div(X) sagen wir, dass f ein
Vielfaches [multiple| des Divisors D ist, wenn (f) > D gilt. Die Funktion f ist genau
dann holomorph, wenn (f) > 0 ist.

(c¢) Ein Divisor D € Div(X) heifst Hauptdivisor |principal divisor|, wenn es ein f € M(X)\{0}
mit (f) = D gibt. Zwei Divisoren D, D’ € Div(X) heifen dquivalent [equivalent]|, wenn
D — D’ ein Hauptdivisor ist.

(d) Sei w € MBO(X) eine meromorphe 1-Form vom Typ (1,0). Fiir z € X definieren
wir ord,(w) = ord,(f), wenn w = f(z)dz beziiglich einer Karte z von X gilt. (Diese
Definition ist offenbar unabhingig von der Wahl der Karte.) Dann ist die Abbildung
x +— ordy(w), die wir mit (w) bezeichnen, ebenfalls ein Divisor auf X .

(e) Ein Divisor D € Div(X) heikt kanonischer Divisor [canonical divisor|, wenn es ein w €
MO (X)\ {0} mit (w) =D gibt.

5.25 Aufgabe. Let X be a Riemann surface. Show the following:

(a) For f,g € M(X)\ {0} and w € MEO(X)\ {0} we have:
(f9) = (f) + (9) (1/f) = =) (fw) = (f) + (w) -

(b) Any two canonical divisors on X are equivalent to each other.

Wir identifizieren Punkte x € X mit dem Divisor D € Div(X) mit D(z) =1 und D(z') =0
fir alle 2’ € X \ {z}. Daraus resultiert eine héufig benutzte Schreibweise von Divisoren als Z-
Linearkombination von Punkten: Sind x1,...,x, € X verschiedene Punkte und ky,...,k, € Z
ganze Zahlen, so wird mit

n
k1x1+...+k:nxn:§:k:jxj
J=1

*Aufierdem vereinbaren wir als Konvention ord.(f) = oo, falls f auf einer ganzen Umgebung von z identisch
verschwindet.
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der Divisor
k;j fir e =x; firein je{1,...,n}

D:X—>7Z, x+—
0 fir ze X\{z1,...,2n}

bezeichnet. Wenn die Punkte von X auch "‘Zahlen"’ sind (z.B. wenn X eine Teilmenge von C
ist), muss man dabei allerdings aufpassen, dass es zu keinen Missverstdndnissen kommt.

Beispiel. Sei X = C und f(z) = 22251. Dann ist (f) =1-1+1-(-1)—2-0 € Div(C),
das heifst: (f) ist der Divisor D mit D(1) = D(—1) =1, D(0) = —2 und D(z) = 0 fiir alle
2 €@\ {£1,0}.

Sei X nun eine kompakte Riemannsche Flidche. Dann ist fiir jedes D € Div(X) die Menge
supp(D) endlich, und daher
deg(D) := Y D(x)
zeX
eine endliche, ganze Zahl, die der Grad |degree| des Divisors D genannt wird. Hierdurch wird
ein Gruppenhomomorphismus abelscher Gruppen

deg : Div(X) —» Z

definiert. Weil meromorphe Funktionen auf kompakten Riemannschen Fléchen gleich viele Null-
stellen und Pole (jeweils gezéhlt mit Vielfachheit) haben, gilt deg(D) = 0 fiir jeden Hauptdivisor
D.

Sei X eine Riemannsche Fliche und D € Div(X). Fir jede offene Teilmenge U C X sei
Op(U) der kommutative Ring mit Eins derjenigen meromorphen Funktionen f € .#Z(U), die
Vielfache von —D sind, d.h. fiir die (f) > —D gilt. Ausfiithrlicher:

Op(U) ={f € #(U) |ord,(f) > —D(z) firalle z €U } .

Dann wird durch &p :=(0p(U ))U cx mit den tblichen Einschrénkungshomomorphismen eine
Garbe von kommutativen Ringen mit Eins definiert, und zwar eine Untergarbe von .# . Die
Schnitte von &p sind meromorphe Funktionen mit folgenden Eigenschaften: An den x € X mit
D(x) > 0 konnen sie Pole hichstens der Ordnung D(x) haben, an den x € X mit D(x) < 0
miissen sie Nullstellen mindestens der Ordnung —D(z) haben, und in den z € X mit D(x) =0
sind sie holomorph.

Daher enthédlt &p genau dann die Garbe &, wenn D > 0 ist. Insbesondere gilt 0p = €
fir D = 0. Sind D,D’ € Div(X) &aquivalente Divisoren, so sind &p und Op zueinander
isomorph, und zwar wird fir ¢ € #(X) mit D — D’ = (¢)) durch

Op(U) = Op(U), f=>9-f

ein entsprechender Garben-Isomorphismus definiert. Insbesondere gilt: Ist D ein Hauptdivisor,
so ist Op isomorph zu 0.

Falls X kompakt ist, gilt auferdem: Fiir D € Div(X) mit deg(D) < 0 ist H°(X,0p) =
Op(X) = 0. Das liegt daran, dass fiir jedes f € H°(X,Op) aus der Annahme f # 0 wegen
(f) > —D der Widerspruch folgt: 0 = deg(f) > —deg(D) > 0. Fiir D =0 ist H(X,0p) =
H°(X,0) = C. Fiir D > 0 kann es hingegen nicht-konstante, globale Schnitte in &p geben, so
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dass wir die Frage nach der Dimension des Vektorraums HY(X, 0p) stellen kénnen. Der Satz
von Riemann-Roch, den wir im folgenden Abschnitt behandeln, gibt Antwort auf diese Frage.

In analoger Weise bezeichnen wir fir D € Div(X) mit Qp die Garbe der meromorphen 1-
Formen w vom Typ (1,0) mit (w) > —D. Fir D =0 ist 2 = Qg die Garbe der holomorphen
1-Formen vom Typ (1,0). Ist w # 0 eine meromorphe 1-Form vom Typ (1,0) auf X und
K = (w), so wird fiir jedes D € Div(X) durch

Op+x(U) = QpU), frfrw

ein Isomorphismus von Garben Opix — Qp definiert.

5.7 Der Satz von Riemann-Roch

Theorem. (Satz von Riemann-Roch) Sei X eine kompakte Riemannsche Flédche von
Geschlecht g € INg (siehe Definition 5.10 und Theorem 5.12) und D € Div(X). Dann sind
die Vektorriume H°(X,0p) und H'(X,Op) endlich-dimensional, und es gilt:

dim H*(X, 0p) — dim HY(X, 0p) = 1 — g + deg(D) .

Fiir D > 0 ist in der Situation des Satzes von Riemann-Roch in jedem Fall dim H°(X, &p) >
1, denn die konstanten Funktionen auf X sind globale Schnitte von &p. Nicht-konstante
Funktionen, die Schnitte von &p sind, gibt es genau dann, wenn dim H°(X,Op) > 1 ist;
sie haben notwendigerweise tatsdchlich mindestens eine Polstelle. Thre Existenz und ggfs. die
Dimension ihres Vektorraums héngt nach dem Satz von Riemann-Roch mit dem Spezialititsindex
[index of speciality]|

i(D) := dim HY (X, Op)

zusammen. Man sagt, dass der Divisor D speziell [special] ist, wenn (D) > 0 ist. Der Spezial-
itdtsindex ist nach unserem bisherigen Wissensstand schwer zu verstehen; im kommenden Ab-
schnitt werden wir ihn aber mittels der Serre-Dualitit mit dim H°(X,Q_p) in Verbindung
bringen. Als Folge wird sich ergeben, dass i(D) = 0 fiir jeden Divisor D mit deg(D) > 2g — 2
gilt. In jedem Fall gilt (D) > 0, weswegen der Satz von Riemann-Roch die Unterschranke

dim H°(X, Op) > 1 — g+ deg(D)
ergibt.
Andererseits gilt fir D < 0: H°(X,0p) =0 und daher i(D) =g — 1 — deg(D).
Das folgende Korollar stellt eine Verfeinerung von Satz 5.16 dar:

Korollar. Sei X eine kompakte Riemannsche Fldche von Geschlecht g und x € X . Dann gibt
es eine nicht-konstante, meromorphe Funktion f € .#(X), die in x einen Pol hochstens von
Ordnung g + 1 hat, und ansonsten holomorph ist.

Beweis. Sei D = (g + 1) -z € Div(X) (im Sinne unserer Identifikation von Punkten mit
Divisoren). Nach dem Satz von Riemann-Roch (Theorem 5.27) ist

dim H°(X, 0p) =1 — g+ deg(D) +i(D) > 1 — g+ deg(D) = 2.
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Deshalb existiert eine nicht-konstante Funktion f € H%(X, Op), und diese hat die gewiinschten
Eigenschaften. O

Korollar 5.28 besagt, dass in der beschriebenen Situation f: X — C eine "verzweigte"’ Uber-
lagerung mit hochstens g + 1 Bléttern tiber der Riemannschen Zahlenkugel C ist.

Korollar. Sei X eine kompakte Riemannsche Flache. Dann sind &dquivalent:

(a) X hat das Geschlecht Null.
(b) X ist einfach zusammenhéngend.

(c) X ist biholomorph dquivalent zur Riemannschen Zahlenkugel C.

Beweis. Die Aquivalenz von (b) und (c) folgt aus dem grofen Riemannschen Abbildungssatz
(Theorem 3.42), und die Implikation (¢) = (a) folgt aus Satz 5.3(b). Hat umgekehrt X das
Geschlecht Null, so existiert nach Korollar 5.28 eine nicht-konstante meromorphe Funktion f
auf X , die in einem Punkt einen Pol erster Ordnung hat, und ansonsten holomorph ist. Eine
solche Abbildung ist eine biholomorphe Abbildung f: X — C. O

Der Beweis des Satzes von Riemann-Roch beruht auf einem Induktionsargument, und zwar
werden wir zu einer bestimmten kurzen exakten Garbensequenz die zugehorige exakte Ko-
homologiesequenz (Theorem 5.19) verwenden. In der Garbensequenz spielt die sogenannte
Wolkenkratzer-Garbe eine Rolle, die wir jetzt einfiihren:

Sei X eine Riemannsche Flache, und p € X . Fiir jede offene Menge U C X sei

C falls peU

C,(U) := .
o) {o falls p g U
In einer Ubungsaufgabe ist gezeigt worden, dass hierdurch mit geeigeneten Einschrankungshomo-

morphismen eine Garbe C, auf X definiert wird. Sie heit die Wolkenkratzer-Garbe [skyscraper
sheaf| in p. Offenbar gilt H(X,C,) = C.

Aussage. H'(X,C,) =0.

Beweis. Fiir jede beliebige offene Uberdeckung i von X gibt es eine Verfeinerung % von 4,
so dass p in nur einer offenen Teilmenge aus 2 enthalten ist. Dann gilt Z1(,C,) = 0 und
somit auch H' (0, C,) = 0. Deswegen ist H'(X,C,) =0. O

Beweis des Satzes von Riemann-Roch (Theorem 5.27). Wir zeigen zunéchst, dass der Satz von
Riemann-Roch fiir D = 0 gilt: In diesem Fall ist H%(X, 0) = 0(X) = C, also dim H(X, 0) =
1. AuRerdem ist dim H'(X, &) = g per Definition und deg(D) = 0.

Es sei nun D € Div(X) ein beliebiger Divisor, p € X ein beliebiger Punkt, und D' := D +p €
Div(X). Wir zeigen, dass wenn der Satz von Riemann-Roch fiir einen der beiden Divisoren D
und D’ gilt, dass dann dieser Satz auch fiir den anderen Divisor gilt. Weil jeder Divisor auf X
in der Form

PrL+p2+...+DPn—q1—q@— ... Qm
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mit Punkten pi1,...,pn,q1,...,q¢n € X geschrieben werden kann, folgt dann induktiv, dass der
Satz von Riemann-Roch fiir alle Divisoren auf X gilt.

Wir werden eine kurze exakte Sequenz von Garben
0= 0p5 6p 5 C,—0 (01)

definieren. Wegen D < D' ist Op C Opr, und ¢ sei die dazu gehorende Inklusionsabbildung von
Garben. Um den Garben-Homomorphismus  zu definieren, wihlen wir eine Karte (V,z) von
X mit p €V und z(p) = 0. Sei nun eine offene Umgebung U C X vorgegeben. Ist p ¢ X, so
sei By =0. Ist p € X, so stellen wir f € Op/(U) beziiglich z als Laurent-Reihenentwicklung
dar:

k=—(n+1)

dabei ist n = D(p) und ¢ € C. Wir setzen dann

Bu(f) == c_(r41) € C=Cp(U) .

Hierdurch wird offensichtlich ein garben-surjektiver Garben-Homomorphismus g : 0p — C,
definiert, so dass die kurze Sequenz (1) exakt ist. Nach Theorem 5.19 ist dann die zugehorige
Kohomologiesequenz ebenfalls exakt:

0= HO(X, 0p) S HOX, 0p) 25 HOX, ¢,) & HY (X, 0p) %5 HY(X, 0p) 25 H(X,C,) .

Wir haben H°(X,Cp) = € und H'(X, C,) = 0 nach Aussage 5.30, und daher hat diese exakte
Sequenz die folgende Gestalt:

0= H(X, 0p) 5 HOX, 0p) L5 € &5 HY(X, 00) % HY(X, 0p) 250, (02)

Diese exakte Sequenz "‘spaltet"’ in zwei kurze exakte Sequenzen: Es sei V = im(3°) und
W = C/V . Dann ist die Exaktheit von ({2) &quivalent zur Exaktheit der folgenden beiden
Sequenzen:

0 * 1
0= HY(X,0p) % HO(X,0p) 25V 50 wd 0= w 5 HY(X, 0p) S HY(X, 0p) 55 0.

Deshalb sind alle auftretenden Vektorrdume endlich-dimensional, und ihre Dimensionen sind wie
folgt verkniipft:

dim H*(X, 0p/) = dim H*(X, Op) + dim V
dim H' (X, 0p) = dim W + dim H' (X, Op/) .

Durch Addition dieser beiden Gleichungen und Anwendung von dim(V) + dim(W) = 1 =
deg(D’) — deg(D) ergibt sich

HY(X,0p)+ HY (X, 0p) = dim H*(X, Op) + dim H' (X, Op/) + deg(D') — deg(D) ,
also
HY(X,0p) — dim HY (X, Op/) — deg(D') = H*(X, 0p) — dim H*(X, Op) — deg(D) .

Daraus folgt, dass der Satz von Riemann-Roch genau dann fiir D’ gilt, wenn er fiir D gilt. O
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5.8 Die Serre-Dualitit

Im ganzen Abschnitt sei X eine kompakte Riemannsche Fliche und g = dim H!(X, &) ihr
Geschlecht.

Eine Betrachtungsweise fiir die Serre-Dualitdt ist, dass durch sie fir D € Div(X) ein
Vektorraum-Isomorphismus ¢p : H'(X,Q_p) — HY(X, Op)* konstruiert wird. Das bedeutet
insbesondere, dass der Spezialititsindex i(D) = dim H(X, Op) , der im Satz von Riemann-Roch
eine wesentliche Rolle spielt, gleich der Dimension von H°(X,Q_p), des Raums der meromor-
phen Differentialformen w von Typ (1,0) auf X mit (w) > D, ist.

Vorweg merken wir an, dass nach dem Satz von Riemann-Roch (Theorem 5.27) die Vektorrdume
H(X,0p) und HY(X, Op) fiir jeden Divisor D € Div(X) endlich-dimensional sind. Am Ende
von Abschnitt 5.6 hatten wir angemerkt, dass die Garbe Qp zu Opyg isomorph ist, wobei K
ein kanonischer Divisor auf X ist, d.h. K = (w) fiir eine nicht-verschwindende, holomorphe
1-Form auf X . Aus diesem Grund sind auch die Vektorriume H°(X,Qp) und H'(X,Qp)
endlich-dimensional. Auf der anderen Seite gilt die folgende Aussage:

Aussage. Sei X eine kompakte Riemannsche Fliche. Dann existiert eine Konstante kg € Z,
so dass fiir jeden Divisor D € Div(X) gilt: dim H°(X,Qp) > deg(D) + ko .

Beweis. Sei K ein kanonischer Divisor auf X, d.h. es existiert eine meromorphe 1-Form w # 0
vom Typ (1,0) mit (w) = K. Wir setzen ko = 1 — g+ deg(K)." Weil die Garbe Qp zu Op,
isomorph ist, gilt nach dem Satz von Riemann-Roch (Theorem 5.27)

dim H°(X,Qp) = dim H*(X, Op,x) = i(D + K) + 1 — g + deg(D + K)
>1—g+deg(D)+deg(K) =deg(D) + ko .

O

In Aussage und Definition 1.38 hatten wir das Residuum fiir meromorphe 1-Formen vom
Typ (1,0) auf X definiert. Wir fithren nun ein (Gesamt-)Residuum fiir Kohomologieklassen
in HY(X,Q) ein: Nach dem Theorem von Dolbeault, Theorem 5.22(b), ist H'(X,Q) =
2 (X)/dEY(X). Ein gegebenes & € HY(X,Q) wird also beziiglich dieses Isomorphismus
durch ein w € & (X) reprisentiert. Wir definieren das Residuum von & als

Res(§) := ! w . (%)

a 27 X

Dieses Flachenintegral ist endlich, weil X als kompakt vorausgesetzt ist. Wegen des Satz von
Stokes Satz 1.33 fiir die unberandete Fliche X ist diese Definition unabhéngig von der Wahl
des Représentanten w fiir £. Auf diese Weise erhalten wir eine lineare Abbildung

Res: H'(X,Q) — C.

Sie ist offensichtlich nicht identisch Null, und daher surjektiv.

"Wir werden gleich sehen (Aussage 5.36), dass aus der Serre-Dualitit folgt, dass deg(K) = 2g — 2 und somit
ko =g —1 ist.
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Sei nun D € Div(X). Wir definieren eine bilineare Abbildung H°(X,Q_p) x H'(X,0p)* — C
sowie — damit zusammenhingend — die oben erwithnte lineare Abbildung tp : H*(X,Q_p) —
H'(X,0p)*: Durch das Produkt

Q_DXﬁD%Q, (w,f)r—muf
wird eine bilineare Abbildung
HY(X,Q_p) x H'(X,0p) -+ H'(X,Q) ,  (w,8) = w§

induziert. Durch Verkettung dieser bilinearen Abbildung mit Res : H'(X,) — C erhalten wir
eine Bilinearform

(-, ):HYX,Q_p)x HY(X,0p) = C, (w,&) — (w,&) := Res(wé) .
Wir definieren nun die lineare Abbildung
tp: HY(X,Q_p) = HY(X, Op)*, wrs (w, -) .

Inhalt des Serre’schen Dualitétstheorems ist es, dass die Bilinearform (-, -) (in beiden Argu-
menten) nicht-entartet ist; eine derartige nicht-entartete Bilinearform nennt man eine Paarung
zwischen HY(X,Q_p) und HY(X,O0p). Aquivalent zur Nicht-Entartung von (-, -) ist die
Aussage, dass tp ein Vektorraum-Isomorphismus ist.

Theorem. (Serre-Dualitét.) Sei X eine kompakte Riemannsche Flache und D € Div(X).
Dann ist tp : HY(X,Q_p) — HY(X,Op)* ein Vektorraum-Isomorphismus.
Die Serre-Dualitdt hat vielerlei Konsequenzen.

Als erstes ergibt sich aus ihr die folgende Gleichheit von Dimensionen

i(D) = dim H(X, 0p) = dim H*(X,Q_p) ,

weswegen der Satz von Riemann-Roch (Theorem 5.27) fiir D auch als
dim H°(X, 0p) — dim H°(X,Q_p) = 1 — g + deg(D)

formuliert werden kann. In Worten: Die maximale Anzahl von linear unabhéngigen meromorphen
Funktionen, die Vielfache von —D sind, minus der maximalen Anzahl von linear unabhéngigen
meormophen 1-Formen, die Vielfache von D sind, ist gleich 1 — g + deg(D). Im Spezialfall
D =0 ergibt sich

g=dimH (X, 0)=dim H°(X,Q) .

In Worten: Das Geschlecht g einer kompakten Riemannschen Fléache X ist gleich der maximalen
Anzahl linear unabhéngiger holomorpher 1-Formen vom Typ (1,0) auf X .

Die Rollen von meromorphen Funktionen und meromorphen 1-Formen kénnen in der Serre-
Dualitét vertauscht werden. Ist K ein kanonischer Divisor von X, soist 0_p = Q_(p, ) und
Qp = Opy . Daher folgt aus der Serre-Dualitét (fiir den Divisor D + K ) die Isomorphie

H(X,0-p) = H'(X,Qp)".
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Speziell fir D = 0 ergibt sich dim H*(X,Q) = dim H(X,0) = 1. Dabher ist die surjektive
lineare Abbildung Res : H'(X,§)) — C ein Vektorraum-Isomorphismus.

Es ist an der Zeit, uns mit dem Beweis des Theorems tiber die Serre-Dualitét (Theorem 5.32) zu
befassen. Wir geben hier den Beweis nicht vollstdndig wieder, stellen aber die Beweisstrategie
und die wesentlichen Methoden dar. Ein vollstandiger Beweis findet sich in [Fo, §17].

Definition. Sei X eine Riemannsche Fliche, .# () die Garbe der meromorphen 1-Formen vom
Typ (1,0) auf X, und 4 = (U;)se; eine offene Uberdeckung von X

(a) Eine 0-Kokette u = (w;)ier € CO(8, .#M) heikt eine Mittag-Leffler- Verteilung, wenn fiir
alle i,j € I die Differenzen w; —w; holomorph auf U;NU; sind, d.h. wenn 6%y € Z1(8, )
gilt. Wir bezeichnen die Kohomologieklasse von 6%u mit [6%u] € H(X, Q).

(b) Sei xy € X. Das Residuum [residue| einer Mittag-Lefller-Verteilung pu = (w;)ier ist
definiert als Resg, (i) = Resg,(w;), wobei i € I so gewdhlt ist, dass xo € U; ist. (Weil
w; — w; holomorph ist, ist diese Definition von der Wahl von ¢ unabhéngig.)

(c) Sei X nun kompakt. Dann definieren wir das (Gesamt-)Residuum von p als
Res(u) = Z Res, (1) .
zeX
(Weil X kompakt ist, sind nur endlich viele Summanden von Null verschieden.)
Aussage. Sei X eine kompakte Riemannsche Fliche, und p € CO(U, .# ™) eine Mittag-Leffler-

Verteilung auf X . Dann gilt
Res() = Res([0%4]) .

Dabei ist Res(x) in Definition 5.33(c) und Res([64]) in Gleichung (%) definiert.

Beweis. Siehe [Fo, Theorem 17.3, S. 133f.]. O

Lemma. Die lineare Abbildung tp : H(X,Q_p) — HY(X, Op)* aus Theorem 5.32 ist injektiv.

Beweis. Wir haben zu zeigen, dass es fiir jedes w € H(X,Q_p) \ {0} ein ¢ € HY(X, Op) mit
(w, &) # 0 gibt. Dazu wihlen wir einen Punkt @ € X mit D(a) = 0 und eine holomorphe Karte
(Up,z) von X mit a € Up, z(a) =0 und D|y, = 0. Auferdem koénnen wir Uy so klein wéhlen,
dass w auf Up \ {a} keine Nullstellen besitzt, und wir schreiben w = fdz auf Uy. Weiter sei
Up = X\ {a}. Dann ist & = (Up,U;) eine offene Uberdeckung von X . Wir betrachten nun
n = (fo, f1) € CO(,.#) mit fo = (zf)"! und f; = 0. Dann ist

1
wn = <z dz, 0> e COy,.zM)
eine Mittag-Leffler-Verteilung mit Res(wn) = 1. Es gilt 6% € Z1(4, Op), und es sei & = [§'n] €

HY(X,0p) die dazu gehérende Kohomologieklasse. Wegen wé = w - [6%9] = [0°(wn)] ergibt sich
nun mit Aussage 5.34:

(,€) = Res(w) = Res([3(wn)]) = Res(wn) = 1.



5.36

106 CHAPTER 5. KOHOMOLOGIE VON RIEMANNSCHEN FLACHEN

O

Beweisskizze fir die Serre-Dualitit, Theorem 5.32. Wegen Lemma 5.35 ist nur noch zu zeigen,
dass vp : H'(X,Q_p) — HY(X,Op)* surjektiv ist. Sei also A : H!(X,0p) — C eine Linear-
form, ohne Beschrinkung der Allgemeinheit diirfen wir A # 0 annehmen. Wir wollen zeigen,
dass es eine 1-Differentialform w € H%(X,Q_p) mit tp(w) = A gibt.

Wir wéhlen einen Divisor P € Div(X) mit deg(P) = 1 sowie ein zunéchst beliebiges n € IN.
Dann setzen wir D,, = D — nP und betrachten den Vektorraum A = {¢) A | ¢ € HY(X, O,p)} .
Damit ist A ein Unterraum von H'(X, &p,)*. Man kann zeigen (siche [Fo, Lemma 17.8]), dass
die Abbildung H®(X, O, p) — A, +— 1 X ein Vektorraum-Isomorphismus ist. Folglich gilt nach
dem Satz von Riemann-Roch (Theorem 5.27):

dim A = dim H*(X, 0,,p) > dim H*(X, O,,p) —i(nP) =1 —g+deg(nP) =1—g+n,

wobei g das Geschlecht von X ist. Nach Lemma 5.35 ist ¢p, : H'(X,Q_p, ) — HY(X, Op,)*
injektiv, also gilt fiir das Bild im(:p, ) C H(X, Op,)* nach Aussage 5.31

dimim(cp, ) = dim H°(X,Q_p, ) > —deg(D,,) + ko = n + ko — deg(D) .

und somit
dim A + dimim(ep,) > 2n+ (ko + 1 — g — deg(D)) . (©)

Ist n > deg(D), so ist deg(D,) < 0 und deshalb H°(X,0p,) = 0. In dieser Situation zeigt
der Satz von Riemann-Roch (Theorem 5.27):

dim HY (X, 0p,)* = g — 1 —deg(D,,)) =n + (g — 1 — deg(D)) .
Durch Vergleich mit (®) ergibt sich: Wahlt man n € IN hinreichend grof, so gilt
dim A + dimim(cp,) > dim H'(X, 0p,)* .

Da sowohl A als auch im(:p,) Untervektorriume von H(X, Op, )* sind, folgt daraus, dass

ANim(ep,) # 0 ist. Also existiert ¢ € HY(X,G,p), ¢ # 0 und wy € HY(X,Q_p,) mit
tp, (wo) = Y. Dann ist w = (1/¥)wy € HY(X,Q_p). Man kann nun zeigen, dass tp(w) = A
ist, siehe [Fo, Lemma 17.7]. O

5.9 Konsequenzen

Aussage. Sei X eine kompakte Riemannsche Fliache vom Geschlecht g und K ein kanonischer
Divisor auf X . Dann gilt deg(K) =2g — 2.
Beweis. Nach dem Satz von Riemann-Roch (Theorem 5.27) gilt
dim H°(X, O) — dim HY(X, Ok) =1 — g + deg(K) .
Hier ist Ok = €, und daher folgt
dim H*(X, Q) — dim HY(X,Q) =1 — g + deg(K) .

Wir haben eben gezeigt: dim H°(X,Q) = g und dim H'(X,) = 1. Deshalb folgt deg(K) =
2g — 2. O
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Korollar. Jeder komplexe Torus X = C/I" (wobei I' = Zw; & Zws C C ein maximales Gitter
in C ist, siehe Beispiel 1.22(c)) hat das Geschlecht 1.

Beweis. Wir betrachten die regulire Uberlagerung 7 : € — C/T". Wir bezeichnen mit z die
globale Koordinate von C, dann ist dz eine nullstellenfreie, holomorphe 1-Form auf C. Ist
v : C — C eine Decktransformation von m, so existiert ein w € I', so dass v(z) = z + w ist,
und daher gilt v*(dz) = dz. Deshalb existiert eine (eindeutige, global definierte) holomorphe
1-Form w auf C/T" mit 7*w = dz. Mit dz ist auch w nullstellenfrei, und daher ist der zu w
gehorende kanonische Divisor K = (w) = 0, insbesondere deg(K) = 0. Nach Aussage 5.36 folgt
0=29g—2,also g=1. O

Aufgabe. We give a converse to Korollar 5.37. Let X be a compact Riemann surface with genus
1.
(a) Prove that there is a non-vanishing holomorphic differential w.

(b) Let X be the universal cover of X and choose a point zg € X. Define a map F : X — C
by

Argue that F' is a well-defined holomorphic function.
(c¢) Further, show that F'is a biholomorphism.

(d) Hence prove that X is a torus C/L.

Aussage. Jede kompakte Riemannsche Flache vom Geschlecht g < 2 ist hyperelliptisch.

Beweis. Wir werden zeigen, dass es einen Divisor D = z1+x2 € Div(X) (dabei z1,z2 € X ) mit
dim H°(X, 0p) > 2 gibt. Daraus folgt, dass es eine nicht-konstante Funktion f € H°(X, Op)
gibt. Sie hat einfache Pole in den beiden Punkten z1,z9 € supp(D), deshalb ist X dann
hyperelliptisch.

Fiir g € {0,1} konnen dabei die Punkte z1,z9 beliebig gewihlt werden. Nach dem Satz von
Riemann-Roch (Theorem 5.27) gilt dann nédmlich

dim H*(X, 0p) =1 — g + deg(D) + dim H'(X,0p) =3 —g+i(D) >3 —-g>2.

Betrachten wir nun den Fall ¢ = 2. Wir wéhlen ein holomorphe 1-Form w # 0 auf X . Nach
Aussage 5.36 hat der kanonische Divisor D = (w) den Grad 2g—2 =2 und es gilt D > 0, also
ist D =21+ 29 mit x1,29 € X. Dabei ist i(D) = dim H (X, 0p) = dim H*(X,Q) = 1, und
somit gilt wieder nach dem Satz von Riemann-Roch

dim H°(X,0p) =3 —g+i(D)=2.
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Satz. (Satz von Riemann-Hurwitz.) Seien X,Y zwei kompakte Riemannsche Flachen vom
Geschlecht gx bzw. gy, und f : X — Y eine nicht-konstante, holomorphe Abbildung vom
Grad my und totaler Verzweigungsordnung by . Dann gilt die Formel von Riemann-Hurwitz

by

gx=5+mf(gy—1)+1-

Beweis. Sei w # 0 eine meromorphe 1-Form vom Typ (1,0) auf Y, dann ist f*w # 0 eine
meromorphe 1-Form vom Typ (1,0) auf X . Deshalb gilt deg((w)) = 2gy —2 und deg((f*w)) =
2gx — 2 nach Aussage 5.36.

Sei nun z € X und y = f(z). Nach Aussage 2.17 gibt es Karten (U,z) von X mit z(z) =0
und (V,w) von Y mit w(y) = 0, so dass wo f = 2¥ mit k = bs(x) + 1 ist. Wir stellen w
lokal auf V' als w =1 (w)dw dar. Dann gilt auf U

frw = (%) d2F = k2F 1 (2F) dz

und daher
ord,(f*w) = (k — 1) + kordy(¢v)) = bs(x) + (by(x) + 1)ordy(w) . (1)
Nun gilt fiir jedes y € Y nach Aussage 2.20
Y. (bpl@)+ 1) =my

zef~[{y}]

und daher ergibt sich durch Summation von ()
Z ord, (ffw) = Z be(z) +mysordy(w) .
zef ' [{y}] zef{y}]

Dabher ergibt sich

2g9x — 2 =deg((f*w)) Zord (ffw) = Z Z ord, (f*w)

zeX yeY zef~[{y}]

—Z Z be(x —l—meord w) =by +my deg((w)) =bs +mys (29y —2) .
yeY zef—1[{y}] yey

Durch Umformen nach gx ergibt sich die Behauptung. O

5.41 Bemerkungen. (a) Aus der Formel von Riemann-Hurwitz ergibt sich, dass die totale Verzwei-

gungszahl by stets geradzahlig ist.

(b) We have seen in Section 2.3 that for hyperelliptic curves given by v? = a()), the function
A is a branch covering of C of degree two and branching order 2g + 2 (whether the degree
of a is 2g + 1 or 2g + 2). The Riemann-Hurwitz formula tells us that the genus of the
hyperelliptic curve is

2g+2

g9x = +20-1)+1=9g+1-24+1=g.

This justifies using 2g + 2 for the degree of a, it is really the genus.
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(c) Because the genus is g, we know that the holomorphic differentials from Example 2.25 are
a basis for all the holomorphic differentials.

To close we give some important results for the field, but which we do not use in this script.

Aussage. Sei X eine kompakte Riemannsche Flache vom Geschlecht g, und D € Div(X) mit
deg(D) > 2g — 2. Dann ist D nicht-speziell, d.h. es gilt H(X,0p) =0.

Beweis. Sei K ein kanonischer Divisor auf X . Dann ist Q_p = Ok _p . Aus der Serre-Dualitat
(Theorem 5.32) und dieser Isomorphie ergibt sich:

HY(X,0p)* = H'(X,Q_p) = H(X,0k_p) .

Ist deg(D) > 2g— 2, so folgt deg(K — D) < 0 wegen deg(K) = 2g — 2 nach Aussage 5.36, und
daher ist HY(X, Ok _p) = 0. Somit ist auch H'(X,0p) =0. O

Korollar. Sei X eine kompakte Riemannsche Fliche, und .# bzw. .#") die Garbe der mero-
morphen Funktionen bzw. der meromorphen 1-Formen vom Typ (1,0) auf X . Dann gilt

H'(X,.#)=0 wd H'X,.#Y)=0.

Beweis. Sei eine Kohomologieklasse ¢ € H'(X,.#) gegeben. Dann existiert eine offene
Uberdeckung 4 = (U;)je; von X und ein 1-Kozykel (f;;) € Z'(8,.#), der & reprisentiert.
Indem man erforderlichenfalls 4 verfeinert, und dann einen 1-Korand von (f;;) abzieht, kann
man dafiir sorgen, dass es nur endlich viele Stellen x € X gibt, an denen irgendein f;; einen
Pol hat, und dass jede solche Stelle in nur endlich vielen der U; enthalten ist. Dann existiert
ein Divisor D, so dass (fi;) € Z'(U, Op) ist. Dabei diirfen wir ohne Beschrinkung der Allge-
meinheit deg(D) > 2g — 2 annehmen. Dann gilt nach Aussage 5.42 H'(X,0p) = 0, also auch
HY(4U,0p) = 0. Somit ist (fi;) € BY (U, Op) C BY (8, .#), d.h. £ ist null-kohomolog beziiglich
M . Das zeigt HY(X, #)=0.

Die Garbe .#() ist isomorph zu . , denn ist w # 0 irgendeine meromorphe 1-Form vom Typ
(1,0) auf X, so wird durch .# — .#", f — fw ein Garben-Isomorphismus gegeben. Deshalb
folgt auch H'(X, . #M)=0. O
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Chapter 6

Singulare komplexe Kurven

In vielen Féllen moéchte man komplexe Kurven (also Flidchen in einer komplexen Dimension
bzw. in zwei reellen Dimensionen) betrachten, deren lokale Struktur komplizierter ist als die der
Riemannschen Flidchen, die wir bisher behandelt haben. Damit gemeint sind komplexe Kurven,
die Singularititen besitzen, also Stellen, in deren Néhe die komplexe Struktur der Fliache nicht
durch eine holomorphe Kartenfunktion beschrieben wird. Die Art und Weise, wie die komplexe
Struktur solcher singulédre Flichen X’ beschrieben wird, ist indem man unmittelbar die Garbe
der holomorphen Funktionen auf X’ als axiomatisch definiertes Objekt dem topologischen Raum
X' beifiigt. Dabei definieren wir zunichst komplexe Modellriume, die als Modelle fiir die lokale
Struktur singuldrer komplexer Kurven dienen.

6.1 Komplexe Modellrdume

Wir definieren die komplexen Modellrdume in einem gewissen Sinne als Teilmengen des C™,
die als Nullstellenmenge von endlich vielen holomorphen Funktionen fi,..., fr in n Variablen
gegeben sind. Wenn der Rang des Differentials von (f1,..., fr) maximal ist, erhélt man we-
gen des Satzes von der impliziten Funktion eine glatte komplexe Untermannigfaltigkeit im C™.
Wenn diese Voraussetzung aber nicht erfiillt ist, hat die Nullstellenmenge im Allgemeinen Sin-
gularitdten. Dieser Fall ist fiir das folgende von entscheidender Bedeutung.

Fiir das Folgende miissen wir sagen, wann eine Funktion in n komplexen Variablen, also eine
Funktion f : D — C auf einem Gebiet D C C"™ holomorph ist: Man sagt, dass ein solches
f holomorph |holomorphic| ist, wenn f in der Nihe von jedem 2z € D lokal in eine Poten-
zreihe in den n Koordinaten von D C C™ entwickelbar ist. Der sehr tiefliegende Satz von
Hartogs besagt, dass f schon holomorph ist, wenn es beziiglich jeder Variable "‘partiell holo-
morph"” ist, d.h. wenn die Funktion z — f(x1,...,2j-1,2,2j41,...,2y) fiir jedes j und jeweils
festes (z1,...,2,) € D holomorph im Sinne der eindimensionalen Theorie ist. (Dabei ist be-
merkenswert, dass keine "‘Bindung"’ zwischen den einzelnen Variablen vorausgesetzt werden
muss, wie etwa Stetigkeit von f oder Existenz von beliebigen Richtungsableitungen. Dies ist —
wieder einmal — ein markanter Unterschied zur reellen Theorie.)

Man achte darauf, dass die Nullstellen einer nicht-konstanten holomorphen Funktion in n Vari-
ablen nicht diskret in D zu sein brauchen. Die Existenz von holomorphen Funktionen mit
diskreten Nullstellen werden wir sogar zur Definition des Begriffs der Ein-Dimensionalitat (in
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Gegenwart von Singularitéiten) verwenden.

Beispiel. Die Projektionen z; : C* — C, (z1,...,2,) — 2; sind holomorphe Funktionen. Fiir
zwei holomorphe Funktionen f,¢ sind auch f 4+ ¢ und f-g¢ holomorph; der Quotient 5 ist
holomorph auferhalb der Nullstellen von ¢. Daraus folgt insbesondere: Beliebige Polynome in
den Koordinaten von C" sind holomorphe Funktionen auf C™, also beispielsweise Funktionen
auf (z,w) € C? wie
flzyw)=z-w und f(z,w) =w? —2>.

Definition. Sei D C C" ein Gebiet in C" und fi,..., fx : D — C endlich viele holomorphe
Funktionen auf D . Wir bezeichnen mit &p die Garbe der holomorphen Funktionen auf D .

(a) Dann ist
(fiseoosfe) =Op fi+...+ Op fi

eine Untergarbe von Op, und zwar eine Garbe von Idealen in der Garbe von Ringen* Op .
Sie heiftt die von fi,..., fr erzeugte Untergarbe von Op . Daher ist die Quotientengarbe
Op/(fi,..., fr) eine Garbe von Ringen.

(b) Wir definieren
X" :=supp(Op/(f1,---» fr)) ={xeD | (fi,..,fo)e # ODa }

und
ﬁX’ = (ﬁ/(fbvfk))b(’ .

Das Paar (X', Ox/) heifst der von fi,..., fr oder von .# definierte komplexe Modellraum
[complex model space| in D ; wir bezeichnen es mit V(%) = V(fi,..., fx). Die Schnitte
von Ox: heiken holomorphe Funktionen auf X'.

(c) Wir sagen, dass ein komplexer Modellraum (X', Ox/) ein-dimensional [one-dimensional]
oder Modellraum einer komplexen Kurve [complex curve model space| ist, wenn es zu jedem
x € X' eine offene Umgebung U von z in X’ und eine nicht-konstante holomorphe
Funktion g € Ox/(U) gibt, die in z eine diskrete Nullstelle besitzt.

In der Situation der Definition ist X’ als Punktmenge offenbar gleich der gemeinsamen Nullstel-
lenmenge von fi,..., fr oder von (f1,..., fr):

X'={zeD| filx)=...=fu(x) =0} ={azeD [ Vfe(fr,....fu)a: f(x) =0} .
Daher ist X’ eine abgeschlossene Teilmenge von D .

Die Definition der Garbe €@y besagt, dass eine Funktion g : X’ — C genau dann holomorph ist,
wenn sie lokal auf D holomorph fortgesetzt werden kann, das heifit: Fiir jedes 2’ € X gibt es
eine Umgebung U von z in D und eine holomorphe Funktion §: U — C mit §lynx’ = glunx -
Insbesondere erhilt man durch Einschriankung auf X’ aus holomorphen Funktionen auf D (siehe
Beispiel 6.1) holomorphe Funktionen auf X'.

6.3 Beispiele. (a) Sei G C C ein Gebiet. Dann ist V(0) = (G, 0g) ein Modellraum einer

komplexen Kurve. In diesem Sinne kénnen die Gebiete von C kanonischerweise als ein-
dimensionale komplexe Modellrdume ohne Singularitdten aufgefasst werden.

*Mit einem Ring meinen wir hier immer einen kommutativen Ring mit Eins.
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(b) V(1) = @ ist der leere Raum.

(c) Sei D =C?3 (z,w). Dann ist X' = V(2-w) ein Modellraum einer komplexen Kurve. Die
Singularitit dieser komplexen Kurve in (z,w) = (0,0) heikt ein (einfacher) Doppelpunkt
[double point| von X'.

Beweis fiir die Eindimensionalitit von X' . Sei (20, wg) € X’ gegeben, also (zg,wp) € C?
mit zo-wo = 0. Dannist g =((z — 20) + (w —wp))|x eine auf X’ holomorphe Funktion,
die in (zp,wp) eine isolierte Nullstelle besitzt.

(d) Sei D = €? 3 (z,w) und m > 2. Dann ist X’ = V(2™ — w™) ein Modellraum einer
komplexen Kurve. (In (0,0) ist g = (2™ + w™)|x+ eine holomorphe Funktion auf X',
die in (0,0) eine diskrete Nullstelle besitzt.) Die Singularitéit dieser komplexen Kurve in
(z,w) = (0,0) heifst ein m-facher Punkt | m-fold point|. Fiir m = 2 ist wegen

2 —wl=(z4w) (z—w)
diese Singularitét mittels des Isomorphismus (z,w) +— (2 +w, z — w) isomorph zum in (c)
beschriebenen Doppelpunkt.

(e) Sei D = C? > (z,w). Die Neilsche Parabel N(w? — 2%) ist Modellraum einer komplexen
Kurve. Die Singularitét dieser Kurve in (z,w) = (0,0) heift Spitze [cusp].

6.2 Komplexe Kurven

Eine (singulére) komplexe Kurve ist ein "‘Raum"’; der lokal wie ein Modellraum einer komplexen
Kurve aussieht.

6.4 Definition. (a) Ein geringter Raum [ringed space| ist ein Paar (X', Ox/) bestehend aus einem
Hausdorffraum X’ und einer Garbe von Ringen Oy auf X’. Wenn O/ sogar eine Garbe
von C-Algebren ist, so heifit (X', Ox/) ein C-geringter Raum |C-ringed space].

(b) Ein C-geringter Raum (X', Ox/) heifit eine (singulire) kompleze Kurve |(singular) com-
plex curve|, wenn es fiir jedes € X' eine Umgebung U von x in X’ gibt, so dass der
C-geringte Unterraum (U, Ox/|y) isomorph zu einem Modellraum einer komplexen Kurve
ist. In diesem Fall heifen die Schnitte der Garbe &xs holomorphe Funktionen [holomorphic
functions| (auf X').

(c) Sei (X',0x:) eine komplexe Kurve. Ein Punkt z € X’ heift regulir [regular|, wenn
es eine Umgebung U von z in X' gibt, so dass (U, Ox|y) isomorph zu einem Gebiet
(G, 0¢) in C (aufgefasst als komplexe Kurve wie in Beispiel 6.3(a)) ist. Andernfalls heift
x singuldr [singular| oder eine Singularitdt [singularity].

6.5 Beispiele. (a) Sei X eine Riemannsche Fliache und Ox die Garbe ihrer holomorphen Funk-
tionen. Dann ist (X, Ox) eine komplexe Kurve ohne Singularititen.

(b) Jeder Modellraum einer komplexen Kurve ist eine komplexe Kurve im Sinne von Defini-
tion 6.4.

Die folgende Aussage ist eine Umkehrung von Beispiel 6.5(a):
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Aussage. Sei (X, O0x) eine komplexe Kurve ohne Singularitdten. Dann existiert ein holomor-
pher Atlas 20 von X, so dass (X,2) eine Riemannsche Fliche ist.

Beweis. Sei x € X . Dann existiert nach Voraussetzung eine Umgebung U C X von z und
ein Gebiet G C C, so dass (U,Ox|y) als C-geringter Raum isomorph zu (G, 0g) ist, etwa
vermittels eines Isomorphismus z, : U — G. Fiir z,2/ € X sind die Karten z, und 2z,
holomorph vertraglich, deshalb ist A = {z; | x € X} ein holomorpher Atlas auf X . Indem man
X mit dem maximalen Atlas zu 2 versieht, wird X zu einer Riemannschen Flache. O

Definition. Sei (X', Ox/) eine komplexe Kurve. Indem wir fiir jede offene Menge U C X’

setzen, wird eine Garbe .#x von C-Algebren auf X’ definiert, die Quotientengarbe von O .
Die Schnitte von .#x heifien meromorphe Funktionen [meromorphic functions| (auf X').

Wichtig ist, dass fiir in diesem Sinne definierte meromorphe Funktionen im Allgemeinen kein
Riemannscher Hebbarkeitssatz gilt, d.h. auf einer komplexen Kurve kann es meromorphe Funk-
tionen geben, die lokal beschriankt, aber trotzdem nicht holomorph sind. (Beispielsweise ist
auf dem "‘Koordinatenkreuz"” Modellraum X’ = V(z - w) eines einfachen Doppelpunkts aus
Beispiel 6.3(c) die Funktion z;;gz meromorph und auf X'\ {(0,0)} durch 1 beschrankt, aber
in (0,0) nicht stetig, also erst recht nicht holomorph fortsetzbar.)

Wir definieren die Garbe Oy als den integralen Abschluss von Ox: in #x: . Das heilst, dass
ein Keim ¢ € .#x/, genau dann zu Ox, gehort, wenn ¢ integral iiber dem Ring Ox , ist,
d.h. wenn es n € IN und oy,—1,...,00 € Oxs, gibt, so dass

¢n+an—1s0n_1+-..+al<ﬁ+ao=0

gilt. Offenbar Oy, C Oxr C Mx jeweils als Untergarben von Ringen. Man kann zeigen, dass
Oy die Garbe der lokal beschrinkten, meromorphen Funktionen auf X’ ist.

Aussage und Definition. Sei (X', 0x/) eine komplexe Kurve und = € X’. Dann gilt 6, =
dim(Oxr 2/ Ox1 2) < 00. &y heift die §-Invariante [0 invariant] von X’ in x. Es gilt genau
dann Oxs, = Ox/, und damit 6, =0, wenn z ein regulérer Punkt von X' ist.

Beweis. Siehe [KLSS, Proposition 2.1(a)]. O

Theorem. Sei (X', Ox/) eine komplexe Kurve. Dann existiert eine Normalisierung von X , das
heift eine verzweigte, einblittrige holomorphe Uberlagerung 7 : X — X’ einer (moglicherweise
nicht zusammenhéngenden) Riemannschen Flache X | deren Verzweigungszahl in jedem z € X'
gleich 0, ist. Die Normalisierung ist bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt. Es gilt m,0x =
Oxr.

Beweis. Siehe [dJP, Section 4.4]. m

Beispiel. Wir betrachten den Modellraum einer komplexen Kurve (X', 0x/) = V(z - w) aus
Beispiel 6.3(c). Thre einzige Singularitdt ist der gewohnliche Doppelpunkt in (0,0). Wir beze-
ichnen zwei "‘Kopien"” von € mit C; und Cs, und betrachten die nicht-zusammenhéngende
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Riemannsche Fliche X als die disjunkte Vereinigung C,UCs. Weiter definieren wir die holo-
morphe Abbildung 7 : X — X’ durch

7ley 2 (2,0) und 7lg, rw— (0,w) .
Dann ist (X,7) die Normalisierung von X’. Wir sehen 0_’){/7(070) =m0Oxp = C{z} & C{w},

wobei €C{z} den Vektorraum der Potenzreihen in z mit positivem Konvergenzradius bezeichnet,
und (5(070) =1.

6.3 Alles weitere

Wir lesen das Paper [KLSS|.
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fiir einige grundlegende Resultate bezug genommen. The beautiful typeset German text is from
S. Klein in 2020. R. Ogilvie rearranged a few things and made some barbarous English additions

in 2023.
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Appendix B

Der kleine Riemannsche Abbildungssatz

Der "‘kleine"” Riemannsche Abbildungssatz ist die Vorstufe des grofsen Riemannschen Abbil-
dungssatzes (Theorem 3.42), die einfach zusammenhéingende Gebiete in C behandelt. Weil
dieser Satz thematisch zur Funktionentheorie I gehort, skizzieren wir ihn und seinen Beweis in
diesem Anhang.

Theorem. Jedes einfach zusammenhéngende (oder planare, Definition 3.29) Gebiet G C C,
das nicht gleich C ist, ist biholomorph dquivalent zur Kreisscheibe D = B(0,1).

Fiir den Beweis werden die folgenden Aussagen iiber holomorphe Abbildungen ID — D bendtigt:

Aufgabe. (a) Uberpriife, dass
Z— 20

(I) =
(z) 1— 2zpz
eine bijektive Abbildung von D auf D ist, mit ®(z) = 0.

Schwarz Lemma: Sei f: D — C mit f(0) =0 und |f(z)] < 1. Dann |f(z)| < |z| und |f/(0)] < 1.

(b) Betrache die Funktion, die durch

g(z) = 27 f(2) fiir = # 0, und g(0) = f/(0)
definiert. Zeige, dass ¢ holomorph auf DD ist.

(c¢) Benutze das Maximum Modulus Prinzip zu g auf B(0,7), um den Beweis des Lemmas zu
schliefen.

(d) Setze weiter voraus, dass |f'(0)] = 1. Beweise, dass g konstant ist und daher f(z) = az
mit |a| = 1.

Beweis des kleinen Riemannschen Abbildungssatzes Theorem B.1. Ein Gebiet G C C ist genau
dann planar, wenn es einfach zusammenhéngend ist, und diese Eigenschaft ist genau dann erfiillt,
wenn jede holomorphe Funktion auf GG eine Stammfunktion besitzt. Der weitere Beweis erfolgt
in drei Schritten.

119
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1. Schritt. Wir zeigen, dass G biholomorph &quivalent ist zu einem Gebiet G mit 0 € G C D.
Wegen G # C konnen wir durch Translation erreichen, dass 0 € G gilt. Weil G einfach zusam-
menhéngend ist, gibt es auf G einen Zweig des Logarithmus, d.h. eine holomorphe Funktion

A:G—C mit =z firzed.
Die holomorphe Funktion w : G — C, z +— e% ist dann offenbar ein "‘Zweig der
Quadratwurzel, d.h. es gilt w(z)? = 2z fir 2 € G. Aus letsterer Beziehung folgt auch die
Injektivitdt von w, und dhnlich wie im Beweis von Lemma 3.37 gilt w[G] N (—w[G]) = &. Weil
—w|[G] nach dem Satz von der Gebietstreue offen ist, gibt es ein wy € w[G] und ein £ > 0 mit
B(—wp,e) C —w[G] C €\ w[G]. Dann bildet die injektive holomorphe Abbildung z — ——

- w(z)+wo
das Gebiet G auf ein Gebiet G C D ab. Nach Aufgabe B.2(b) kann hinter diese Abbildung eine
Mobius-Transformation geschaltet werden, um 0 € G zu erreichen.

A(z)

2. Schritt. Wegen dem 1. Schritt kénnen wir nun zusétzlich 0 € G C D voraussetzen. Wir
untersuchen in diesem Schritt injektive holomorphe Funktionen f : G — D mit f(0) = 0
und zeigen die folgende Aussage: Ist ein solches f nicht surjektiv, so existiert eine injektive
holomorphe Funktion F: G — D mit |EF'(0)| > |f'(0)].

Die holomorphe Funktion f: G — D mit f(0) = 0 sei also injektiv, aber nicht surjektiv. Weil
f nicht surjektiv ist, gibt es ein zp € D\ f[G]. Wir betrachten die Mébius-Transformation

Z— 20

P —
O(Z) 1— 22 )

die nach Aufgabe B.2(d) D auf D abbildet. Fiir das einfach zusammenhingende Gebiet G =

(@0 o f[G] C D gilt 0= Py(20) € G, also gibt es wie im 1. Schritt einen holomorphen Zweig

der Quadratwurzel w: G — C. Offenbar ist w[G] C D. Esist —zp = ($go f)(0) € G, und wir

setzen

z1=w(—20) €D und &(2)= S

1—2z12 .
Die Mobius-Transformation ®; bildet ebenfalls nach Aufgabe B.2(d) D auf D ab, und es gilt
®1(z1) = 0. Nun definieren wir

F(z) = (®1owodgo f)(z) fir z€G .

Die holomorphe Abbildung F' : G — D ist injektiv mit F'(0) = 0. Fiir die holomorphe Abbil-
dung
h:D—D, z— &5 ((@71(2))?)

gilt
h(0) = @57 (21) = @5 (w(—2)%) = @5 ' (—20) =

und
honCI)glowzotboof:f.

WEeil die holomorphen Abbildungen C — @, z+— 22 und 1 — Z% nicht injektiv sind, ist

z
auch h nicht injektiv, also sicher nicht (Einschrankung einer) Mobius-Transformation. Aus dem

Schwarzschen Lemma folgt daher |A’'(0)] < 1 und daher

|/(0) = [1'(0) F'(0)] = [W'(0)] - [F'(0)] < |F"(0)] -
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3. Schritt. Sei F die Menge der injektiven holomorphen Funktionen f:G — D mit f(0) =0.
Wir zeigen, dass F ein Element f enthélt, fiir das |f/(0)| maximal ist. Wegen dem 2. Schritt
ist dieses f surjektiv, und damit eine biholomorphe Abbildung G — D.

Zunéchst bemerken wir, dass F # @ ist, denn die Inklusionsabbildung G — D liegt in F.
Wir wéhlen ¢ > 0 mit B(0,¢) C G. Fur f € F gilt dann nach der Cauchyschen Ungleichung
|//(0)] < 1. Daher hat die Menge

{lF )| fer}

ein endliches Supremum sy € [l,00). Somit existiert eine Folge (fn)new in F mit
lim, 00 [ f1(0)] = sp. Auberdem gilt jeweils |f,(z)] < 1 fiir alle 2z € G. Nach dem Satz
von Montel (Aussage 3.34) gibt es eine Teilfolge von (f,), die kompakt gleichméfig gegen eine
holomorphe Funktion f:G — C konvergiert. Nach dem Satz von Weierstrafl konvergieren auch
die Ableitungen kompakt gleichméifig gegen die Ableitungen von f. Deshalb ist |f/(0)] = sq.
Dabher ist die Abbildung f nicht konstant, und daher nach dem Satz von "‘nullstellenzdhlenden
Integral" injektiv. Das Bild von f ist nach dem Satz von der Gebietstreue eine offene Menge,
die in D enthalten ist, und daher in D enthalten. Alsoist f € F,und |f/(0)] ist in F maximal.

O

Aus dem Beweis des kleinen Riemannschen Abbildungssatzes ergibt sich auch:

Korollar. Schwarz-Pick theorem: Die Biholomorphien Aut(D) sind genau

v Z—Z
fiz—e?. 0

1—2y2

mit zg €D und ¢ € R.

Beweis. Sei f : D — D biholomorph. Nach Aufgabe B.2(a) existiert eine Mobius-Transformation
® mit ®[D] = D und ®~!(£(0)) = 0. Die biholomorphe Abbildung h := @ to f: D — D
erfilllt |A'(0)| <1 nach dem Lemma von Schwarz. Andererseits haben wir im Beweis des kleinen
Riemannschen Abbildungssatzes (Theorem B.1) gesehen, dass eine derartige Abbildung genau
dann surjektiv ist, wenn |h’(0)| maximal, also hier = 1 ist. Dies bedeutet nach Aufgabe B.2(d),
dass h(z) = € - 2z mit einem ¢ € IR ist. Damit ist auch f = ®oh. O
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