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1. VORWORT

Dieser Kurs wurde im Sommer 2020 gehalten, um die Studenten auf die Priifung Ende
September im Fach Analysis II vorzubereiten. Inspirierend dazu ist das Zitat von James M.
Munkres aus seinem bekannten Topologiebuch (Topology):

Working problems is the crucial part of learning mathematics. No one can learn
mathematics merely by pouring over the definitions, theorems and examples that are
worked out in the text. One must work part of it for oneself. To provide that oppertunity
is the purpose of the exercises.

Hierzu soll dieses Dokument mit zehnmaliger 90-Minuten Sitzung inklusive Losungen di-
enen. Zur Gliederung sei gesagt, dass sich das Dokument parallel zum Skript in 4 grofle
Kapitel aufgliedert. Zu den 4 Kapiteln sei gesagt:

In Kapitel 2 werden die verschiedensten Grundlagen metrischer Raume erarbeitet, so sind
die Aufgaben hier breit tiber das Kapitel 9 des Analysis II Skripts gestreut. Zwar kom-
men sie im Vergleich zu den anderen Kapiteln weniger haufig in den Klausuren vor, jedoch
bilden sie gerade das Fundament fiir weiterfithrende Facher des Studiums und sind somit als
Grundlage zweckméflig und notwendig.

In Kapitel 3 geht es vor allem um die Differentialrechnung mehrere Veranderlicher. Dies
sind sehr klassische Themen der Analysis I1. Zweck der Vielzahl an Aufgaben ist es, dass man
die Beziehung und Wechselwirkung zwischen den einzelnen Begriffen verinnerlicht. Hat man
dies einmal geschafft, so laufen die Aufgaben mehr oder weniger mechanisch nach Rezept ab.

In Kapitel 4 geht es um die nichtlineare Analysis. Der Banachscher Fixpunktsatz ist ins-
besondere fiir weiterfiihrende Féacher wie Numerik und dynamische Systeme wichtig, wahrend
die Lagrangemultiplikatoren in der nichtlinearen Optimierung und der VWL anwendung
finden. Der Satz der impliziten Funktionen ist ebenfalls ein klassisches Thema der Analysis
II. Zum BNFS werden wir Beispiele und Gegenbeispiele in Aufgabe 37 kennenlernen. Wie
der Satz fiir allgemeinere metrische Raume funktioniert wird in Aufgabe 39 erlautert. Bei
den Lagrangemultiplikatoren wird darauf Wert gelegt, dass wir am stets die Niveaumenge
auf Singularitaten tiberpriift, dabei zeigt Aufgabe 45 warum dies wichtig ist.

In Kapitel 5 geht es um die Lebesgueintegration. Hierzu fangen wir die Aufgaben etwas
umgekehrt zur Idee der Vorlesung an. Wir beginnen mit dem Satz von Fubini und lernen
grundlegend mehrdimensionale Integrale auszurechnen. Dabei wird iiber Satz 12.17 ein-
fach festgestellt, dass der Satz angewendet werden darf und das Lebesgueintegral mit dem
Riemannintegral iibereinstimmt. Danach werden die Aufgaben schwieriger im Sinne, dass
man grundlegend erstmal zeigen muss, dass f lebesgueintegrierbar ist. Somit schliefen sich
die Aufgaben dann an die Sédtze der monotonen/beschrankten Konvergenz an. Abschliefend
werden Aufgaben prasentiert, welche Jacobis Transformationsformel vorstellen sollen. Dabei

wird auf das Zeigen aller Voraussetzungen mit abschlieBendem Ausrechnen Wert gelegt.
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2. METRISCHE RAUME UND BANACHRAUME

Aufteilung der Aufgaben

1) Metrik und Norm: (1) - (8)

2) Offene/Abgeschlossene Mengen (9) - (11)
3) Kompakte Mengen (12) - (16)

4) Lineare Abbildungen (17) - (20)

5) Vollsténdigkeit und Konvergenz (21) - (23)

(
(
(
(
(

Wichtige Definitionen, Siatze und Aussagen des Kapitel 9

(1) Metrik / K-Vektorraum / Offener Ball / offene Menge / Umgebung /
Beschrénktheit/ Abgeschlossene Menge / Abschluss/ Kompaktheit / Punktweise
Konvergenz / Gleichméfiige Konvergenz / Lineare Abbildung / Cauchyfolge und
Vollstandigkeit

(2) Wichtige Aussagen aus dem Skript: 9.24/9.25/9.30/9.31/9.34/9.37/9.42/9.56/9.63

2.1. Metriken und Normen.

Aufgabe 1. Sei nun im Folgenden X = R. Wir wollen nun den Begriff der Metrik unter-
suchen. Untersuche ob die folgenden Abbildung Metriken sind oder nicht. Falls die folgenden
Abbildungen keine Metrik darstellen, nenne die verletzte Eigenschaft

(1) di(x,y) = |z =y
(2) da(x,y) = |z — 2y|
(3) ds(z,y) = 2% — ¢
Aufgabe 2. Sei X = R. Beweisen oder widerlegen Sie: d(x,y) = +/|z — y| ist eine Metrik.

lz—y|
1+]|z—y|

Aufgabe 3. Sei X = R. Beweisen oder widerlegen Sie: d(z,y) = ist eine Metrik.

Aufgabe 4. Sei (F,d) ein beliebiger nichtleerer metrischer Raum und sei P € F. Zeige: die

Abbildung
0, T =y,

d =
P {d@c, P+ d(Py), 7y,

definiert eine neue Metrik auf F.
Bemerkung. Manchmal wird (F,d) Frankreich, P Paris und dp SNCF-Metrik genannt.

Aufgabe 5. Klausur 1.Termin 2011 Sei (X,d) ein metrischer Raum und z,y,u,v € X.
Zeige, dass die folgende Ungleichung fiir alle z,y, u,v € X halt:

|d(z, y) = d(u, )| < d(z,u) +d(v,y)

Hinweis. Man unterscheide die Félle d(z,y) > d(u,v) und d(z,y) < d(u,v). Im ersten Fall
dann d(z,y) < ... mit Dreiecksungleichung 2 mal abschéitzen.
Seien (Zy)nen und (Yn)nen zwei Cauchyfolgen in X. Beweise, dass (d(zn,Yn))nen €ine

Cauchyfolge in R ist.
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Aufgabe 6. Klausur 2017 2. Termin
Sei X ein metrischer Raum und A C X eine nicht-leere, kompakte Teilmente.
Sei dist(-, A) : X — R sodass © +— dist(z, A) = inf{d(z, z) | z € A} Beweise:
(1) Fiir jedes x € X gibt es ein b € A mit dist(x, A) = dist(z,b)
(2) |dist(x, A) — dist(y, A)| < d(z,y) fur z,y € X.

Hinweis. Zeige zuerst dist(z, A) < d(x,y) + dist(y, A) fir x,y € X

Aufgabe 7. Sei X = R". Die bekannte euklidische Norm ||z|] = (> m?)% wurde bereits in
i=1
der Vorlesung vorgestellt. Zeige, dass dies tatsiachlich eine Norm auf R ist.

Hinweis. Die Cauchy-Schwarze Ungleichung konnte bei der Dreiecksungleichung helfen.

Aufgabe 8. Beweise oder Widerlege, ob folgende Abbildungen Normen auf R? bzw.R3 sind.
|- :R®? =R,z ||z||; = 23 + 23
|l R = R @ [|z]]2 = [21] + |2
|13 : R* = R, z+— ||z]|3 = max{z, 2o}
| ]l4: R = R,z ||z||s = max{2|zy], 3|zo|}
[ ls R? = R, e [[af]; = [t

Sind sie aquivalent zur Maximumsnorm?

2.2. Offene, abgeschlossene und kompakte Mengen.

Aufgabe 9. Beantworte und beweise folgende Aussagen:

(1) Ist N C R offen/abgeschlossen?
2) Ist Q C R offen/abgeschlossen?
3) Ist R\ Q C R offen/abgeschlossen?

(2)

(3)

(4) Wie sieht (0,1) in R aus?

(5) Wie sieht Q in R und R\ Q in R aus?
(6) Sei K = {1/n | n € N} Wie sieht K aus?

Hinweis. Es darf benutzt werden, dass fiir je zwei reelen Zahlen x und y mit * < y es
stets eine rationale Zahl ¢ gibt, sodass * < ¢ < y. Zudem darf benutzt werden, dass jede
Umgebung (¢ — €, g + €) von ¢ irrationale Zahlen enthalt.

Aufgabe 10. Sei f: R® — R eine stetige Abbildung. Definiere
M :={zx € R>: f(x) > 1}.
Ist M offen, abgeschlossen, beides, oder keines von beidem in R3?

Aufgabe 11. Untersuche, ob die folgenden Mengen offen, abgeschlossen oder keines von
beidem sind.

M, ={(z,y,2) €R® | |2° +y+2| <2, |2|] <1}
My = {(z,y) € R* | y = 227}

Mz = {(z,y,2) € R® | 2'¢¥ =sin () — 1}
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My={(z,y) ER?*|2>0y>0}
Hinweis. Korollar 9.31 ist hier sehr ntitzlich.

Aufgabe 12. Sei E = {0} U{% | n € N}
(1) Zeige per Definition, dass E kompakt ist. Es gibt noch 2 weitere Moglichkeiten

Aufgabe 12 zu l6sen, nenne diese.
(2) Wie wiirde die Aufgabe fiir E'\ {0} zu beantworten sein?

Aufgabe 13. Klausur 2020 1.Termin
Beweise, dass die Menge M = {(x,y) € R?|z* + % = 3} kompakt ist.

Aufgabe 14. Klausur 2017 1. Termin
Zeige, dass die Menge M := {(z,y) € R? | y* = 2® — 2} kompakt ist.
Hinweis. Zeige zunéchst, dass || < 1 fur alle (x,y) € M ist.

Aufgabe 15. Sei (X, d;) und (Y, d2) zwei nicht leere metrische Raume. Sei d; die diskrete
Metrik. Beweise oder widerlege, jede Abbildung f : X — Y ist stetig.

Hinweis. Benutze die Def der Stetigkeit, wie sehen die offenen Mengen in X aus?

Aufgabe 16. Sei X eine nicht leere Menge und d die diskrete Metrik. Zeige, dass A C X
ist kompakt genau dann wenn A endlich ist.

Hinweis. Wie sehen die offenen Mengen bzgl. d aus?
2.3. Lineare Abbildungen und Vollstandigkeit.
Aufgabe 17. Definiere
Az (Cr((0,1], [[-[loe) = (Cr([0,1], [|-[[o0),

[ Alf) =a®- f.
Zeige: A ist eine lineare Abbildung auf (Cr([0, 1], ]|.|/c). Ist A stetig?
Hinweis. Satz 9.56 konnte sich fiir die Stetigkeit als niitzlich erweisen.
Aufgabe 18. Sei V ein reeller Banachraum. Definiere

[+ L(V) = L(V),

A A%

Was sind Definitions- und Wertebereich von f’? Berechne f’!

Aufgabe 19. Sei [a,b] C R ein beschrianktes Intervall und X := (C°([a, D)), ||| ) der Raum
der stetigen Funktionen auf [a, b] versehen mit der Maximumsnorm. Sei k € C°([a, b] x [a, ]).
Definiere

b
A: X > X (Au)(z) = / k(z,y)u(y)dy fir z € [a,b].

Zeige, dass A eine stetige lineare Abbildung ist.

Hinweis. Zeige zuerst die Linearitat, beachte dabei Def. 9.55. Fiir die Stetigkeit schatze
|| Aul|» nach oben ab, sodass man eine Abschétzung der Natur: Fiir alle u € X : [|Au||o <

|t]|so - C' mit C' > 0 erhdlt. Warum ist man dann fertig?
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Aufgabe 20. Sei R[X] der Vektorraum aller Polynome mit reellen Koeffizienten mit Norm

(1) ||Zak X4l —ZI@M

k=0

Definiere die Abbildungen A, B: R[X] — R[X] via

(2) A (z": aka> = z”: kap X*1,

k=0
(3) B (Z aka> = %X’““.
k=0 k=0 +

Zeige, dass A und B lineare Abbildungen auf R[X] sind. Sind diese Abbildungen stetig?

Hinweis. Satz 9.56 konnte sich fiir die Stetigkeit als niitzlich erweisen. In der Diskussion

um die Stetigkeit von A nutze p, =Y ;_, ,fikl Ist die A beschréankt? Ist B beschrankt?

Aufgabe 21. Sei X die Menge aller stetigen Funktionen f : [0,1] — R. Beweisen oder
Widerlege:

(1) dy mit di(f,g) = |f(0) — g(0)| ist eine Metrik auf X.

(2) dy mit dao(f, g) = max{|f(x) — g(x)| | z € [0,1]} ist eine Metrik auf X.
£,9) = [71f(x) — g(z)|dz ist eine Metrik auf X.
(

(3) d3 mit dg( s 0
Sei nun die Folge (f,,)5, mit f,(z) = 2™ gegeben. Konvergiert diese Folge in der Metrik dy
oder d3?

Hinweis. Fiir ds fiihre einen Widerspruchsbeweis. Zeige, dass dann die Folge auch punk-
tweise konvergieren muss und berechne die Grenzfunktion. Ist die Grenzfunktion stetig? Fiir
ds zeige, dass f = 0 ist per Definition.

)=
)
)=
)

Aufgabe 22 Sei X die Menge aller stetigen Funktionen f : [0,2] — R und sei d(f,g) =
fo |f(x ()] dx. Sei (f,)5, gegeben durch f,(z) = min{a"™, 1}. Zeige, dass (f,)5, eine
Cauchyfolge ist, jedoch nicht in (X, d) konvergiert.

Hinweis. Fiir den ersten Teil nutze gerade die Linearitat des Integrals. Welche Werte nimmt
fn(z) und f,,(z) auf [0, 1] und [1,2] an? Fiir den zweiten Teil fiihre einen Widerspruchsbeweis
und zeige, dass solch eine Grenzfunktion f nicht existiert.

Aufgabe 23. Untersuche follgende metrische Raume auf Vollstandigkeit.

(1) X =N, d = euklidische Metrik
(2) X =(0,1), d = euklidische Metrik
(3) X =1(0 ,1) d = diskrete Metrik

Hinweis.

(1) Welche Werte nimmt eine Cauchyfolge in N fiir grof§ genuges n € N an?
(2) Konvergiert jede Folge in (0,1) in (0,1)?
(3) Nutze die Eigenschaft der diskreten Metrik aus.
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2.4. Abschlielende Wiederholungsfragen des Kapitel 9. Abschlieffend sollte man zu
folgenden Fragen Ideen und/oder Lésungen parat haben:

(1) Wie lautet die Definition der Stetigkeit zwischen zwei Metrischen R&umen
definiert?
(2) Welche &dquivalente Aussagen zur Stetigkeit von Abbildung zwischen zwei
metrischen Rdumen haben wir kennengelernt?
(3) Welche dquivalente Aussagen zur Stetigkeit in normierten Vektorrdumen fiir lin-
eare Abbildungen haben wir kennengelernt?
(4) Wahr oder Falsch? Seien V' und W normierte Vektorrdume und A : V' — W eine
lineare Abbildung. A ist auf B(0, 1) beschrédnkt genau dann wenn A stetig ist.
(5) Wahr oder Falsch?
Der Durchschnitt iiberabzéhlbar vieler abgeschlossenen /offener Mengen in (R, d)
ist abgeschlossen/offen.
(6) Wahr oder Falsch?
Kompakte Mengen eines metrisches Raumes sind abgeschlossen.
(7) Wahr oder Falsch?
Seien X und Y metrische Rdume und f : X — Y eine stetige Abbildung. Sei
U C X eine offene Menge. Dann ist f(U) C Y ebenfalls offen.
(8) Wahr oder Falsch?
Seien X und Y metrische Radume und f : X — Y eine stetige Abbildung. Sei
W C X eine abgeschlossene Menge. Dann ist f(WW) C Y ebenfalls abgeschlossen.
(9) Wahr oder Falsch?
Seien X und Y metrische Raume und f : X — Y eine stetige Abbildung. Sei
W CY eine offene Menge. Dann ist f~'(W) C X ebenfalls offen.
(10) Wahr oder Falsch?
Seien X und Y metrische Radume und f : X — Y eine stetige Abbildung. Sei
K C X eine kompakte Menge. Dann ist f(K) C Y ebenfalls Kompakt.
(11) Wahr oder Falsch?
Sei (M, d) ein metrischer Raum. Sei K C M eine kompakte Menge. Sei A C K.
Dann gilt: A ist ebenfalls kompakt.
(12) Wahr oder Falsch?
In jedem normierten Vektorraum sind 2 Normen stets aquivalent.
(13) Wahr oder Falsch?
Sei (X, d) ein metrischer Raum und sei (a,),en eine konvergente Folge in (X, d).
Dann ist {a} (J{a, | n € N} kompakt.
(14) Wahr oder Falsch?
Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge B C X ist nicht abgeschlossen,
falls es eine Folge in der Teilmenge gibt, sodass ihr Grenzwert auflerhalb der
Menge B liegt.
(15) Sei X eine Menge und d die diskrete Metrik. Ist (X, d) vollstiandig? Nenne einen
vollstandigen und einen nicht vollstandigen Metrischen Raum.
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3. DIFFERENTIALRECHNUNG VON FUNKTIONEN MEHRERER VERANDERLICHER

Aufteilung der Aufgaben

(1) Stetigkeit, partielle Differenzierbarkeit und Differenzierbarkeit auf R* (24) - (30)
(2) Differenzieren auf allgemeineren Rédumen (31) - (32)
(3) Kurvendiskussion (33)-(36)

Wichtige Definitionen, Satze und Aussagen des Kapitel 10

(1) Ableitung/ Differenzierbarkeit / Stetig / Partielle Ableitung / Richtungsableitung
/ Partielle Ableitung im R™ / Pos. Definit / Neg. Definit / Hesse Matrix / Jacobi
Matrix

(2) Rechenregel der Ableitung 10.4

(3) Schrankensatz 10.6

(4) Satz von Schwartz 10.22/10.23

(5) 10.11 Hinreichende Bedingung fiir stetig Differenzierbarkeit

(6) Korollar 10.17

(7) Bedingungen fiir lokales Minimum/Maximum 10.27

3.1. Stetigkeit/Differenzierbarkeit/Richtungsableitung.

Aufgabe 24. Sei

133

— i 0,0
fﬁRz—)R, ($’y)’_> x2+y2 ur (xvy)#(u )
0 fiir (z,y) = (0,0)
Nun zeige folgende Aussagen
(1) fist stetig.
(2) Die partiellen Ableitungen % und g—’; existieren. Sind sie stetig?

(3) Die Richtungsableitung der Funktion f in (0, 0) existiert fiir alle v € R2.
(4) f ist trotzdem nicht differenzierbar in (0,0).

Aufgabe 25. Untersuche, in welchen Punkten die Funktion

(0,0)
(0,0)

I~

—4 fiir (z,vy)
. 2 — $2+y2 9

stetig ist.

Aufgabe 26. Klausur 2011 2. Termin
Beweise oder widerlege, dass die Funktion

22 P

f:R? >R, (x,y) — < 22 + 92
0 fiir (z,y) = (0,0)

in (0,0) stetig ist.




Aufgabe 27. Klausur 2011 1.Termin

f:R? >R,
0, falls (z,y) = (0,0),
— 2, .4
(z.9) { Z%jyyz sonst

Berechne die Richtungsableitung von f in der Stelle (0,0) in Richtung v = (vy,ve) € R? v #
(0,0). Ist f an der Stelle (0,0) differenzierbar?

Aufgabe 28. Klausur 2017 2. Termin
Sei

2

- [ E i (2,y) #(0,0)
f: R =R, f(x,y)—{ 6 fiir (x,y) = (0,0)

diese ist in jede Richtung (v, w) # (0,0) differenzierbar. Zeige, dass fiir alle (x,y) € R2\(0,0)
gilt, dass f(x,y) gleich der Richtungsableitung von f an der Stelle (0,0) in Richtung (x,y)
ist. Zeige auch, dass f in (0,0) differenzierbar ist.

Aufgabe 29. Definiere
f:R®* =R,

0, y =0,
(z,y) — .
(1 - cos(f)) vai+y?t oy #0.
Welche Richtungsableitungen von f existieren beim Punkt (0,0)? Berechne sie! Ist f in

(0,0) differenzierbar?

Aufgabe 30. Klausur 2014 1.Termin
Entscheide mit Begriindung, ob die Funktion

2L fur (z,y) # (0,0)
. R2 =R — i +y? ) )
! s ={FF L (z.9) = (0,0)
(1) stetig
(2) partiell differenzierbar
(3) differenzierbar

in (0,0) ist.

Aufgabe 31. Klausur 2017 2. Termin
Sei f : V — W eine Abbildung zwischen normierten Rdumen (V|| -||y) und (W, || - |lw), die
f(tx) = tx fiir alle z € V und alle t € R erfiillt. Zeige, dass

(1) f(x) fir alle z € V' \ {0} die Richtungsableitung von f an der Stelle 0 in Richtung
(2) 1Slzeixflsztl‘ldem diffbar in x = 0. Dann ist f eine stetige lineare Abbildung.
Aufgabe 32. Sei GL(R") := {A € L(R*,R") | A ist invertierbar}.
Definiere die Abbildung f : GL(R™) — L(R™, R") via
f(A):=A""!
Was sind Definitions- und Wertebereich von f’? Berechne f’.

Hinweis. Benutze, dass ﬁ/j/dGL(Rn) = 0, teile dann die Identitit in A und A~! und benutze
9



die Produktregel.
3.2. Kurvendiskussion.

Aufgabe 33. Welche Dimensionen haben Jacobi- und Hessematrix der Abbildung?
f: R* > R,
(x,y) — f(z,y) = e"sin(z +y)
Berechne diese Matrizen. Zeige, dass f iiberall differenzierbar ist.
Aufgabe 34. Berechne die lokalen und globalen Extrema der Abbildung
f: R* > R,
(z,y) = f(z,y) = 2> +22%y* — 3y + 1.
Aufgabe 35. Klausur 2011 1.Termin Es sei
f:R?* - R,

1
(z,y) = flz,y) = §x3 + 2zy + ¢

Bestimme die kritische Punkte von f und untersuche jeweils, ob es sich um lokales Max/Min
handelt.

Aufgabe 36. Es sei

f:R* >R,

(z,y) = fla,y) = —22° +y° + 62 — 3y
Finde alle lokalen Minima und Maxima der Abbildung f.

3.3. Abschlieflende Kontrollfragen des Kapitel 10. AbschlieBend sollte man zu folgen-
den Fragen Ideen und/oder Losungen parat haben:

Sei f : R®™ — R eine Abbildung und z* € R™. Sei g : R? — R ecine zweimal stetig
differenzierbare Funktion.

(1) Wahr oder falsch?

Falls f nicht stetig in x* ist, ist f auch nicht partiell differenzierbar in x*.
(2) Wahr oder falsch?

Falls f partiell differenzierbar in x* ist, ist f auch stetig in x*.
(3) Wahr oder falsch?

Falls f partiell differenzierbar in x* ist, dann ist f auch differenzierbar in x*.
(4) Wahr oder falsch?

Falls f stetig partiell differenzierbar in z* ist, dann ist f auch differenzierbar

in z*.

(5) Wahr oder falsch?

Falls f differenzierbar in z* ist, dann ist f auch partiell differenzierbar in x*.
(6) Wahr oder falsch?

Die Ableitung der Funktion f ist stets eine lineare Abbildung.
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(7) Wahr oder falsch?
Stetigkeit in x* ist eine notwendige Bedingung fiir Differenzierbarkeit in xx.
(8) Wahr oder falsch?
Sei p* = (z*,y*) ein kritischer Punkt der Funktion g. Falls H((z*,y*)) eine
positive definite Matrix ist, dann ist p* ein Maximum.
(9) Wahr oder falsch? Sei p* = (2*,y*) ein kritischer Punkt der Funktion g. Falls
H((z*,y*)) eine negativ definite Matrix ist, dann ist p* ein Maximum.
(10) Wahr oder falsch? Sei p* = (z*,y*) ein kritischer Punkt der Funktion g. Falls
H((x*,y*)) eine negativ definite Matrix ist, dann ist p* ein Maximum.
(11) Sei p* = (z*,y*) ein kritischer Punkt der Funktion g. Wie iiberpriift man
H((z*,y*)) auf positive Definiertheit und negative Definiertheit 7
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4. NICHTLINEARE ANALYSIS

Aufteilung der Aufgaben
(1) Banachscher Fixpunktsatz (37) - (39)
(2) Satz der implizieten Funktion (40) - (44)
(3) Optimieren mittels Lagrangemultiplikatoren (45) - (49)

Wichtige Definitionen, Satze und Aussagen des Kapitel 11

(1) Lokal lipschitzstetig / Kontraktion / Niveaumenge / Singularitéit / Lagrangemul-
tiplikatoren

(2) 11.1 Banachscher Fixpunktsatz

(3) 11.9 Satz iiber inverse Funktion

(4) 11.11 Satz iiber impliziete Funktion

(5) 11.18 Satz der Lagrangemultiplikatoren

4.1. Banachscher Fixpunktsatz.

Aufgabe 37. Uberpriife ob die folgenden Abbildungen Fixpunkte haben. Falls nicht gebe
an, welche Vorraussetzung des Banachschen Fixpunktsatzes verletzt sind.

f:(0,1] — (0,1],
z f(o) = 5

f:{0,1} = {0, 1},

0— f(0)=1
1— f(1)=0
Sei 1 <a <2 und sei
fi[l,00) = R,

1 a
—> = — —
z+r flz) =Sz + )
Aufgabe 38. Klausur 2014. 2 Termin

Sei X ein Banachraum und f : X — X eine Lipschitz-stetige Funktion mit L < 1. Zeige:

(1) Fiir alle xq ist die Abbildung x +— f(z)— o zu einer bestimmten Lipschitz-Konstante
stetig.
(2) Die Abbildung ¢g: X — X mit x — g(x) = f(x) — z ist eine Bijektion.

Aufgabe 39. Sei [a,b] C R ein abgeschlossenes Intervall, k& € C%[a,b] x [a,b]) und u €
C%([a, b]) stetige Funktionen. Zeige, dass die Integralgleichung

b
z(t) = p / k(t,s)z(s)ds + u(t)

12



1

fur _]edeS M S R mit |/1’| < max ¢ s) |k(t,5)|-(b—a

; eine eindeutige Losung x € C O([a,b]) besitzt.
Hinweis. Benutze den Banachschen Fixpunktsatz. Definiere dazu die Abbildung:

F+ C%([a, b, ||-llse) = C([a, 8], [1-ll0)

)

(F(x))(t) = p /) k(t,s)x(s)ds + u(t)

Ja

Fiir die Stetigkeit, benutze den Satz der Stetigkeit Parameter abhangiger Integrale.
4.2. Auflésen nichtlinearer Gleichungen.
Aufgabe 40. Zeige, dass die folgende Gleichung:

cos (z%) +cos (¥*) + 2z +1)(y —2) =0

in einer Umgebung des Punktes (0,0) nach y = ¢(x) aufgelost werden kann. Bestimme die
Ableitung von ¢(z) an der Stelle x = 0.

Aufgabe 41. Klausur 2014 1. Termin
Sei f: R? —» R mit (z,y) — f(z,y) = —22% + 122y — 4y + 54.
Sei zudem M, = {(z,y) € R? | f(z,y) = c}.

(1) Bestimme alle (z, yo) sodass der Satz der impliziten Funktionen besagt, dass es eine
stetig differenzierbare Funktion g auf I = (z¢ — €, x¢ + €) mit g(xg) = yo gibt, so dass
fir alle x € I, die Gleichung f(x, g(z)) = f(z0o,yo) auflosbar ist.

(2) Bestimme alle (xg, yo) sodass der Satz der impliziten Funktionen besagt, dass es eine
stetig differenzierbare Funktion h auf J = (yo — €, yo + €) mit h(yo) = xo gibt, so dass
fir alle y € J, die Gleichung f(h(y),y) = f(zo,yo) auflosbar ist.

(3) Bestimme alle ¢ € R, sodass die Niveaumenge M, eine Singularitét

Aufgabe 42. Klausur 2014 2. Termin
Sei folgende Gleichung gegeben:
(x+9) 1+ T
cos (z —zy = —
v 16
(1) Zeige mit Hilfe des Satzes der implizieten Funktionen, dass die Gleichung in der
Umgebung des Punktes ( ) € R? nach z = ¢(y) auflosen lasst mit Hilfe einer

T :
differenzierbaren Funktion g und g(§) = §. Uberpriife insbesonders, ob alle Voraus-
setzungen des Satzes erfiillt sind.

(2) Bestimme die Ableitung von g bei yy =

s

1 und begriinde die Herleitung.

Aufgabe 43. Klausur 2020 1. Termin
Sei f:R? — R mit (z,y) — f(z,y) =2>+2y* + 2 —y.
(1) Zeige, dass die Gleichung f(x,y) = 0 in einer Umgebung des Punktes (zo, o) = (0, 0)
mit f(0,0) = 0 lokal nach = auflosbar ist, dass es also eine Funktion g(y) gibt, sodass
diese Gleichung f(z,y) = 0 in einer Umgebung von (0,0) durch (z,y) = (9(v),y)
gelost wird.
(2) Zeige, dass fiir alle (zg,y9) € R? folgende Niveaumenge keine Singuléritdten hat:

M(zo,90) == {(z,y) € R? | f(x,y) = {3(950,?/0)}



Aufgabe 44. Klausur 2017 1. Termin Zeige, dass es eine differenzierbare Funktion ¢ mit
(1) = 0 gibt, so dass die Gleichung:
2sin (z) + e =z 4y (z,y) € R?

in einer Umgebung des Punktes (0,1) € R? durch (z,y) = (¢(y),y) beschrieben wird.
Bestimme zusatzlich das Taylorpolynom von ¢ um den Entwicklungspunkt y, = 1

4.3. Lagrangemultiplikatoren.

Aufgabe 45. Sei f : R{ x R§ — R mit (z,y) — f(x,y) = exp(—(z +y)). Sei M :=
{(x,y) € R? | zy = 0}. Untersuche nun f|y; auf Minima und Maxima. Was war der Sinn
und Zweck der Aufgabe?

Aufgabe 46. Gesucht werden die Extrema der Abbildung
f:R®* =R,
(z,y) = 2* =y’

unter der Zwangsbedingung, dass die Extrema auf dem Rand des Einheitskreises liegen
sollen. Zeige, dass dieses Problem mit der Lagrangemultiplikatorenmethode losbar ist und
benutze sie, um alle Minima und Maxima zu berechnen.

Aufgabe 47. Klausur 2017 1.Termin
Sei die M := {(x,y) € R? | y* = 23 — 2} gegeben. Sei weiterhin
fiR* =R (z,9) = flz,y) ==
eine stetige Funktion auf der M. Nun zeige:
(1) M ist eine kompakte Menge

(2) f hat als stetige Funktion auf M ein Maximum und Minimum. Bestimme dieses.

Aufgabe 48. Klausur 2014 2. Termin

Begriinde die Existenz von Punkten (z,y) € R? in der Menge F = {(x,y) € R? | g(x,y) :=
522 + 6zy + 5y*> = 16} mit minimalen und maximalen euklidischen Abstand zum Ursprung
(0,0) und bestimme diese Absténde.

Hinweis. Es darf verwendet werden, dass E beschrankt ist. Bestimme die Extrema des
Quadrats des Euklidischen Abstands

Aufgabe 49. Bestimme die lokalen Extrema der Funktion
f:R*= R,  flry)=a2>—y
auf der Ellipse 22 + 2% = 3.

4.4. Abschlielende Kontrollfragen des Kapitel 11. Abschlielend sollte man zu folgen-
den Fragen Ideen/ Losungen parat haben.

(1) Nenne die Vorraussetzungen des banachschen Fixpunktsatz. Welche Mittel haben
wir kennengelernt diese zu zeigen?

(2) Wahr oder Falsch? Der Satz der inversen Funktion ist eine notwendige und hin-
reichende Bedingung fiir die Existenz einer Auflosung einer Gleichung.
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(3) Welche Notwendige Bedingung erfiillen Singularitéten einer Niveaumenge?

(4) Warum ist das Beachten von Singularitidten fiir das Optimieren unter Nebenbe-
dingung wichtig?

(5) Ist der Satz der implizieten Funktion anwendbar in Singularitédten?

(6) Ist fiir jeden Punkt der keine Singularitét ist, der Satz der implizieten Funktion
anwendbar?

15




5. LEBESGUEINTEGRATION AUF R4

Aufteilung der Aufgaben
(1) Satz von Fubini (50) - (53)
(2) Satz der monotonen/beschrankten Konvergenz (54) - (60)
(3) Jacobis Transformationsformel (61) - (67)

Wichtige Definitonen, Satze und Aussagen des Kapitel 12

(1) Quader / Nullmenge / Treppenfunktion / Raum der Lebesgue Integrierbaren
Funktionen

(2) 12.15 Bedingung fiir Lebesgue Integrierbarkeit I

(3) 12.17 Bedingung fiir Lebesgue Integrierbarkeit IT (Lebesguekriterium)

(4) 12.21 Satz von Fubini

(5) 12.22 Satz der Monotonen Konvergenz (Beppo-Levi)

(6) 12.24 Satz der beschrankten Konvergenz

(7) 12.27 Fatous Lemma

(8) 12.32/33 Jacobis Transformationsformel

5.1. Mehrfachintegrale und der Satz von Fubini.
Aufgabe 50. Seien folgende Mengen gegeben, benutze den Satz von Fubini um folgende
Integrale zu berechnen.

(1) Qr:={(x,y) eR?*|0<2<1,0<y <1}
(2) Qs = [1,2] x [0,1] x [~1,1] C R3.
(3) Q3 :=[0,2] x [0,1] C R3

Berechne nun:

| ol )

1

/ exp 2
dp
Q2 l“i_y

/ x> 4 32y + yidu

3

Aufgabe 51. Das Quadrat Q C R? sei gegeben durch Q := [—7,0] x [0, 7]. Es wird durch
die Diagonale y = —x in zwei Dreiecke A und B zerteilt. Zeichne das Quader mit den 2
Dreiecken und berechne

/xsin(y)d,u und /msin(y)d,u.
A B
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Aufgabe 52. Sei D das Innere des Dreiecks mit Eckpunkten (0, 0), (0, 7) und (7, 7). Berechne
nun

/ x cos (x + y)dp
D

Hinweis. Zeichne zuerst eine Skizze und schreibe die Menge D konkret fiir Tupel (z,y) hin,

sodass man gerade ahnlich zur Aufgabe 51 die Grenzen ablesen kann.

Aufgabe 53. Diese Integrale sind etwas schwieriger, probiert erst ein paar Skizzen zu er-
stellen um dann das ganze auszurechnen. Seien folgende Mengen gegeben:

(1) My ={(z,y) eR? |2,y > Lx +y < 3}
(2) My ={(z,y) eR*[2* +y* < 1}
Nun berechne folgende Integrale

1
— du
/]\/[1 (z+y)?

/ |zy|dp
Mo

5.2. Satz von Beppo Levi/Dominante Konvergenz und Lebesgueintegrierbarkeit.

Aufgabe 54. Betrachte folgende Funktionenfolgen (f,,)nen:

) = - X (@

fu(@) =1 X1/nam) (%)
Nun folgende Aufgabenstellung:
(1) Skizziere f, fiir n € {1,2,3}
(2) Zeige, dass (fn)nen aus Lebesgue-integrierbaren Funktionen besteht. Zeige, dass f,
punktweise gegen f = 0 fast iiberall konvergiert.
(3) Gilt limy, o0 [ fro dp =107
(4) Erklére die Beobachtung in (3), was ist die Aussage und Idee der gesamten Aufgabe?

Aufgabe 55. Berechne folgende Integrale:

lim / Vsin (z)dp(x)
(0,7]

n—oo

1

T3 2dn@)

lim
n—oo [_n7n]

Hinweis. Zuerst wihle eine verniinftige Folge (f,,)nen. Argumentiere dann mittels 12.15
oder 12.17, dass (f,)nen € L'(R). Dann benutze beispielsweise den Satz von Beppo-Levy

oder den Satz der beschrankten Konvergenz. Dabei zeige alle Voraussetzungen des jeweiligen

Satzes.
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Aufgabe 56. Lebesque Integrierbar? Sei
f:(0,1] = R,
x +— In(x).
Zeige, dass f lebesgueintegrabel ist und berechne das Integral.
Aufgabe 57. Klausur 2011 1.Termin
Sei

0 fir z <0

"R—-Rzr—
/ * {e‘w fir x>0

und fir n € N sei f, := f - xjo,n) hierbei bezeichnet xj, die charakteristische Funktion
des Intervalls [0,n].

(1) Begriinde kurz, dass f, Lebesgue-integrierbar ist, und berechne [ f, dpu.
(2) Zeige, dass f Lebesque-integrierbar ist und berechne [ fdu.

Hinweis. Nutze den Satz der monotonen Konvergenz von Beppo Levi fiir die Lebesque-
integrierbarkeit.

Aufgabe 58. 2017 2. Termin Fiir n € N sei
1
2w R—=>Raz— f.(v) = —=Xn/m

Zeige, dass

(1) f, € L'(R) fiir allen € N
(2) Zeige, dass der punktweise Grenzwert von ( f,,)nen in L' (R) liegt und bestimme [ fdu

Aufgabe 59. Klausur 2014 1.Termin
Betrachte die Funktionenfolge (f,)ne mit

fn: R—R, $'—>Z$['X[o,1} :
=0
Hierbei bezeichnet xjo1) die charakteristische Funktion des Intervalls [0, 1].

(1) Zeige, dass die Folge (f,)ne fast iiberall gegen eine Funktion f auf konvergiert,
und bestimme f.

(2) Begriinde, dass f, € L'(R) fiir alle n €.

(3) Entscheide, ob (f,)ne in L'(R) (also beziiglich || - ||; ) konvergiert, und begriinde
dies.

Aufgabe 60. Klausur 2011 2. Termin
Es sei f € L'(R). Zeige:

lim Fdu=0

r—0+ [O,T}
Hinweis. Es geniigt zu zeigen, dass fiir jede Nullfolge (7,,),e mit 7, > 0 gilt: lim, ][0 . fdu =

0. Hierfiir wende man Lesbegue’s Satz der beschriankten Konvergenz an.
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5.3. Jacobis Transformationsformel.

Aufgabe 61. Sei R € (0,00] mit Bg = {(z,y) € R® | 22 +y* < R?}. Zeige mittels
Polarkoordinaten und Jacobis Transformationsformel:

R 7
/ dp = / / rdpdr = 7 R?
Br 0 -

Dabei begriinde genau, warum sich Jacobis Transformationsformel anwenden lasst und in-
terpretiere dein Ergebnis. Gibt es noch eine weitere Moglichkeit dieses Integral ohne Jacobis
Transformationsformel auszurechnen?

Hinweis. Fiir die Alternative lohnt sich ein Blick in die Aufgabe 53 (2).

Aufgabe 62. Ist die Abbildung

- B ;yyz fir (z,y) # (0,0)
f:R?* =R, f(x,y)—{ v 0+ fiir (z,y) = (0,0)

auf B(0) integrierbar? Falls ja, berechne das Integral mit Hilfe Jacobis Transformations-
formel.

Hinweis. Die Stetigkeit der Funktion haben wir bereits in Aufgabe 25 gezeigt.

Aufgabe 63. Sei M; = {(z,y) € R? | 1 < 2? + y* < 4}. Es sel:

(2 2
/ sin(x —iQ—y)2 dedy
ay 2+ cos(2? 4+ y?)

Rechne das Integral mittels Jacobis Transformationsformel aus.

Aufgabe 64. Klausur 2008 1. Termin
Sei G = {(x,y) € R? | 1 < 4a? + y* + 2y + 1 < 25} Berechne:

TR
cdr?+y?+2y+1 a

re? und y = rsing — 1 und benutze die Jacobi Transformations-

Hinweis. Wihle © = 5

formel.

Aufgabe 65. Klausur 2011. 1.Termin

Sei O = {(x,y) € R? | z,y > 0,4 < 2? + 4y* < 16}
SeiU={(r,p) cR?*|1<r<20<¢p<3}

Sei @ : U — O mit (1, ¢) — O(r,¢) = (2r cos p, rsin (¢))
Berechne mit Hilfe der Jacobi Transformationsformel und ®:

Y
—d
/o V2 + 4y? :
Aufgabe 66. Klausur 2017. 2. Termin
Sei M = {(z,y) € R? | z,y > 0,z +y < 1} und sei ® : R? — R? mit (u,v) — ®(u,v) =
(x(u,v),y(u,v)) = (uv, (1 —v)u).
(1) Zeige, dass @ eine stetig differenzierbare bijektive Abbildung von (0,1)? nach M ist.
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(2) Sei f:(0,1) = R mit f € L'((0,1)). Zeige, dass gilt

| sy [ fajudat)
M (0,1)
Hinweis. Fiir die Bijektivitit geniigt es, dass ®[(0,1)%] € M und es eine Abbildung ¥ gibt,
sodass W[M] C (0,1)? mit ® o W[M] = 15, und W o ®[(0,1)*] = Lo 1)

Aufgabe 67. Klausur 2017. 1. Termin
Sei M = {(z,y) e R |z <y <x+20<z+y < 4} und sei ® : R? —» R? mit
(u,v) = ®(u,v) = (u—v,u+ v). Nun zeige, dass
(1) ® eine stetig differenzierbare bijektive Abbildung, deren Umkehrabbildung auch stetig
differenzierbar ist.
(2) Bestimme ®~'[M].

Nun abschliefend berechne:

/M(CL’ +y)dp

5.4. Abschlielende Kontrollfrage des Kapitel 12. Zu folgenden Fragen sollte man nun
Ideen/Losungen parat haben.

(1) Wahr oder Falsch?
Sei M C RY eine endliche Menge. Dann ist M eine Nullmenge.
Sei M C RY eine abzihlbare Menge. Dann ist M eine Nullmenge.
Sei M C R eine iiberabzihlbare Menge. Dann ist M keine Nullmenge.
(2) Wahr oder Falsch?
Alle riemannintegrablen Funktionen sind lebesgueintegrabel.
(3) Wahr oder Falsch?
Alle lebesgueintegrablen Funktionen sind riemannintegrabel.
(4) Wahr oder Falsch?
Sei (fy)nen eine Folge in L(RY), welche gegen f fast iiberall konvergiert. Dann
ist f € LY(RY) und ([ fndp)nen konvergiert gegen [ fdpu.
(5) Wahr oder Falsch?
Sei (fy)nen eine Folge in L'(R?), wobei es ein k € L'(R?) gibt, sodass fiir alle
n € N fast tiberall |f,| < k gilt. Dann konvergiert ([ f,dp)nen gegen [ fdpu.
(6) Wahr oder Falsch?
Sei (fn)nen eine monotone Folge in L'(R?) mit beschrinkten Integralen. Dann
konvergiert (f,)nen fast iiberall gegen f in L'(R?) und es gilt lim, o [ frdp =
J fdu.
(7) Welche Vorraussetzung ist fiir den Satz von Fubini entscheidend?
(8) Welche Vorraussetzung ist fiir Jacobis Transformationsformel entscheidend?
(9) Wie kann man zeigen, dass eine Funktion nicht Lebesgue Integrabel ist? Nenne
ein Beispiel einer nicht Lebesgue Integrierbaren Funktion.
(10) Wahr oder Falsch?
Falls f, € L'(R) fiir alle n € N, dann konvergiert (f,)nen in L'(R).
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6. SCHLUSSWORT

Grundlegend danke fiir die gute Mitarbeit wahrend der 10 Sitzungen. Ich hoffe, dass ihr
nun einen guten Start in die Vorbereitung auf die Priifung hinter euch habt. Am besten
arbeitet man jetzt nochmal die Ubungsblétter und Zusatziibungen durch. Sollte man diese
Aufgaben inklusive Wiederholungskursaufgaben selbststandig 16sen konnen, dann sollte einer
erfolgreichen Priifung wenig im Wege stehen.

In diesem Sinne: Viel Erfolg fiir die Priifung!

21



	1. Vorwort
	2. Metrische Räume und Banachräume
	2.1. Metriken und Normen
	2.2. Offene, abgeschlossene und kompakte Mengen
	2.3. Lineare Abbildungen und Vollständigkeit
	2.4. Abschließende Wiederholungsfragen des Kapitel 9

	3. Differentialrechnung von Funktionen mehrerer Veränderlicher
	3.1. Stetigkeit/Differenzierbarkeit/Richtungsableitung
	3.2. Kurvendiskussion
	3.3. Abschließende Kontrollfragen des Kapitel 10

	4. Nichtlineare Analysis
	4.1. Banachscher Fixpunktsatz
	4.2. Auflösen nichtlinearer Gleichungen
	4.3. Lagrangemultiplikatoren
	4.4. Abschließende Kontrollfragen des Kapitel 11

	5. Lebesgueintegration auf Rd
	5.1. Mehrfachintegrale und der Satz von Fubini
	5.2. Satz von Beppo Levi/Dominante Konvergenz und Lebesgueintegrierbarkeit
	5.3. Jacobis Transformationsformel
	5.4. Abschließende Kontrollfrage des Kapitel 12

	6. Schlusswort

