Die Asymptotik der periodischen und anti-periodischen
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1 Die Hill-Gleichung und ihre Eigenwerte

Wir betrachten die Hill-Gleichung

—y"(z) + q(@)y(z) = Ay(z), (1)

wobei ¢ € L?([0,1],R) gilt und ¢ periodisch mit Periode 1 auf R fortgesetzt wird. Zu dieser
Gleichung gehoéren verschiedene Eigenwertprobleme, die sich durch ihre Randbedingungen un-
terscheiden:

e Dirichlet-Randbedingungen: y(0) = y(1) = 0.
e Periodische Randbedingungen: y(1) = y(0) und ¢/'(1) = 4/(0).
e Antiperiodische Randbedingungen: y(1) = —y(0) und ¢'(1) = —y'(0).

Die periodischen und antiperiodischen Eigenwerte liegen paarweise an den Rédndern der Spek-
tralliicken. Wir bezeichnen sie mit Ag,—1, A2, beziehungsweise X, _;, A5,,. Fiir die weitere Unter-
suchung betrachten wir verschobene Potentiale

Go(®) =qlz +¢), peR.

Da q periodisch ist, gilt g,+1 = qo.

1.1 Fundamentalldsungen und Diskriminante

Seien g1 und ys die Losungen von mit den Anfangsbedingungen

y(0) =1, 31(0)=0,  32(0)=0, 5(0)=1
Die zugehorige Monodromiematrix ist
yi(1) 3/2(1)>
M(X q) = < .
D= (i) )

Sie bildet die Anfangswerte einer Losung auf ihre Werte bei x = 1 ab. Wegen der Erhaltung des
Wronskians gilt
det M(\, q) = 1.

Die Diskriminante ist definiert durch

AN, q) :==tr M (A, q).



Sie ist unter Verschiebungen des Potentials invariant. Um dies zu zeigen, betrachten wir die
Fundamentalmatrix
yi(z) yz(w))
Y(xz,\ q) = ( )
BAD =) gl
die insbesondere Y'(0,),q) = I erfiillt. Fiir das verschobene Potential g, ist die zugehdrige

Fundamentalmatrix

YVo(z,\) =Y (x + ¢, )Y (p,\ )L

Dies folgt daraus, dass die Spalten von Y, Losungen der Differentialgleichung zum Potential ¢,
sind und Y, (0, A) = I gilt. Die Monodriematrix des verschobenen Potentials ist daher

M()‘7 QLP) = Y@(la )‘)
=Y(1+9,X9)Y (0,0 q)
Wegen der Periodizitit des Potentials gilt

Y(z+1,\q) =Y (x,\q)M(A q).

Somit erhalten wir
M(X,qp) =Y (0, \, @) M(X, @)Y (9, X, ¢) "

Die Monodromiematrizen der verschobenen Potentiale sind also zueinander konjugiert. Wegen
der Zyklizitat der Spur folgt

A()‘7 QQO) =tr M()‘7 QSO)

=tr (Y(p, A\, q)M(X\, @)Y (o, X\ q) ")
=tr M (A, q)
= AN q).

Daher schreiben wir im Folgenden kurz A(\). Die Eigenwerte mit periodischen beziehungsweise
antiperiodischen Randbedingungen sind genau diejenigen A, fiir die

A(N) =2 bezichungsweise AN) = -2

gilt.

2 Die Spektralkurve

Sei pin(q) der n-te Dirichlet-Eigenwert des Potentials g. Wir bezeichnen mit g, (-, q) eine zugeho-
rige Dirichlet-Eigenfunktion.

Definition 2.1. Sei ¢ € L?([0,1],R) und u,(g) der n-te Dirichlet-Eigenwert. Dann definieren
wir fir n > 1 )
ngn(LQ))
kn(q) :=lo ( —1 .
(@ =l { (=" (0,

Der Quotient der Randableitungen ist unabhéngig von der Normierung der Eigenfunktion.
Da g, ein Vielfaches der Fundamentallosung ya(+, 1n(q), ) ist, gilt

9n(1,q)
9,(0,q)

= y/2(17 Mn(Q)7Q)'

Insbesondere erhalten wir
v (L (@) q) = (=1)"e .



An einem Dirichlet-Eigenwert ist y2(1) = 0. Die Monodromiematrix ist dort also eine Dreiecks-
matrix. Aus det M = 1 folgt

y(L)ys(1) = 1.

Damit erhalten wir

Somit gilt die wichtige Identitét

| A(n(q) = (=1)"2cosh(kn(q)). | (2)

Fiir das verschobene Potential betrachten wir die Kurve

Tpi={(kyp):p€l,, A(n)=(—1)"2cosh(k)}.

Bemerkung 2.2. Die Schnittpunkte von I'); mit der k = 0-Achse sind genau die Endpunkte des
Intervalls I,,. Denn aus x = 0 folgt

Ap) = (=1)"2.

Je nach Paritét von n handelt es sich dabei um ein periodisches oder antiperiodisches Eigenwert-
paar.

Ist die zugehorige Spektralliicke offen, so ist '), eine glatte, geschlossene Kurve, die diffeo-
morph zu S ist. Ist die Liicke geschlossen, so fillt das Intervall I,, auf einen Punkt zusammen.
In diesem Fall besteht I',, nur aus diesem einen Punkt.

3 Die Variation des Dirichlet-Eigenwertes

Wir untersuchen zunéchst, wie sich der Dirichlet-FEigenwert bei einer Verschiebung des Potentials
verandert.

Satz 3.1 (Variationssatz). [Mos20] Auf dem Bereich, auf dem rn(q,) # 0 gilt, ist

© — pin(qy)

streng monoton. Insbesondere kann sich die Monotonierichtung nur dort éndern, wo

"‘fn(cﬁp) =0
gilt.
Zum Beweis verwenden wir die folgende Variationsformel:

d 1 — 2rn(gy)
%un(%) =

3 .
||y2('nun(QLp)aQ<p)||L2(071)
Beweis. Zunachst nehmen wir an, dass g glatt ist. Wir schreiben

() = pn(qyp)

und wihlen eine normierte Dirichlet-Eigenfunktion g, mit

—9; + 4 = 11(¢) 9 9(0) = go(1) = 0, lggllzz = 1.



Wir differenzieren die Differentialgleichung nach ¢. Da 0,9, = 0.q,, erhalten wir nach Subtrak-
tion der nach z differenzierten Gleichung fiir

wy = 0ypgp — Jo
die Gleichung
—wg, + (qp — p)wy = 11 (9)gyp-
Fiir den Wronskian
W(x) := gw(x)w:p(a:) — gfp($)w¢($)

folgt daraus
W'(z) = — 1/ (9)gp(2)*.

Integration tiber [0, 1] liefert wegen der Normierung

Aus den Dirichlet-Randbedingungen folgt

we(0) = —g,(0),  wy(1) = —gj,(1).

Daher ist

Somit erhalten wir
1 (@) = g,(0)* — g, (1)%.
Nun ist ( (). 40)
Y2\, U{¥), 4y
go(x) = .
) = ol wl9), a0 2o

Mit y5(0) = 1 und
(1) = (~1em @)

folgt

1 e2rn(de)

/ 2 / 2
9,(0)" = ——5—, g, (1)" = .
= %= T,

Einsetzen ergibt die Formel (3). Fiir allgemeine Potentiale ¢ € L*([0, 1]) erhélt man die Aussage
durch Approximation mit glatten periodischen Potentialen. Dabei verwendet man die stetige
Abhéngigkeit der Eigenwerte und Fundamentalldsungen vom Potential sowie die entsprechenden
Konvergenzeigenschaften der Variationsidentitét. O

Die Variationsformel zeigt insbesondere:

d
kn(gp) =0 = %Mn(%) =0.

Dies bedeutet zunéchst nur, dass der Eigenwert an dieser Stelle stationér ist. Daraus folgt noch
nicht, dass er tatsdchlich seine Monotonierichtung dndert. Um dies zu zeigen, miissen wir zusitz-
lich nachweisen, dass k,, an einer solchen Stelle das Vorzeichen wechselt.



4 Diagonaliserbarkeit der Monodromiematrix

Dazu benétigen wir das folgende Lemma.

Lemma 4.1 (Diagonalisierbarkeitslemma). [Mos26/ Sei o € R mit

Hn(qéoo) =0.

Gilt zusdatzlich g
7’%71(%,0) - 07
dp P=p0
so besitzt die Monodromiematriz
M(/‘n(qwo)v qsoo)

zwei linear unabhingige Eigenvektoren zum doppelten Eigenwert (—1)" und ist insbesondere dia-
gonalisierbar.
Beweis. Wir setzen

Yo(2) = ya2(x, in(qp), 4p)-
Da p1,(g,) ein Dirichlet-Eigenwert ist, gilt y,(0) = y,(1) = 0. Auferdem folgt aus der Definition
von k, und der Periodizitat des Potentials die Floquet-Beziehung

Yola+1) = (1) @y, (2).
Setze nun
2(2) 1= Yot (T — 1)
Wegen
QQO(H‘t(x - t) = Ay (x)
erfiillt z; die Gleichung
—2 + dpozt = pn(Qpo+t) 2t

und die Floquet-Beziehung
2w+ 1) = (1) e @eott) 2 ().

Fiir ¢ = 0 ist 29 eine Losung zur Energie po := ftn(qyp,). Da £n(gqp,) = 0, ist ihr Anfangswert-
vektor (z0(0), 2;(0)) = (0,1) ein Eigenvektor der Monodromiematrix zum Eigenwert (—1)". Wir
differenzieren nun die Gleichung fiir z; nach ¢t bei ¢ = 0. Nach der Variationsformel gilt

d

%Hn(%o—&-t) =0,

t=0

sodass %y ebenfalls die Hill-Gleichung zur Energie pg erfiillt. Differenzieren der Floquet-Beziehung
liefert aufgrund der Voraussetzung

d

%“n@@) =0

P=%o

aulerdem

230(1‘ + 1) = (—1)”230(1‘).
Somit ist auch der Anfangswertvektor von %y ein Eigenvektor der Monodromiematrix zum Ei-
genwert (—1)™. Die beiden Eigenvektoren sind linear unabhéngig. Es gilt

20(0) =0,  2(0) =1,
wéahrend aus der Definition von z; folgt
20(0) = —1.

Der Anfangswertvektor von Zg besitzt also eine von null verschiedene erste Komponente, derjenige
von zy dagegen nicht. Damit sind die beiden Vektoren linear unabhéngig. O



Bemerkung 4.2. An einem Randpunkt einer offenen Spektralliicke gilt

A(p)==%2,  Al(u) 0.

Dagegen charakterisieren
Ap) = 2, A(p)=0

eine geschlossene Spektralliicke. In diesem Fall ist die Monodromiematrix gleich +1. Die Aussage
iiber das Verschwinden der Ableitung der Diskriminante folgt direkt aus der Determinante der
Monodromiematrix. Schreiben wir

_(a) b
mono = (0 d)

det M (N, q) = a(N)d(N\) — b(A)e(A) = 1.

so gilt
Differenzieren nach X\ ergibt

ad+ad —bec—bd =0.
Ist nun M (u,q) = £1, so gilt an dieser Stelle

Damit folgt
Da

gilt, erhalten wir

5 Beweis von Lemma 3.4

Wir beweisen nun die Aussage iiber die Spektralkurve.

Lemma 5.1 (Lemma 3.4). [Mos26] Sei g € L*([0,1],R) periodisch auf R fortgesetzt. Fiir p € R
definieren wir q, wie oben. Dann durchlduft fir jedes feste n € N die Familie

(Fnlge)s 1n(ap)), @ ER,

alle zuldssigen Paare der n-ten Komponente, das heif§t

{(Fnl4), n(,)) | ¢ € R}
- {(Hfmun) ’ Hn € Im A(Mn) = (_1)n2 COSh(Hn)}7

wobei

;o (Ans Ang1ls  falls noungerade ist,
[An—1,An], falls n gerade ist.

Beweis von Lemma 3.4. Zunéachst zeigen wir die Inklusion

{(kn(gp), in(qp)) : ¢ € R}
C{(k,p) : pp € In, A(p) = (=1)"2cosh(k)} .



Nach dem Oszillationstheorem liegt jeder Dirichlet-Eigenwert ji,(q,) im zugehorigen Intervall
I,,. Auferdem gilt nach

A(jin(ge)) = (~1)"2cosh(n(g).

Damit ist die erste Inklusion gezeigt. Fiir die umgekehrte Inklusion betrachten wir zunéchst eine
offene Spektralliicke. An den beiden Endpunkten von I, gilt A(p) = £2, also ist dort k = 0.
Wir zeigen, dass k, an jeder solchen Nullstelle das Vorzeichen wechselt. Angenommen, es gibe
eine Nullstelle g, an der zuséatzlich

d
—kn(qyp) =0
dy P=¢0

gilt. Nach dem Diagonalisierbarkeitslemma wére die Monodromiematrix diagonalisierbar. Da ihr

Eigenwert (—1)" doppelt ist, miisste

M (pn(dpy)s 4po) = (—1)"1

gelten. Dies entspricht einer geschlossenen Spektralliicke und impliziert insbesondere

A" (pn(gp)) = 0.

Das widerspricht der Tatsache, dass an einem Randpunkt einer offenen Spektralliicke A’ # 0
gilt. Folglich ist

d

7’%((1@) # 0.

dip =40
Somit wechselt &, an jeder Nullstelle das Vorzeichen. Nach der Variationsformel wechselt damit
auch das Vorzeichen von % tin(qy). Der Dirichlet-Eigenwert kehrt an den Randpunkten von I,

also tatsdchlich seine Monotonierichtung um. Da g, periodisch von ¢ abhéngt, durchlauft

(’{n(%ﬁ)’ :un(qcp))

eine geschlossene Kurve. Die beiden Vorzeichen von &,, beschreiben die beiden Aste der Gleichung
A(p) = (—1)"2cosh(k).

Da pin(qy) zwischen den beiden Endpunkten von I, hin- und herlduft und &,, an den Endpunkten
das Vorzeichen wechselt, werden beide Aste vollstindig durchlaufen. Damit ist die umgekehrte
Inklusion gezeigt. Ist die Spektralliicke geschlossen, so besteht I, nur aus einem Punkt A\*. In
diesem Fall gilt

AN = (—1)"2, A'(X*) = 0.

Der Dirichlet-Eigenwert bleibt bei Verschiebung des Potentials gleich A\*. Aus

A(X) = (=1)"2cosh(rn(q,))
folgt dann k,(q,) = 0. Die Spektralkurve besteht also nur aus (0, A*), womit die Aussage auch
in diesem Fall gilt. O
6 Asymptotik der Eigenwerte

Zum Schluss verwenden wir die Beschreibung der Spektralkurve, um asymptotische Aussagen
iiber die periodischen und antiperiodischen Eigenwerte zu erhalten. Als Quelle nutzen wir dafiir
das Buch von Péschel und Trubowitz|J P87].



Setze

5 /01 o(x) dz.

Fiir die Dirichlet-Eigenwerte gilt die bekannte asymptotische Abschétzung

2

.Un(Q<p) =n’r+ s+ Tn(9),

wobei die Fehlerterme gleichméfig beziiglich ¢ beschrankt sind und

<sup |rn<so>r> e
peR n>1

gilt. Nach Lemma 3.4 werden bei einer Verschiebung des Potentials beide Endpunkte des zuge-
horigen Spektralintervalls angenommen. Wir kénnen daher fiir jeden Index n eine Verschiebung
¢n, wihlen, sodass der jeweilige periodische oder antiperiodische Eigenwert mit (g, ) iiber-
einstimmt. Wegen der gleichmiifiigen £2-Abschiitzung der Fehlerterme bleibt die asymptotische
Aussage auch bei dieser indexabhéngigen Wahl von ¢, erhalten. Damit erhalten wir fiir die
periodischen Eigenwerte

()\Qn_l — (2%)271'2 — S S 62,

)nZl

2

(A2 — (2n)°7* — s €,

)n21

und fiir die antiperiodischen Eigenwerte

( o1 — (2n — 1)2772 - S)nzl €,

(Mo — (20— 1)%n% —s) € £

Insbesondere liegen die Eigenwerte jeweils paarweise nahe bei den entsprechenden Quadraten
ganzzahliger Vielfacher von 7. Der fiihrende Korrekturterm wird dabei durch den Mittelwert des
Potentials bestimmt.
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