Kapitel 8

Das Integral von Funktionen
f R—K

8.1 Regelfunktionen

Zunéchst definieren wir das Integral fiir sogenannte Treppenfunktionen.

Definition 8.1 (Treppenfunktion). Sei [a,b] C R ein kompaktes Intervall. Fiir jedes
Intervall I C |a,b] einschliefllich der Intervalle, die nur aus einer Zahl bestehen, heifit

1 ll I
X1 la, b = K, 9:»—){ Jalls @ €
0 sonst

charakteristische Funktion von I. Ihre endlichen Linearkombinationen in B([a,b], K)
heifen Treppenfunktionen und bilden eine Unteralgebra. Die Grenzwerte in B(|a, b], K)
von gleichmajig konvergenten Folgen von Treppenfunktionen heiffen Regelfunktionen.

Fiir ein beschrinktes Intervall [ ist R\ I eine disjunkte Vereinigung von zwei In-
tervallen und R eine disjunkte Vereinigung von drei Intervallen, von denen eines [ ist.
Weil die Schnittmenge von zwei Intervallen entweder leer oder ein Intervall ist, zerfillte
R auch fiir endlich viele beschréankte Intervalle I; in endlich viele disjunkte Intervalle
Jj, so dass jedes I; die disjunkte Vereinigung von endlich vielen J; ist.

Satz 8.2 (Definition des Integrals). Fir jede Treppenfunktion f auf [a,b] und jede
Zerlegung von [a, b] in eine endliche disjunkte Vereinigung von Intervallen J;, auf denen
f jeweils konstant ist, hingt folgendes Integral und nicht von der Wahl der J; ab:

b
/a f(x)dx = Zyema’bﬂ yZchffl[{y}} |J;|, wobei |J;| die Intervallinge von J; ist.

Beweis: Fiir jedes y € f[[a,b]] ist die Summe der Intervallingen von f~'{y} un-
abhéngig von der Zerlegung in eine disjunkte Vereinigung von Intervallen. q.e.d.
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Satz 8.3 (Integral und Hauptsatz fiir Regelfunktionen).

(i) Eine Funktion f : [a,b] — K ist genau dann eine Regelfunktion, wenn es Funktionen
v : (a,b] - K and w : [a,b) — K gibt, und fir jedes v € |a,b] und jedes
e >0 end >0, sodass |f(y) —v(z)| < € fir alle y € (x — §,2) N [a,d]
und |f(y) — w(x)| < € fir alle y € (z,z+ ) N [a,b] gilt, d.h. lim,_,,_ f(y) =
v(z) andlim, ., f(y) = w(z). Die Regelfunktionen bilden eine Unteralgebra von
B([a,b],K), die C([a,b],K) enthdilt und unter f — |f| invariant ist.

(ii) Jede Regelfunktion f hat hichstens abzihlbar viele Unstetigkeitsstellen.

(iii) Das Integral setzt sich zu einer eindeutigen linearen Abbildung von der Unteral-
gebra aller Regelfunktionen in B([a,b],K) nach K fort, die folgendes erfillt:

/a ’ f(a)da

(iv) Fir eine Regelfunktion f ist F' : [a,b] — K mit F(y) = fay f(x)dx lipschitzstetig
mit Lipschitzkonstante || f|lo und genau bei den x € (a,b) differenzierbar, bei
denen v(x) = w(x) gilt. Dort gilt F'(x) = v(x). Also ist F' genau dann auf (a,b)
differenzierbar, wenn F' € C(la,b],K) und wir f = F' wdhlen kénnen.

< [ 15@ds < 6= @)

Beweis: (i): Sei f : [a,b] — K keine Regelfunktion. Dann gibt es fiir ein € > 0 keine
Treppenfunktion g auf [a, b] gibt, die folgendes erfiillt:

|f(z) —g(x)| < e firalle z € la,b]

Aus Treppenfunktionen g auf [a, %] und auf [“t2, 4] die diese Ungleichung auf ihren

Definitionsbreichen erfiillen, kénnen wir eine solche Treppenfunktion ¢ auf [a,b] zu-
sammensetzten. Also gibt es eine Folge von Intervallen ([ay,b,])neny auf denen keine
solche Treppenfunktion existiert, so dass [a,11,bn11] jeweils entweder [a,, W] oder
[@ntba b1 und [a1,b1] = [a,b] ist. Wegen dem Intervallschachtelungsprinzip enthélt
Menl@n, bn] genau ein z € [a,b]. Dann ist die Bedingung in (i) bei x nicht erfiillt, weil
fiir hinreichend grofies n sonst die Funktion g, die auf (—oo, )N |ay, b,| gleich v(zx), auf
(x,00]N[ay, by] gleich w(z), und bei x gleich f(x) ist, obige Ungleichung auf = € [a,,, by
erfiillt. Jede Funktion f, die die Bedingung in (i) erfiillt, ist also eine Regelfunktion.
Fiir jede Regelfunktion f € B([a, b],K) gibt es fiir jedes € > 0 eine Treppenfunktion
g € B([a,b],K) mit || f — g[lc < 5. Fiir jedes = € [a,b] wéhlen wir 0 > 0 so, dass g auf
(x—d,z)Na,b] und (z,z+0)NJa,b] konstant ist. Dann ist der Abstand zwischen zwei
Funktionswerten von f auf (x—4,x)N|a, b] oder (z, z+0)N]a, b] jeweils kleiner als e. Das
gilt fiir jedes € > 0 mit einem geeignet gewahlten § > 0. Fiir gegen = konvergierende
Folgen (x,,)nen in (—o00, ) N [a, b] bzw. in (x,00) N [a, b] sind (f(z,))nen Cauchyfolgen
mit Grenzwerten v(x) bzw. w(z). Dann gilt (i) fiir f. Die letzte Aussage von (i) folgt.
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(ii): Wenn z nicht zu den abzdhlbar vielen Unstetigkeitsstellen einer gleichméBig gegen
f konvergierenden Folge von Treppenfunktionen gehort, dann gibt es fiir jedes € > 0 ein
d > 0 so dass die Absténde zwischen zwei Funktionswerten von f auf (z—d, x+9)N|a, ]
kleiner als € sind. Deshalb ist f an hochstens abzéahbar vielen Punkten unstetig.

(iii): Fiir Treppenfunktionen folgt die Ungleichung in (iii) aus der Dreiecksungleichung.
Fiir eine Regelfunktion f konvergieren dann die Integrale von allen Folgen von Trep-
penfunktionen, die gleichméfig gegen f konvergieren, gegen die gleiche Zahl. Deshalb
setzt sich das Integral eindeutig zu einer Abbildung von den Regelfunktionen nach K
fort, und diese Fortsetzung ist auch linear und erfiillt die Ungleichung in (iii).

(iv): Fiir < y € [a,b] gilt [F(y) — F(z)] < [7|f(t)]dt < |y — 2| - || f]|o- Also ist F
lipschitzstetig. Aus |f(t) — z| < e fir t € (x,y) C [a, b] folgt

1
ly — |

Fly) — F(x)

_ZS
y—x

/y\f(t)—z\dt<e.

Wegen (i) sind mit z = v(y) bzw. z = w(z) die Grenzwerte lim,4,_ bzw. lim,, Null.
Also ist F' genau bei den z € (a, b) differenzierbar, bei denen v(z) = w(z) = F'(z) gilt.
Gilt das fiir alle = € (a,b), dann definieren wir f(z) = v(z) = w(z) fiir = € (a,b) und
f(a) = w(a) und f(b) = v(b). Fiir jedes = € [a, b] und jede Folge (zy )nen in [a, ) U (2, ]
mit lim z,, = z gilt dann lim f(z,) = f(z). Also erfiillt f (i) mit den gleichen v und w
wie f, und ist stetig, und fiihrt in (iv) zu dem gleichen F' = F mit F' = f. q.e.d.

Ubungsaufgabe 8.4. Zeige, dass reelle monotone Funktionen Regelfunktionen sind.

8.2 Technik des Integrierens

In Definition (8.16) wird das Integral auf eine Unteralgebra R[a,b] von B([a,b],R)
erweitert, die die Regelfunktionen enthilt. Wenn fiir ein f € R[a,b] ein F' € C([a, V], R)
existiert, das auf (a,b) differenzierbar ist mit £’ = f, dann gilt fiir alle [z,y] C [a, 0]

[ wa=ro-re. [ soa=— [ aa - ra - ro).

Definition 8.5 (Stammfunktion). Auf einer offenen Teilmenge von R heifit eine diffe-
renzierbare Funktion F mit F' = f Stammfunktion von f und wird [ f(zx)dx bezeichnet.
Die Differenz zweier Stammfunktionen von f ist auf einem Intervall konstant.

waJrl
a+1

Beispiel 8.6. (i) [a%dx = +C fiir o # —1 und entweder o € N oder x € (0, c0).
(ii) [idz =In|z|+ C firz #0.

(iii) [e*dr =e"+C.
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(iv) [adz = 5

(0,00) \ {1}

(v) [cos(z)dx = sin(z) + C.

(vi) [sin(z)dz = —cos(z) + C.

(vii) [tan(z)dz = —1In|cos(z)| + C firz & {(n+ 3)7 | n € Z}.
(viii) [ cot(z)dz = In|sin(z)| + C fiir z & {n7 | n € Z}.

(ix) [ t5zde = arctan(z) + C.

(x) [ \/11_7da: = arcsin(z) + C fir x € [-1,1].

Substitutionsregel 8.7. Sei f € C([a,b]) und ¢ : [, B] — [a,b] eine stetige auf (o, B)
differenzierbare Funktion, so dass ¢' € Rla, 5]. Dann gilt

/ f(o(t)¢/(t)dt = < / f(x)da:) o¢+C, /a ’ F(o) ' (t)dt = /¢ jj) f(z)dz.

Beweis: Wegen dem Hauptsatz 8.3 hat f eine stetig differenzierbare Stammfunktion

F. Also ist (Fo¢) = (F'o¢)-¢. Weil Rla,b] eine Unteralgebra von B([a, ], R) ist,

die C([a, b]) enthélt, folgt (F' o @) -¢' = (fo )¢ € Rla, ] und die Aussage. g.e.d.
Wenn ¢ bijektiv ist, konen wir auch umgekehrt schlielen:

Korollar 8.8 (Transformation der Variablen). Sei ¢ : [, 5] — [a,b] bijektiv, stetig
und auf (o, ) differenzierbar mit ¢’ € Rle, B] und f € C([a,b]). Dann gilt

/ x)dr = (/f dt) opt +C, / f(z)dx = /:1::)) f(o(t)d' (t)dt.q.e.d.

Beispiel 8.9. (i)
b ab+p
[ tatvpyi=2 [ pwy

a+3
Insbesondere ist das Restglied der Taylorformel in Satz[829 mit t = xo+s(x—x0)

x 1
F(2)=Tpag () = / [0 ()t = =m0 / FOD (g0 +s(x—0)) (1—5)"ds.

x0 0

(ii)

/R (:c, Vaz + b) dr = /R (5=t e) 2 ldt 4+ C

firn € Nya,b € Rya # 0 und einer Funktion R(-,-) in zwei Variablen. Wir
substituieren t = Var+b=—= ax +b=1t" — x = % und dr = %t"‘ldt.
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(iii)
/R (x, Va? + 1) drx = /R(sinht, cosh t) coshtdt + C
mit der Substitution x = sinht, a2 + 1 = cosht und dx = coshtdt.
(iv)
/R (x, Va2 — 1) dr =+ / R(+£ cosht,sinht) sinh tdt + C'
mit der Substitution x = = cosh t, je nachdem ob x in [1,00) oder (—oo, —1] liegt.
Dann gilt \/x? — 1 = sinh t und dx = + sinh tdt.
(v)
/R (x, v1-— x2> dx = IF/R(icost,sint) sin tdt + C.
mit der Substitution x = £ cost,/1 — x? =sint und dx = F sin tdt.
(vi)
, 1—¢ 2t 2dt
/R(cosx,smx)dm = /R (1—|—t2’ 1+t2) TP +C
mit der Substition t = tan (%), = 2arctan(t) und dx = fj; , so dass gilt
1 — ¢2 2 (x\ _ nl(z 9 2 z\ o z
t _ cos (2) s‘m2 (2) — cos(x) und t _ COS(2)SI.I12(2) _ sin(z)
1+t% cos? (%) +sin® (%) 1+t%  cos? (%) +sin® (%)
(vii)

. 1 2 —1Y)dt
/R(coshx,smhx)d:c—/R( 5 o )——i—C’

dt

mit der Substition t = ¢*, x = In(t) und dv = .

Partielle Integration 8.10. Seien f,g € C([a,b]) auf (a,b) differenzierbar mit ', ¢’ €
Rla,b]. Dann gilt

b b
/ fode = fg - / fgde + C, / fodz = F(B)g(b) — f(a)gla) — / Fode.

Beweis folgt aus dem Hauptsatz der Differentialrechnung und der Leibnizregel.q.e.d.

Beispiel 8.11. (i) [In(z)dz = zIn(z) — [zidz = z(In(z) — 1) + C.

(ii) f\/l—xQda:—a:\/l—xQ%—f\/—dijC’—x 1—a2—
= [V1 —a?dae = 2= 2 +arCSI2n(x +C  also f—1\/1_x2dx:§'

dx+C’
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(iii) [z"e®dx =a"e* —n [a" e dx
(iv) [a"cosxdr = 2" sinz —n [ 2" ' sinzdz.

(v) [a"sinxdr = —a"cosz +n [ " cosxdx.

P(w))
Q)"
1. Faktorisierung des Nenners. In der Algebra Klz| der reellen bzw. komplezen

Polynome heifit q(x) € Klz]| Teiler von p(x) € Klz], wenn es ein r(xz) € Klx] mit
p(z) = q(x)r(x) gibt. Wegen dem Fundamentalsatz der Algebra zerfallt Q(z) € Clz] in
ein Produkt von Polynomen ersten Grades. R[z| ist in Clx] enthalten, und Q(x) € C|x]
ist genau dann reell, wenn Q(x) = Q(Z) fiir alle x € C gilt. Deshalb sind die komplezen
Nullstellen von Q(z) € Rlz| entweder reell oder komplex konjugierte Paare. Dabei ist
(x — z0)(x — o) = 2% — 2R (o) + |20|* € Rx]. Also zerfillt Q(z) in R[z] in

Partialbruchzerlegung 8.12 (Integration von rationalen Funktionen f(z) =

C’l_[x—:cZ Hx + pjx + q;)Y mitp§—4qj<0.

Wenn wir P(z) und Q(x) durch den Koeffizienten C' von Q(x) teilen, wird C' = 1.

2. Polynomdivision. Wir beschreiben zuerst die Zerlegung von Q(z) und die Berech-
nung der Summanden. Lemmal813 zeigt dann, dass die Zerlegung immer maglich ist.

Wenn der Grad des Zihlers P(x) nicht kleiner ist als der Grad des Nenners, dann
subtrahieren wir von P(x) der Reihe nach das Produkt von solchen Monomen Syz! mit
Q(x), so dass sich jeweils der Grad der Differenz um Fins erniedrigt. Damit kénnen
wir solange fortfahren, bis der Grad der Differenz niedriger ist als der von Q(x). Dann
haben wir das Polynome S(x) und ein Polynom R(z) bestimmt, dessen Grad kleiner ist

als der von Q(x), so dass P(x)—S(x)Q(x) = R(z) bzw. ggi; =S(x )+R(x gilt. Weil im
w)

Grenzwert |x| — oo alle anderen Summanden in Lemma 813 und @ verschwinden,
stimmt dieses Polynom S(z) tatsichlich mit dem aus Lemma [813 uberem.
Danach bestimmen wir die Koeffizienten aji, by und c;, mit dem Ansatz

R(z) u Cik : aux + by
- S R
A~ =Tt T gt )

Wenn wir beide Seiten mit Q(x) multiplizieren, erhalten wir eine Gleichung zwischen
2 reellen Polynomen. Durch Finsetzen von geeigneten Werten von x (Nullstellen von
Q(x)) und druch Koeffizientenvergleich erhalten wir die Zahlen aji, by, und c;y.

b(z)
Q(z)
schreiben als eine Summe eines komplexen Polynoms S(x) und Summanden von

der Form ﬁ, wobei (v — x;)¥ Teiler von Q(x) sind und c;, € C.

Lemma 8.13. (i) FEine rationale Funktion mit komplexen Koeffizienten lafit sich
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(ii) Bine reelle rationale Funktion £ laﬂt sich schreiben als eine Summe eines reellen

Q

Polynoms S(x) und Summanden von der Form 2. und a1 +b;1

(@2 +pjatq;)”
(z — 2;)* und (2% + pjz + q;) reelle Teiler von Q(z) sind mit a;i, bj, cir, € R.

Beweis: (i) Sei x; eine k-fache Nullstelle vom Nennerpolynom Q(x), d.h. Q(x) =

(z — z:)%q(z) mit q(z;) # 0. Dann hat P(z) — 220q(z) bei = x; eine Nullstelle.

wobei

q(zs)
Deshalb gibt es ein p(x) € Clx] mit P(x) = s((:f;))q(x) + (z — x;)p(x). Es folgt
P(z) I;((;Z))Q(x) + (z — x;)p(x) B % N p(x)
Qz) (z — :)lq(x) (@ —w) (v ) ()

Der Grad des Nenners von dem zweiten Summanden ist daber um Eins kleiner als der
Grad von Q(x). Indem wir diese Formel mehrfach bei allen Nullstellen von Q(x) auf
diesen Rest anwenden erhhalten wir als letzten Summanden ein Polynom S(z).

(ii) Fiir reelle Nullstellen x; von Q(z) sind die Koeffizienten in (i) reell. Deshalb gentigt
es ein analoges Vorgehen fiir Teiler Q(z) = (2? + pjx + ¢;)'q(x) von Q(x) anzugeben,

+\ /P74
wobei q(x) an den komplexen Nullstellen xyo = TEEVET yon 22 + pjx + q; nicht

verschwindet. Dort verschwindet P(x) — (ax + b)q(x) genau dann, wenn

I;((xl)) =azr;+b I; ((;22)) =ary+b
_ 1 P(z1) _ P(z2) _ 1 P(z2) P(z1)
a= T1—T2 (q(:cll) B q(xz)) b= T1—x2 <$1 q(za) L2 Q(l’ll)>

gilt. Weil P(x) und q(z) reelle Koeffzienten haben, gilt P(x) = P(%) und q(z) = ¢().

Dann folgt (I;((;ll)) = I;((;;)) aus T1 = x9. Deshalb sind a und b reell mit

2 (Pl — (B P P(z1)
TS =R T T Sl )

Wieder gibt es ein p(z) € R[z] mit P(z) = (ax + b)q(z) + (2* + pjx + ¢;)p(x) und

a =

P(z) ax +0b p(x)
Q(z) (P +pr+q) (22 +pix+q)lale)
Nach mehrmaligem Anwenden erhalten wir als Rest ein reelles Polynom S(z). q.e.d.

dx _{ln|z—x,-|—|—0 fir k=1

3. Termweise Integration. /7 =
(z— 2

/ (ax + b)dx 2In(z? + pr +q) + ( —%)fw2+pw+q+0 firl=1
(

22 + px + q)! 2(l-1)(x2_+apx+q)l*1 + ( — “2—1”) i m +C  sonst.

W +C  sonst.

2 2z _
/ d—x )= arctan (7*4:1;2) +C =1
(

z? + pz + q)t 22+ 2(21-3)
P q) (1—1)(4q—p2)(x€+px+q) -1 + (1-1)(4g—p?) f (x 2+px+q =1 + Cc 1 7é 1.
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Beispiel 8.14. [ f(z)dx mit f(z) = 225 tatta? 4222

z4—-1

1. Faktorisierung des Nenners. z* — 1= (z — 1)(z + 1)(2* + 1).
2. Polynomdivision.

20° + ' + 2t 420 — 2= 20+ 1)(z* — 1) + 2%+ 4o — 1
—2z(x* — 1)
=o'+ 2% +4r -2
—(z* = 1)
=2l +4r -1

2 tdr —1=ci(z+D)(2* + 1)+ co(x — D(2® + 1) + (ax + b)(z — 1)(z + 1)
Einsetzen von x = 1 und x = —1 ergibt 4 = 4c; und —4 = —4cy alsoc; = 1 und co = 1.
Koeffizientenvergleich von x3 und x° ergibt 0 = ¢, +cy +a und —1 = ¢, — co — b. Dann
folgt a = =2, b=1 und f(x) :2x+1+ﬁ+%ﬂ+ ;2295:1
3. Termweise Integration.

/f(x)dx =24+ o +In|z— 1|+ In|z+ 1] — In(2? + 1) + arctan(z) + C.

8.3 Riemannintegrable Funktionen

In diesem Abschnitt erweitern wir das Integral auf eine gréfiere Klasse von Funktionen.
Dabei machen wir wesentlichen Gebrauch von der Monotonie des Inte%rals von reellen
Treppenfunktionen: fiir Treppenfunktionen f < g in B([a,b],R) gilt [/ fdz < fab gdz.

Definition 8.15 (Unterintegral und Oberintegral). Fir f € B([a,b],R) heifit

lfzsup{/abg(fﬂ)dff
7f:inf{/abg(x)dx

Offenbar gilt [f < 7 f. Unserer Zugang zum Riemannintegral iiber Treppenfunktio-
nen weicht von dem Standardzugang etwas ab, beschreibt aber die gleichen Funktionen.

g Treppenfunktion mit g < f } Unterintegral von f und

g Treppenfunktion mit g > f} Oberintegral von f.

Definition 8.16 (Riemannintegral). Eine Funktion f € B([a,b],R) heifit riemannin-
tegrabel, wenn [ f = [ f gilt. Diese Zahl heifit Riemannintegral fab fdxz von f iber [a, b].
Die Menge aller riemannintegrablen Funktionen auf [a,b] bezeichnen wir mit R|a,b).
Fiir f € Rla,b] definieren wir [, f(z)dz = — f; f(x)dx.

Der Flacheninhalt zwischen dem Graphen von f und der z-Achse liegt offenbar in
dem Intervall [[ f, [ f] und ist fiir f € R[a,b] das Riemannintegral fab f(x)dzx.
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Definition 8.17 (Partition). Eine Partition p von |a,b] ist eine Zerlegung von [a, b] in
eine endliche Vereinigung von paarweise disjunkten Teilintervallen [a,b] = [;U...UL,.
Die Feinheit ||p|| der Partition p ist das Maximum der Intervallingen. Die Menge aller
Partitionen von [a, b] bezeichnen wir mit Pla, b).

Fiir jede Partition p € Pla,b] bilden die Linearkombinationen von xi,,..., X1,
einen endlichdimensionaler Teilraum von B([a, b], R). Fiir f € B([a, b], R) enthilt dieser
Teilraum ein kleinstes Element g mit g > f und ein grofites Element h mit A < f:

9= sup f(z)x h= Z;Q,ff )x1,

i zel;

Ihre Integrale heilen Obersummen S(f, p)= f gdz und Untersummen s( f, p) f hdzx.

Definition 8.18 (Verfeinerung). p’ € Pla, b] heifit Verfeinerung von p € Pla,b], wenn
alle Intervalle von p' in einem Intervall von p enthalten sind. Wir schreiben dannp’ C p.
Fiir p1,...,p, € Pla,b] besteht die gemeinsame Verfeinerung pyN...Np, € Pla,b] aus
allen nichtleeren Schnittmengen I N ... N I, von Intervallen Iy € py,..., 1, € p,.

Lemma 8.19. (i) Wenn p' C p gilt s(p, f) < s(p', f) und S(p', f) < S(p, f).

(ii) Fir p,p" € Pla,b] gilt s(p, f) < S@', f).

Beweis: (i) Die den Partitionen p und p’ entsprechenden Treppenfunktionen erfiillen
mit h < f<gund i/ < f < ¢ auch h < ¢ und fiir p’ C psogar h < W < f< g <g.
Dann folgen (i) und (ii) aus der Monotonie des Integrals fiir Treppenfunktionen.q.e.d.

8.4 Kriterien von Darboux und Riemann

Satz 8.20 (Kriterium von Darboux). Fine Funktion f € B([a,b],R) ist genau dann
riemannintegrabel, wenn es fir jedes € > 0 ein p € Pla,b] gibt mit S(p, f)—s(p, f) <€

Beweis: Fiir f € Rla,b] und € > 0 gibt es p/,p” € Pla,b] mit S(p”, f) — s(p/, f) < e.

Fir p=p' Nnp” folgt S(p, f) —s(p, f) < SO", f) — s/, f) < € aus Lemma B19 (i).
Wenn es fiir jedes € > 0 ein p. € Pla,b] gibt mit S(pe, f) — s(pe, f) < € dann ist

0< [f=[f<SWef)—s(pe f) <infesge = 0. Also gilt dann auch [f = [f.q.e.d.

Beispiel 8.21. (i) Fir eine Regelfunktion f und eine Treppenfunktion g folgt g —
e < f < g+4e€aus||f — gllo < €. Die entsprechende Partition p € Pla,b]
erfillt S(p, f) — s(p, f) < fab(g +€)dr — fab(g —€)dx < 2¢(b— a). Also sind alle
Regelfunktionen riemannintegrabel.

(ii) Die Summe Y, oy X1, mit Iy = (547, 55) st auf [0,1] riemannintegrabel, aber

keine Regelfunktion, weil sie bei x = 0 nicht die Bedingung (i) in Satz[83 erfillt.
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(i) Fir f(o) = 4 & firv€latin@

0 firazela,bl undx & Q
mit positiver Intervalllinge sup,c; f(x) =1 und inf,¢; f(z) = 0. Also ist if =0
und [f=b—a und f ¢ Rla,b].

ist auf allen Teilintervalle I C [a, D]

Definition 8.22 (Riemannsummen). Fir p € Pla,b] und Zwischenpunkte £ € I, X
.. x I, heifit R(p, f,&) = fab Yoy f(&)xndr Riemannsumme von f beziglich p und &.

Aus der Definition von s(p, f) und S(p, f) folgt fur f € B([a,b],R) und p € P|a, b]
inf{R(p, f,&) | £ € hx...xIn} = s(p, f) sup{R(p, f,§) | £ € ix...x I} = S5(p, f)-

Satz 8.23 (Kriterium von Riemann). f € B([a,b],R) ist genau dann riemannintegra-
bel, wenn es ein A € R und fir jedes e > 0 ein § > 0 gibt, so dass |R(p, f,&) — A| <€
fiir alle p € Pla, bl mit ||p|| < § und Zwischenpunkte & gilt. Dann gilt A = fabf(x)dx

Beweis: Fiir jede Funktion f € B([a,b],R), die das Kriterium von Riemann erfiillt,
gibt es fiir alle € > 0 eine Partition p € P|a, b] mit S(p, f)—s(p, f) =

=sup{R(p, f,&) | €€ 1 x...xI,} —inf{R(p, f,&) | £ €} x...x I,} < 2e.

Dann ist das Kriterium von Darboux erfiillt. Erfiille umgekehrt f € B([a,b],R) das
Kriterium von Darboux. Dann gibt es fiir jedes € > 0 ein p € Pla, b], so dass S(p, f) —
s(p, f) < § gilt. Seien Iy,..., I, die Teilintervalle von p mit positiven Intervallingen
|I], ..., |In], und § = min{m, |I1], ..., |In|}. Jedes Teilintervall einer Partition
p' € Pla,b] mit ||p/|| < J ist entweder in einem Teilintervall von p enthalten, oder
enthélt Punkte am linken oder rechten Rand eines der Intervalle I4,..., I,. Also sind
hochstens 2n Teilintervalle von p’ nicht in einem Teilintervall von p enthalten. Es folgt

SW, ) =s@, f)<SW. f) = f)+2/[fllc-2n-0 < §+5=¢

Fiir alle Zwischenpunkte £ von p’ gilt s(p', f) < R(p', f, &) f f(x)dx<S(p', f). Es folgt

‘pf, /f )iz

Stimmen von zwei Partitionen p, p’ € Pla, b] die Inneren der Intervalle iiberein, so gilt
R(p, f,€) = R(Y, f,€) fiir gleiche Zwischenpunkte £. Deshalb ist unser Zugang zum
Riemannintegral dquivalent zum Standardzugang.

<SS, f)—s,f) < q.e.d.

Korollar 8.24. Sei f € Rla,b]. Dann gilt fir alle t € [0, 1]

b n
[ #aidn =t 2 Y (a4 G0~ ).
a i=1
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Beweis: Fiir die Partitionen p, = {[a,a+1(b—a)), [a+1(b—a),a+2(b—q)),...,, [a+
2=l(b—a)),b]} bzw. p, = {[a,a+L(b—a)], (a+L1(b—a),a+ 2(b—a)],...,, (a+ =2 (b—
a)),b]} in Pla,b] mit mit den Zwischenpunkten & = a + =£(b—a) fir i = 1,...,n ist
|pn|l = =2. Die Aussage folgt aus dem Kriterium von Riemann. q.e.d.

Korollar 8.25F Seien f,g € Rla,b]. Wenn f und g auf einer dichten Teilmenge von
[a,b] (z.B. QN [a,b]) ibereinstimmen, dann gilt f; f(z)dz = f:g(z)d:p

Beweis*: Weil jedes Teilintervall von positiver Intervallinge einer beliebigen Partition
p € Pla,b] immer Elemente einer dichten Teilmenge von [a,b] enthélt, konnen die
Zwischenpunkte immer aus einer dichten Teilmenge gewéhlt werden. q.e.d.

Satz 8.26 (Eigenschaften des Riemannintegrals).

(i) Rla,b] ist eine Unteralgebra von B([a,b],R) die die Regelfunktionen und C(|a, b))
enthdlt. Die Abbildung Rla,b] = R, f fab fdx ist R-linear.

(i) Rla,b] enthilt die monotonen Funktionen, und mit f € Rla,b] auch |f| € R[a,b].

(iii) Monotonie: Fir f,g € Rla,b] folgt aus f < g (d.h. f(x) < g(z) fir alle x € [a,b])
ff fdx < fabgdx. Insbesondere gilt | fab fdx| < fab |fldx < (b= a)|f]lco-

(iv) Normierung: ff ldx =b— a.
(v) Stetigkeit: f € Rla,b] und g € C(R), dann ist go f € Rla,b].
(vi) Intervall Additivitit: Fir jedes ¢ € (a,b) gilt:

b c b
f € Rla,b] <= f € Rla, ] N R]c,b] und / fdx :/ fd;pju/ fdz.
(Vii) Sei f € R[aa b] und (an)nEN und (bn)neN Folgen m [a, b] mit lim,,_,o @, = a und

lim,, o0 by = b. Dann konvergiert (f:: fdz)nen gegen fab fdx.

(viii) Gleichmdflige Konvergenz und Stetigkeit des Riemannintegrals: Der Grenzwert
f einer gleichmdfig konvergenten Folge (fn)nen in Rla,b] liegt auch in Rla, b
und die Folge (fab fndx)nen konvergiert dann gegen fab fdx.

Beweis: (i) Fiir f,g € B([a,b],R) und p € [a,b] gilt
S(p, f+9) < S, f)+ S(p,g) und —=s(p, f+9) < —s(p, f) —s(p,9)
Daraus und aus f(z)g(z) — f(y)9(y) = g(x)(f(x) — f(y)) + f(y)(g(x) — g(y)) folgt

S, f+g9)—sp, f+9) <SS, f)—s, f)+Spg)—spg)
S, fg) — s, f9) < lgllee(S(p, f) = s, £)) + | fllc(S(p, 9) — 5(p, 9))
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Aus f,g € Rla,b] folgt also wegen dem Darbouxkriterium f + g, fg € Rla,b]. Wegen
Beispiel B21] (i) ist jede Regelfunktion riemannintegrabel und damit wegen Satz B3]
auch jede stetige Funktion. Die Linearitét des Riemannintegrals folgt aus der Linearitét
des Integrals von Treppenfunktionen.

(ii) Fir p € Pla,b] seien 29 = a < 21 < ... < 1 < T, = b die entsprechenden
Teilintervallendpunkte. Fiir monoton steigende f folgt aus ||p|| < f(b)f @

S(p, f) ) < Z — f(@ia) (i — i) < |pl Zf(%‘) — fzi) <e

Das Kriterium von Darboux zeigt f € Rla,b]. Analoges gilt fiir monoton fallende f.
Fir f € Ra,b] seien f*(x) = max{f(z),0} und f~(x) = min{f(z),0}. Dann folgt

0 <sup{f¥(z) |z € L}—inf{fF(z) | 2z € L} <sup{f(x) | x € L} —inf{f(z) | z € L;}.

Also gilt S(p, f¥) — s(p, f£) < S(p, f) — s(p, f) fiir alle p € Pla,b]. Dann folgt f* €
Rla,b] und damit auch |f| = f* — f~ € Rla, b] aus dem Kriterium von Darboux.
(iii) Aus f,g € Rla,b] mit f < g folgt f;f d:)s—ff<fg—f g(x

(iv) Fiir f = 1(konstant) gilt S(p,1) = s(p,1) = b — a fiir alle p € P[a b]

(v) Sei f € Rla,b] und g € C(R). Dann ist g auf [—| f||co, ||f|| | gleichméfBig stetig.
Also gibt es fiir jedes € > 0 ein § > 0, so dass |g(z) —g(2')| < ey AUS |x —2'| < mit

2,8 € [=|| flloo, [1f[lsc] folgt. Sei [|g]loc = max{|g(z)| [ 2 € [=[|f[|sc, || f[loc]}- Wegen dem
Darbouxkriterium gibt es fir f € R[a,b] ein p € Pla,b] mit S(p, f) — s(p, f) < ﬁ.
Wir zerlegen die Summe S(p,go f) — s(p,g o f) in die Summe iiber Teilintervalle I;,
auf denen sup,;. f(z) — inf,es, f(2) < 6 gilt, und die Summe iiber Teilintervalle I,
auf denen sup,¢; f(z) — infxe 1, f(r) > 6 gilt. Aus der Wahl von ¢ folgt, dass die erste

Summe nicht groﬁer ist als 57 - (b—a) = §. Weil die Summe der Teilintervalllingen

in der zweiten Summe nicht groﬁer ist als w, ist die zweite Summe nicht grofer

als (S(p, f) = s(p. [))24= < 5. Also gilt S(p.go f) = s(p,go f) < eund go f erfiillt
das Darbouxkriterium.

(vi) Fiir jedes p € Pla,b] entspricht die Verfeinerung p N {la, c), [¢, b]} € Pla, b] einem
Paar von Partitionen in Pla, ¢] x P[e, b]. Dann folgt (v) aus dem Darbouxkriterium.
(vii) Wegen (vi) und (iii) gilt | [ f(z)dz — [0 f(x)dz| < (an — a+b—by)|[ f]ls.
(viii) Fiir p € Pla, b] folgt mit f = (f — f,) + f. aus dem Beweis von (i)

S(p>.f) _S(paf) < S(paf_fn) _S(paf_ fn) +S(pafn) _S(p>.fn)
<200 —a)[lf = fallo + S(p, fu) = 5(p, fa)-
Fiir € > 0 wihlen wir zuerst n so groB, dass || f— fi]|co < g 8ilt, und dann p € Rla, b]

so dass S(p, fn) — s(p, fn) < § gilt. Dann erfiillt f das Kriterium von Darboux
Andererseits folgt fiir f, f,, € Rla, b] aus der Monotonie | f b f f fo(z)dz| <

(b—a)||f = fulloo- Also konvergiert f fn(2)d2)pen gegenf f(x g-e.d.
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8.5 Differentiation und Integration

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung 8.27. Sei f € Rla,b] und F
eine stetige Funktion auf [a,b], die auf (a,b) differenzierbar ist mit F' = f. Dann gilt

/a ’ fla)de = / b F'(x)da = F(b) — F(a).

Umgekehrt ist F(y) = [? f(z)dx fir f € Rla,b] lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante
| flloo und bei den x € (a, b) dzﬁerenzzerbar mit F'(z) = f(z), bei denen f stetig ist.

Beweis: Fiir alle p € Pla, b] enthélt wegen dem Mittelwertsatz jedes Teilintervall mit
Abschluss [z;_1,x;] einen Zwischenpunkt & mit f(&)(x; — x;-1) = F(x;) — F(x;_1)
und R(p, f,€) = F(b) — F(a). Aus dem Kriterium von Riemann folgt fab f(z)dz =
F(b) — F(a). Die zweite Aussage folgt wie im Satz B3] (iv) aus Satz (iii). q.e.d.

z[*sin = fir x #0
0 fir x = 0.
Dann ist F' fir x € R\ {0} differenzierbar mit

Beispiel 8.28. (i) Seil < o <2 und F(z) =

F'(z) = ama sin (2) — |m|a cos ().

Wegen M = % sm( ) ist F' auch ber x = 0 differenzierbar und dort gilt
F'(0) = 0. Also gibt es differenzierbare Funktionen, deren Ableitungen auf einer
kompakten Teilmenge nicht beschrinkt, und die nicht riemannintegrabel sind.

1 irx >0
(ii) Sei f(x) = fir @ 2 Dann ist f auf allen kompakten Intervallen rie-
-1 firxz<O.
mannintegrabel. Offenbar gilt F(x fo = |z|. Also sind nicht alle Inte-
grale von riemannintegrablen Funktzonen dzﬁerenzierbar.

Satz 8.29 (Restglied der Taylorformel in Integralform). Sei f € C([a,b]) auf (a,b)
(n + 1)-mal differenzierbar mit auf [a,b] stetig fortsetzbaren Ableitungen f, ..., f™
und f™+Y € Rla,b]. Dann gilt fir alle xo,x € [a, b]

n ) (g o [F fl) )
ﬂm—fmwwzﬂm—Ejf;!Nx—m>=/’i;§9@—wdt

Beweis: Wir definieren g(t) = S5, 7 , D (z—t)* fiir z,t € [a,b]. Dann ist g auf (a, b)
differenzierbar mit ¢’ € R[a,b] und es gllt wie im Beweis von Satz [7.37]

IR0

o (x —1t)"dt. q.e.d.

fm—nmm:aw—wwzflum:/

o o
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Satz 8.30 (Mittelwertsatz der Integralrechnung)* mf f( < 5= f fdx < sup f(z)
z€la,b]

gilt fir f € Rla,b] und 5= f fdx = f(x) fir f € C’([a, b]) mit einem xo € (a,b).

Beweis:* Wegen inf,ciop f(7) < f < SUPxe[a b} f(z) folgt die erste Aussage aus der
Monotonie. Wenn f stetig 1st folgt fir F(x f f(t)dt aus dem Mittelwertsatz

(o) = F'(wg) = £OF@) — 1L 1% £y gy mlt o € (a,b). q.e.d.

8.6 Uneigentliches Integral
Wir erweitern das Riemannintegral auf offene und unbeschriankte Intervalle.

Definition 8.31. Fine Funktion f heifit uneigentlich riemannintegrabel auf dem of-
fenen (nicht notwendigerweise beschrinkten) Intervall (a,b) C R, wenn f auf allen
kompakten Teilintervallen riemannintegrabel ist, und wenn fir ein ¢ € (a,b) beide
Grenzwerte lim,_,q [ f(t)dt und lim,_,— [ f(t)dt ezistieren.

C 1
Beispiel 8.32. (i) / —dx /—d {(a oo™ T fiir o #

In|z|+C fira=1
Also ezistiert der Grenzwert lim, oo [} s=dt nur fir o > 1 mit [[° Ldz = L.
— +C 1
(11)/—dl’ /_ _ (a— )m Toa—1)zo—1 fUTOz;dé
In|z|+C fura—l
Dann emstzert der Grenzwert limg, oy f ==dx genau dann, wenn o < 1 mit
fl —dz = 7. Wegen (i) folgt dann, dass fo —dx fiir kein o eistiert.
()/oo ! d / ! d tan(z) + C
iii ——dx. = arctan .
_001+:E2:E 1+2:)§ arctan(x
Also folgt f_ 1+m2d1’ =7 aus lim,_,_ Oo+f 1—|}t2dt T =limy_yoo_ fo 1thQalt

Verschiedene Kriterien helfen zu entscheiden, ob diese Grenzwerte existieren. Hier
einige Kriterien fiir uneigentliche Integrale lim,_,;_ ff f(t)dt

Cauchykriterium: lim, .;_ f f(t)dt existiert genau dann, wenn es zu jedem € > 0
ein ¢ € (a,b) gibt, so dass fiir alle a < c < d < e < bgilt | [; f(z)dz| <e.

Monotoniekriterium Wenn f > 0, dann existiert lim, ,;,_ fax f(t)dt genau dann,
wenn F(z) = [ f(t)dt auf © € (a,b) beschréinkt ist.

Majorantenkriterium Wenn f > 0 und f < g, dann existiert lim,, [ f(¢)dt
wenn lim,_,— [ g(t)dt existiert.
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Definition 8.33. Eine Funktion f auf einem offenen (unbeschrinkten) Intervall heifit
absolut riemannintegrabel, wenn |f| riemannintegrabel ist.

Wegen der Dreiecksungleichung gilt dann ’ fab f (:E)d:z‘ < f; |f(x)|dx.
Alle absolut riemannintegrablen Funktionen sind also auch riemannintegrabel.

Satz 8.34 (Integralkriterium fiir Reihen). Fir monoton fallendes f : [1,00) — (0, 00)
ist (D, f( fl x)dx)nen eine konvergente monoton fallende Folge positiver Zah-
len. Fiir alle m<n 6 N qgilt

s [ e < 3710 < fm)+ [ p(o)de

Die Reihe (3 f(n))nen konvergiert genau dann, wenn [ f(z)dx < co. Dann gilt:

| i@ d:v<Zf <fW+ [ e

Beweis: Fiir m < n € N sei p,,,, € P[m,n] die Partition [m,m +1)U...U[n—1,n].
Dann ist offenbar 3p_ 1 f(k) < 8P, £) und SBmn, f) = Sper, f(K). Also gilt

S /()d:vé_f(k)

k=m+1

Fir n = m + 1 folgt aus der linken Ungleichung flm + ) fnTH f(x)dx < 0, und
damit das monotone Fallen der Folge (37, f(k) — [ f(z)dz)nen. Fiir m = 1 folgt
aus der rechten Ungleichung, dass diese Folge nach unten durch (f(n))nen beschrankt,
also positiv ist. Dann konvergiert diese Folge wegen dem Monotonieprinzip. Aus bei-
den Ungleichungen folgt auch die zweite Aussage. Setzen wir in der zweiten Aussage
m = 1 und betrachten den Grenzwert n — oo dann folgt die dritte Aussage aus dem
Monotonieprinzip und dem Majorantenkriterium. q.e.d.

Beispiel 8.35. (i) Der Grenzwert (3 -5 )nen heifft Riemannsche ¢-Funktion und ist
genau dann konvergent, wenn floo xl dx emstzert Also fiir s > 1. Dann gilt

1 1 1
s—1<<(s)zzn5 s—1°

n=1

(ii) Die Folge Y,_, +—In(n) ist eine monoton fallende konvergente Folge positiver Zah-
len. Der Grenzwert vy = limy,o0(3_p_; +) — In(n) wird Eulersche Konstante genannt.
Bis heute ist nicht bekannt, ob er rational oder irrational ist.
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(iii) Wegen (i) ist die Funktion ¢(s) =Y .-, n~* fir s € (1,00) konvergent. Die Folge

fu(s) = i B dx
k

— ks s

ist wegen dem vorangehenden Satz auf s € (0,00) eine monoton fallende Folge von
Funktionen. Weil die folgende Formel auch fiir s =1 gilt

"dr n'*—1 exp((l1—s)lnn) - 1—5) -t

Lo 1—s 1—s ; ’

ist das eine Folge von stetigen Funktionen auf s € R. Wegen der rechten Ungleichung

der zweiten Aussage von Satz[8.34, Satz[5.27 und weil s — m™* fir alle m € N auf
€ (0,00) monoton fallend ist, konvergiert sie fiir alle € > 0 auf [e,00) gleichmdifig

gegen eine stetige Funktion. Auf s € (1,00) ist wegen (i) der Grenzwert gleich

o) - [ e -y

xs

. . o L . . . . .
Also ist 51_1)13r (C(s) = =5) =, weil fiir s =1 gilt

_ "1 " dx , "1
JL%(;E_/I ;>—J££.z< o >>—”-

(iv) (Z (n+1)11115(n+1))n
(v) Nach Euler ist die I'-Funktion definiert durch I(x) = / e~ dt.

_ 1
<00 & f2 mlnmdaj fln ldr<oo & s>1.

0
Dieses Integral ist an beiden Grenzen uneigentlich. Wir zerlegen es in fooo = fol + ffo.
Auf t € (0,1] ist der Integrand beschrinkt durch e 't*~1 < e %*~! < ¢*7!. Deshalb
konvergiert das erste Integral fiir x — 1 > —1 <= x > 0. Wegen e 't*~! =
exp(—t+(z—1)In(t)) und weil fir alle e > 0 im Grenzwert lim;_,o, der Ausdruck—et+
(x — 1) In(t) negativ ist, konvergiert das zweite Intgeral fiir alle v € R. Also ist I'(x)
fiir alle x € (0,00) definiert. Durch eine partielle Integration erhalten wir

R R
/ e rdt = —e 2R 4 2 / P

Im Grenzwert € — 0 und R — oo erhalten wir folgende Funktionalgleichung:
I(x+1) =al'(2).

MitT(1) = [~ e 'dt =1 folgt induktiv T'(n) = (n — 1)L
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8.7 Die Konvergenz von Taylorreihen

Satz 8.36 (Abelscher Grenzwertsatz). Wenn die Potenzreihe (> anx™)nen, fir ein
x € K konvergiert, dann konvergiert die Potenzreihenfunktion t — ZneNO an(tx)" auf
t € [0, 1] gleichmdfig gegen eine stetige Funktion von [0, 1] nach K.

Beweis: Indem wir a,, durch a,x™ ersetzen kénnen wir x weglassen. Zur Abkiirzung

setzen wir Sy, = Zzl:n]z 41 @n- Wegen dem Cauchykriterium fiir Reihen gibt es fiir jedes

e >0ein N € N so dass |S,, x| < € fiir alle m > N und alle k € N gilt. Dann folgt

m-+k
D ant” = Spat™ ! + (Sma — Sm)t™ 2 + A+ (S — St
n=m+1

_ Sm71(tm+l . tm+2) + Sm72(tm+2 . tm+3) o+ SmJg_l(tm-i-k—l . tm-i—k) + SmJgtm—Hg.

Fiir t € [0, 1] sind die hinteren Faktoren ¢m+t —¢m+2 gm+2_gm+3 - ymth=1_gmtk ym+k
alle nicht negativ und ihre Summe gleich ¢ < 1. Aus |S,, x| < € folgt also

m~+k

Z antk

n=m+1

< et gt gk Ry — gt < fiir alle t € [0, 1].

Also konvergiert die Potenzreihe auf t € [0, 1] gleichméBig, und damit wegen Satz [5.27]
gegen eine stetige Funktion. q.e.d.

Beispiel 8.37. (i) Fir alle zy € (0,00) hat  — f(z) = —Z (=2) im Konver-

n

“— naj
[e.e] o n 1
egemzbereich |x| < xq die Ableitung f'(x) = E ( nf-)l = Also stimmt sie mit
Z T Zo
n=0 0

f(x) =In(x+x0) —In(xg) tberein. Deshalb sind sowohlIn also auch log, auf (0, 00) reel-
lanalytisch. Insbesondere folgt aus dem Abelschen Grenzwertsatz Y - % = —1In(2).

(ii) Fir o € R und zo € (0,00) (xg € R\ {0} fiir « € ZN(—00,0)) hat

YRR M (4 R (g R et Gt

n nn—1)---1

n=0

1
wegen dem Quotiententest den Konvergenzradius R = —

lim —e=
n—soo 1Tol(n+1)

= (a = (a—1
Ableitung ist  x — E ( )nx(o)‘_"z"_l =« E ( )zg_l_"x". Wegen
n n

(a;1)+(2:1) :(a—1)(04_2;.!..(04_%1)(@_”%):(Z)

= ‘IL’()‘ Die




102 KAPITEL 8. DAS INTEGRAL VON FUNKTIONEN F :R - K

ist (zo + ) > oor o (N ag ™ M = 3000 (Y)ay ™. Dann erfillt f die Differential-

n

gleichung (zo + x)f" = af mit f(0) = z§. Also verschwmdet die Ableitung von
f(x) (4 20) f'(z) — af (z)

(2o + x)™ (x + mg)ot!

g9(x) = g'(x) = =0 mtg(0) =1

Dann folgt aus Satz[7.13 (i), dass f(x) = (x + x0)® fir alle |z| < xy gilt. Also sind fir
a € R die Funktionen x — x* auf (0,00) und fir o € Z auf R\ {0} reellanalytisch.
(iii) Die Ableitungen der Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktionen sind

wegen (i1) im Inneren ihrer Definitionsbereiche reellanalytisch. Fir alle |x| < 1 gilt

arcsin’(z) = i (_n%) (—1)"2?" arccos'(z) = — i (‘7}) (—1)"2?"

n=0 n=0
arctan’(r) = Z(—l)”x2" arccot’ (r) = — Z(—l)”x2".
n=0 n=0

Wegen Beispiel[7.4) (v) sind sie selber dann auch reellanalytisch. Fir alle |z| < 1 gilt

e _1 —1)np2ntl 0 1 —1)ngp2ntl
arcsin(z) = Z < n2> % arccos(z) = g — Z < n2> %

n=0 n=0

> (_1)nx2n+l T oo (_1)nx2n+l
arctan(z) = Z — arccot(zr) = = — Z et

2 o 2 &+l

Wegen Beispiel[7.17 gilt x > In(1 + z) fir x > —1. Dann folgt

o () e G5 - ((-3) 0-5) (-3

< 1 1—|—1+ —l—l < 11 23 n+1 1
—_ — 4.+ ——1In . =1In .
- 2 2 n/ — 2 12 n vn+1

Dann konvergieren aber die ersten beiden Potenzreihen auch fiir v = £1 und die letzten
beiden wegen der alternierenden Reihe von Leibniz. Wegen dem Abelschen Grenzwert-
satz gelten die obigen Gleichungen dann auch fir x = £1. Insbesondere ist

) 22( )2n+nl

n:O

Satz 8.38. Sei (fn)nen eine Folge von Funktionen in C1((a,b)) eines beschrinkten
Intervalles (a,b), die fir ein xo € (a,b) punktweise konvergiert. Wenn die Folge (f))nen
aufSerdem gleichmdfSig gegen g konvergiert, dann konvergiert (f,)nen gleichmdflig gegen
eine Funktion f € C'((a,b)) und es gilt f' = g.
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Beweis*: Wegen dem Mittelwertsatz gilt fiir alle =, zy € (a,b) und alle n,m € N

(@) = (@) < [ fulwo) = fn(zo)| + |2 — zo| sup{[fo(y) = £ ()] | v € (a,b)}.

Wegen Satz konvergiert (f,)nen gleichmiflig gegen eine Funktion f € C((a,b)).
Wegen dem Mittelwertsatz gibt es fiir alle x # x; € (a, b) eine Folge (&,)nen in (z, x1)
bzw. (x1,x), so dass fn(x) — fu(z1) = (v — x1) £} (&) fir alle n € N gilt. Wegen dem
Auswahlprinzipien von Bolzano-Weierstrafl konvergiert eine Teilfolge von (£,),.n gegen
€ € [x,x1] baw. £ € [z, z]. Weil g wegen Satz stetig ist und wegen

(&) = 9(O)] < [£(&n) — 9(&a)l + 19(&n) — 9 (&),

konvergiert die entsprechende Teilfolge von (f;(£n)),n gegen g(§). Also konvergiert

(fu(®)),en gegen f(z) = f(x1) + (x — 21)g(&). Aus der Stetigkeit von g folgt, dass f
bei x; differenzierbar ist und g(x;) die Ableitung f’(x;) ist. q.e.d.

Korollar 8.39F Sei (> fl)nen eine gleichmdf$ig konvergente Reihe in C((a,b)) auf
dem beschrinktem Intervall (a,b) und (> fu(zo))nen konvergent mit xo € (a,b). Dann

konvergiert (3 fu)nen gleichmifig gegen f € C*((a,b)) und (3 f!)nen gegen f'.q.e.d.

Satz 8.40 (Satz von Borel). Sei (a,)nen, €ine beliebige Folge in R. Dann gibt es eine

Funktion, deren Taylorreihe bei xg = 0 gleich Y7 %=a™ ist, und die auflerhalb von

(—2,2) verschwindet. D.h. alle Potenzreihen sind Taylorreihen einer solchen Funktion.

Beweis™:
1 fir |z] <1
Sei  h(z) =< exp (exp ( Jh) : 2:‘190‘) fir 1 <zl <2
0 fiir 2 < |z

Dann ist A € C*°(R) eine 'Hutfunktion’, die aulerhalb von (—2,2) verschwindet, und
die auf [—1, 1] gleich 1 ist. Fiir alle n € N existiert dann eine Konstante M,, > 0

My, = max{ || loo, 13 loos - 15|}

mit h, : R - R, x+ 2" h(z). Dann sei fiir eine beliebige reelle Folge (ay,)nen,

In_p (Co-x)  fiiralle n € Np.

T

0 firm#n

) AuBerdem gilt
a, firm=n.

Fiir alle n, m € Ny gilt dann £{™(0) = {

|an|

(m)

||h N oo < fiir alle n > m € Ny.
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Also konvergiert fiir alle m € Ny (2 f,g Jnen, gleichméBig. Wegen Korollar 39 konver-

gieren also fiir alle m € Ny die Reihen (Xf,)neng, (2 ) neNgs - - -5 (2 fom )neNO gleichmé-
Big gegen f, f',..., f0™. Also ist der Grenzwert f = >"°"  f, eine Funktion in C=(R)
und es gilt f™(0) = a,, fiir alle m € Ny. q.e.d.

Beispiel 8.41. (i)* Die Funktionx — Y 07 n+1) —°
und hat dort keine Nullstellen. Deshalb definiert f : R - R, x>

on in C*(R). Die Ableitungen bei x = 0 heiffen Bernoulli Zahlen By = f(0) =1, By =
f/(0) = —3,.... Dann hat f die Taylorreihe f(x) =Y " 228 Aus (e* —1)f(z) =«
folgt

eine Funkti-

n—1

= " =, B, z" . — By, 0
(o) (25) - S -

n=

Wegen Beispiel[7.43 (ii) ist f reellanalytisch, und es gilt die folgende Rekursionsformel

n n—1
1 n+1 1 n+1
— By =0 also B, = ———— By und By = 1.
<n+1>!,§< k ) o <n+1>!,§< ; ) P

Aus f(z) — f(—2) = Z5 + =5 = =5 + f:z = —x folgt By,41 = 0 fiir alle n € N.
(ii)* Wegen Beispiel[7.43 (ii) ist tan reellanalytisch. Er hat bei xy = 0 die Taylorreihe
W T 21z 1—2 2 2 1 2 21z 1) — 4
tan(x):iz—ze + _ (e )_Z: 1(e* + 1) v
Z(em + e—m) e +1 et _ et _
1 [ 2w hx o 22— 42n
= — _ -9 — 7_1an2n—l‘
x (62” —1 e et — 1 w) ; (2n)! (=1)"Bana

(iv)* Wegen Beispiel[T.43 (ii) ist cot reellanalytisch. Er hat bei xo = 0 die Taylorreihe

e + e e22m + 1 2 + e22m -1 N

x cot(x) :wiem—em :me?”—l = e R 4z =
- 22n n 2n S 22n n 2n
—22x31+zx+z o)) (=1)"Ba,x :Z B )'(—1) By, x"".
n)!
n=0
Also folgt cot(x 1+i 22n 1)" Bypa* !
so folgt co - WL
g v ), 2
1 1
* Wir betrachten die Reih =—+ — =——|—
(v)* Wir betrachten die Reihe  f(x) . Z <:£—n ) Z 2T

neZ\{0} neZ\{O} "
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Sie konvergiert fir kleine ¢ > 0 auf x € B(0, %) \ Unez B(n, |nle) gleichmapig mit

2

2 1 2 -
f(x)zﬁjLZ ﬁ—irz nm(z —n)(x —m)

a n
nezZ\{0} n,meZ\{0}

1 +Z ( : 2 +($—n)2+2n(x—n)+n2)+ Z z(x—m)n — x(x—n)m
}

22 z—n) n2(z—n)? nip(x—n)(z—m)(n—m)

2

nezZ\{0 n,meZ\{0}

1 1 1—-4 2 2 2 1 1
_ﬁjLZ (x—n)2+ n? +<x—n+g) ﬁ_l_e;{:o }(E_m— )

neZ\{0}
1 1 3 , s 1
:ﬁ“‘z <m—ﬁ):—f(l’)—a mit « ZGZE
neZ\{0} neN

Zuletzt haben wir Satz[8.38 benutzt. Durch Integration iiber dx folgt

Ly fldx
5 — a — - —
arccot(L) = /(£)2+1— e f2+a2—a/dx—ozx—l—0.

Weil f Polstellen bei x € 7 hat folgt C =0 und o = 7 und damit auch

1.1 21 |
f(z) = weot(mx) cot(x)= ;f(;) = ;+n%m (Partialbruchzerlequng von cot ).
Durch mehrmaliges Anwenden von Satz[8.38 erhalten wir dann fir alle x € R\ Z

1 1 1 1 1 1
tz) = —+ ————— | ==+ + :
cot(z) e (7?(% —n) 7m) x Z (1’ — :L“+7m)

neN

—1)* _1\k 1\
e )

Der Vergleich mit der in (iv) berechneten Taylorreihe bei xg = 0 ergibt

4

C(Q):Zi:_ﬂ-_w:ﬂ_ 5(4)221: 2B, ™

n2 2 2l 6’ nt 2 4l 90’
neN neN
1 7T2k 22k(_1)kB2k (—1)k_122k_1B2k7T2k )
(@) =D == Q0 25)! fir k € N.



106 KAPITEL 8. DAS INTEGRAL VON FUNKTIONEN F :R - K

(vi)* Fiir eine Nullfolge (an)nen konvergiert das Produkt ], (1 + a,) wegen den
FEigenschaften von In genau dann, wenn die Reihe (3 In(1+ay,))nen konvergiert. Wegen
(w) und Satz[T37 gilt fiir alle k € Ny und fiir alle x mit |z| < 5

k

In(1 - "< i t Cp= = 2"k
sl =) S| ST i G e

n=1

Also konvergiert das Produkt [ ], (1 + ay), wenn fir ein k € Ny die Reihen

(>~ an)nens - -+ (O aF ) pen und (3 |an|k+1)neN konvergieren.
2
Insbeondere konvergiert das Produkt f(z) = x H (1 — —) fur alle v € K mit
neN
flx) 1 2 1 2 1 1 1
flx) =z REZN —fb—z x+n€ZNx2—n2 x+n€ZN x—n+x+n ™ cot(mz)

Also verschwindet die Ableitung von S:rrf((f:z) und wegen f'(0) =1 = sin’(0) folgt

f([L’) _ Sil’l(ﬂ'l’>’ SiIl([L’) :Wf(%) _ zH (

22
2) (Produktzerlegung von sin ).
T

neN
Fiir v = % erhalten wir die sogenannte Formel von Wallis:
224466_ﬁ 2n - 2n H B S
13355 7 lop_nent+1) L 4n2 Cosin(3) 2

n=1 =



