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1. Noch einmal iiber Untermannigfaltigkeiten.

Es seien X | Y Mannigfaltigkeiten und f : X — Y eine glatte Abbildung von konstantem Rang.
Dann ist bekanntlich fiir jedes y € f[X] das Urbild M := f~![{y}] eine Untermannigfaltigkeit
von X . Zeige, dass fir x € M gilt:

TpoM =ker T, (f) . (8 Punkte)

[Tipp. Im Beweis von Korollar 1.46 kann man nachlesen wie’s gemacht wird. — Alternative
Beweismoglichkeit: Ist v € T, M , so gibt es nach Definition eine glatte Kurve ~ : (—¢,e) - M
mit ¥(0) =z und +/(0) =v. Dann ist fo~y=... und deswegen ... .]

2. Die Tangentialbiindel der Sphiren der Dimension < 3.

In dieser Aufgabe untersuchen wir das Tangentialbiindel der n-dimensionale Sphére
S"i={(z1,...,xnp1) ER" |2+ ... +22,, =1}

(a) Zeige, dass S™ eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit von IR™™! ist, und dass fiir
r=(x1,...,2p41) € 5" gilt:

T.8" ={veR"|v.2=0}. (3 Punkte)

(b) Finde einen nullstellenfreien Schnitt des Tangentialbiindels T'S', und folgere, dass das
Vektorraumbiindel TSt trivial ist. (3 Punkte)

(c) Zeige, dass das Vektorraumbiindel TS trivial ist. (6 Punkte)
[Tipp. Man benutze Lemma 1.55, und untersuche die folgenden Abbildungen auf S3:

fl(l'l,l’g,ﬂfg,x;l) = (*132,5[71,334, 7'1"3) ) f2($1,$2,l‘3,l‘4) = (7273)75647:617‘%2)

und f3(x17x27x37x4) = (—$4,$3,—$2,$1) .

Bemerkung. Identifiziert man S mit der Einheitssphiire im Raum IH der Quaternionen,

so entspricht die Anwendung von f1, fo bzw. f3 mit der Multiplikation mit der rein-
imagindren Einheitsquaternione i, j bzw. k =ij.]

(d) Sei zy := (0,0,1) € S? und zg := (0,0,—1) € S?. Mithilfe der stereographischen Pro-

jektion bestimme man lokale Trivialisierungen von T'S? iiber Uy := S?\ {zy} und iiber

Us := S?\ {zs}, und berechne die Ubergangsfunktion ¢y, v : S%\ {zy, 25} — GL(IR?).

(10 Punkte)

Bemerkung. Man kann zeigen, dass das Vektorraumbiindel 752 nicht trivial ist.




3. Uber triviale und nicht-triviale Vektorbiindel.

(a)

(b)

Das Tangentialbiindel eines Vektorraums. Es sei V' ein endlich-dimensionaler Vek-
torraum. Zeige, dass das Tangentialbiindel TV trivial ist, und zwar mit der Faser V .

(4 Punkte)
Geradenbiindel iiber IR. Beweise: Jedes Geradenbiindel, d.h. Vektorraumbiindel der
Faserdimension 1, iiber einem offenen Intervall (a,b) € IR ist trivial. (8 Punkte)

[Tipp. Es sei (E, (a,b), ) ein Geradenbiindel iiber (a,b) und to € (a,b) fest. Man zeige
zunéchst, dass es ein ¢ > 0 mit (tgp —¢,to+¢) C (a,b) gibt, so dass es einen nullstellenfreien
Schnitt fy von E auf (ty — €,tp + ¢) gibt. Dann betrachte man

J = {t € (a,b)

Es existiert eine Fortsetzung von fy zu einem nullstellen-
freien Schnitt von E auf (¢,tg+¢) bzw. auf (to —e,t) [’

wobei in der Definition von J das Intervall (¢,top 4+ ¢) oder (top —e,t) zu wéhlen ist, je
nachdem, ob ¢ <ty oder t >ty ist. Man zeige, dass J # @ ist, und dass J in (a,b) offen
und abgeschlossen ist.]

Ein nicht-triviales Geradenbiindel iiber S!. Auf dem Einheitskreis S! C IR? fixieren

wir ein Paar von Antipodenpunkten p € S und —p € S'. Dann ist mit
Up:=S"\{p} und U,:=S"\{-p}

(U1,Us) eine offene Uberdeckung von St ,und Uy NUs zerfillt in zwei Zusammenhangs-
komponenten V, und V_.

Man zeige, dass indem man die Konstruktion aus Satz 1.52 auf die Uberdeckung (Uy, Us)
von S', F:= IR und die Abbildung

idr fir x € V4

¢U1,U2 :U1NUy — GL(IR), T —
—idr fir x € V_

anwendet, man ein Geradenbiindel (FE,S' 7) iiber S' erhilt, das nicht trivial ist. £ hat
die Gestalt eines (unendlich ausgedehnten) Mdbiusbandes. (8 Punkte)
[Tipp zum Nachweis der Nicht-Trivialitdt von E: Man nehme an, dass E einen nullstel-
lenfreien Schnitt f besitze, dann untersuche man f mithilfe der beiden lokalen Trivialisie-
rungen von E auf U; bzw. Us. Vielleicht mochte man dazu den Zwischenwertsatz auf eine
auf V; oder V_ definierte Funktion anwenden; das geht, weil Vi diffeomorph zu einem
reellen Intervall ist.]




