Chapter 4

Warmeleitungsgleichung

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Warmeleitungsgleichung
uw—Au=0

und die entsprechende inhomogene Warmeleitungsgleichung
uw— Au=f.

Gesucht wird eine Losung v auf einem offenen Gebiet 2 C R”™ x R und fiir die inhomo-
genen Gleichung ist f eine gegebene Funktion auf 2. Wir werden einige Aussagen iiber
harmonische Funktionen auf die Losungen der Warmeleitungsgleichung iibertragen.

Diese Warmeleitungsgleichung beschreibt Diffusionsprozesse, das heifit die zeitliche
Entwicklung solcher rdumlich variierender Groflen wie Warme, chemische Konzentra-
tion usw.. Dabei ist die Flussdichte gerade proportional zu dem negativen Gradienten,
weil der Fluss von der hoheren Konzentration zu der niedrigeren zeigt. Damit erhalten
wir aus der skalaren Erhaltungsgleichung die Warmeleitungsgleichung.

4.1 Fundamentallosung

Weil die Warmeleitungsgleichung linear ist und bzgl. der Zeit nur erste Ableitun-

gen enthéalt und bzgl. des Raumes nur zweite Ableitungen, ist fiir jede Losung der

Warmeleitungsgleichung u(z,t) und jedes A € R auch u(Az, \*t) eine Losung. Dieses

sogenannte Skalenverhalten legt nahe, nach Losungen zu suchen, die von ””72 abhangen.
Wir machen zunéchst den folgenden Ansatz:

1
u(z,t) = = (%) reR"t€R".
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Hier sind «, § Konstanten und v : R™ — R eine gesuchte Funktion. Dieser Ansatz ist

durch das Skalenverhalten u(z,t) = Au(N\z, At) gerechtfertigt. Mit A = 1 erhalten

wir v(75) = u(5F,1). Mit diesem Ansatz geht die Wérmeleitungsgleichung iiber in

—a -ty (y) — Bty Vo (y) — @A Au(y) =0 mit  y = t%

Damit diese Gleichung nicht von ¢ abhangt, setzen wir § = % Sie reduziert sich zu

1
av+§y~Vv+Av:0.

Wir nehmen wieder an, dass v nur von |y| abhéngt. Mit v(y) = w(|y|) erhalten wir:

n—1 . T
w' =0 mit 7‘:—|.

r Vit

setzen, konnen wir die Gleichung einmal integrieren:

]‘ / "
aw+§rw +w’ +

n

Wenn wir o« = 5

1 1
(r"_lw')/ + 5 (r"w) =0 "l 4 ir"w =a.
Wenn w und w’ im Unendlichen verschwinden gilt a = 0.
/ b —r?
= —— — . 4 .
w 5T w e

Wieder ergibt eine Wahl der Integrationskonstanten a und b die Fundamentallosung.

Definition 4.1. Die Fundamentallosung der Warmeleitungsgleichung ist

_l=?2 .
O(z,t) = We w  fir reR"t>0
| 0 fir xeR™t<0
Lemma 4.2. Fir allet > 0 gilt /‘P(I,t)d”x 1
Rn

. 1 ﬂ n 1 22 m 1 — g2
Beweis: W e u d'r = —z | € d"x = —72 e"dr| =1. q.ed.
R

R R
Die Fundamentallosung ist also eine Art Mollifier auf dem R, so dass wir erwarten

konnen, dass die Faltung mit ®(z,t) im Grenzwert ¢ — 0 wie die Identitét wirkt.
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Satz 4.3. Fir eine beschrankte stetige Funktion h auf R™ gilt fir folgende Funktion

u(et) = [ Bz = v,y

R
(i) ue C°(R" x RT)

(ii) © — Au=0 auf R" x R*

(iii) w ldsst sich stetig und beschrinkt auf R™ x [0, 00) fortsetzen mit 11_{% u(x,t) = h(z).

Beweis: Weil ®(z,¢) auf R® x R™ unendlich oft differenzierbar ist, und wegen des
vorangehenden Lemmas und der Beschranktheit von h, ist u(z,t) fir (z,t) € R® x Rt
wohl definiert, beschrinkt und stetig. Fiir (z,t) € RY x RT liegen alle partiellen
Ableitungen von (z,t) — ®(z — y, t) als Funktionen von y € R” in I!(R™) und hingen
stetig von (z,t) € R™ ab. Deshalb definiert dies eine glatte Abbildung von (x,t) €
R" x R nach I!(R"). Weil das Integral ein lineares stetiges Funktional auf L' (R") ist,
ist auch u glatt. Weil ®(z,t) die Warmeleitungsgleichung auf R™ x RT 16st, folgt (ii).
Aus der Stetigkeit von h folgt gleichméfige Stetigkeit auf kompakten Teilmengen. Fiir
jedes € > 0 und alle z aus einer kompakten Teilmenge von R"™ gibt es ein § > 0, so dass
|h(x) — h(y)| < € fiir alle |x — y| < § gilt. AuBlerdem gibt es ein 7" > 0, so dass

/ O(y, t)d"y = / Oy, 1)d"y < e fir alle t < T gilt.
R"\ B(0,5) R\ B(0,6//%)
Daraus folgt lu(z,t) — h(z)| < /CI)(:c —y,t)(h(y) — h(x))d"y

n

< / Bz —y.t) | hly) — h(x) | dy  + / (x —y,t)[h(y) — h(0)|d"y
B(z,6) R"\B(z,9)
< e+ 2esup{|h(y)| | y € R"} fir alle t < T.

Also konvergiert u(x,t) im Grenzwert ¢ — 0 auf kompakten Teilmengen von R"™
gleichméfig gegen h(x). q.e.d.

Als Distributionen (und sogar als Maf}) konvergiert ®(z,t) im Grenzwert ¢t — 0 also
gegen die Dirac’sche §-Funktion. Wir erkennen an dieser Losung des Anfangswertprob-
lems, dass sich Storungen mit unendlicher Geschwindigkeit ausbreiten.
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4.2 Inhomogenes Anfangswertproblem.
Im letzten Abschnitt hatten wir eine Losung des Anfangswertproblems
t—Au=0 und wu(z,0)=h(z)

konstruiert. Duhamel’s Prinzip ist ein Verfahren, um aus der Losung des homogenen
Anfangswertproblems eine Losung der inhomogenen Differentialgleichung zu gewinnen.

t
Sei u(zx, t) = //@(z —y,t—s)f(y, s)d"yds. Dann haben wir formal:

0 R»

W(z,t) — Au(x,t) =lim [ &(z —vy,s)f(y,t — s)d"y+

+ // (q)(x —y,t—s)— D, P(x —y,t — 3)) f(y,s)d"yds = f(z,1).

0 Rn»

Losung des inhomogenen Anfangswertproblems 4.4. Sei f eine zweimal stetig
und beschrankt differenzierbare Funktion auf R™ x [0,00). Dann ist

u(z,t) = /t/CP(I —y,t—s)f(y,s)d"yds = /t/CP(y, s)f(x—y,t—s)d"yds

0 Rn 0 Rn

eine Losung des inhomogenen Anfangswertproblems

o —Au=f auf R" x RY und limu(z,t) =0.

t—0

Beweis: Wir haben bereits gezeigt, dass vs(z,t) = [p. ®(x —y,t — s)f(y, s)d"y auf
R™ x (s,00) das Anfangswertproblem v, — Av, = 0 mit }tim vs(x,t) = f(x,t) erfiillt.
—s

Also ist vg auf R™ x [s, 00) stetig. Dann erfiillt fiir alle € > 0

ue(x,t) = /vs(:v,t)ds = //@(x —y,t — ) f(y,s)d"yds
0 Re

0

Ue(x,t) — Aue(z, t) :/q)(x—y,t—(t—e))f(y,t—e)d"y:/q)(x—y,e)f(y,t—e)d”y.

R™ R™
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Also gilt lir% e — Au, = f auf R” x RT. Andererseits gilt
e—

ue(x7 t) = (P(ZL’ - yat - S)f(?/a s)d"yds = (b(ya S)f(!lf - y?t - S)dnyds
[l Il

Aufgrund der Voraussetzungen an f folgt daraus, dass auch
o 0 . 0
11_{% (tUe(x,t) — Au(x, b)) = (a — A) 11_{% ue(x,t) = (E — A) u(z,t)
gilt. Aufgrund der Stetigkeit von v gilt auch u(z,0) = 0. q.e.d.

Korollar 4.5. Insgesamt ergibt sich folgende Losung des Anfangswertproblems
w—Au=f u(x,0) = h(x)

u(z,t) = /<I>(a? —y, t)h(y)d"y +//(I>(x —y, t—s)f(y,s)d"yds. q.e.d.

R™ 0 Rn

4.3 Mittelwerteigenschaft

Die Fundamentallésung ®(x,t) kann wieder dazu benutzt werden, um die Werte von
u(z,t) als Mittelwert auf einen “Ball” zu berechnen. Allerdings miissen wir den Ball
an die neue Gleichung anpassen.

Definition 4.6. Fir alle (x,t) € R" x R und alle r > 0 sei

1
E(z,t,r) = {(y,s) eER"™ | s <t,P(x —y,t—s) > —}

,r.n

ey (4m)M2(t — s)"/? lz—y|? 1 r? n/2
¢z n = e snn (4(t— 8))
= % < g(z In(r) — In(4(t — s)) — In(x))
— |z—y[’<2(t—s)n(2In(r) — In(t — s) — In(47)).

Mittelwerteigenschaft der Warmeleitungsgleichung 4.7. Sei u eine Losung der
homogenen Warmeleitungsgleichung auf einem Gebiet 2 C R™ x R. Dann gilt fir alle
(x,t) € Q und r >0 mit E(z,t,r) C

1 |LIZ‘ B y|2 n
u(z,t) = s / u(y, s) = s)2d yds.
E(x,t,r)
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Beweis:
Jetzt definieren wir

2
——/ Y, |y|d"yd8——/ (s

E(0,0,r) E(0,0,r)

Wir berechnen

¢'(r)

E(0,0,1)

E(0,0,r)

2 2
/ (|y| e Vu(ry,r s) + 2ru(ry,r s)‘?ﬁ )

1 ly[? n
o / -y Vu(y,s)d
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Aufgrund der Translationsinvarianz kénnen wir (x,¢) = (0,0) annehmen.

(ry)d(r? d"yds.

)= [utry.r2o) 2L

E(07071)

N
2u(y, s) d"yds
s

E(0,0,r)

Sei jetzt ¢ = —2 In(—4ms) + X2 4 nInr. Dann gilt E(0,0,7) = {(y,5) | ¥(y,s) > 0}
und ¢ Verschwmdet auf dem Rand von E(0,0,7).

1 dy .
RN / 2qu yds = prtl
E(0,0,r) ( 0,r)

/ 4duy - Vipd"yds

/ (4nutp + 4y - Vi)d yds

E(0,0,r)

,r.n-i-l
E(

1

Tn

(=]

0,r)

+1
E( 7077‘)
1

Tn

(=]

Also gilt

+1
E(0,0,r)
1

Tn

+1
E(0,0,7)
Also ist ¢ konstant. Weil u stetig ist und
< f
,r.n
E(0,0,r)

= 4u(0,0).

gilt, folgt lim ¢(r)
r—0

2
| Z2| Pyds —

/ (—4nur) + 4y - Vu)d"yds

2
(—4nu¢ +4 (—2—2 — ‘fsl ) qu) d"yds.

(—4nAu¢ — Q?Hy . Vu) d"yds

<4nVu -V — 2?ny . Vu) d"yds = 0.

2
/ | 3;' d"yds = 4

E(0,0,1)

q.e.d.
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4.4 Maximumprinzip

Fur ein offenes Gebiet 0 C R" definieren wir als den parabolischen Zylinder Qr =
2 x (0,7]. Der parabolische Rand 02y von Qr ist definiert als Qr \ Q7. Er besteht
also aus (02 x (0, T])U(Q x 0) und enthilt keine inneren Punkte von Q zur Zeit t = T'.

Starkes Maximumprinzip fiir die Warmeleitungsgleichung 4.8. Sei Q0 wegzu-
sammenhdngend (d.h. fir je zwei Punkte x,x' € Q gibt es einen stetigen Pfad in §) von x
nach x') und u eine zweimal differenzierbare Losung der homogenen Wirmeleitungsglei-
chung auf Qp, die sich stetig auf Qr fortsetzen lisst. Wenn es einen Punkt (x¢,ty) € Qr
gibt, an dem u das Mazimum annimmt, dann ist u konstant auf (.

Beweis: Sei (z9,1y) ein Punkt von Q7, an dem u das Maximum annimmt. Dann gibt
es ein 1, so dass E(xg,to,r0) C Qr liegt. Aufgrund der Mittelwerteigenschaften muss
u dann auf E(xz,ty,r) konstant sein. Weil 2 wegzusammenhéngend ist gibt es fiir
alle (x,t) € Q x (0, 1) offenbar endlich viele E(zo,to,r0), E(x1,t1,71), - .-, E(xn, ty,70)
in Q2 x (0,%g), die jeweils die Punkte (z1,t1), ..., (z,,t,), (z,t) enthalten. Also ist u auf
dem Abschluss von €, konstant. q.e.d.

Schwaches Maximumprinzip fiir die Warmeleitungsgleichung 4.9. Sei ) C R"
ein beschranktes und offenes Gebiet und u eine zweimal stetig differenzierbare Losung
der homogenen Wirmeleitungsgleichung auf Qr, die sich stetig auf Qp fortsetzen ldsst.
Dann nimmt u das Maximum auf dem parabolischen Rand an. q.e.d.

Daraus folgt wieder die Eindeutigkeit von bestimmten Randwertproblemen:

Eindeutigkeit des Randwertproblems 4.10. Sei 2 C R" offen und beschrankt.
Dann existiert hochstens eine Losung u der inhomogenen Warmeleitungsgleichung auf
Qr, die sich stetig auf Qp fortsetzen ldsst und auf OQr vorgegebenen ist.

Beweis: Wende das Maximumprinzip auf die Differenz zweier Losungen an. q.e.d.
Wir wollen die Eindeutigkeit des Anfangswertproblems auf dem R™ x R* zeigen.
Dazu benotigen wir, wie bei dem Poissonproblem, ein Abfallverhalten im Unendlichen.

Maximumprinzip fiir das Cauchyproblem 4.11. Sei h eine beschrankte stetige
Funktion auf R™ und u eine Léisung auf R™ x (0,T] des Anfangwertproblems

U — Au=0 auf R" x (0,7) u(z,0) = h(z) auf R" x {0},
die das Wachstumsverhalten u(z,t) < A quf R™ x [0,
mit Konstanten A,a > 0 hat, dann gilt sup u = sup h.

R™ x[0,7] R
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Beweis: Wir nehmen zunéachst an, dass 4aT < 1 gilt. Dann gibt es ein € > 0 mit
4a(T + €) < 1. Fiir alle y € R™ und alle g > 0 ist mit der Fundamentallgsung auch

7 lz—yl?

v(z,t) = ulx,t) — mem

auf R™ x (0, T + €) eine Losung der Warmeleitungsgleichung. Also kénnen wir das
Starke Maximumprinzip auf alle Gebiete der Form Q7 = B(y,r) x (0,7] anwenden.
Aufgrund der Voraussetzung an u ist sowohl u als auch h durch Ae®*” beschrinkt.
Weil m > a gilt fiir t > 0, gibt es fiir jedes 4 > 0 ein R > 0, so dass v(x,t) <
sup{h(z) | x € R} fir alle r > R auf 0Qr = B(y,r) x {0} U9B(y,r) x (0,T] gilt.
Dann folgt aus dem Schwachen Maximumprinzip v(z,t) < sup{h(z) | z € R"} fiir alle
(x,t) € R"x [0,T]. Weil u > 0 beliebig war gilt das auch fiir 4 = 0. Wenn 4aT" > 1 gilt
zerlegen wir das Zeitintervall [0, 7] in solche Teilintervalle [0, 7] = [0, T3] U. ..U [Ty, T
fir die 4a(T,+1 — T)n) < 1 gilt. Dann folgt induktiv die Aussage. q.e.d.

Existenz und Eindeutigkeit des Anfangswertproblems 4.12. Seien h € C(R"™)
und f € C(R™ x [0,T]). Dann gibt es hochstens eine Losung des Anfangswertproblems

uw—Au=f auf R" x (0,7) u=h auf R" x {0}

die auf R x [0, T] das Wachstumsverhalten, |u(x,t)| < Ae®™’ hat mit A > 0 und a > 0.
Wenn |h(z)] < Ae™” und f(x,t) < Ae®™’ fir alle z € R, t € [0,T] und ein
A >0 und a> 0 gilt, dann ist diese eindeutige Losung gegeben durch

t
uo )= [ o=y b+ [ [0yt s s
Rn 0 Rn
Beweis: Wegen dem Maximumprinzip fiir das Cauchyproblem [.11] verschwindet die

Differenz zweier Losungen. Das zeigt die Eindeutigkeit.
Fir die Existenz miissen wir mit Korollar nur noch zeigen, dass die angegebene

Losung u(zx,t) die Wachstumsbedingung erfiillt. Fiir @ >20<=1t—5< 16#& gilt
o o—2alPralyP—2alo—yl? o~ 5FL on/2,—alze—yl? S
e~ 2alzl® calyl O(x—y,t—s) < = ,
(4 (t — s))/? (87 (t — s))n/2

Oz —y,t —s) < 2M20(z,y, 2(t — s))e2l e’

Dann folgt mit |h(x)| < Ae®™ und f(z,t) < Ae?* fiir alle z € R”, t € [0, 7] zuerst
u(z, t) < A 2l fiir alle t < ﬁ und ein A’ > 0 und dann aus dem Maximumprinzip
fiir das Cauchyproblem |u(z,t)| < 2%/2(A 4 2tA)e?*’ fiir alle t € [0, T). q.e.d.
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Beispiel 4.13. Wir zeigen, dass ohne eine Wachstumsbedingung, die Lésung des An-
fangswertproblems nicht eindeutig ist. Fur n =1 machen wir den Ansatz

u(w,t) =Y g, ale,t) = Aule,t) =Y (qut) = (1 +2)(1 + Dgrya(t))z"
1=0 1=0
Fiir eine gegebene Funktion go(t) = g(t) bekommen wir also folgende formale Lésung
der homogenen Warmeleitungsgleichung:

g\ (t
u(z,t) = g 2l(' )x2l.
1=0 )

Wir zeigen fiir g(t) = exp(—t=2) die Konvergenz diese Reihe gegen eine Lisung, die
im Grenzwert t | 0 identisch verschwindet. Dafiir berechnen wir g\ (t) fiir jedes | € Ny
durch ein reelles Polynome p; vom Grad | mit

gV =t7"p(t™ ) exp(—t72)  mit  pra(z) = 22p(2) — Ipy(2) — 22p)(2).
Die Rekursionsformel fiir p; folgt durch Differenzieren nach t. Die beiden ersten Poly-

nome sind po(z) = 1 und p1(2) = 2z. Wir zeigen, dass der Betrag des Koeffizient von

2% in p; durch 2%—7]; beschrankt ist. Firl =0, k=0 gilt die Aussage. Induktiv folgt

n7t n7t N7t DT 4k + 1+ 2k) TP +1) (T4 )Tt
= < < .
2= R T 2o o] ST ST o

Das zeigt die Aussage. Daraus folgt wegen (21_1')' <

27 &K1 1 > 721
e <3 e Sy () e =ew (- )

Das zeigt, dass diese Reihe fir alle t > 0 absolut konvergiert.

Ahnlich wie bei der Laplacegleichung 148t sich die Eindeutigkeit des Randwert-
problems [4.10 und des Anfangswertproblems [4.12] auch mit Hilfe einer Monotonie eines
Energiefunktionals zeigen. Sei

e(t) = /u2(x,t)d”x.

Wenn u die homogene Warmeleitungsgleichung erfiillt und am Rand von  verschwin-
det, dann ist dieses Funktional in Abhéngigkeit von ¢ monoton fallend:

o(t) = 2 / w(w, (e, )d"z = 2 / (e, ) Aulz, )d'z = —2 / (Vu(z, )2 d"z < 0.

Wenn u(z, t) fir t = 0 verschwindet, und (-, t) und Vu(-, t) fiir t > 0 quadratintegrabel
sind, dann verschwindet u identisch.
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4.5 Warmeleitungskern
In Analogie zu der Greenschen Funktion der Laplacegleichung definieren wir fiir offene
Gebiete €2 einen Warmeleitungskern Hg,.

Definition 4.14. Sei Q) ein offenes Gebiet im R™, Dann heifit Hg : Q2 x Q@ x Rt — R
Wirmeleitungskern von 2, wenn Hq folgende Figenschaften hat.

(1) Fir (x,t) € Q x RT setzt sich y — Hq(x,y,t) stetig mit Randwert 0 auf 02 fort.
(ii) Firx € Q st (y,t) — Ho(z,y,t) — ®(x —y,t) die homogene Wirmeleitungsglei-
chung, setzt sich stetig auf Q x Ry fort und verschwindet auf (y,t) € Q x {0}.

Lemma 4.15. Sei §2 ein offenes Gebiet im R™ und u und v zwei reelle Funktionen mit
den erforderlichen Regularitditseigenschaften. Dann gilt

//u(x, t) (O (x, T —t) + Av(z, T —t))d"zdt

+ / / O, t) — A, D))o, T — t)d wdt =

T

_ / / V,0(y.T — ) = Vyuly, )o(y, T — ) N(y)do(y)dt

0 09Q

+ /(u(x,T)v(a:, 0) —u(z,0)v(z, T))d"x
0

Beweis: Eine partielle Integration bzgl. ¢ von den beiden zeitlichen Ableitungen ergibt
als die Randterme die Integrale iiber €2 und der Divergenzsatz ergibt fiir die zweiten
raumlichen Ableitungen die Integrale tiber 02 q.e.d.

Fiir die Funktion v(y,t) = Hq(z,y,t) ist der Wert v(x,0) nicht definiert. Deshalb
betrachten wir beziiglich dt das Integral tiber t € [0,T — €] anstatt iiber ¢ € [0,7] und
bilden dann den Grenzwert € | 0. Dann erhalten wir mit Satz [4.3]

T

// u(y,t) — Du(y,t))Ho(z,y, T — t)d"ydt =

0

://u(z,t)VZHQ(x, 2, T —t)N(z)do(z)dt +u(z,T) —/u(y,O)HQ(m,y,T)d"y.

0 0Q
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T
Und damit auch u(z,T) = //(u(y,t) — Au(y,t)Ho(x,y, T — t)d"ydt
0 O
T
—//u(z,t)VZHQ(x, z,T—t)N(z)da(z)dt+/u(y,0)H(x,y,T)d”y.
0 00 Q

Losung des Anfangswert und Randwertproblems 4.16. Seien f eine Funktion
auf Q x (0,T), g eine Funktion auf 02 x [0,T] und h eine Funktion auf @ mit den
erforderlichen Regularitdtseigenschaften, so dass alle auftauchenden Integrale absolut
konvergieren. Dann ist

T
u(e, T) = / / F(y ) Hale,y, T — t)d"ydt
0 Q

T

_ / / 9o )V Ho (s 2, T — )N (2)do (2)dt + / h(y) Hal(z, v, T)d"y

0 90
die eindeutige Losung des Anfangs- und Randwertproblems.
uw—Au=f auf Q x (0,T) u=g auf 0Q x [0, 7] u(x,0) = h(x) auf Q
Beweisskizze: Wir zeigen zunachst, dass der Warmeleitungskern symmetrisch ist.
Lemma 4.17. Fiir alle T > 0 und x,y € Q gilt Ho(z,y,T) = Ho(y,z,T).
Beweis: Setze u(z,t) = Hq(x, z,t) und v(z,t) = Hq(y, 2,t) in Lemma 15 ein. Dann
erhalten wir wegen der Eigenschaft (ii) und Satz 3] (iii)

0= /(HQ('I’ Z,T)H(y,Z,O) - HQ(x>ZaO)HQ(y>ZaT))an = Hﬂ(x>y>T) - Hﬂ(yax>T)
Q

q.e.d.
Aus der Definition des Warmeleitungskernes folgt die Aussage fiir f =0 = g.
Als néachstes zeigen wir diese Aussage fiir das inhomogene Anfangswertproblem.

Wir haben bereits gezeigt, dass v(z,T) = /HQ(SC, y, T —1t)f(y,t)d"y
Q

das Anfangswertproblem

v—Av=0auf Qx (t,00) v(x,t)= f(z,t) auf Q x {t} ov(z,t) =0 auf IQ x [0, 0]
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16st. Wenn f wie im inhomogenen Anfangswertproblem [4.4] solche Regularitéitseigen-

schaften hat, so dass v sich zweimal stetig differenzierbar auf Q x [0, T fortsetzen lisst,
T

dann erfiillt  w(x,T) = / / Ho(z,y, T —t)f(y,t)d"ydt  das Anfangswertproblem
Q

0
w(z,t) — Au(z,t) = fauf Q@ x (0,7) wu(z,0)=0auf Q wu(x,t)=0auf 0Q x [0,T].

Zuletzt betrachten wir inhomogene Randwertprobleme. Gesucht ist eine Losung
von

U(z,t) — Au(x,t) =0 auf Q x (0,7) wu(z,0) =0 auf Q@ wu(z,t) =g auf 0Q x [0, 7.

Fiir eine beliebige Funktion g auf 0 x [0, 7] mit den erforderlichen Regularitatseigen-
schaften, setzen wir zunéchst g auf Q x [0, 7] fort. Von dieser Fortsetzung @ ziehen wir
die Losung zu f = 4 — A@ und h(x) = @(z,0) ab und erhalten dann eine Losung des
gewlinschten Randwertproblems. q.e.d.

Die erforderlichen Regularitatseigenschaften hangen von dem Warmeleitungskern
und damit von dem Gebiet €2 ab. Wir setzen dabei immer voraus, dass auf €2 der Di-
veregnzsatz anwendbar ist. Bevor wir diese Aussagen iiber Anfangswert— und Randw-
ertprobleme auf bestimmte Gebiete anwenden, zeigen wir

Lemma 4.18. Fur alle beschrankten zusammenhdngenden Gebiete, die einen Warme-
leitungskern besitzen, ist dieser im entsprechenden parabolischen Zylinder positiv.

Beweis: Der freie Warmeleitungskern ®(z,t) ist auf (z,t) € R" x R positiv. Fiir alle
beschrankten Gebiete 2 ist fiir festes © €  der entsprechenden Wéarmeleitungskern
Hq(x,y,t) die Differenz von ®(z — y,t) minus der eindeutigen Losung der Warmelei-
tungsgleichung auf 2 x [0, 7], die auf Q x {t = 0} verschwindet und auf 92 x [0, 7]
mit ®(z — y,t) tibereinstimmt. Diese Losung der Warmeleitungsgleichung ist fiir alle
e > 0 auf Q x {t = €} und auf 9Q x [0, T] kleiner oder gleich ®(x — y,t). Wegen dem
Maximumprinzip ist sie auf Qp kleiner als ®(z —y,t), und Hq(z,y,t) ist positiv.q.e.d.

4.6 Spektraltheorie und Warmeleitungsgleichung

In diesem Abschnitt wollen wir das Anfangswertproblem
t—Au=0 auf Qx[0,7] uw=0 aufd2x[0,7] w=h aufQx {0}
mit Hilfe des entsprechenden Laplaceoperators auf (2 16sen. Wenn h folgendes erfiillt:

—Ah=MXh auf Q und h|gg =0,
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dann laBt sich das Anfangswertproblem durch folgenden Ansatz l6sen:

u(x,t) = @(t)h(z)  o)h(x) + Ap(t)h(z) = 0.

Die allgemeine Losung ist ¢/p = —\, ¢(t) = e %) Wegen ¢(0) = 1 erhalten
wir als eindeutige Losung des Anfangswertproblems u(z, t) = e Mh(z). Aufgrund der
Linearitat ist dann fir h = hy + ... + hy mit —Ah; = \h; auf Q und hilsgq = 0
die entsprechende Lésung u(z,t) = e Mhy(z) + ... + e *M'hy(z). Also geniigt es
die Funktion h in eine Summe von Eigenfunktionen des Laplaceoperators auf {2 mit
Dirichletrandbedingungen zu zerlegen.

Dazu wollen wir zunéchst die Fundamentallésung nochmal neu interpretieren. Auf
dem R™ hat der Laplaceoperator folgende Eigenfunktionen:

_A627rik~:c — 47r2k2e2m'kx

1 1
Jetzt gilt e<2mk\/+ ) d"k = / et g = ;
& / (QW\/Z)"R (4mt)"/?

R?’L
fiir alle imaginaren x und wegen analytischer Fortsetzung fiir alle x. Damit folgt

1 6_% _ e(2m’k\ﬂ+%>2 (z— y> A"k — —47r2k2t€27ri(m—y)kdnk
(4mt)n/? '

R R

Also ist die Losung des Anfangswertproblems

t—Au=0 auf R"x][0,T] u(z,0)=h auf R"

u(:c,t) _ //6—47r2k2t627ri(x—y)kh(y)dnkdny.

R™ R®
Fiir eine integrable Funktion konnen wir den Satz von Fubini anwenden. Fiir alle
stetigen integrablen Funktionen h folgt dann aus l}gl u(z,t) = h(z) auch

gegeben durch

t10
Rn Rn

—hm// —472 k2t 27rz(x ykh( )dnydnk

Mit der als  h(k) = / e D (y)d"y  definierten Fouriertransformation gilt dann

R

u(z,t) = / e 1Rk (V" und h(z) =lim [ e ™R p (k) d k.

R™ Rn
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Definition 4.19. Sei § der sogenannte Schwartzraum aller glatten komplexen Funk-
tionen auf dem R™, die mit allen ihren Ableitungen schneller als jede Potenz abfallen.

Lemma 4.20. Die Fouriertransformation F bildet den Schwartzraum auf sich selber
ab. Die inverse Abbilduing ist gegeben durch

PoF:8S—S, heh, mit hz)= /62“ikmﬁ(ls)d”k.
Rn

Beweis: Mithilfe einer doppelten partiellen Integration berechnen wir

—Ah(k) = / e 2RI AR (y)dy = / AT k2e 2R () dy = Ar?k2h(k).

R™ R™

Dann fallt wegen |h(k)| < Jan |h(y)|d™y die Fouriertransformation einer Schwartzfunk-
tion schneller ab als jede Potenz. Fiir jedes h € C§°(R™, C) folgt dann

Weil C5°(R™,C) in I'(R™) dicht liegt, definiert die Fouriertransformierte eine stetige
lineare Abbildung von I!(R") in den Banachraum Cj(R",C). AuBlerdem gilt

oih(h)| = | [ —2mivie > h) 'y < 2yl

n

Also ist h glatt, wenn h schneller als jede Potenz abféllt. Damit ist die Fourier-
transformierte einer integrablen Funktion stetig, und die Fouriertransformierte einer
Schwartzfunktion unendlich oft differenzierbar.

Wegen Satz gilt fiir jedes h € S

() = lim eI L (Y mit (k) = / e~ 2R R (y)d™y.
R7 R7

Weil ¢4kt fur ¢ | 0 auf jeder kompakten Teilmenge K C R™ gleichméfig gegen 1
konvergiert und h € S in L}(R") liegt, gilt P o F o F = 15 bzw. F o F = P. Wegen

/627rik:c];,dnk,:/6—27rik:cil(_k,)dnk,

R” R

gilt Po F = FoP und damit auch FoPoF =FoFoP = 1s. q.e.d.
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Sei also h eine Schwartzfunktion, dann gilt wegen des Satzes von Fubini:

/A Z dnk,_// 27rzkydn d"k

R™ R7™
= [ [ ngaray = [ nneay.
R” Rn R

Also ist die I?(R™)-Norm der Fouriertransformierten gleich der I?(R™)-Norm der ur-
spriinglichen Funktion. Weil die Schwartzfunktionen dicht liegen im I*(R"™) folgt, dass
die Fouriertransformation einen unitiaren Operator definiert von I?(R™) nach I*(R™).

Definition 4.21. Fiir jedes offene zusammenhingende Gebiet Q sei W*(Q) der Ab-
schluss von C§°(82) im Hilbertraum mit dem Skalarprodukt

gy = [(BD)2g0+ [ gy
Q Q
Fiir alle Funktionen h € C§°(Q2) gilt offenbar

(Ahy AR 2y = / (BR)ARA"e < (b, Byao
Q
Fiir alle h € W2?(Q) liegt deshalb Ah in I?(Q) und fiir f € I*(Q) folgt aus der
Cauchy—Schwarzen Ungleichung
1, Ay ] < 1 - WAl

Eine Folge (h,)nen in C5°(Q) konvergiert genau dann mit (Ahy,),ey in L*(€2), wenn sie
in W22(Q) konvergiert. Also ist der Operator H = —/\ ein abgeschlossener selbstad-
jungierter Operator auf I?(Q) mit dem Domain W;*(Q) C I?(Q). Wegen

/(—Ah)hd"x = / VA2 >0 fiiralle he C(Q),
0

ist H nichtnegativ. Deshalb besitzt H eine Spektraldarstellung und e~ ist ein
beschriankter Operator von I?(£2) nach I*(€2) mit

le™hllz) < 17l 20
Sei also u(x,t) = (e7*h)(z). Dann ist u(x,t) = —(He ") (2) = Au(x,t). Also erfiillt
u(x,t) die Warmeleitungsgleichung mit den Randbedingungen:
u(z,0) = h(x) u(z,t) =0 fir z e .
(Dirichlet Randbedingungen an H). Wir wollen zur Anwendung dieser Aussage den
Wirmeleitungskern fiir den Kreis S* und das Intervall [—1, 1] ausrechnen.
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4.7 Wirmeleitungskern von S!

Wir identifizieren den Kreis S* mit dem Quotientenraum R/Z. Die Eigenfunktion von
—% auf R/Z sind gegeben durch . (z) = e**% mit k € Z mit den Eigenwerten
472k?. Diese Eigenfunktionen bilden offenbar ein Orthonormalsystem von I?(R/Z).
Aus dem Satz von Bolzano Weierstrafl folgt, dass die Algebra der Polynome in sin(27x)
und cos(27z) dicht liegen im reellen Banachraum C(R/Z,R). Dann gilt dasselbe
fir die Polynome in €*™® und e ?™® im komplexen Banachraum C(R/Z,C). Also
ist das orthogonale Komplement von dem vorherigen Orthonormalsystem in I*(R/Z)
trivial, und das Orthonormalsystem ist eine Orthonormalbasis. Deshalb besitzt der
Wiérmeleitungskern von R/Z den Integralkern:

Hygz(x,y,t) = Z e2rike o =2miky o —AT R _ (3 — y Arrit) mit
keZ
("‘)(SL’, 7_) _ Z 627rik:ce7ri'rk2.
kEZ
Hier ist ©(z,7) Jacobi’s Thetafunktion. Die Summe konvergiert auf dem Gebiet
(z,7) € Cx {r € C | 3(r) > 0} gegen eine holomorphe Funktion, weil dann e™** mit
k? exponentiell abfallt. Sie ist im wesentlichen charakterisiert durch die Eigenschaften
O(x+1,7)=0(z,7) O(r +7,7) = Oz, T)e ™ 2

und dadurch, dass sie Nullstellen bei x = %+ 5 +Z+Zt hat. Die erste Eigenschaft folgt
sofort aus der Definition als unendliche Reihe. Fiir die zweite und dritte berechnen wir

. . 2 . . 2 _ .
@([L’ + 7, 7_) — § 627rzk(x+'r)6mk T _ § e2mkxe7rz(k+l) T T
kEZ keZ
. . 2 _ . _ . _ . _ .
— § 627rz(k—l—1):ce7rz(k-‘,—1) Te 27rz:c6 T @(Z’,T)e 27rwce T
keZ
. 1y2_ 1 _ miT ; 1\2
O +5:8) = _(-Dfermtard =) ST -1 =0
kEZ n€Np

Ubungsaufgabe 4.22. (i) Zeige dass fir alle t > 0 die Fundamentallosung ®(x,t)
als Funktion auf x € R™ eine Schwartzfunktion ist.

(ii) Berechne fir alle t > 0 die Fouriertransformierte der Fundamentallosung ®(x,t)
als Funktion auf x € R™.

(iii) Zeige, dass fiir jede Schwartzfunktion f auf R, die folgende Summe gegen eine
glatte Funktion f auf R konvergiert, die periodisch ist mit Periode Eins:

f(x) = fl@+n).

ne”L
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(iv) Sei h eine stetige periodische Funktion auf R mit Periode Eins. Zeige, dass die
Losung der Wirmeleitungsgleichung mit Anfangswert h fiur alle t > 0 periodisch
bleibt mit Periode Eins. Folgere daraus, dass die folgende Summe die Eigen-
schaften eines Wirmeleitungskerns auf S' hat:

Z@(m—y+n,t).

ne”

(v) Gemdf der Poissonsche Summenformel erfillt jede Schwartzfuntkion f auf R

S ) =3 fee

nez ne”Z

Benutze diese Formel um zu zeigen, dass gilt

Hsl($>?/>t) = ZQ(ZE -y +7’L,t)

nez
(vi) Zeige, dass f(z) = e (e7* + sin®x) eine positive Schwartzfunktion auf R ist,
deren Wurzel keine Schwartzfunktion ist.

4.8 Warmeleitungskern von [0, 1]

Die Eigenfunktionen von —% auf [0, 1] mit Dirichletrandbedingungen, also Nullstellen
bei 0[0, 1] = {0, 1}, sind gegeben durch

Ye(z) = V2sin(krz) ke N

Diese Funktionen bilden wieder ein Orthonormalsystem:
1 1
/\/isin(kwx)\/ﬁsin(k'wx)d:c = /(cos((k: — Erx) — cos((k + K)mx))de = o .
0 0

Fiir jede stetige Funktion f auf [0, 1] mit Nullstellen bei 9[0, 1] definiert

f( ) f(z—2n) firz € 2n,2n+ 1] mit n € Z
xr) =
—f(2n—x) firze2n—1,2n| mitn €Z

eine stetige Funktion auf R mit Nullstellen bei Z, die periodisch ist mit der Periode
2. Wegen dem Satz von Bolzano Weierstraf} liegen die endlichen Linearkombinationen



62 CHAPTER 4. WARMELEITUNGSGLEICHUNG

von (z — exp(kmx))gen dicht in C'(R/2Z), und damit auch dicht in I?(R/2Z) Die
Abbildung f + f bildet I?*[0, 1] auf folgenden Unterraum von I?(R/2Z) ab:

(n + ) f(x) fiir gerade n € 2Z und z € R
x) = _
—f(1—=x) fir ungerade n € 2Z+ 1 und z € R

{f € I(R/2Z) |f

Eine Linearkombination x + ), a exp(kmux) liegt genau dann in diesem Unterraum,
wenn a_j = —ay, gilt. Deshalb liegen die Linearkombinationen der Funktionen (x +—
sin(k7z))gen dicht in diesem Unterraum und damit auch dicht in 20, 1]. Dann folgt

1

h = Zakwk mit ap = /h(y)@bk(y)dy fiir h € I7[0,1].

Damit ist die eindeutige Losung des Anfangswertproblems

w(x,t) — Aulx,t) =0 u(x,0) =h(z) u(0,t)=u(l,t)=0 fir (z,t) € (0,1) x R"
gegeben durch u(zx,t) = /H[O,l](x,y,t)h(y)dy mit

Hypq1(z,y,t Ze K19 sin(krz) sin(kmy)
k=1

Z R (cos(km(z — y)) — cos(km(z +y))) = %@(ﬂ,m’t) - %@(:”Tﬂ’,m't).

2
k=1

I"Jbungsaufgabe 4.23. (i) Zeige dass der Wirmeleitungskern Hy 1) gegeben ist durch

1 "
Hyoj(z,y,1) = 50(55%, mt) — SO, mit).

(ii) Sei A(R) der Raum aller stetigen Funktionen auf R, die folgendes erfiillen:

f(x) fiir gerade n € 27, und x € R
—f(1—2x)  fir ungerade n € 22+ 1 und x € R.

fonea1 = {

Zeige, dass die Funktionen in A(R) bei Z verschwinden und, dass A(R) aus den
stetigen, ungeraden und periodischen Funktionen mit der Periode Zwei besteht.



4.8. WARMELEITUNGSKERN VON 0, 1] 63

(iii) Zeige, dass fir jede Schwartzfunktion f auf R die folgende Summe gegen eine
glatte Funktion f in A(R) konvergiert:

flz) = Zf(2n+x) — Zf(Qn—x).

nez neL

(iv) Sei h € A(R). Zeige, dass die Léosung der Wirmeleitungsgleichung mit An-
fangswert h fir alle t > 0 eine glatte Funktion in A(R) ist. Folgere daraus, dass
die folgende Summe die Eigenschaften eines Warmeleitungskerns auf [0, 1] hat:

Z(I)(x+2n—y,t)—Z@(x—l—Qn—l—y,t).

nel nez
(v) Zeige, dass gilt

Hypq(z,y,t) = Z(I)(x +2n—y,t) — Z‘I)({K +2n+y,t).

nez neL

Der Warmeleitungskern eines kartesischen Produktes ldsst sich einfach aus den
beiden entsprechenden Warmeleitungskernen berechnen:

Lemma 4.24. Seien Q@ C R™ und Q' C R" zwei offene, beschrankte und zusam-
menhdangende Gebiete, deren entsprechenden Wiarmeleitungskerne Hq und Hq ex-
istieren. Der Warmeleitungskern des kartesischen Produktes ist dann gegeben durch

HQXQ’((x>$/)a (yay/)>t) = Hﬂ(zayat)HQ’(xlay/>t) (ZE’,[L’/), (yay/) € Q X Q/ te R+'

Beweis: Offensichtlich ist der Laplaceoperator des kartesischen Produktes einfach die
Summe der beiden entsprechenden Laplaceoperatoren. Daraus folgt, dass fiir alle Funk-
tionen h auf Q2 x €Y, die sich als ein Produkt von zwei Funktionen auf 2 und €’ schreiben
lassen, das Produkt der entsprechenden Losungen der Warmeleitungsgleichung erstens
das Anfangswertproblem 10st und auflerdem die richtigen Randbedingungen hat. Weil
Q) und Q' beschrinkt sind, sind ihre Abschliisse und damit auch €2 x Q' kompakt. Wegen
dem Satz von Bolzano Weierstrafl liegen auf der kompakten Menge 2 x €’ die Summen
aller Produkte von Funktionen auf Q und € dicht in allen stetigen Funktionen.q.e.d.

Damit haben wir also die Warmeleitungskerne von allen Tori (R/Z)" und allen
Quadern [0, 1] berechnet. Die eindeutige Losung des Anfangswertproblems

4 — Au=0auf (0,1)" x (0, 7], u(x,0)= h(z) auf [0,1]", w=0 auf 9[0,1]" x [0, 7]

ist also gegeben durch u(x,t) = f[o i [T, Hpoy (i, s, t)R(y)d"y.
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Weil [0, 1]™ nicht zweimal differenzierbaren Rand hat, ist unser Beweis des Diver-
genzsatzes fiir dieses Gebiet nicht anwendbar. Der Divergenzsatz gilt aber auch fiir
dieses Gebiet (das wird in der Vorlesung partielle Differentialgleichungen gezeigt).

Wegen d"% = rn U gilt Hpg o (2, y,t) = HH01 %Ly,

7"7“’7‘2

Korollar 4.25. Sei u(x,t) eine Losung der homogenen Wirmeleitungsgleichung auf
einer Umgebung von [0,r]" x [0,T] C R™ x R. Dann gilt

T
u(z,T) = —/ / (2,6)V.Hpn(x, 2, T —t)N(2)do( )dt—i—/ (y,0)Hip ppn(,y, T)d"y
0 8[0,r]™ [0,r]"

q.e.d.

Im Beweis von Satz [1.3] wird gezeigt, dass ®(z — y,t) im Grenzwert ¢ | 0 aulerhalb
von y € B(z,d) gleichméBig gegen Null konvergiert. Das gilt auch fiir alle partiellen
Ableitungen und wegen Bedingung (ii) in Definition @I4lauch fiir Hyg1jn (2, y,t). Wegen
Lemma (.17 ist obiges Integral fiir u(x,T') bei x € (0,7)" glatt. Fiir (z,t) € 9[0,r]" x
[0, T'] konvergiert die Taylorreihe von x +— V, H{g ,»(x, 2, T —t) bzw. fiir (y,t) € [0,7]" X
{0} die Taylorreihe von = +— Hi,n(x,y,T) bei zg = (2, ..., 3) auf allen kompakten
Teilmengen von z € (0,7)" gleichméBig gegen Hjg,n(z,y, T —t). Es folgt

Korollar 4.26. Sei u eine Losung der homogenen Wirmeleitungsgleichung auf einem
offenen Gebiet in Q C R" x R. Dann ist u glatt und fiir festes t in x analytisch.q.e.d.



