Kapitel 3

Differentialformen

3.1 Multilineare Algebra

Definition 3.1. Seien Vi, ..., V,, und W Vektorraume tber K. Dann heifst eine Abbil-
dung A Vi x ... xV, = W n-linear wenn fiir allei =1,...,n gilt

A((I‘l, e ,I‘n)> + A((Jfl, ey i1, Yis Li 1y - - - ,I‘n)> = A((I‘l, ey i1, X4 + yi,l’i_,_l,ﬂ?n))

A((I‘l, ey L1, )\Ii,l’i+1, P ,l’n)) = )\A((I‘l, e ,I‘n)>

Durch die punktweise Addition und Skalarmultiplikation wird der Raum aller n—linearen
Abbildungen von Vi x ... xV, nach W offenbar zu einem Vektorraum. Wenn Vy,...,V,
und W normierte Vektorrdume sind, dann besitzt der Vektorraum aller n-linearen

Abbildungen von Vi X ... x V, nach W folgende Norm:

I A ll=sup{ll A((zr, - @) T2 [S 1 T [[< 1)
Der entsprechende normierte Vektorraum wird mit L(V1, ...,V W) bezeichnet.
Definition 3.2. Seien Vi,...,V,, endlichdimensionale normierte Vektorrdume (oder

reflexive Banachrdiume) iber K. Dann ist das Tensorprodukt V] @ ...® V! definiert als
Vie...@V! =LW,...,V,;K).

Seien (Ay, ..., An) € V] x ... x V! entsprechende Elemente. Dann bezeichnen wir mit
A ®...® A, das Element von V] @ ... ®@ V! mit

A1®...®An:1/1><...><Vn—>K, (’Uly---avn)’_)Al('Ul)"'An('Un)-

Die Elemente dieser Form werden kohdrente Vektoren genannt.

63



64 KAPITEL 3. DIFFERENTIALFORMEN

Fiir endlichdimensionale Vi, ..., V,, ist die Lineare Hiille der kohérenten Vektoren
von V/ ®...®V, das ganze Tensorprodukt. Im Tensorprodukt mit einem unendlichdi-
mensionalen Vektorraum liegt die lineare Hiille der kohérenten Vektoren nur dicht. Im
Folgenden werden wir des ofteren lineare Abbildungen auf Tensorprodukten dadurch
definieren, dass wir sie auf den kohédrenten Vektoren festlegen. Wegen der Linearitét
sind diese Abbildungen dann im endlichdimensionalen Fall eindeutig bestimmt. Im un-
endlichdimensionalen Fall benotigen wir noch die Stetigkeit der entsprechenden linearen
Abbildung. In unseren Anwendungen sind die vorkommenden Vektorrdume endlichdi-
mensional, so dass diese Abbildungen durch die Linearitdt eindeutig bestimmt sind.

Auf dem n—fachen Tensoprodukt V®" eines normierten endlichdimensionalen Vek-
torraumes V' mit sich selber, wirkt die symmetrische Gruppe S,, aller Permutationen
von n Elementen. Diese Permutationsgruppe besitzt zwei eindimensionale Darstellun-
gen. Einerseits die triviale Darstellung und andererseits die alternierende Darstellung

S, = {1}, o—1 S, —{1,-1}, o~ sgn(o),

wobei sgn(co) gleich £1 ist je nachdem ob sich o schreiben ldsst als das Produkt einer
geraden oder ungeraden Anzahl von Transpositionen. Entsprechend enthilt V®" zwei
lineare Unterrdume, nédmlich aller Vektoren, die sich unter der Wirkung der Permuta-
tionsgruppe S,, wie die triviale bzw. die alternierende Darstellung transformieren.

Definition 3.3. Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum. Dann wirkt fir alle n €
N die Permutationsgruppe S,, auf V'®" durch

Ao Amit cA: V" =>K (vg,...,0,)— A (0071(1), e ,'Uo-fl(n))

fiir alle A € V'®" und o € S,,. Auf den kohdrenten Vektoren wirkt o € S,, dann wie

U.(A1 ®X...Q An)(vl, . ,Un) = Al(’Uo—l(l)) .- 'An(’(]o—l(n)> =
= A,q)(v1) - Aoy (V) = (Ao @ ... @ Aon)) (V1 - .., U) fiir (v1,...,v,) € V™

Die symmetrischen und antisymmetrischen Tensorprodukte sind definiert als

SW'={AeV"® 0. A=A fir aleoc € S,}

/\ V' ={A € V'®|0.A=sgn(o)A fir alle c € S,}.
Mit SV' und \V' bezeichnen wir die direkten Summen

SV = ésnw und N\ V' = é/n\v
n=0 n=0

Dabei bezeichnet SOV’ = K und N\° V' = K im Tensorprodukt V'®° = K.
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Satz 3.4. Sei V ein n—dimensionaler K—Vektorraum. Dann gibt es lineare Abbildungen
p+q

/\V’x/\V/—>/\V’ (A,B)— AAB

so dass \'V' zu einer distributiven K-Algebra wird. In dieser Algebra gilt

p q
BANA=(-1)""ANB firale Ac \V' und Be \V".

Fiir allep =0, ...,n haben sie die Dimensionen dim A" V' = (Z) und dim A\ V' = 2"
Beweis: Wir definieren die Abbildung

p ptq
AV’ /\ "= A\V. (AB) HA/\B—p—q'Ap*q(AG@B)
mit
APT(A@B) = > sgn(o)o.(A® B).
0€Sp+q
Dann gilt AP(A) = plA fiir alle A € AP V' und %!Ap VP — APV mit A — %AP(A)
ist eine Projektion von V'®? auf dem Unterraum AP V' C V'®P. Offenbar gilt

APTI(AP(A = sgn(o) A0 AR B) =Y A"(A® B) =pl /T(A® B)
o€Sp 0ESp

APH(A @ AYB Z sgn(o) AP*(A® 0.B) = Z APH(A @ B) = ¢! APY(A® B)
0ESy 0ESy

fiir alle A € V'®P, B € V'®4. Daraus folgt fiir alle A € A’ V', Be A’V ' und C € \"V’

—71 r 1 — 1 +q+r
C/\(B/\A)—(erq)!r!Aerw <C®ﬁAp+q(B®A))_wqu (C® B A)
— 1 +q+r +r
_(Q-I-T’)!p!qu <qw“4q <C®B>®A) (CAB)AA.

Also ist A ein assoziatives Produkt. Induktiv in n folgt fiir alle Ay,..., A, € V'

AN Ny = e AT (LA A A) © Ay
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Die Distributivitét folgt aus der Bilinearitéit der Abbildung
p q p+q
N AV x ANV = AV, (A B)— AAB.
Fiir alle p, ¢ € N hat folgende Permutation

(1,....p+q) = (p+1,...,p+q,1,...,p)

die Signatur (—1)P? weil sie aus pg—Transpositionen zusammengesetzt werden kann.
Dann folgt fiir alle A € A"V’ und B € AV’

1 1
BANA=—AB®A) =(-1)""— A(A® B) = (-1)MANAB.
plq! plq!
Sei E1, ..., E, eine Basis von V’. Dann gilt offenbar
Ei1 VANPIWAN Eip = Sgn(a)Eio(l) VANPIWA Eig(p) fiir alle o € Sp.

Wenn zwei Indizes gleich sind, dann gibt es eine Transposition, unter der dieses &duflere
Produkt das Vorzeichen wechselt. Deshalb ist das Produkt E; A ... A E; nur dann
ungleich Null, wenn die Indizes iy, .. ., %, paarweise verschieden sind. Also bilden E;; A
... AN B, mit 4 <... <1, eine Basis von /" V'. Die Anzahl solcher #&uBeren Produkte
ist gleich (Z) = dim A" V". Mit 3 7 (Z) = (1+1)" =2" folgt dim A V' =2". q.e.d.
Satz 3.5. Seien Ay, ..., A, € L(V;W) lineare Abbildungen zwischen den endlichdi-
mensionalen normierten K—Vektorraume V und W. Dann definiert

Al®. . QA WP 5 V" B — Bo (A x...xA,)

eine lineare Abbildung von W'®P nach V'*P. Fir A = A; = ... = A, bildet diese
Abbildung SPW' auf SPV' und N\’ W' auf A\* V' ab. Die entsprechende Abbildung )\ A’ :
AW’ = AV’ ist ein Algebrahomomorphismus beziiglich des dufleren Produktes.

Beweis: A] ® ... ® Aj bildet W'* nach V'*? ab und ist linear. Fiir A € L(V, W) gilt
A®PH(B® C) = A®P(B) @ A®1(C) fiir alle B € W und C € W'®1.
AuBerdem ist die Abbildung A’®P vertriglich mit der Wirkung der Permutationsgruppe:
A®P(g.B) = 0.(A'®P(B)) fiir alle B € W' und o € S,.

Daraus folgt, dass A®? sowohl SPW’ auf SPV’ abbildet, als auch AP W’ auf AP V".
Zuletzt folgt auch, dass A’®P mit AP vertauscht, und deshalb

AW (B A C) = A®P(B) A A®9(C)
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fiir alle Be APW' und C' € AW’ gilt. g-e.d.

Fiir die symmetrische Algebra SV’ = @ SPV” gilt eine analoge Aussage zu SatzB.4:
p=0

A A, = ZU‘(A1®“‘®AP) fir alle 4;,..., A, € V.

oES)

Eine Basis von SPV' bilden dann E;, - - - E; . Seine Dimension ist gleich der Anzahl der
Moglichkeiten p Elemente aus 1,...,n mit Wiederholung und ohne Beriicksichtigung
der Reihenfolge auszuwéhlen. Wenn wir die Elemente einer solchen Auswahl der Grofle
nach anordnen, dann ist jede Auswahl eindeutig beschrieben, durch die Angabe, an

welcher Stelle wir jeweils zu grofleren Elementen von {1,...,n} {ibergehen, also zu
der Anzahl (";:rp ) = ("+£ _1) aus einer Menge mit n — 1 + p verschiednen Elemen-

ten ohne Wiederholung und ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge n — 1 Elementen
auszuwéahlen. Diese Dimension wéchst also mit p an und SV’ ist unendlichdimensio-
nal. Diese Algebra lédsst sich mit dem Raum der Polynome auf V' identifizieren. Im
Folgenden benutzen wir nur die endlichdimensionale antisymmetrische Algebra.

3.2 Tensorfelder

Auf einem endlichdimensionalen Vektorraum V' definiert jedes v € V das Element
A+ A(v) von V”. Die entsprechende Abbildung von V nach V" ist ein isometrischer
Isomorphismus. Wir definieren das Tensorprodukt V& als L(V’, ..., V';K). Es enthilt
eine Basis von kohédrenten Vektoren v; ® ... ® v, mit vy,...,v, € V. Fiir A € L(V, V)
wird dann A” auf natiirliche Weise mit A identifiziert: A”(v)(B) = B(A(v)) = A(v)(B).

Wir definieren jetzt auf jeder differenzierbaren Mannigfaltigkeit X und alle p, g € Ny
ein Vektorbiindel 77X Indem wir die zusammenhéngenden Komponenten einzeln be-
trachten, konnen wir annehmen, dass X die Dimension n hat. Sei also F' der Vektorraum
(R™)®7 @ (R™)®P und sei U eine Uberdeckung von X durch die Definitionsbreiche von
Karten ¢y : U — R™. Fir U,V € Y und x € U NV sind die Abbildungen

Ty () (DU © o) TR = Tg,R" Top@)(ov o 00') Loy @R" = Ty )R"
Elemente von GL(R™). Wir definieren eine entsprechende Abbildung in GL(F') durch
Oy (x) = Ty () (DU 0 03 @ Ty (Dv © o) 7.

Die rechten p Faktoren sind dabei genau die Werte der Kozykel des Tangentialbiindels
und die linken ¢ Faktoren die Kozykel des Kotangentialbiindles. Weil beide einzeln die
Kozykelbedingung erfiillen, gilt das auch fiir ®y .
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Definition 3.6. Sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit der Dimension n. Dann
sei TJX das durch die Kozykel ®yy definierte Vektorraumbiindel. Insbesondere ist
7YX =TX das Tangentialbiindle und T) X = T'X das Kotangentialbiindel. Die Fasern
von TIX bzw. T'X idiber einem Punkt x € X bezeichnen wir mit T X baw. T, X.

Schnitte der Vektorraumbiindel TI?X nennen wir Tensorfelder. Wir konnen die Lie-
Ableitung auf solchen Tensorfeldern definieren.

Definition 3.7. Sei f : X — T1X ein differenzierbares Tensorfeld auf der differenzier-
baren Mannigfaltigkeit X und F € Vec'(X) ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf
X. Dann sind fiir kleine t 1p(t, ) und Yr(—t, ) lokal stetig differenzierbare Homdomor-
phismen von X. Wir definieren die Lie-Ableitung von f an der Stelle v € X als

d

= i o (T@/DF(t,m)(wF(t’ .)))®q ® (T¢F(t,m)(¢F(—t, ,)))®p F(Wr(t,2)).

(Or f)(z)
Hierbei ist zu beachten, dass die Abbildungen

Tyt (Wr(=t,)) 1 TypppmyX — T X
Tl,ﬁF(t,:c) (¢F(t7 )) : T&}F(t,Z‘)X — T:::X wegen Tw(wF(Tﬂ >> : TQCX - TwF(t’w)X

zusammen eine Abbildung

® ®
(T&;F(t,m) (¢F(t, ))) ® (Twp(tvx) (¢F(_ta ))) " T5,¢F(t,m)X - T;z;],mX

induzieren. Deshalb ist die Ableitung auf der rechten Seite die Ableitung einer diffe-
renzierbaren Funktion von ¢ € (—¢,¢) nach T}, X. Weil dieser Raum ein normierter
Vektorraum ist, ist die entsprechende Ableitung wohl definiert.

Definition 3.8. (Verjingung): Sei p,q € N. Dann induzieren fir jedes i = 1,...,p
und jedes j =1,...,q die Abbildungen

(Y TXT, X >R, u®uv (u,v)

einen Verjingungsmorphismus zﬁ von dem Vektorraumbiindel TIX auf das Vektor-

raumbiindel Tg__llX. Hierbei bezeichnet (u,v) die Auswertung der Elemente von T.X
auf den Elementen von T, X. Wenn fi1,. .., f, Vektorfelder sind, und g1, ..., g, Schnitte
von dem Kotangentialbiindel, dann wirkt il auf 1 ® ... ® ¢, @ {1 ® ... ® f, wie

G ®.. QgD L) =g ) ® ... G . ®gOHhD.. . fi.. . ®Ff

Hierbei ist (g;, f;) die Funktion x — (g;(z), fi(z)) auf X und * beduetet, dass der
entsprechende Faktor in dem Tensorprodukt weggelassen wird.
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Satz 3.9. Sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Dann gilt

(i) Seien i < j zwei verschiedene Indizes in {1,...,p} und k < | zwei verschiedene
Indizes in {1,...,q}. Dann vertauschen die folgenden Verjingungsmorphismen.:
if -1 i —1
T;%X — TI%_llX TiX — TI‘)]‘?X
i ) iy bzw. i - by
TIX S TOX TOUX s TEX

(ii) Die Lie-Ableitung 0 vertauscht mit allen Verjiingungsmorphismen i mit i =

L...,pundj=1,...,q. D.h. fiir alle differenzierbaren Schnitte f von T1X und
alle stetig differenzierbaren Vektorfelder F € Vec'(X) gilt

0r(il(f)) = il (0r(f)).
(iii) Sei f ein Schnitt von TIX und g ein Schnitt von T?X. Dann gilt

Or(f@g)=0r(f)®g+ f®0r(g)

Beweis: (i) Seien Fi,..., F, Vektorfelder von X und oy, ..., a, Schnitte des Kotan-
gentialbiindels 7" X von X. Dann gilt offenbar

ol (m®.. . R FR®...QF,) =
= (o, FM o, F)on @ .. .ége...&y... Q@ ® ... F...F...®F,
=ifoil(®.. a0 ®...0F,).

Hierbei sind (ay, F;) : © — (ag(x), Fi(z)) und (o, Fj) : © — (u(x), Fj(x)) Funktionen,
und * bedeutet, dass der entsprechende Faktor weggelassen wird. Genauso gilt auch

ol ®... R ®...0F,) =
= (o, Fi)a, F)on @ .. .g. ... . Qa,@F @ ... F...Fj...®F,
=iitoif(®.. RN ®...0F).

i J

(ii) Sei ¢ : X — Y ein Diffeomorphismus zwischen den differenzierbaren Mannigfaltig-
keiten X und Y. Dann definieren wir die Abbildung,

TI®) : TIY — TIX

p
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die faserweise gegeben ist durch
(Ta(0y ()% @ Ty (@) : Ty, Y = T, X fiir alle z € X.
Dabei ist

qu(m)(q)_l) : T@(x)y — T, X
T&)(x)(q)) : é(x)Y — T;X wegen Tx(q)) : T.X — T@(I)Y

Dann kommutiert folgendes Diagramm, weil fiir u € T3 ,)Y und v € T(2)Y auch
(Té(m)(é)u,Tq)(x)((I)_l)w = (U, Ty(P) 0 Tz (P~ 1)v) = (u,v) gilt:

q
i | 1
_ TIZ] (@) _
TOY S TENX

Also ist fiir jeden Schnitt f von dem Vektorraumbiindel 77(Y") die Abbildung T7(®) o
f o ® ein Schnitt von dem Vektorraumbiindel T)(.X) ist und es gilt

T;,J__ll((I))oi{ofo@zigng(Q))ofqu.
Fiir die lokalen stetig differenzierbaren Homéomorphismen g (t, -) gilt also auch
T (Wr(t, ) o il o fop(t,) =i o THr(t, ) o f o Pr(t,).

Indem wir die linke und die rechte Seite nach t differenzieren erhalten wir 87 (il (f)) =

d _ y d y j
= 0wl oo fove(t,) = S HoTiW(t o for(t. ) = H(0x(F))
t=0 t=0
(iii) folgt aus der verallgemeinerten Leibnizregel. q.e.d.

Aus (ii) und (iii) folgt fiir alle Vektorfelder E, F' € Vec'(X) und fiir alle Schnitte o
des Kotangentialbiindels

HF(<OK,E>) = <‘9F Oé,E) + <Oé,9F E>

Daraus folgt
<9F a>E> = 9F(<aaE>) - <a> [Fa E]>

Mithilfe von (iii) lassen sich dann die Lie-Ableitungen von beliebigen Tensorpro-
dukten von Vektorfeldern und Schnitten des Kotangentialbiindels berechnen.
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3.3 Differentialformen

Definition 3.10. Sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Fir alle p € N sei
dann N\’ X das antisymmetrische Untervektorraumbiindel von TPX . Analog sei \ X

die direkte Summe aller Vektorraumbiindel \' X. Die Schnitte von AP X heiffen p—
Differentialformen oder nur Differentialformen.

Das p-fache antisymmetrische Tensorprodukt AV’ des Dualraumes V' eines end-
lichdimensionalen Vektorraumes V ist ein Unterraum des p—fachen Tensorproduktes
V'®P von V' mit sich selber. Deshalb sind die Elemente von APV’ antisymmetrische
p-lineare Abbildungen von V? nach K. Wenn a € A"V’ ein Element dieses p—fachen
antisymmetrischen Tensorproduktes ist, und vy, ..., v, € V Elemente von V' sind, dann
kénnen wir a auf (vq,...,v,) € VP auswerten. Diese Auswertung ist antisymmetrisch
in vy, ...,v,. Wir wollen sie folgendermafien bezeichnen:

(0,01 ® ... ®vp).

Das heifit insbesondere fiir Elemente Ay, ..., A, € V' und Elemente vy,...,v, € V:

(AN NA, 0 ®...Qu,) = Z sgn(0)(As(1), v1) -+ (Ao(p), vp) = det ((4;,v5)).

oES)

Auf Differentialformen angewendet heifit das, dass fiir jede r mal stetig differenzier-
bare p-Differentialform o und Vektorfelder Fi,..., F, € Vec"(X), die Auswertung der
Differentialform o auf dem Schnitt F} ® ... ® F), des Vektorraumbiindels T’ I?X eine r
mal stetig differenzierbare reelle Funktion in C"(X,R) ergibt:

(o, 1 ®...® F,) € C"(X,R).

Definition 3.11. Sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und F € Vec(X) ein
Vektorfeld von X. Fiir alle p € N sei ip der eindeutig bestimmte Morphismus ip :
N’ X — N'7' X, der auf p-Differentialformen o wirkt wie

<'iFOCM,F1®...®Fp_1> = <Q,F®F1®...®Fp_1>
fir alle Vektorfelder Fi, ..., F,_1 € Vec(X).

Wenn X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit der Dimension n ist, dann ist A" X
ein Vektorraumbiindel der Dimension (;L) Fiir p > n ist also A” X Null-dimensional
und A X ist ein Vektorraumbiindel der Dimension 2". Der Grund, dass wir gerade die
antisymmetrischen Untervektorraumbiindel von den Tensorprodukten des Kotangenti-
albiindels und nicht von dem Tangentialbiindel betrachten, ist dass die entsprechenden
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Schnitte, also die Differentialformen, das richtige Transformationsverhalten haben, um
sie zu integrieren. Diese Differentialformen werden sich als sehr natiirliche Objekte
herausstellen. Eine schéne Eigenschaft kénnen wir sofort ablesen: Sie lassen sich unter
einer differenzierbaren Abbildung zuriickziehen, wihrend sich Vektorfelder nur unter
invertierbaren differenzierbaren Abbildungen transformieren lassen.

Satz 3.12. Seien X und Y differenzierbare Mannigfaltigkeiten und f eine stetig diffe-
renzierbare Abbildung von X nach Y. Dann gilt

(i) Das faserweise dupere Produkt A : \* X x A?X — A9 X macht die Differenti-
alformen von X zu einer assoziativen Algebra mit dem dufieren Produkt

AN:(a,B)—=aNp

fiir alle p—Differentialformen o und q—Differentialformen B mit p, q € Ny. Hierbei
ist /\0 X das triviale reelle Linienbiindel R x X diber X . Die 0—Differentialformen
bestehen also aus C'(C,R) und die Multiplikation mit reellen Funktionen schreiben
wir fir alle f € C(X,R) und p-Differentialformen « als (f,a) — fa.

(ii) Fir alle p—Differentialformen o und q—Differentialformen (5 gilt

BAa=(=1)PaAp.

(iii) Fir alle x € X bilden die Abbildungen

p

p p
/\(T}(x)(f)) : /\ Y — /\X wegen Ti(f): Tin)Y = T,X
f(@) z

einen Algebrahomomorphismus von der Algebra /\f(m) Y in die Algebra N\, X. Da-
durch lassen sich alle p—Differentialformen o aufY durch f zu p—Differentialfor-
men f*a auf X zuriickziehen mit

p

fra=N\T'(f)oacf.

(iv) f* ist ein Algebrahomomorphismus von den Differentialformen aufY auf die Dif-
ferentialformen auf X, d.h. es gilt

Flans) = fanfs

fiir alle p—Differentialformen o und q—Differentialformen g von Y .
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(v) Fiir F € Vec'(X) wirkt die Lie-Ableitung 0 auf den Differentialformen wie

d

— (t, ).
dt tZOwF( ) )Of

QFOé:

Diese Lie—Ableitung ist eine Derivation, d.h. es gilt
QF(Oé VAN 5) = HF(Oé) AN ﬁ +aA QF(ﬁ)
fir alle p—Differentialformen o und q—Differentialformen 3.

(vi) Fir F € Vec(X) induziert der Morphismus ip : NX — AX eine Antideri-
vation auf den Differentialformen, d.h. fir alle p—Differentialformen o und alle
q-Differentialformen (8 gilt

ir(aAB)=ip(a) AB+ (=1)’a Nip(B).
Auflerdem gilt ipoip=0.
(vii) Seien E, F € Vec'(X). Dann gilt Opoir —ip oy =i

Beweis: (i)—(iv) folgen aus den den Satzen B.4H3.5] iiber antisymmetrische Tensorpro-
dukte im ersten Abschnitt. Wegen Satz[B.9] (iii) gilt fiir 1-Differentialformen ay, ..., a,

p p
Op(ar A= Nap) =D D ey ®: - ®bF Ag @@y = 3 a1 A=+ Abp ai A+ Aoy,

i=1 0€Sp i=1

Daraus folgt (v). Zum Beweis von (vi) betrachten wir 1-Differentialformen oy, ..., «a,
und Vektorfelder Fy,..., F,_1. Dann gilt (ip(faa Ao N ay), 1 ® ... Q0 F, 1) =

= sgn(0) (o), F) - (o), F1) - (o), Fpot)

O’ESp

_Z Yai, F)Ylagx A . . NG A ... Nap, L ® ... ® F,y)

= Z(—l)i_l(al A Nip(a) A Ny, FL® ... ® F,_y).

i=1

Hierbei haben wir jede Permutation o € S zerlegt in die Verkettung 7 o 0; einer der
Permutationen o; : (1,...,p) — (4,1,...,4%,...,p) und einer Permutation 7 € S,_; der
Elemente {2, ..., p}. Die erste Permutatlon o; ist ein Produkt von (i — 1) Transpositio-
nen und hat deshalb sgn(o;) = (—1)""1. Diese Zerlegung ist eine bijektive Abbildung
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Sy =~ (Sp—1)P. Daraus folgt, dass ip eine Antiderivation ist. Weil die Auswertung von
p-Differentialformen antisymmetrisch in den Vektorfeldern ist, folgt ip o ip = 0.

Zum Beweis von (vii) zeigen wir zunéchst, dass 0 oip —ip 0 0 eine Antiderivation
ist. Sei also a eine p—Differentialform und [ eine g—Differentialform. Dann gilt wegen

(v) und (vi) (0poip —ipobp)(anp) =

= 0p(ip(a) A B+ (=1)Pa Nip(B)) —ir(0p(a) A B+ a A0g(B))
= Op(ir(a)) NB+ (=1’ a Abp(ir(B) —ir(0r(a)) A B = (=1)Pa Air(0p(8)).

Dann geniigt es (vii) fiir differenzierbare 1-Differentialform a zu zeigen. Sei also F' €
Vec!(X). Dann gilt wegen der Schlussfolgerung nach Satz

HE(ZF(Q))—ZF(HE((I)) = 9}_7;(0(, F>—<9E a, F> = <Oé, 9}_:; F> = ’l'[E’F]Oé. qed

Die Lie-Ableitung 0 stimmt wegen Lemma 2.20] auf den 0-Differentialformen mit der
vorher definierten Derivation #p auf den Funktionen iiberein.

3.4 Die duflere Ableitung

Definition 3.13. Fiir jeden Punkt x € X einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit und
jede differenzierbare reelle Funktion f auf X definiert die lineare Abbildung

df (z) : T, X - R, v D,(f)

aus Satz[1.40 ein Element von T X . Dadurch wird fir jede differenzierbare Funktion f
auf X der Gradient df von f zu einem globalen Schnitt von T'X :

df : X =T'X mit (df,F)=0p(f) firalle F € Vec(X).
Wir wollen d : f + df zu einer Abbildung auf allen Differentialformen fortsetzen.

Satz 3.14. Sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Dann gibt es fiir jedes p € Ny
einen eindeutigen Differentialoperator d von den differenzierbaren p—Differentialformen
in die (p + 1)-Differentialformen mit folgenden Eigenschaften:

(i) Fir alle differenzierbaren p—Differentialformen o und q—Differentialformen [ gilt

dlaNp)=daNp+ (—1)PaNnds.

(i) Auf differenzierbaren Funktionen f (also p =0) wirkt d wie f — df (siehe oben).

(iii) Fir jede zweimal differenzierbare Funktionen f gilt d(df) = 0.
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Beweis: Wir werden gleich sehen, dass jede p-Differentialform eine endliche Linear-
kombination von p—Differentialformen folgender Form ist:

a= fdgi N\...Ndgp.
Die Bedingungen (i)-(iii) erzwingen, dass auf solchen p-Differentialformen d wirkt wie
doo=df Ndg, A ...dg,.

Also ist der Differentialoperator d durch die Bedingungen (i)-(iii) eindeutig bestimmt.

Um obige Aussage und die Existenz zu beweisen, wihlen wir eine Karte ¢ : U —
R™ von X um einen beliebigen Punkt x € U C X. Die Komponenten ¢,..., ¢,
sind glatte Funktionen auf U, so dass d¢i(z),...,d¢,(x) an allen Punkten z € U
eine Basis des Kotangentialraums bilden. Also ist jede p—Differentialform eine endliche
Linearkombination von Differentialformen der Form

fd¢zlAAd¢2p m1t1§11<12<<zp§n

Fiir eine differenzierbaren Funktion f ist df auf U folgende Linearkombination:

af(e) =S M 07 (40)) - agy(a)

= 0
von doy, . ..,d¢, (vergleiche Satz[[40). Dann folgt
N (fee™)
d(fdgs A ... Ndo;) _; 50, o ¢ dpy Adiy A ... Nd;, .

Also ist d auf allen p—Differentialformen definiert. Wir miissen noch zeigen, dass (i)
und (iii) gelten. Wir zeigen zunéchst (iii). Aufgrund der Konstruktion von d gilt

" O(foop! "2 (fod !
d(df>=d;%o¢~d¢i:Z%wdwd@

4,j=1

2(f o6 b1
= > %w-(dwd@wwd%):o
¥l 1

1<i<j<n

Hier haben wir mit dem Schwarz’sche Lemma die Reihenfolge der partiellen Ableitun-
gen vertauscht. Wegen der Linearitit geniigt es (i) fiir Differentialformen

a:fd¢zlAAd¢zp und B:gd¢]1AAd¢jq
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zu zeigen. Fiir diese gilt

a B = fgddi, A...Ndoi, Nds, A ... A d;,
da A B) = (fdg+ gdf )des, A ... ANdd;, Ndoj, A ... \dp;,
= (df Ndgi, N...Ndgi,) A (gdds, N ... ANd;,)
+ (=1)P(fdgi, A...ANdpi,) N (dg Ndoj, A ... Ndp;,)
=daNp+ (=1)PaANdp. q.e.d.

Satz 3.15. Sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Dann gilt
(1) Fir jede zweimal differenzierbare p—Differentialform « gilt d(da) = 0.
(ii) Fir jede zweimal differenzierbare Abbildung f : X — Y zwischen den differenzier-

baren Mannigfaltigkeiten X und Y und jede differenzierbare p—Differentialform o
auf Y ist f*a eine differenzierbare p—Differentialform auf X und es gilt

d(f*a) = f*(da).
(iii) Fiir jedes F € Vec'(X) und jede zweimal differenzierbare Funktion g gilt

Or(dg) = d(0r(g))

(iv) Fiir jedes F' € Vec'(X) und jede zweimal differenzierbare p-Differentialform o
qgilt
HF do = d(QF Oé)

(v) Fiir jedes F € Vec'(X) und jede differenzierbare p-Differentialform o gilt

HFOé = (’iFOd—FdO’iF)(Oé).

(vi) Fir jede differenzierbare p—Differentialform o und Fy, ..., F, € Vec' (X) gilt

p

(do, Fo®...@F)=> (-1)'0p((0, h®.. . F;...®F))

=0
+ Y (), [FFeRe.. Fi.. F.. . ®F).

0<i<j<p
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Beweis: (i) Sei a@ wieder wie im Beweis von (i) des vorangehenden Satzes o = fdep;, A
... N d¢;,. Dann gilt wegen (i) und (iii) aus dem vorangehenden Satz

d(da) = d(df Ndgi, A... Ad;)

= d(df) Ndgy, A ... Ndgy, + D (=1Vdf Adgi, A Ad(dgi) A .. A dy, =0,
j=1

(ii) Wegen der Kettenregel gilt fiir alle differenzierbaren Funktionen g auf Y

d(f*g) =d(ge f) =T'(f)odgoe f = fdg.

Dann folgt (ii) aus (i), der Linearitdt von d, der Konstruktion von d im Beweis des
vorangehenden Satzes und aus Satz B.I2 (iv): Sei a = gdp;, A ... A de;,, dann gilt

d(f*a) = d(f*g(f*dps) A ... A (frdos,)) =d((fg)d(f eu) A ANd(f*di,))
= (f*dg) N (frdoi) N AN (fFdgy,) = [rd(gdei, A...Nd;,) = f*(da).

(iii) Aus (dg, E) = 05(g) und der Schlussfolgerung nach Satz B9 folgt fiir £ € Vec' (X)

(0r(dg) — d(0r(9)), E) = (0r(dg), E) —(d(0r(9)), E)
= 0r((dg, E)) — (dg, [F, E]) —0p(0r(g))
=0r(0£(9)) - 9[F,E}(9) —0p(0r(g))
= [0, 0£](9) — Oir.e)(9) =0.

(iv) Wegen Satz B.13l (i) ist d eine Antiderivation. Also ist 8 od — d o fp genauso wie
im Beweis von Satz B2l (vii) eine Antiderivation. Dann geniigt es (iv) fiir Funktionen
a = g und 1-Differentialformen o = dg und zu zeigen. Beides folgt aus (iii):

Or(dodg) =0=dodfr(g) = dbr(dg).

(v) Wegen Satz (i) und Satz (vi) sind sowohl d als auch ir Antiderivationen.
Dann ist i o d 4+ d o ip eine Derivation: Fiir eine p-Differentialform o und eine ¢—
Differentialform £ gilt ndmlich (irod+doir)(anp)=

=ip(da N B+ (=1)PandB)+d(ip(a) A+ (=1)PaNip(B))
=ip(da) N B+ aNip(dB) +d(ip(a)) A B+ aNd(ip(B)).
Also geniigt es (v) fiir Funktionen @ = ¢ und 1-Differentialformen o« = dg und zu

zeigen. Fiir Funktionen o = g ist ipa = 0 und (v) folgt aus 0p(g) = ir(dg) = (dg, F').
Fir a = dg ist doo = 0 und 0p(dg) = d0p(g) = d(dg, F') = dipa folgt aus (iii).
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Wegen (v) gilt induktiv in p
ip, - imd =g, - ip Op —ig, - indig

= (—1)p+1dz'Fp iy Z(_l)iin gy O iR iR

Auf p-Differentialformen a verschwindet der erste Summand auf der rechten Seite.
Wegen Satz B.I2 (vi) gilt ir, 0, = 0F, ir, + i[F;, ). Die Summanden sind dann

ZFP.‘.ZF1+19FZZF171‘.‘Z :HFZZFP.‘.ZFl.‘.ZFO

+ Z ZFP ZFJ+1 (F} F]ZFJH' R Ry
J=t+1

Wegen der Antisymmetrie gilt ipip, = —ip;ip,. Dann folgt insgesamt (vi):

. . +1 7- n .
(35 "'Zpod = (_1)1) d’LF ’LF0+ ‘9F ZF UF R
P P P

Z i+ —~ .
+ (—1) ]’LFP"'ZFJ. "'ZFi"'ZFoZ[Fi,Fj}- qed
0<i<j<p

Fiir jede differenzierbare 1-Differentialform w und E, F € Vec'(X) wird (vi) zu
(dw,E®Q F) =0g(w,F) —0p(w, E) — (w, [E, F]).

Die Formel (vi) driickt die dufleren Ableitung einer Differentialform durch Lie-Ablei-
tungen von Funktionen und Vektorfeldern aus. Umgekehrt driickt die Formel (v) die
Lie-Ableitung einer Differentialform durch die duflere Ableitung aus.

3.5 Orientierungen

Fiir die Integration von Differentialformen miissen wir noch den Begriff der Orientie-
rung einfithren. Weil die Ubergangsfunktionen zwischen zwei vertriiglichen Karten einer
differenzierbaren Mannigfaltigkeit Diffeomorphismen zwischen offenen Mengen des R”
sind, liegen ihre Ableitungen in GL(R™). Sie werden also durch reelle n x n Matrizen
beschrieben, deren reelle Determinante ungleich Null ist.

Definition 3.16. Sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Dann heifit ein Atlas
von X orientiert, wenn die Ableitungen der Ubergangsfunktionen, zwischen zwei Kar-
ten mit nicht schnittfremdem Definitionsbereich jeweils positive Determinante haben.
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Wenn X einen solchen orientierten Atlas besitzt, dann heifst X orientierbar. Andern-
falls heift X nicht orientierbar. Eine Orientierung von X ist eine Aquivalenzklasse
von orientierten Atlanten, wobei zwei orientierte Atlanten dquivalent sind, wenn die
Vereinigung der beiden orientierten Atlanten wieder ein orientierter Atlas ist.

Die invertierbare lineare Abbildung
I'R"—>R" z—I(z) mt I(z)=(—z1,22,...,7,)

hat offenbar Determinante —1 und ist eine Involution, d.h. ihr Quadrat ist Ig.. Fiir
jede Karte ¢ : U — R"™ ist die Verkettung I o ¢ mit I auch eine Karte von X. Wenn
also von zwei Karten ¢ : U — R” und ¢ : V — R" mit U NV # @ die Ableitung der
Ubergangsfunktionen (1) o¢ ') auf einer Zusammenhangskomponente von ¢[UNV] ne-
gative Determinante hat, dann hat die Ableitung der Ubergangsfunktion ((Iot)o¢™")
bzw. (¢ o (I o )~1) positive Determinante auf der entsprechenden Zusammenhangs-
komponente von ¢[UNV] bzw. Iop[UNV]. Also kénnen wir versuchen einen Atlas von
X dadurch zu einem orientierten Atlas zu machen, dass wir einige Karten des Atlases
durch die Verkettung mit [ ersetzen. Wenn X orientierbar ist, dann ist das moglich.

Satz 3.17. Sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, dann ist folgendes dquivalent
(1) X ist orientierbar.

(ii) Jede zusammenhdingende Komponente von X ist orientierbar.

dim(Y

iii) Auf jeder zusammenhdngenden Komponente Y von X ist 'Y trivial.
(iii) Auf j g

(iv) Auf jeder zusammenhdngenden KomponenteY von X gibt es eine stetige dim(Y') -
Differentialform, die keine Nullstellen auf'Y hat.

Beweis: Offenbar folgt (ii) aus (i).

(ii)=-(iv): Sei Y eine orientierbare zusammenhéngende differenzierbare Mannigfal-
tigkeit. Auf dem Definitionsbereich U einer Karte ¢ : U — R" ist dop; A ... A do,
eine n—Differentialform, die offenbar keine Nullstellen hat, weil d¢y, ..., d¢, alle linear
unabhéngig sind. Sei v : V' — R" eine zweite Karte eines orientierten Atlases von Y,
dann ist dyy A ... Adip, = det(yp o p~Hdpy A ... Ad,, weil fiir alled =1,...,n gilt

n P .o 1
= 3 B i,

j=1

Also sind auf U NV die beiden n-Differentialformen d¢; A ... A dp, und diy A ... A
dv,, durch eine positive glatte Funktion proportional zueinander. Die Uberdeckung
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durch die Definitionsbereiche der Karten des orientierten Atlases von Y besitzt eine
entsprechende Zerlegung der Eins. Indem wir alle entsprechenden n—Differentialformen
mit dieser Zerlegung der Eins aufsummieren, erhalten wir eine globale glatte dim(Y')—
Differentialform auf Y, die keine Nullstellen hat.

(i) <= (iv): Weil AY™)Y ein reelles Linienbiindel ist, folgt aus Lemma 58,
dass /\dim(y) Y genau dann trivial ist, wenn es einen globalen glatten Schnitt ohne
Nullstellen besitzt. Also sind (iii) und (iv) dquivalent.

(iv)=(i): Sei w eine stetige dim(Y")-Differentialform auf der zusammenhéngenden
differenzierbaren Mannigfaltigkeit Y ohne Nullstellen. Wegen Lemma besitzt Y
einen Atlas von Karten, deren Definitionsbereiche zusammenhéngend sind. Auf einem
solchen Definitionsbereich U einer Karte ¢ : U — R™ ist dann w = fdo; A ... Ado,
mit einer stetigen Funktion f : U — R, die keine Nullstellen hat. Die Urbilder von
(—00,0) und (0,00) unter f sind dann auch die Urbilder von (—oo,0] bzw. [0, 00)
und damit sowohl offen als auch abgeschlossen. Weil der Definitionsbereich der Karte
zusammenhéngend ist, ist f entweder positiv oder negativ. Offenbar dreht sich durch
die Transformation I auch das Vorzeichen der dim(Y')-Differentialform dg;A. . .A¢p, um.
Indem wir alle die Karten des Atlases von Y mit I verkniipfen, fiir die das entsprechende
f negativ (bzw. positiv) ist, erhalten wir einen Atlas von Y, so dass fiir alle Karten
¢ : U — R", die entsprechenden Funktionen f mit w = fd¢; A ... A dg, positiv (bzw.
negativ) sind. Fiir zwei Karten ¢ : U — R” und ¢ : V — R" mit U NV # () dieses
Atlases gilt fiir die entsprechenden positiven Funktionen f und g auf U bzw. V/

w= fdpy A ... Ado, = gdiy A ... Adib,.

Also folgt det(1) o 1) (¢(x)) = g(x) f~ (z) > 0 fiir alle x € UNV und der Atlas wird
zu einem orientierten Atlas. q.e.d.

An diesem Beweis erkennen wir auch, dass jede orientierbare zusammenhingende
Mannigfaltigkeit X genau zwei Orientierungen besitzt. Die zweite erhalten wir aus der
ersten, indem wir alle Karten mit I verkniipfen. Allgemein besitzt jede orientierbare
Mannigfaltigkeit mit N zusammenhingenden Komponenten genau 2V Orientierungen.

Beispiel 3.18. Wir zeigen, dass folgende n—Differentialform auf S™ keine Nullstellen
hat:

n

w= —1ixidx0/\...cix\i.../\dxn.
> (1)

1=0

Weil 2% auf der Untermannigfaltigkeit S® von R™™ konstant ist, gilt dort

1=0
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Fiir jedes k =0, ..., n gilt auf der offenen Teilmenge Uy = {x € S midxy # 0} von S"

l’.

dry, = — dx;.
x
itk Tk

—~

Fiiri # k konnen wir dann in (—1)'z;dxoA. .. dx; ... Ndx, dx;, durch —%d:ci ersetzen.

Wenn wir dann dz; durch eine Permutation mit der Signatur —(—1)*=" vertauschen
erhalten wir

—Dixidag A .. dx; ... Ndx, = (—1 kx—’dxo/\...dxk.../\da:n.
x
k

Weil dies offenbar auch fiir i = k gilt und wegen 3 + -+ -+ z2 =1 folgt

1 _
w = (—1)kx—kd:)30/\...d:vk.../\da:n

auf Uy. Auf dieser Menge sind dx, . . Zr\k .., dx, linear unabhdngig. Also hat w keine
Nullstellen auf S™ und S™ st orientierbar.

3.6 Integration von Differentialformen

In diesem Abschnitt werden wir zeigen, dass auf einer orientierbaren n—dimensionalen
Mannigfaltigkeit X jede stetige n—Differentialform w iiber alle kompakten Teilmengen
A von X integriert werden kann. Dafiir geben wir an, wie wir dieses Integral lokal in
einer Karte berechnen. Wir zeigen dann, dass dieses Integral nicht von der Wahl der
Karte abhédngt. Mit Hilfe einer geeigneten Zerlegung der Eins kénnen wir zuletzt das
Integral von w {iber eine beliebige kompakte Teilmenge A C X definieren.

Sei A C R” eine kompakte Teilmenge des R™. Wir stellen uns vor, dass A der Ab-
schluss einer relativ kompakten offenen Teilmenge von R”™ ist. Jede stetige Funktion
f A — Rist dann beschrankt. Indem wir f aulerhalb von A gleich Null setzen, erhal-
ten wir eine Lebesque—integrable Funktion auf R”. Wenn der Rand 0A von A, also die
Schnittmenge von A mit dem Abschluss des Komplements von A, eine Nullmenge ist,
dann ist nach dem Lebesgue-Kriterium die Fortsetzung von f auf R" sogar Riemann—
integrabel. Wenn wir uns im folgenden also auf solche kompakte Teilmengen A von X
beschrinkten, deren Rénder 0A in allen Karten Nullmengen sind, dann kénnen wir auch
das Riemannintegral statt dem Lebesgueintegral benutzen. Im folgenden Satz rufen wir
in Erinnerung, wie sich das Integral unter Koordinatentransformationen verhélt.



82 KAPITEL 3. DIFFERENTIALFORMEN

Satz 3.19. (Jacobis Transformationsformel) Sei ® : U — V ein C'—Diffeomorphismus
von einer offenen Menge U C R" auf eine offene Menge V- C R™. Dann gilt

/f )| det(P ())|dx1...d:£n:/Vf(y)dyl...dyn fiir alle  f € IMV).

Insbesondere gilt fiir eine kompakte Menge A C U und ein f € C(®[A],R) C L}(V)
/ F(@ ()| det(®' (2)|dar .. dwn = | F(y)dur .y,
o[A]

Korollar 3.20. Sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit der Dimension n und w
eine n—Differentialform auf X. Sei A eine kompakte Teilmenge, die in den Definiti-
onsbereichen U und V' zweier Karten ¢ : U — R™ und ¢ : V. — R™ eines orientierten
Atlases von X enthalten ist. Dann gibt es zwei stetige Funktionen f : U — R und

g: V=R mitw|ly = fdopr A ... Ndpy, und wly = gdiy A ... ANdip,. Und es gilt

/ FoY@))day - - - da = /w o ),

Beweis: Offenbar ist qb Y~ pwnvy ein Diffeomorphismus von [U N V] auf ¢[U N V],
und es gilt det((¢ o) (¢(z))) > 0 fiir alle z € U NV. AuBerdem gilt fiir v € UNV

)
dgy() A ... Adon(w) = det((d 0 ™) (U(x)))dr (@) A .. A diy(z).
9(x) = f(x) det((cbow ' (¥(2))).
Seien jetzt f = fog¢t:¢U] Rund § = goyp™t : ¥[V] — R. Dann gilt auf
Y[UNV] : fo(porp™)-det((pop~1)) = §. Also folgt aus Jacobis Transformationsformel

£ (@))day -~ day = / F(w)day - - d,
$[A] o)

:/w[A} f(¢ o Ha)) det((¢p o ™V ())dxy - - - day,
- / g(x)dxy - - - dx, = / g (@) - -dzy. qed.
vl4] oA

Mit diesem Korollar kénnen wir das Integral einer n—Differentialform auf einer diffe-
renzierbaren Mannigfaltigkeit definieren.

Definition 3.21. Sei X eine orientierte differenzierbare Mannigfaltigkeit der Dimen-
sion n und w eine stetige n—Differentialform auf X und A C X kompakt. Weil A
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kompakt ist besitzt die Uberdeckung von A durch die Definitionsbereiche eines orien-
tierten Atlases von X eine endliche Teiltiberdeckung und eine entsprechende Zerlegung
der Eins (fu)m. Fir jedes m verschwindet f,, auferhalb einer kompakten Teilmenge
A,, C U, des Definitionsbereiches einer Karte ¢,, : U, — R™. Auf U, sei w gleich
W= gmddmi N ... N\ddy,, mit stetigen Funktionen g, : Uy, — R. Wir definieren

/A > /¢ o Il ) nl ),

WEeil eine endliche Teiliiberdeckung die Menge A iiberdeckt, ist diese Summe im-
mer endlich und das Integral wohldefiniert. Wegen dem vorangehenden Korollar hingt
das Integral [ 4w weder von der Wahl des orientierten Atlases noch von der Wahl der
Zerlegung der Eins ab. Dieses Integral kann auch in Analogie zum uneigentlichen Rie-
mannintegral auf nicht kompakte Teilmengen A von X ausgedehnt werden, wenn die
entsprechenden Summen konvergieren.

Wenn wir die Orientierung von X umdrehen, dann wechselt das Integral [ 4w das
Vorzeichen, weil sich in allen Karten das Vorzeichen der Funktion f &ndert mit

wlp = fdor A ... A doy.
Zum Abschluss konnen wir Jacobis Transformationsformel noch mal umformulieren:

Korollar 3.22. Sei f : X — Y eine orientierungserhaltender C*—Diffeomorphismus
zwischen den orientierten Mannigfaltigkeiten X und Y der Dimension n. Sei A C X
eine kompakte Teilmenge und w eine stetige n—Differentialform auf Y. Dann gilt

/ w:/f*w. q.e.d.
fl4] A

Im Allgemeinen gilt dies nicht, wenn f nur eine Immersion zwischen zwei gleichdi-
mensionalen Mannigfaltigkeiten und damit nicht notwendigerweise injektiv ist.

Beispiel 3.23. Betrachte z.B. die Abbildung f : S' — S', die von der Abbildung
C — C,z — 2" induziert wird mit n € N. Diese Abbildung f ist zwar eine Immer-
ston, und damit auch lokal ein Diffeomorphismus. Allerdings ist sie fiir n > 1 nicht
injektiv. Es ist eine sogenannte Uberlagerungsabbildung, d.h. die Urbilder von einzelnen
Punkten bestehen jeweils aus n Punkten. Wir parametrisieren S' durch ¢ — €*. Dann
ist w = do eine nichtverschwindende 1-Differentialform auf S' und induziert wegen
Satz[3.17 auf S* eine Orientierung. Wegen (€)™ = €™ entspricht die Abbildung f in
dieser Parametrisierung der Abbildung ¢ — n¢. Also gilt f*d¢ = nd¢. Damit ist sie
insbesondere orientierungserhaltend. Es gilt aber

f*w:/ndgb:n/dgb:n/ w.
st st st fISt]
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Zum Abschluss dieses Abschnittes zeigen wir noch den Satz vom Igel.

Satz vom Igel 3.24. Die n—dimensionale Sphdihre S™ hat genau dann ein nichtver-
schwindendes glattes Vektorfeld, wenn n ungerade ist.

Beweis: Wenn wir S mit dB(0,1) C R*™! identifizieren, dann wird in jedem Punkt

xr € 9B(0,1) der Tangentialraum 7,0B(0,1) mit {y € R*™ | y -2 = 0} identifizert.
Deshalb werden die Vektorfelder von S™ durch folgende Abbildungen beschrieben:

F:0B(0,1) = R 2+ F(z) mit x-F(x)=0.

Fiir ungerades n ist z — (z9, —21, X3, —4, ..., Tpi1, —T,) eine solche Abbildung.
Sei jetzt n gerade und F eine solche glatte Abbildung ohne Nullstellen. Dann ist

F
foiS"=S"(WVI+ @) ={z eR"™ ||z =VI+e}, ama+ €||ng;||'
x
ebenfalls glatt. Wir zeigen jetzt, dass diese Abbildung mit einem geeigneten 6 > 0 fiir
alle € < ¢ ein Diffeomorphismus ist. Dazu betrachten wir folgende n—Differentialform:

n

w= —lixid:)sl/\...cir\i.../\da:n.
> (-1)

1=0

Im Beispiel B.I8 haben wir gezeigt, dass w auf S" keine Nullstellen hat. Weil € in den
Koordinaten von f, linear auftaucht, hat dann f’w folgende Gestalt

n+1
flw= (1 + ZeigZ) w
i=1

mit glatten Funktionen gy, ..., g, auf S”. Wegen der Kompaktheit von S™ gibt es
dann ein § > 0, so dass auch f’w auf S"*!' keine Nullstellen hat. Daraus folgt, dass
die Determinante der Jacobimatrix von f, auf S” keine Nullstellen hat und f,. eine
Immersion ist. Wegen Satz [[37 ist f.[S"] offen und als stetiges Bild einer kompakten
Menge abgeschlossen. Weil S™ zusammenhéngend ist, folgt die Surjektivitit. Zuletzt
zeigen wir die Injektivitat. Seien wy, yi und €, Folgen mit f, (zx) = f, (yx). Dann folgt

Tp =Y € <F($k) B F(?Jk))
lze —well Mz = well \IE @I 1F @)l

Wegen dem Schrankensatz ist F/||F|| lipschitzstetig und die rechte Seite beschrankt

durch Leg fiir ein L > 0. Also gibt es ein > 0 so dass f. mit € < § ein Diffeomorphismus

ist. Fiir die Abbildung h, :  — h,.(x) = ra gilt h*w = r""w. Aus Korollar 322 folgt

/(1+262g2>w:/f:w: / w:/hhw:(\/l+€2)n+l/w_
i=1 Sn 2) sn

Nig Sn(,/l_i_6 Nd

Die linke Seite ist ein Polynom in € aber die rechte Seite fiir gerade n nicht.  q.e.d.
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3.7 Mannigfaltigkeiten mit Rand

Definition 3.25. Iir alle n € N seien
Hn:{(xl,...,l‘n)ERn|xn2()} und aHn:{$€Hn|lL'n:O}.

Auf einer offenen Teilmenge U C H™ heif§t eine Funktion f : U — R™ (stetig) differen-
zierbar, wenn f eine (stetig) differenzierbare Fortsetzung auf eine in R™ D H" offene
Teilmenge V D U besitzt (siehe Korollar [L.31)

In R. T. Seeley: “Extension of smooth functions defined in a half space” Proc. Amer.
Math. Soc. 15 (1964), 625-626 wird gezeigt, dass eine Funktion f auf H" in diesem Sinne
genau dann glatt ist, wenn f auf H" \ 0H" glatt ist und sich alle partiellen Ableitungen
von f stetig auf OH" fortsetzen. Analoges gilt auch fiir p—mal stetig differenzierbare f.

Lemma 3.26. Sei ¢ : U — V ein Homdéomorphismus zwischen offenen Teilmengen
von H", und ¢ auf U N (H"\ OH") und ¢~ auf V N (H" \ OH") stetig differenzierbar
mit sich stetig auf U NOH"™ bzw. V NOH" fortsetzenden Jacobimatrizen. Dann gilt

6[U N OH"] = V N OH".

Beweis: Wir nehmen zunéchst ¢(z) € V N OH" fiir ein ein x € U N (H\ 0H") an.
Sei W C U eine in R™ offene Umgebung von x. Fiir alle y € ¢[W] N (H \ 0H") ist
die Jacobimatrix von ¢ bei ¢~!(y) wegen der Kettenregel die inverse der Jacobimatrix
von ¢! bei y. Wegen der Stetigkeit von den Jacobimatrizen, und weil solche y dicht in
o[W1] liegen, gilt das auch fiir y = ¢(x). Als Minimum von ¢, ist x ein kritischer Punkt
von ¢,. Das widerspricht der Invertierbarkeit der Jacobimatrix von ¢ bei x. Also gilt
¢~V NOH"] C UNOH". Das gleiche Argument zeigt die umgekehrte Inklusion.q.e.d.

Fiir Hom6omorphismen ¢ folgt die Aussage von dem Lemma aus dem Gebietsinva-
rianzsatz von Brouwer .9 Wie in dem Beweis von dem Lemma geniigt es zu zeigen,
dass es keinen Homoomorphismus ¢ von einer offenen Teilmenge W in R™ auf eine in
H" offene Umgebung ¢[WV] eines Punktes in OH" gibt. Wegen dem Gebietsinvarianzsatz
ist dann ¢[W] offen in R™, und damit nicht in H" enthalten.

Definition 3.27. FEine Karte einer Mannigfaltigkeit mit Rand X ist ein Homdomor-
phismus ¢ einer offenen Teilmenge U von X auf eine offene Teilmenge von H™.

Zwei Karten ¢ : U — H" und ¢ : V' — H" werde wieder vertrédglich genannt, wenn
¥ o ¢ ywnv) ein Diffeomorphismus von ¢[U N V] nach [U N V] ist. Ein Atlas ist
wieder eine Menge von vertriaglichen Karten, deren Definitionsbreiche X iiberdecken.

Definition 3.28. FEine n—dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit X mit Rand
ist ein Hausdorff— und Lindeldfraum zusammen mit einem Atlas von Karten nach H™.

Die Menge aller Punkte, die die Karten nach OH abbilden heifst Rand 0X.
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Beispiel 3.29. (i) Firn € N ist H" eine differenzierbare Mannigfaltigkeit mit Rand.

(ii) Jedes abgeschlossene endliche Intervall ist eine eindimensionale differenzierbare
Mannigfaltigkeit mit Rand. Allgemein gilt, dass alle Intervalle differenzierbare
Mannigfaltigkeiten mit Rand sind. Der Rand von offenen Intervallen ist leer.

(iii) Eine glatte Funktion f auf einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit X ohne Rand
habe keine gemeinsamen Nullstellen mit df. Dann ist {x € X | f(x) > 0}
eine Mannigfaltigkeit mit Rand. Insbesodnere sind alle abgeschlossenen Biille
B(z,r) C R™ mit r > 0 differenzierbare Mannigfaltigkeiten mit Rand.

(vi) Offenbar sind fir alle m,n € N die Riaume H™™ und R™ x H" bzw. H" x R™
diffeomorph. Wenn also X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit mit Rand ist
und Y eine differenzierbare Mannigfaltigkeit ohne Rand, dann sind X XY und
Y x X differenzierbare Mannigfaltigkeiten mit Rand. Der Rand besteht jeweils

aus O(X xY)=0X XY bzw. (Y x X) =Y x 0X.
Satz 3.30. Sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit mit Rand. Dann gilt:
(i) Der Rand 0X ist in X eine abgeschlossene Untermannigfaltigkeit ohne Rand.

(ii) Eine offene Umgebung U von 0X in X ist diffeomorph zu der differenzierbaren
Mannigfaltigkeit mit Rand U ~ [0,1) x 0X . Eine solche Umgebung heifst Kragen.

(iii) Wenn X orientierbar ist, dann ist auch 0X orientierbar, und jede Orientie-
rung von X induziert zusammen mit einem stetigen Vektorfeld N, dessen Ein-
schrinkung auf 0X nach Innen (bzw. Auflen) zeigt, eine Orientierung von 0X .

(iv) Wenn X kompakt ist, dann ist auch 0X kompakt.

Beweis: (i) Der Rand erfiillt die Bedingung von Satz und ist eine Untermannigfal-
tigkeit. Diese Untermannigfaltigkeit besitzt einen Atlas von Karten nach OH" ~ R"~!
und ist eine Mannigfaltigkeit ohne Rand. Jeder Punkt z € X \ 0X im Komplement
des Randes ist im Definitionsbereich einer Karte enthalten mit ¢, (z) > 0. Dann gibt
ist eine ganze Umgebung von z in X \ 0X enthalten. Also ist X abgeschlossen.

(ii) Auf jeder Karte ¢ : U — H" von X induziert wegen Satz die Derivation
% ein glattes Vektorfeld. Diese Vektorfelder kénnen wir mit Hilfe einer Zerlegung der
Eins zu einem globalen glatten Vektorfeld N aufsummieren. Wir zeigen jetzt, dass die
Einschrankung dieses Vektorfelds N auf den Rand 0X iiberall nach Innen zeigt und
keine Nullstellen auf 0X hat. Sei x € UNOX und ¢ : V — H" eine zweite Karte von X
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um z € V. Dann ist 1) o ¢~! eine glatte Funktion auf ¢[U N V], die wegen dem Beweis
von (i) die Hyperebene OH™ auf sich selber abbildet. Also gilt:

O, 0 971) (2) =0 firi#n
0¢; >0 fliri=n.

Daraus folgt, dass der Koeffizient vor %(m) des Tangentialvektors W( x)e T, X

o,
a¢n Z Jom w (@)

positiv ist, und deshalb %(l’) auch beziiglich der Karte v nach Innen zeigt. Daraus

folgt, dass bei z € 9X auch der Koeffizient von N(z) € T, X vor 57— ( ) beziiglich jeder
Karte 1, deren Definitionsbereich x enthélt, positiv ist. Damit zelgt N(z) beziiglich
jeder Karte nach Innen und hat auf 0.X keine Nullstellen.

Wir haben N bereits zu einem glatten Vektorfeld auf X fortgesetzt. Dann tibertréigt
sich der Beweis von Satz 2.10] und definiert eine glatte Abbildung

Wy C[0,00) x 0X — X, (t,x) — Yn(t, 2)

auf einer offenen Umgebung Wy von {0} x 0X in [0,00) x 0X. In jedem (0,z) € Wy
hat sie eine invertierbare Ableitung. Wegen Satz [[.37 gibt es fiir jedes z € 0X eine
Umgebung U von z in X und ein € > 0, so dass die Einschriankung von vy auf
[0,€) x U ein Diffeomorphismus auf eine offenen Menge von X ist. Mit einer entspre-
chenden glatten Zerlegung der Eins wird die Summe der konstanten Funktionen e auf
den Umgebungen U zu einer glatten positiven Funktion e auf X . Dann ist

0,1) x OX = {(t,2) € Wy |0 <t < e(x)},  (t2) = (e(2)t, )

ein Diffeomorphismus zwischen differenzierbaren Mannigfaltigkeiten mit Rand und mit
Umkehrabbildung (¢, x) — (t/e(x), z). Wegen Satz 210 ist dann die Verkniipfung

O:[0,1) x X = X, (t,2) = (e(2)t, x) — ¥ (e(x)t, 2)

ein Diffeomorphismus auf eine Umgebung von 0.X.

(iii) Wegen (ii) gibt es auf X ein glattes Vektorfeld N, das iiberall auf 0X nach
Innen zeigt und keine Nullstellen auf 0.X hat. Wir kénnen annehmen, dass X zusam-
menhéngend und n—dimensional ist. Wegen Satz B.17 sind die Orientierungen von X
bestimmt durch nicht verschwindende stetige n—Differentialformen w. Auf dem Rand
verschwindet d¢,,. Deshalb ist die Einschrankung von iyw auf den Rand gleich

in(w) = in(fdpr A ... Addy) = (—1)"Hdén, N) fddy A ... Adp_r
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mit einer positiven Funktion f auf dem Definitionsbereich U > x der Karte ¢. Wegen
(dpn, N) > 0 induziert jede Orientierung von X durch N eine Orientierung auf 0.X.

(iv) 0X ist wegen (i) ein abgeschlossener und deshalb kompakt. q.e.d.

Man kann zeigen, dass auf R™ alle rellen Linienbiindel trivial sind. Wegen dem
néchsten Satz sind dann alle (m — 1)-dimensionalen abgeschlossenen Untermannig-
faltigkeiten vom R™ orientierbar. Insbesondere ist S orientierbar. Nicht orientierbare
Mannigfaltigkeiten kénnen aber in den R” immersiert werden.

Satz 3.31.* Sei Y eine (n + 1)—-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit, auf
der alle reellen Linienbiindel trivial sind. Dann ist Y wund jede abgeschlossenen n—
dimensiopnale Untermannigfaltigkeit X orientierbar.

Beweis*: Wegen Satz 317 (iii) ist X genau dann orientierbar, wenn das reelle Lini-
enbiindel A"*'Y trivial ist. Also ist Y orientierbar. Sei X eine abgschlossene Unter-
mannigfaltigkeit von Y. Wegen Satz besitzt X eine Uberdeckung U durch die
Definitionsbreiche von Karten ¢ : U — R™™! so dass X N U die Nullstellenmenge der
glatten Funktion fy = ¢, ist. Wenn ¢ : V' — R" eine andere solche Karte ist, dann
verschwindet 1, o ¢ auf ¢[U NV N X] im Gegensatz zu %‘T. Wegen

1

1
d O, 0 7!
0007 0 s0n) = [ a0 0n st = 0 [ PO o
0 0

ist dann 1,¢, ' auf U NV eine glatte Funktion gy ohne Nullstellen. Wir ergéinzen U
durch die offene Menge Y \ X zu einer offenen Uberdeckung von Y und definieren die
entsprechende Funktion fy\x = 1. Die Funktionen gy, = fy/fu definieren einen Ko-
zykel und damit wegen Satz[[.52 ein reelles Linienbiindel auf Y. Wegen Lemma [L.58]ist
dieses Linienbiindel genau dann trivial, wenn es einen globalen nichtverschwindenden
Schnitt gibt. Ein solcher Schnitt definiert fiir alle U € U auf den lokalen Trivialisie-
rungen U x R eine glatte Funktion hy : U — R ohne Nullstellen, so dass hy = gy.vhy
fir alle U,V € U auf U NV gilt. Dann definiert fy/hy = fv/hy eine globale glatte
Funktion f auf Y, deren Nullstellenmenge X ist. Auflerdem hat df keine gemeinsame
Nullstellen mit f. Also ist Z = {y € Y | f(x) > 0} eine Untermannigfaltigkeit von Y
mit Rand X. Als Untermannigfaltigkeit von Y der Dimension n + 1 ist Z orientierbar
und dann wegen dem vorangehenden Satz (iii) X orientierbar. q.e.d.
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3.8 Der Satz von Stokes

Satz 3.32. Sei X eine kompakte orientierte Mannigfaltigkeit mit Rand der Dimension
n+ 1. Set w eine stetig differenzierbare n—Differentialform auf X. Dann gilt

/dw:/ w
X ax

Hierbei hat 0X die durch die Orientierung von X wund ein nach Auflen zeigendes
Vektorfeld N (vergleiche Satz[3.30 (iii)) induzierte Orientierung.

Beweis: Wir iiberdecken den kompakten Raum X durch die Definitionsbereiche von
endlich vielen Karten ¢ : U — H"*! eines orientierten Atlases. Mit Hilfe einer entspre-
chenden Zerlegung der Eins zerlegen wir w in eine Summe von stetig differenzierbaren
n—Differentialformen, die jeweils aulerhalb einer kompakten Teilmenge A eines Defi-
nitionsbereiches U einer Karte verschwinden. Wegen der lokalen Endlichkeit und der
Kompaktheit vom Abschluss von U sind das fiir jede Karte nur endlich viele. Dann
geniigt es die Aussage fiir solche w zu zeigen. Wir unterscheiden zwei Félle:

(A) Der Definitionsbereich U der Karte enthélt keine Randpunkte. Dann ist
U] C H"! eine offene Teilmenge von R™! und der Satz von Stokes besagt

/dw:/dw:o.
X A

Auf U konnen wir die n—Differentialform folgendermafien schreiben:
w=Y_fidpoA...dp;...Ndpy,
i=0
Hierbei bedeutet * wieder, dass der entsprechende Faktor weggelassen wird. Dann gilt

dw = Z ggzcz@Ad%A...d}bi...Adqbn = ;(—1)i§£id¢o/\.../\dqbn.

Aufgrund der Definition des Integrals gilt dann

O Oy [Oiee
/dw—/(mz O @)z, = D 1)/ 20 @)y .. o,

i=0 #[A]

Die Funktionen fy, ..., f, sind stetig differenzierbar und verschwinden auflerhalb von
A. Also setzt sich f; o ¢~ stetig differenzierbar auf ganz H"™! fort und verschwindet
auBerhalb von ¢[A]. Der Quader Q = [ag, b] X ... X [ay,b,] C HY enthalte ¢[U]:

/dw—z /f+¢)( Vo . .. .
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Das ist ein mehrfaches Integral iiber die Intervalle [ag, by, . . ., [an, by], deren Reihenfolge
wir wegen dem Satz von Fubini vertauschen kénnen: Wenn wir im i—ten Summanden

(1) /Q a(f%gj_)(x)dxo odxy,

die Integration iiber die Variable dx; zuerst ausfiihren, erhalten wir nach dem Hauptsatz
der Differential- und Integralrechnung die Differenz von f;0¢~! an den entsprechenden
Intervallgrenzen. Weil f; aulerhalb von A verschwindet, sind diese Werte gleich Null:

/dw:().
A

(B) Der Definitionsbereich U der Karte enthilt Randpunkte. In diesem Fall
verfahren wir genauso wie in Fall (A), nur dass eine Randseite des Quaders @ auf den
Rand von H"*! liegt, also a,, verschwindet. Weil die Normale N nach Aufen zeigt, gilt
(d¢n, N) < 0 auf dem Rand. Wegen Satz [3.12] (vi) gilt dann auf dem Rand

in(dgo A ... Ndoy) = (=1)"(ddn, N)ddo A ... A dgyp1.
Also entspricht die auf dem Rand induzierte Orientierung der n—Differentialform
—(=1)"dpg A ... Ndpp_1.

Fiir i = 0,...,n — 1 verschwinden f; o ¢~! auf 9[a;, b;] und es gilt wie im Fall (A)

(—1)° /Q %(z)dzo ..dx, = 0.

Fiir 4 = n verschwindet f, o ¢! nur an der Grenze b,,. Dann gilt

-1

(-1)”/ Mdl’odl’n = _(_1)n/ fno¢_1dx0...dxn_1.
Q 8$n QNoHn+1

Weil auf U N 90X die 1-Form d¢,, verschwindet gilt dort w|pngx = fudd1 A ... Adp,_1.

Weil das Vorzeichen —(—1)" mit dem Vorzeichen der Orientierung iibereinstimmt, gilt

/dw:/ w. q.e.d.
A OXNA

Dieser Satz gilt genauso fiir stetig differenzierbare n—Differentialformen w mit kom-
paktem Tréger auf nicht kompakten n + 1-dimensionalen Mannigfaltigkeiten X mit
Rand. Allgemein kann man ihn auch auf nicht kompakte Mannigfaltigkeiten mit Rand
verallgemeinern, wenn man sicherstellt, dass die entsprechenden Integrale konvergieren.



