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Kapitel 1

Einfiihrung

Eine partielle Differentialgleichung ist eine Gleichung in den partiellen Ableitungen ei-
ner oder mehrerer gesuchter Funktionen, die von mindestens zwei Variablen abhéngen:

Definition 1.1. Eine gegebenenfalls vektorwertige Gleichung der Form
F (D*u(z), D* 'u(x),..., Du(z), u(z),z) = 0

heifst partielle Differentialgleichung der Ordnung k. Hierbei ist F' eine gegebene Funk-
tion und v die gesuchte Funktion. Die Ausdriicke D*u bezeichnen die Vektoren aller
k-ten partiellen Ableitungen der Funktion w. Fine Funktion u heif$t Losung der Diffe-
rentialgleichung, wenn sie k mal differenzierbar ist und der obigen Gleichung gendigt.

Wir bezeichen hohere partielle Ableitungen auf Teilmengen des R™ im Folgenden oft
durch 97 =[], 0} = Hi(a%i)% fir Multiindizes v € Nij mit der Lénge |y| = >, 7. Auf
den Multiindizes benutzen wir die Ordungsrealtion § < v <= §; <~; firi=1,...,n.
Die partiellen Ableitungen wirken dabei immer nur auf die Funktion, die unmittelbar
dahinter steht. Soll sie auf ein Produkt wirken, so setzen wir dieses in Klammern.

Ubungsaufgabe 1.2. Zeige fiir alle v € Ny die verallgemeinerte Leibnizregel

T(uw)=Y (g) Pud 0y = i: (g) i (g:) DPud .

0<5<y 51=0 5n=0
1.1 Beispiele
A. Lineare Differentialgleichungen
0? 0?
1. Laplacegleichung. Au = —1“26 +...+ v o
Oxy 0x?
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Losungen der Laplacegleichung heiflen harmonische Funktionen. Die Laplacegleichung
ist eine homogene lineare partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung.

Die entsprechende inhomogene Gleichung heifit Poissongleichung. —Au = f.
Hierbei ist die Funktion f gegeben und die Funktion u gesucht.

2. Helmholtzgleichung. —Au — Mu=0.

Hier ist A € R und w die gesuchte Funktion. Sie ist eine einfache Poissongleichung.

3. Lineare Transportgleichung. w+b-Vu=0.

Hier ist b ein Vektorfeld auf 2 C R x R™ und u die gesuchte Funktion.

4. Liouvillegleichung. U+ V(b-u)=0.

Hier ist wie bei der Transportgleichung b ein gegebenes R™-wertiges Vektorfeld auf
einem Gebiet 2 C R x R" und u die gesuchte Funktion auf diesem Gebiet. Diese
beiden linearen Differentialgleichungen erster Ordnung sind &hnlich.

5. Wirmeleitungsgleichung. uw—Au=0.

6. Schrodingergleichung. w+ Au = 0.

Hierbei ist u eine gesuchte komplexe Funktion. Der Faktor z, durch den sich die
Schrodingergleichung von der Warmeleitungsgleichung unterscheidet, fithrt zu deut-
lichen Unterschieden dieser beiden Gleichungen.

- 0? "0
7. Kolmogorovgleichung. U — E aija—u + b-—u =0.
x; X

t b;(t
8. Fokker-Planckgleichung. U — ”21 0 gzz(a’g)u Z 0 Zég’;)u =0
. 0?u
9. Wellengleichung. 2 Au = 0.
2 n 2 n
10. Allgemeine Wellengleichung. % — Z; a;;(t, x)%au% + > bi(t, x)g—; = 0.

Sie verallgemeinert die Wellengleichung genauso wie die Kolmogorovgleichung die Wiir-
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meleitungsgleichung verallgemeinert.

93
11. Airysche Differentialgleichung. u+ a—z = 0.
T
Hier ist u eine gesuchte Funktion auf einem Gebiet 2 C R x R.
Pu  0*u
12. Balkengleich . — — — =0
alkengleichung 92 D

B. Nichtlineare Differentialgleichungen
1. Eikonalgleichung. |Vu| = 1.

2. Nichtlineare Poissongleichung. —Au = f(u).

Hier ist f : R — R eine gegebene und u die gesuchte Funktion auf €2 C R".

3. Minimalflichengleichung. V. L =0

VIFVuP

Die Graphen von Losungen der Minimalflichengleichung sind sogenannte Minimal-
flichen. Der Fliacheninhalt solcher Hyperflichen im R"*! &ndert sich unter infinitesi-
malen Deformationen nicht. Seifenhéute sind Beispiele solcher Minimalfléchen.

4. Monge-Amperegleichung. det (Vvtu) = f. Hier ist f eine gegebene Funk-

tion auf einem Gebiet {2 C R™ und v die gesuchte Funktion. Dabei steht auf der linken
Seite der Gleichung die Determinante der Matrix der zweiten Ableitungen von w.

5. Hamilton-Jacobigleichung. uw+ H(Vu,z) =0.

Hierbei ist H eine gegebene Hamiltonfunktion auf einer Teilmenge von R™ x R"™, und
u die gesuchte Funktion auf einem entsprechenden Gebiet in R™.

6. Skalare Erhaltungsgleichung. U+ V- F(u)=0.

Hierbei ist F' eine gegebene R™-wertige Funktion und u die gesuchte Funktion auf einem
Gebiet (2 C R x R". Diese Differentialgleichung hat zur Folge, dass sich das Integral
von wu iiber ein gegebenes Teilgebiet von R™ so mit der Zeit dndert, wie das Integral
von F'(u) iiber den Rand des Gebietes. Deshalb lésst sich F'(u) als eine Flussdichte der
Erhaltungsgrofie u interpretieren.
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7. Burgers Gleichung. U+ u? =0.
x

Hier ist u eine gesuchte Funktion auf einem Gebiet {2 C R x R. Sie ist ein Beispiel fiir
eine skalare Erhaltungsgleichung mit F(u) = u?/2.

8. Reaktions-Diffusionsgleichung. o — Au = f(u).

Hier ist f : R — R eine gegebene Funktion und u die gesuchte Funktion.
9. Pordse Mediengleichung. uw—A(u)=0.

Hier ist 7 > 1 ein gegebener Exponent. Diese Gleichung beschreibt die Ausbreitung
eines idealen Gases in einem pordsen Medium wie Sand.

2
10. Nichtlineare Wellengleichung. 271; — Au = f(u).

Hier ist f : R — R eine gegebene Funktion und u die gesuchte Funktion.

3
11. Korteweg-de-Vries-Gleichung. 4o — 6u% — @ =0
Jr  0x3
Diese Gleichung besitzt eine sogenannte Laxdarstellung, d.h. sie lasst sich schreiben als
: , 0? #? 3ud 30u

Daraus entwickelte sich ein neues Verstdndnis von integrablen Systemen.
C. Lineare Differentialgleichungssysteme

1. Lineare Elastizitét. A+ A+ p)V(V-u) =0.

Hier sind A > 0 und g > 0 Konstanten und u die gesuchte R™-wertige Funktion.

9*u

2. Elastische Wellen. —_—
ot?

— pAu— A+ p)V(V-u) =0.
E-VXxB=—-41j B+VxE=0

3. Maxwellgleichungen.
V-E=47mp V-B=0.

Hier sind die Ladungsverteilung p und die Stromverteilung j gegebene reelle bzw. R3-
wertigen Funktionen auf der Raumzeit R x R? und das elektrische Feld £ und das
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Magnetfeld B die gesuchten R3-wertige Funktionen. Weil j ja gerade die Ladungs-
flussdichte ist erfiillen die gegebenen p und j den Erhaltungssatz

p+V-j=0.
ou Ov Ou ov

4. Cauchy-Riemanngleichung. = =

dr  dy dy O
Hier sind (u,v) : R? — R? (z,y) — (u,v) Realteil und Imaginirteil einer holomorphen
Funktion auf (Teilgebieten) der komplexen Ebene x 4 1y = z € C.

D. Nichtlineare Differentialgleichungssysteme

1. Eulergleichung. t+u-Vu+Vp=0 V.-u=0.

Hier ist u : R® — R® das Geschwindigkeitsfeld einer inkompressiblen reibungsfreien
Fliissigkeit und p der Druck.

2. Navier-Stokesgleichung. t+u-Vu—ALAu+Vp=0 V.-u=0.

Hier ist u : R? — R3 das Geschwindigkeitsfeld einer inkompressiblen viskosen Fliissig-
keit und p der Druck.

1
3. Einsteins Feldgleichungen. Ri; — égin = KTjj.

Hier ist der Energieimpulstensor einer gegebenen Massenverteilung auf der Raumzeit
und g;; ist die entsprechende gesuchte Metrik auf der Raumzeit. Diese Metrik g;; ist
eine Lorentzmetrik auf der Raumzeit, d.h. eine symmetrische Bilinearform auf dem
Tangentialraum der Raumzeit mit der Signatur (1,3). R;; ist die dazugehorige Ricci-
kriitmmung und R die skalare Kriimmung.

3

1 dg;;  Oga  0gij . 1. .
ko._ kl j i ij A 1
Iy = 5 lz:;g (&ﬂ + i Dol (97) == (g:j) inverse Metrik
3 k 3 3
ory,  ork ij
Ry =Y g (ax,j — Wf + ) (TRTY - r@rgg) R:=> g¢"R.
k=0 1=0 i,j=0
4. Riccifluss. Gij = —2R;;.

Diese Differentialgleichung beschreibt auf Riemannschen Mannigfaltigkeiten einen dif-
fusionsartigen Fluss der Metrik. Er gleicht Inhomogenitéiten und Isotropien der Metrik
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aus und fithrt nach langen Zeiten zu Metriken mit sehr groflen Isometriegruppen. Ri-
chard Hamilton hat in den 70ger Jahren ein Programm entworfen, um mit Hilfe dieses
Flusses die Geometrisierungsvermutung von Thurston zu beweisen. Diese besagt, dass
sich jede kompakte 3-Mannigfaltigkeit in Teile zerlegen lésst, auf denen eine Isome-
triegruppe transitiv wirkt. Hamilton versucht durch eine Kontrolle iiber das Lang-
zeitverhalten des Ricciflusses auf kompakten 3-Mannigfaltigkeiten solche Metriken zu
konstruieren. Der russische Mathematiker Grisha Perelman hat 2003 3 Arbeiten ins
Netz gestellt und die letzten Hiirden iiberwunden. Das war ein grofler Erfolg fiir die
geometrische Analysis.

1.2 Gauflscher Satz

Definition 1.3. (Zerleqgung der Eins) Fine glatte Zerlegung der FEins einer Familie
von offenen Mengen in R™ mit der Vereinigung 2 C R™ st eine abzdhlbare Familie
(hi)ien von glatten Funktionen hy : 2 — [0, 1], so dass

(i) fir jedes x € Q0 auf einer Umgebung von x nur endlich viele h; ungleich Null sind.

(ii) Fir alle x € Q gilt >, y(z) = 1.

(iii) Jedes hy auferhalb einer kompakten Teilmenge eines Elements verschwindet.
Jede Familie von offenen Mengen in R" besitzt eine glatte Zerlegung der Eins.

Definition 1.4. Fir jede n x (n — 1)-Matriz A gibt es genau einen Spaltenvektor
A# € R", so dass det(A,x) = at - A fiir alle v € R" gilt. Er steht senkrecht auf dem
Bild von A als Hyperfliche in R™ und seine Linge ist der Fldcheninhalt des Bildes von
[0,1]"71 unter A in R™. Fiir eine n x n-Matriz A gilt (A|ge—1)% = det(A)(A™)e,.

Definition 1.5. FEine offene Teilmenge Q0 C R™ hat differenzierbaren Rand, wenn ihr
Abschluss Q eine Uberdeckung von offenen Mengen O C R™ und stetig differenzierbare
Abbildungen ® : U — O mit stetig differenzierbaren Umkehrabbildungen ®=1: O — U
besitzt, die jeweils O N Q in die obere Halbebene {x € R™ | x, > 0} und O N 0Q nach
R ! ={z € R" | x, = 0} abbilden. Fiir det® = 0 ist das Integral einer Funktion f
auf 02 mit einer entsprechenden Zerlegung der Eins (h;)en definiert als

/ fdo= Z/ (hif)o® ‘((I)’|Rn71)#‘ dpgn—1 wobei jeweils hy|gm\o = 0.
o0 UNRn—1

leN

Fiir eine R"-wertige Funktion f und die duflere Normale N auf OS2 definieren wir

/ f+Ndo:=F 2/ ((hef) 0 @) (P |gn—1)* dpgn—1 wobei jeweils hy|gmo = 0.
o0 UNRn—1

leN
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Um diese Integrale zu berechnen, geniigt es ® auf U N R™ ! zu kennen. Stetig
differenzierbare Einbettungen ¥ : UNR" "t — O NI, deren Ableitungen ¥’ den Rang
n — 1 haben, lassen sich so stetig differenzierbar auf kleine Umgebungen von U NR"~*
fortsetzten, dass sie stetig differenzierbare Umkehrabbildungen haben. Deshalb geniigt
es die Existenz solcher Abbildungen ¥ = ®|;;~gn-1 vorauszusetzen.

Lemma 1.6. Auf den d x d Matrizen ist det eine differenzierbare Abbildung mit
d
pr det(A+tB)| = Spur(det(A)A™'B).
=0
Beweis: Fiir zwei d x d-Matrizen A und B, von denen die erste invertierbar ist, gilt
det(A +tB) = det(A) det(1+ tA™'B) = t?det(A) det(t"'1+ A™'B) fiir t # 0.
Die Ableitung nach ¢ bei ¢ = 0 ist also det(A) mal dem zweithochste Koeffizient des
charakteristischen Polynoms von —A™! B, also det(A) Spur(A~'B). q.e.d.

Satz 1.7. (Gaufischer Satz oder Divergenzsatz) Sei Q C R" eine offene beschrink-
te Menge mit zweimal differenzierbarem Rand und f eine auf €1 stetige R™-wertige
Funktion, deren erste partielle Ableitungen sich stetig auf Q0 fortsetzten. Dann gilt:

/ V- fdu= f-Ndo
Q G19)
Hierbei ist N die dufiere Normale und N do das entsprechende MafS auf dem Rand OS2.

Beweis: Mit einer entsprechenden Zerlegung der Eins geniigt es die Aussage fiir eine
Funktion f zu zei, die auflerhalb einer abgeschlossenen Menge in einer offenen Me
1.5

O aus Definition [L.5 verschwindet. Fiir f := det(®')(®')"*(f o ®) gilt wegen Lemma
- D*P; 0*P;
- f = det(®’ )t L (@) fro® — det(P )t (@) fio®
\Y f € ( )%( )z] axk8x1< )kl fl © e ( )%( )z] axlaxk( )kl fl ©

+ det(®") Spur((®") ' (f' 0 ®)®’) = det(®') Spur(f’ o ®) = det(®')(V - f) o ®.
Mit Jacobi’s Transformationsformel ( |, o Vfdu=+ fU i dp fiir det @ = 0) geniigt es

/ Vfd/l — _/ (f O @) . (@lanfl)# dMRnfl
U UNR™—1
= —/ det(®)"HP'f) - det (D) (D) H)e, dpign—1 = —/ fo dpign
UNRn—1

UNR"—1
zu zeigen. Die Funktion f setzt sich stetig differenzierbar auf einen Quader fort, von
dessen Rand eine Seite in der Hyperebene R*~! C R” liegt. Weil f nur auf einer Seite
des Randes des Quaders nicht verschwindet, reduziert sich mit dem Hauptsatz der
Differentialrechnung das linke Integral zu einem Integral {iber die Seite des Quaders in
R™! und stimmt mit dem Integral auf der rechten Seite {iberein. q.e.d.
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1.3 Existenz von Losungen

Wir wollen zur Erlduterung ein Beispiel einer Differentialgleichung geben, das keine
Losung besitzt. Dieses Beispiel ist eine Vereinfachung (von Nirenberg) eines Beispieles
von H. Lewy: Gegeben ist eine komplexwertige Funktion f auf einem Teilgebiet von
(z,y) € R? und gesucht ist eine komplexwertige Funktion u auf demselben Teilgebiet,
die folgende lineare Differentialgleichung erster Ordnung erfiillt:

Wir zeigen, dass es fiir eine glatte Funktion f, die folgende beiden Bedingungen erfiillt,
in keiner Umgebung von (0,0) € R? eine einmal stetig differenzierbare Losung u gibt:

(ii) Es gibt eine Nullfolge o, | 0, so dass f auf einer Umgebung der Kreise 0B(0, g,)
verschwindet, die Integrale [ B(0.0n) f(z,y) dx dy aber ungleich Null sind.

Wenn h : R — R* eine glatte periodische Funktion ist, die auf einem Intervall aber
nicht auf R verschwindet, dann ist f(z) := exp(—1/|z|)h(1/|x|) ein solches Beispiel.
Wir bezeichen die euklidische Lénge eines Vektors z € R™ mit |x|.

1. Schritt: Wegen (i) ist mit u(z,y) auch —u(—z,y) und w(z,y) = (u(z,y) —
u(—z,y)) eine Losung. Deshalb kénnen wir u(—z,y) = —u(x,y) annehmen.
2. Schritt: Jede solche Losung u verschwindet auf den Kreisen 0B(0, g,,). Um das

einzusehen transformieren wir kleine Ringe A folgendermafien auf Gebiete A im R%:

~ /2 fiir x >
A=A (rg) s g\ TIBY) T2
(—2%/2,y) fiir z < 0.

Diese Abbildungen sind offenbar Homdomorphismen von A auf A. Auf dem Teilgebiet
Al = {(s,y) cAl|s> 0} ist die Funktion a(s,y) = u(z*/2,y) holomorph:

1
_ L (Oulzy)  Oulmy)
0s oy ds Ox oy x ox oy

Wegen dem 1. Schritt verschwindet @ fiir s = 0, und wegen dem Schwarzen Spiege-
lungsprinzip und dem Identitétssatz auf A, und wegen dem 1. Schritt auf A.
3. Schritt: Wegen dem Gauflschen Satz gilt

ou ou u
fdedy = / <—+w—) dxdy:/ V-( )dmdy
/B(o,m Boe) \0T 0y B0, \MU

u
= - N(x,y)do(x,y) =0,
J (i) 000700

o5 = 2is,y) | alsy) _ dwOulz,y) | Ou(z,y)



1.4. DISTRIBUTIONEN 13

im Widerspruch zu (ii). Also gibt es keine einmal stetig differenzierbare Losung.
Aus diesem Beispiel folgt auch, dass folgende reelle Differentialgleichung keine vier-
mal differenzierbare Losung hat:

g—l—mﬁ g—mé 2 24—%2 U= a—2+x28—2 2—1-6—2 u=f
Ox oy ) \ Oz oy Ox oy) Ox? Oy? Oy? e

1.4 Distributionen

Bei der Untersuchung von partiellen Differentialgleichungen wollen wir einerseits mog-
lichst viele Losungen bestimmen und andererseits Bedingungen finden, so dass die
Losungen eindeutig werden. Die Anzahl oder sogar die Existenz kann davon abhéngen,
was wir als Losung auffassen wollen. Wegen der Ableitungen, die in der partiellen
Differentialgleichung vorkommen, muss die Losung differenzierbar sein, und mit ih-
ren Ableitungen die Differentialgleichung erfiillen. Der Begriff von differenzierbaren
Funktionen lésst sich auf verschiedene Art erweitern. In diesem Abschnitt wollen wir
sogenannte Distributionen einfiihren, die wohl die grofite Klasse von verallgemeiner-
ten differenzierbaren Funktionen darstellen, sich aber im Allgemeinen nicht mehr mit-
einander multiplizieren lassen. Im Fall von linearen Differentialgleichungen tauchen
in der Differentialgleichung nur die gesuchte Funktion oder ihre Ableitungen auf, so
dass fiir lineare partielle Differentialgleichungen schwache Losungen wohldefiniert sind.
Fiir nichtlineare partielle Differentialgleichungen werden wir sogenannte Sobolevrdume
einfithren. Diese Sobolevraume lassen sich als Teilmengen der Distributionen auffassen,
so dass die letzteren als die allgemeinsten differenzierbaren Funktionen gelten kénnen.
Der Trager supp f einer Funktion f ist der Abschluss von {z | f(x) # 0}. Fiir eine
offenen Menge Q2 C R™ sei C§°(£2) die Algebra der glatten Funktionen mit kompaktem
Triger in , d.h. supp f € Q. Jedes f € L} () definiert eine lineare Abbildung

F:Cr(Q) = R, (b»—>/ﬂf¢du

Verallgemeinerte Funktionen auf €2 sind solche Linearformen F auf C§°(£2). Die Elemen-
te von C§°(12), auf denen die verallgemeinert Funktionen ausgewertet werden, werden
Testfunktionen genannt. Mithilfe von partieller Integration erhalten wir

/Q Oifepdiz = — /Q fo0d .

Deshalb sind solche verallgemeinert Funktionen unendlich oft differenzierbar. Fiir eine
beliebige Linearform F' auf C§°(2) definieren wir als die partielle Ableitung

0 F : CP(Q) = R, o — —F(0;0).
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Weil der Vektorraum der Testfunktionen unendlichdimensional ist, stellen wir an die
Linearformen zusétzliche Stetigkeitsbedingungen, um ihn nicht unhandbar grof§ zum
machen. Damit die stetigen Linearformen unendlich oft differenzierbar sind, miissen die
partiellen Ableitungen stetige Operatoren auf dem topologischen Vektorraum C§°(€2)
bilden. Fiir f € L1 .(Q2)) sind die entsprechenden verallgemeinerten Funktionen F' stetig
beziiglich der Supremumsnormen auf kompakten Teilmengen von 2. Fiir jede kompakte
Teilmenge K C €2 und jeden endlichen Multiindex a definieren wir folgende Halbnorm:

I ke CG7(8) = R, ¢ = [[9llrco = sup [0%G(x)].
e

Definition 1.8. Eine Distribution auf einer offenen Menge 2 C R™ ist eine Linearform
F auf C§°(QY), die beziglich der Halbnormen || - || k.o stetig ist, d.h. fir jede kompakte
Teilmenge K ¢gibt es endlich viele Multiindices o, ..., ay und Cp > 0,...,Cy >0, so
dass fir alle Testfunktionen ¢ € C3° () mit Tragern in K gilt:

[F(9)] < Cilléllikar + - -+ Culldll k-
Der Raum dieser Distributionen wird mit D'(§2) bezeichnet.

Unter dem Tréger einer Distribution verstehen wir das Komplement der Vereini-
gung aller der offenen Mengen, so dass die Distribution auf allen Testfunktionen ver-
schwindet, deren Tréger in den offenen Mengen enthalten ist. Fiir einen Vektor x € R"
bezeichne |z| die euklidische Linge von des Vektors z. Die Testfunktion

o(z) = {exp (W;—l) fiir |z] < 1

0 fir |z| > 1
hat den Tréger B(0,1) und ist nichtnegativ. Durch Umskalieren von x und ¢ und
durch Translation ldsst sich daraus fiir jeden Ball B(zg,€) eine eindeutige nichtne-
gative Testfunktion ¢ps, . konstruieren, deren Tréger gleich B(zo,e€) ist, und mit
i ®B(z0,e) At = 1. Also gibt es insbesondere fiir jede offene Menge eine nichtnegati-
ve Testfunktion, deren Tréger in der offenen Menge enthalten ist. Weil jede stetige
Funktion f auf €2, die nicht identisch verschwindet, auf einem offenen Ball fiir ein € > 0
entweder grofer als e oder kleiner als —e ist, gibt es ein ¢ € C§°(Q) mit [, fodu # 0.

Folgender Distribution auf €2 3 0 entspricht keine herkémmliche Funktion:

§:C5°(2) - R ¢ — ¢(0).

Eine entsprechende Funktion miisste auf R™\ {0} verschwinden und ihr Integral miisste
gleich eins sein. Eine solche Funktion wird Dirac’sche d-Funktion genannt. Die Familie
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der Distributionen, die den Funktionen ¢p(o,) entsprechen, konvergieren im Grenzwert
€ J 0 gegen diese Distribution. Der Tréger dieser Distribution ist offenbar nur der Punkt
0 € Q. Auch alle partiellen Ableitungen dieser Funktion hdngen nur von den Werten
von der Testfunktionen und ihrer Ableitungen an der Stelle 0 € €2 ab.

Das Produkt einer Distribution F' mit einer Funktion g € C*(R") ist definiert als

gF : C°(Q) = R, ¢ = F(g9).

Dieses Produkt ist offensichtlich vertréglich mit der Einbettung von glatten Funktionen
in die Distributionen und der Multiplikation von Funktionen. Allerdings ist schon das
Produkt einer Distribution mit einer stetigen aber nicht differenzierbaren Funktion
nicht mehr definiert, geschweige denn das Produkt zwischen beliebigen Distributionen.

Die Faltung definiert eine weitere Produktstruktur auf den Funktionen in C§°(R™):

G D= [ ga-nf@@y= [ o)ty

Dieses Produkt ist abelsch und assoziativ (Ubungsaufgabe). Wegen der Gleichung

/W*f “”’“’—//¢ d“yd“m—/qb /TPg()f(y)dnydnx

R?» R™

/ o(0)g(a — y)f(y) Az dy = / (6 Pg)fdy
n Rn R™

mit T, : C;°(Q2) = C°(x + Q), ¢ Tuo, mit (T.0)(y) = o(y — x)
und P : C°(Q) = C2(—Q), ¢ Pg, mit (Po)(y) = ¢(—y)

ist die Faltung einer glatten Funktion g mit einer Distribution F' definiert als
gxF:R" =R, z— F(T,Pg)oderals g« F: C°(R") = R, ¢~ F(¢=x*Pg).

Lemma 1.9. Die Faltung einer Distribution mit einer glatten Funktion mit kompak-
tem Trdger entspricht einer glatten Funktion, ist also eine Distribution im Bild der
FEinbettung der glatten Funktionen in die Distributionen. Der Trdger dieser Funktion
ist enthalten in der Summe des Trdgers der Funktion mit dem Triger der Distribution.

Beweis: Aus der Stetigkeit und Linearitét folgt dann fiir jede Distribution F' € D'(Q):

g% F(g) = F(Pg*¢) = / F(T.Pg)é(e) '
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Augrund der Stetigkeit der Distribution beziiglich der Halbnormen || - ||k ist z —
F(T,Pg) stetig. Weil der Differenzenquotient der Ableitung %—Zj’ auf den glatten Funk-

tionen x — ¢(z) beziiglich der von den Halbnormen ||- ||k o induzierten Topologie gegen
den Operator —Tya%i konvergiert, sind diese Funktionen sogar glatte Funktionen.
Wenn = +— F(T,Pg) in einer Umgebung eines Punktes « nicht verschwindet, dann
ist g(x — y) fiir ein y im Tréger von F' nicht Null. Also ist z = y + (x — y) die Summe
eines Elementes des Trégers von F' und eines Elementes des Tréagers von g. q.e.d.

Aufgrund dieses Lemmas ist sogar die Faltung einer Distribution F' mit einer Dis-
tribution G mit kompaktem Tréger definiert:

FxG:CF(Q) >R, ¢ > F(¢+ PG) mit PG(¢) := G(Pg).

Die Faltung mit der Dirac’schen §-Funktion ist gleich der urspriinglichen Funktion.
Die Dirac’sche §-Funktion ist also beziiglich der Faltung das Einselement. Wir hatten
eine Familie von Testfunktionen ¢p(,) eingefiihrt, die im Grenzwert € | 0 gegen die
Dirac’sche ¢-Funktion konvergieren. Fiir eine beliebige Distribution F' konvergiert die
Familie von glatten Funktionen f. := ¢p( o *F im Grenzwert € | 0 in einem bestimmten
Sinne gegen die Distribution F'. Eine solche Familie (A¢)eso in Co(R™) mit

Ae >0 supp A\ C B(0,¢) / Aed"x =1,

die also gegen die Dirac’sche d-Funktion konvergiert, heifit Mollifier. Damit zeigen wir,
dass sich verallgemeinerte Funktionen durch glatte Funktionen anndhern lassen.

Lemma 1.10. Sei f € C(Q) und (A\e)eso ein Mollifier. Dann konvergiert die Familie
von glatten Funktionen A * f im Grenzwert € | 0 auf allen kompakten Teilmengen von
Q gleichmdfig gegen f. Wenn f glatt ist gilt dasselbe fiir alle Ableitungen von f.

Beweis: Auf kompakten Mengen ist f € C(Q) gleichméBig stetig. Weil Q offen ist,
ist jedes z € Q in einem Ball B(xz,¢) C 2 enthalten. Fiir hinreichend kleine e hingt
der Wert von A * f bei z nur von den Werten von f auf B(x,e) C  ab und ist
wohldefiniert. Fiir solche hinreichend kleine € gilt dann

(e x [)(2) = f(2)] =

/B MU Sy < s 1)~ @)

yEB(z,¢)

Daraus folgt auf kompakten Mengen die gleichméfiige Konvergenz limjg A * f = f.
Aufgrund der Definition der Faltung gilt fiir zwei glatte Funktionen f und g¢:
O(f * g) dg _ Of

= f % *
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Deshalb zeigen dieselben Argumente fiir glatte f, dass auch alle die Faltungen von A,
mit den partiellen Ableitungen von f auf kompakten Mengen gleichméfliig gegen die
entsprechenden partiellen Ableitungen von f konvergieren. q.e.d.

Jedes Element f € L} .(Q2) definiert auf natiirliche Weise eine Distribution
FpiCR(Q) — R, ors [ fodn
Q

Fiir ¢ € C5°(Q) mit Triger in der kompakten Teilmenge K C Q und f € [}(Q) gilt

F5(0)] < sup o)l ey

Fir f € I}, .(Q) besitzt dann jede kompakte Teilmenge K C € eine endliche Uber-
deckung durch offene Mengen O4, ..., Oy, auf denen die Einschrinkungen von f fiir
l=1,...,L jeweils in f|o, € L'(O,) liegen. Daraus folgt dann die Stetigkeit von Fy:

[F(¢)] < sup oz |Z [ flolzop-

Lemma 1.11. (Fundamentallemma der Variationsrechnung) Fir f € L (Q) gelte
F¢(¢) > 0 auf allen nichtnegativen Testfunktionen ¢ € C3°(2). Dann ist f fast dberall

nichtnegativ. Insbesondere ist die Abbildung L}, .(Q) — D'(Q2), mit f — F} injektiv.

loc

Beweis: Weil die Aussage lokal ist, geniigt es sie fiir f € L}(Q) zu zeigen. Wir setzen
f auf R™\ Q gleich Null und kénnen f € [}(R") annehmen. Fiir Mollifier (\.)~o gilt

H)‘e*f_f”l—

/\e(y)f( —y)d"y — f(z)|d"z <
/B(O /n YIf(x—y) = flx)|d"zd"y < sup ||f(- —y) — fl

y€B(0,¢)

Wenn f die charakteristische Funktion eines endlichen Quaders ist, dann konvergiert
das Supremum auf der rechten Seite im Grenzwert € | 0 gegen Null. Wegen der Drei-
ecksungleichung konvergiert dieses Supremum auch fiir Linearkombinationen solcher
Funktionen, also fiir Treppenfunktionen, im Grenzwert € | 0 gegen Null. Weil die Trep-
penfunktionen dicht in I'(R") liegen, wird dieses Supremum auch fiir f € L}(R") fiir
hinreichend kleine ¢ beliebig klein. Deshalb konvergiert fiir alle f € L'(R") die Familie
(Ae * f)eso fiir € | 0 in L'(R™) gegen f. Dann existiert eine Nullfolge (€, )nen, so dass
| fos1 — falli < 27™ fiir alle n € N fiir die Folge (f)neny mit f, = A, * f gilt. Wegen
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dem Satz von Beppo Levi konvergiert |fi| + >, o [fat1 — fu| in L'(R™), und wegen
Lebesgues Satz der beschrinkten Konvergenz konvergiert dann die Folge (f,,)nen fast
tiberall gegen f. Offenbar ist (A * f)(z) = Fy(Ac(z — -). Deshalb folgt (A * f)(z) > 0
aus der Bedingung Fy(¢) > 0 fiir alle nichtnegativen Testfunktionen ¢. Dann folgt aus
dieser Bedingung, dass tatsdchlich fast iiberall f > 0 gilt. Wenn f also im Kern der
Abbildung f +— F} liegt, muss fast {iberall f > 0 und f <0 also f = 0 gelten. q.e.d.

Eine kurze und empfehlenswerte Einleitung in die Theorie der Distributionen ist
das erste Kapitel von Lars Hérmander: “Linear Partial Differential Operators”.

1.5 Regularitit von Losungen

Unter der Regularitét einer Losung einer Differentialgleichung versteht man die lokalen
Eigenschaften der entsprechenden Funktionen. Wir werden nur solche Losungen be-
trachten, die mindestens Distributionen sind. In diesen enthalten sind messbare Funk-
tionen bzw. allgemeiner IP-Funktionen. Diese enthalten die Funktionen, deren erste
oder n-te Ableitungen ebenfalls solche IP-Funktionen sind. Die Rdume solcher Funk-
tionen werden Sobolevraume genannt. In diesen Funktionen sind die glatten Funktionen
enthalten. Zuletzt kommen die analytischen Funktionen mit der hochsten Regularitat.

1.6 Randwertprobleme

Bei der Untersuchung von Losungen von partiellen Differentialgleichungen streben wir
eine moglichst vollsténdige Charakterisierung aller Losungen an. Im Allgemeinen haben
partielle Differentialgleichungen unendlich viele Lésungen. Eine Losung einer gewohn-
lichen Differentialgleichung ist eindeutig bestimmt durch die Vorgabe der ersten n
Ableitungen an einem Punkt. Fiir partielle Differentialgleichungen streben wir eine
analoge Charakterisierung an. Weil die Losungen auf hoherdimensionalen Gebieten de-
finiert sind, liegt es nahe, dass die Vorgabe von Funktionswerten und eventuell einigen
Ableitungen auf dem Rand des Gebietes, die Losung eindeutig festlegt. Solche Vorga-
ben nennt man Randwertprobleme. In einem zweiten Schritt soll bestimmt werden fiir
welche Randwerte eine Losung existiert. Mit der Beantwortung beider Fragen sind alle
Losungen eindeutig durch die moglichen Randwerte bzw. Anfangswerte klassifiziert.



Kapitel 2

Maximumprinzipien

2.1 Mittelwerteigenschaft harmonischer Funktionen

Fiir eine harmonische Funktion u auf einem Gebiet, das einen Ball B(z,r) vom Radius
r enthélt, ist der Mittelwert von w auf dem Rand 0B(x,r) des Balles gerade gleich dem
Wert von v am Mittelpunkt z. Weil das fiir beliebige Radien gilt und der Mittelwert von
uw auf dem Ball B(z,r) gerade gleich einem gewichtetem Mittelwert aller Mittelwerte
von u auf den Réndern der Béille B(z,7’) mit 0 < ' < r ist, ist dann auch der
Mittelwert auf dem Ball B(x,r) gleich dem Wert von w am Mittelpunkt x. Dieser
Sachverhalt fiihrt zu aufschlussreichen Folgerungen.

Mittelwerteigenschaft 2.1. Sei u € C?(Q) eine harmonischen Funktion auf einem
offenen Gebiet ), das den Ball B(x,r) enthdlt. Dann sind die Mittelwerte von u auf
dem Ball B(z,r) und dessen Rand gleich dem Wert von u am Mittelpunkt x. Sind
umgekehrt die Mittelwerte einer zweimal differenzierbaren Funktion v € C?(Q) auf
allen Bdallen B(x,r), die in Q enthalten sind, oder auf Rindern dieser Bille gleich den
Werten von u an den entsprechenden Mittelpunkten, dann ist u auf 2 harmonisch.

Beweis: Fiir z € Q sei ®(r) definiert als der Mittelwert von u auf 0B(x,r) C {2

1 1
d(r) i = —— d = d )
1= st fp 104 = [ a2 dot)

Hier bezeichnet w,, das Volumen des Einheitsballs im euklidischen Raum R™. Mit Hilfe

des Gaufischen Satzes erhalten wir fiir die Ableitung P'(r) =
1 1 1
Vu(@ +rz)-2do(2) = ——— [ Vu(y)-Ndo(y) = ——— [ Audp.
nwWn JaB(0,1) T NWn J9B(2,r) T INWn J Be,r)

19
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Fiir harmonische u ist also ® konstant solange B(x,r) in €2 liegt. Wegen der Stetigkeit
von u konvergiert ®(r) im Grenzwert limr — 0 gegen u(x). Also sind diese Mittelwerte
von u gleich den Werten u(z) von u an den entsprechenden Mittelpunkten. Wegen

]_ / n " ]. -1 n " —1
u(y)dy = — _—/ s" uydayds:—/s" ®(s)ds.
"W, B(z,r) ( ) r" 0 s lnwn 0B(z,s) ( ) ( ) T 0 ( )

folgt daraus, dass auch der Mittelwert von u auf B(z,r) C € gleich u(x) ist.
Wenn umgekehrt die Mittelwerte von u auf allen Béllen B(x,r) in § gleich den
Werten von v an den entsprechenden Mittelpunkten sind, dann gilt

u(z) = E/T 10 (s) ds.

™ Jo
Deshalb verschwindet die Ableitung der rechten Seite nach r:

n2

rnJrl

| stee s+ e = ~ute) + e —o.
0 rm r r

Dann sind auch die Mittelwerte ®(r) von u auf den Réndern der Bille B(x,r) gleich
u(z). Weil u zweimal stetig differenzierbar ist, ist nach unser obigen Formel ¢ differen-
zierbar, und die Ableitung ®'(r) verschwindet genau dann, wenn die Integrale von Au
iiber alle Balle in ) verschwinden, bzw. v harmonisch ist. q.e.d.

Korollar 2.2. FEs gibt eine Konstante C(n, |a|) > 0, die nur von der Dimension n und
der Ordnung || abhingt, so dass fir alle Multiindices « die partiellen Ableitungen von
auf offenen Mengen Q D B(z,r) harmonischen glatte Funktionen u beschrdnkt sind
durch

[0%u(a)] < Cn, la))r™" [l o )
Beweis: Mit u sind auch die partiellen Ableitungen d;u harmonische Funktionen und
haben die Mittelwerteigenschaft. Aus dem Gaufischen Satz folgt

1
n / @U(y)du‘ =
WnT B(z,r)

Wir benutzen solche Abschétzungen fiir [O;u(y)| auf B(y, 5)) bei allen y € 0B(x, 5)
und erhalten induktiv in |a| aus den Abschitzungen auf B(z, §) die auf B(z,r).q.e.d.

1

wWp "

[Osu(e)| =

n
w(y)Nido(y)| < —|lull e BEm)-
/83(:1:,7") r L(Ba.m)

Satz von Liouville 2.3. Fine auf R™ beschrinkte harmonische Funktion ist konstant.

'Mit dem Weylschen Lemma wird diese Vorrausetzung tiberfliissig.
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Beweis: Weil u beschréinkt ist, sind die Normen ||ul| ; 57, beschrénkt. Dann sind

wegen dem vorangehenden Korollar die ersten partiellen Ableitungen von w durch ein

Vielfaches von 1/r beschrankt sind. Aus dem Grenzwert r — oo folgt, dass alle ersten

partiellen Ableitungen von u verschwinden und u konstant ist. q.e.d.
Aufgrund dieser Mittelwerteigenschaft gilt fir ¢» € C5°((0,7)):

u(y) ————————F—d = —_— u(y)do(y)ds = W(s)ds | u(z).
/B(w,r() )n’y — z|*w, o ns"lw, 8B(;c,s<) ) do(y) ; ) )
Diese Charakterisierung kénnen wir auf Distributionen iibertragen:

Schwache Mittelwerteigenschaft 2.4. Sei U eine harmonische Distribution auf
einem offenen Gebiet Q, das den Ball B(z,r) enthdlt. Firy € C3°((0,7)) mit [ dp =
0 verschwindet U auf folgender Testfunktion mit kompaktem Trager in €2:

) = U(ly — )

Conly — ollw,

Beweis: Es geniigt zu zeigen, dass es eine Testfunktion mit kompaktem Tréager in €2
gibt, die Ag = f erfiillt. Aufgrund der Voraussetzungen an 1 gibt es eine Testfunktion
U mit kompaktem Tréger in [0, 7], deren Ableitung gerade gleich ¢ ist. Wir definieren

ly—=| W(s)
- %) g
9(y) K 1o, 48
Das ist eine Testfunktion mit kompaktem Trager in B(x,r) C €, die nur von |y — x|

abhéngt. Fiir eine Funktion u(x) := v(|z|) = v(y/z - z) ergibt die Kettenregel fiir x # 0:

Voula) = olla) Vole] = o/ (al)grr Agule) =" (ol) + T el (20)

2|z|

Daraus ergibt sich

—x n—DU(ly—=x n—1 Y(ly—=x
Ayoly) = U(ly _D | )V (ly D+ (ly J
nly — z["lw, nly — x| wy ly — x| nly — z|"tw,

= f(y).q.e.d.

Weylsches Lemma 2.5. Auf einem offenen Gebiet ) entspricht jede harmonische
Distribution U € D'(Q2) mit AU = 0 einer harmonischen Funktion u € C*().

Beweis: Zunéchst definieren wir u. Fiir jedes € Q sei B(z,7) ein Ball in © und 1
eine Testfunktion mit kompaktem Tréger in (0,7), die [j ¢(s)ds = 1 erfiillt. Dann sei

u(x) = U(gs) mit anly) = 2y =2

Conly — xlw,
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Wenn U harmonsich ist, hingt u(x) aufgrund der Schwachen Mittelwerteigenschaft
nicht von der Wahl von r und ¢ ab. Also kénnen wir r und v so wéhlen, dass wir
sie fiir alle y in einer kleinen Umgebung von x in der Definition von u(y) verwenden
kénnen. Wegen Pg = g ist u die Faltung einer solchen Testfunktion g zu z = 0 mit
der Distribution U. Wegen Lemma ist v undendlich oft differenzierbar. Wir zeigen
jetzt, dass die entsprechende Distribution U die Schwache Mittelwerteigenschaft hat.
Die Funktionen f in der Schwachen Mittelwerteigenschaft hangen nur vom Abstand
zu einem Punkt in © ab und ihr Integral verschwindet. Ersteres ist dquivalent dazu,
dass sie invariant unter allen Drehungen um diesen Punkt sind. Aus der Invarianz des
Lebesguemafles unter den Drehungen folgt, dass die Faltung ¢ % f einer Testfunktion
g, die invariant ist unter Drehungen um y, mit einer Testfunktion f, die invariant ist
unter Drehungen um z, invariant ist unter Drehungen um y + z, d.h. fiir O € SO(n,R)

(9xf)(Ozx+y+z) = /n g(Ox+y+z—2')f(z")d"s' = /n g(O(z—2")+y) f(0Z +2)d"7.

Das Integral der Faltung g * f ist gleich dem Produkt der Integrale von g und f:

/n(g*f x—/n/n x—y dnydnx_/n/n v — y) f(y) dz d'y
(e ([

Wenn wir den Tréager von g in der Definition von u hinreichend klein wihlen, dann ist
die Faltung von g mit Testfunktionen f der Form wie sie in der Schwachen Mittelwer-
teigenschaft betrachtet werden, wieder eine solche Testfunktion. Deshalb hat auch U
die schwache Mittelwerteigenschaft. Weil u stetig ist, setzt sich U eindeutig auf LH9)-
Funktionen mit kompaktem Trager in () fort und erfiillt die erste Formulierung der
Mittelwerteigenschaft. Also ist u harmonisch. Fiir alle ¢ € C§°(£2) gibt es ein r > 0 mit
D500 * ¢ € C(Q) und U(p) = U(Pdp(.) * ¢) fiir 0 < € < 7. Aus Lemma folgt

U(9) = U(lim Popog + ¢) = U(6)

Also stimmen die Distributionen U und U iiberein. q.e.d.

Insbesondere haben wir gezeigt, dass eine Distribution genau dann harmonisch ist,
wenn sie die Schwache Mittelwerteigenschaft hat, oder wenn sie einer harmonischen
Funktion entspricht. Die schwachen Losungen der Laplacegleichung stimmen also mit
den klassischen Losungen iiberein, so dass es geniigt klassische Lésungen zu betrachten.

Zum Abschluss dieses Abschnittes werden wir sehen, dass aus der Mittelwerteigen-
schaft fiir nichtnegative harmonische Funktionen eine sogenannte Harnackungleichung
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folgt. Diese besagt, dass allein durch einen Wert einer solchen nichtnegativen harmo-
nischen Funktion auf einem offenen Gebiet alle Werte auf einer kompakten Teilmenge
des Gebietes gleichméBig fiir alle solchen Funktionen abgeschétzt werden konnen.

Harnacksche Ungleichung 2.6. Sei Q' ein offenes zusammenhdngendes Gebiet mit
kompakten Abschluss € in dem offenen Gebiet Q. Dann gibt es ein C > 0, das nur
von 2 und ' abhdngt, so dass fiir jede auf 2 nicht negative harmonische Funktion u

sup u(z) < C inf u(x)
zeQY zesY

1
gilt. Insbesondere gilt fir alle x,y € Eu(y) < u(z) < Culy).
Beweis: Seir > 0 so gewihlt, dass fiir alle z € Q' die Bélle B(x, 2r) in §2 enthalten sind
(2r ist der Abstand von ' vom Rand von ). Zunéchst nehmen wir an dass z,y € @/
voneinander héchstens den Abstand 7 haben. Aufgrund der Mittelwerteigenschaft folgt

1 2"
= dp > dp=27"
U(x) 2wy, \/B(:E,Qr) Hen= "W, /B(y,r) wen U(y)

aus B(y,r) C B(x,2r). Weil (' kompakt und zusammenhingend ist kénnen wir Q'
mit endlich vielen Béllen By, ..., By vom Radius r/2 iiberdecken, so dass zwei auf-
einander folgende Bélle jeweils nicht leeren Schnitt miteinander haben. Durch N fache
Anwendung des schon bewiesenen Spezialfalles folgt fiir beliebige x,y € @’

u(z) > 27" Nu(y).

Weil z und y beliebig sind folgt dann auch sup u(z) < 2" in£ u(z). q.e.d.
zeQY e

Harnackscher Konvergenzsatz 2.7. Eine monotone Folge harmonischer Funktio-
nen (u,)nen auf einem offenen zusammenhdangendem Gebiet Q) konvergiert genau dann
gleichmdf$ig auf kompakten Teilmengen von €2 gegen eine harmonische Funktion auf €2,
wenn(uy, (T))nen fir ein x € Q) beschrankt ist.

Beweis: Wenn u,, auf kompakten Mengen gleichméfig konvergiert, dann insbesonde-
re an allen x € Q. Sei umgekehrt fiir ein x € Q die Folge u,(z) beschrankt. Dann
konvergiert wegen der Monotonie u,(x). Wegen der Monotonie ist fiir n > m die Fol-
ge (Uy — U )n>m nicht negativ. Wegen der Harnackschen Ungleichung ist diese Folge
auf kompakten Mengen von (2 beschrinkt und monoton. Also konvergiert sie dort
gleichméfig gegen eine Funktion, die wieder die Mittelwerteigenschaft hat. q.e.d.
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2.2 Maximumprinzip harmonischer Funktionen

Wenn eine harmonische Funktion u auf einem offen zusammenhéngendem Gebiet €2
ihr Supremum (oder Infimum) in einem Punkt z € © annimmt, dann gibt es sicherlich
einen Ball B(z,r) C €. Dann folgt aber aus der Mittelwerteigenschaft

1

"W,

/ fu(y) — u(z)|d = 0.
B(z,r)

Also muss u auf B(x,r) konstant sein. Insbesondere ist die Teilmenge von (2, auf der u
gleich u(z) ist offen und abgeschlossen. Weil aber 2 zusammenhéngend ist, muss dann
diese Teilmenge ganz €2 sein. Damit folgt aus der Mittelwerteigenschaft ein

Starkes Maximumprinzip 2.8. Eine auf einer offenen und zusammenhdingenden
Menge harmonische Funktion, die dort einen Extremwert annimmt, ist konstant.q.e.d.

Schwaches Maximumprinzip 2.9. Sei u € C(Q2) eine auf dem Abschluss eines
beschrinkten offenen Gebicte] Q@ € R™ stetige Funktion, die auf Q0 harmonisch ist.
Dann nimmt u sein Maximum (und Minimum) auf dem Rand 0Q von Q an.

Beweis: Die stetige Funktion « nimmt auf € ein Maximum und Minimum an. Wenn
sie nicht auf 02 liegen, dann ist u wegen des Starken Maximumprinzips konstant.q.e.d.

Wegen dem Maximumprinzip sind harmonische Funktionen eindeutig durch ihre
Randwerte bestimmt. Allgemeiner betrachten wir das

Dirichletproblem 2.10. Auf einer offenen beschrdinkten Menge Q2 € R"™ ist fiir gege-
bene Funktionen [ auf Q und g auf 02 eine Lisung der Poissongleichung —Au = f
gesucht, die sich stetig auf den Rand fortsetzt und dort die Werte u|,, = g annimmt.

Die Differenz zweier Losungen ist harmonisch und verschwindet auf dem Rand. We-
gen dem schwachen Maximumprinzip hat das Dirichletproblem hochstens eine Losung.

2.3 Poissonsche Darstellungsformel
Im Mittelwertsatz ist der Wert einer harmonischen Funktion bei z durch die Werte

auf 0B(x,r) festgelegt. Mit einer expliziten Formel werden wir jetzt eine harmonische
Funktion in B(z,r) durch ihre Werte auf 0B(z,r) berechnen. Zunéichst definieren wir

2Wir bezeichnen mit A € B Teilmengen A von B mit kompaktem Abschluss A in B.
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Greensche Funktion vom Einheitsball 2.11.
— (ln |z —y| —In —'wfl‘;"Qy') fiirn =2
1 1 _ || 2 ..
n(n—2)wn (\x—yw |:c—|x|2y|n*2) firn > 2.
Diese Funktion hat folgende Eigenschaften (i) Gy (r,y) = Gy (Y, ).
(ii) G (z,y) =0 fir € 0B(0,1) oder y € 95B(0, 1).

(iii) A.Gpey(z,y) =0firz #yund y # f5(=2) <=2 # z(=7).

GB(0,1)(xa fl/) =

Die erste Eigenschaft folgt aus (%)2 =1-2(z-y)+|z*|y]* = (%y"%')? Die zweite
folgt dann aus z — |z|?y = = — y fiir |z| = 1. Wegen (2.1)) ist der erste Summand von

G, fiir  # y harmonisch. Genauso folgt fiir festes y und eine Funktion u(z) = v(r)
mit r = /1 + [z[2|y[? — 2z - y wegen (z|y|* — y)? = |y|>r? fiilr r # 0

2_ —1
Vu(x) = Mv’(r) Au(z) = |y|? (v”(r) + - . v’(r)) .
Deshalb ist auch der zweite Summand harmonisch. Wir definieren (gilt auch fiir n = 2):
Y Y
K(z,y) = —=VyGpon(z,y)- m = _VyGB(O,l)(yax)m

1 Y g ( 1 1 )
n(n = 2wyl \ly =22 |yln-2|g — 2"

~ 1 2
1Ly [ y—z Y (y_‘”)<W_2|57>
nwn [yl \ ly—x|*  |y|* g — 2" "2y — |
) 1 1—ay— (2" = 2zy+1) + (1 —ay) 1— |z
(fir |yl =1) = ~ =
nwy, |z —y| nwy|z — y|

Poissonsche Darstellungsformel 2.12. Fir g € C(0B(0,1)) ist die eindeutige har-
monische Funktion uw € C*(B(0,1)) N C(B(0,1)) mit ulopo1) = g gegeben durch

we)= [ Ko dol),
9B(0,1)
Beweis: Wegen der Eigenschaft (iii) ist z — K(z,y) harmonisch fiir x # y und = # gy

und damit auch u auf B(0,1). Wegen dem Maximumprimzip geniigt es zu zeigen, dass
sich u stetig auf 0B(0,1) fortsetzt mit u|ppo1) = g. Aus dem GauBschen Satz folgt

/ K(z,y) dcr(y)+/ VyGpo)(z,y)-Ndo(y) = —/ NyGpond'z =0
2B(0,1) 8B(x.¢) B(0,1)\B(x,¢)
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fir x € B(0,1) und hinreichend kleine € > 0. Hier bezeichnet N die duflere Normale
von B(xz,€). Weil der zweite Summand von G p(o,1) auch bei  harmonisch ist gilt sogar

V,LIn|lz—vy|- Ndo firn=2
/ K(z,y)do(y) = Jone Vaz 10 1y| () ) |
9B(0.1) - f@B(x,e) vy n(n—2)wn|z—y["2 NdO‘(y) ur n > 2.

Dieses Integral ist wegen ([2.1)) gleich 1. Die Familie von glatten Funktionen y — K (x,y)
(i) ist auf y € 0B(0, 1) positiv, (ii) hat dort Integral 1,

(iii) und konvergiert fiir alle yo € 9B(0,1) im Grenzwert = — vy, auf kompakten
Mengen von 0B(0,1) \ {yo} gleichméBig gegen Null.

Wegen (i)-(iii) setzt sich u stetig auf 0B(0, 1) fort und ist dort gleich g. q.e.d.

Aufgrund des Transformationsverhaltens von A unter x — r(x — z) gilt fiir jede
harmonische Funktion u auf B(z, ), die sich stetig auf 0B(z,r) fortsetzt

P —r =z u(y) - _1—|x;—§|2 u(z + ry) .
U(w)—/a ——d (y)—/{9 = do(y). (2.2)

nrw, Bz [T —yl" nwn - Joson 5 — yl"

Also sind insbesondere alle Werte von u in B(z,7) allein durch die Werte von u auf
0B(z,r) bestimmt. Durch Ableiten nach = erhalten wir dhnliche Formeln fiir die Werte
der Ableitungen von u. Diese Formel impliziert auch die Mittelwerteigenschaft. Weil
r— K(22)y) fir y € 0B(0,1) in x analytisch ist, und auf kompakten Teilmengen

von B(z,r) die Taylorreihe in z = z gleichméfig konvergiert, zeigt sie sogar folgendes:

Korollar 2.13. Jede harmonische Funktion ist analytisch. q.e.d.

Lemma 2.14. Sei ) CR" ein offenes Gebiet, das 0 enthdlt, und u sei eine harmoni-
sche beschrankte Funktion auf Q\{0}. Dann ldsst sich u harmonisch auf §) fortsetzten.

Beweis: Wir wihlen einen kleinen Ball B(0,7) C €. Dann gibt es wegen der Pois-
sonschen Darstellungsformel eine eindeutige Losung @ zu dem Dirichletproblem mit
den Randwerten von u auf B(0,r). Sei Gpo(x,y) = r*""Gpo1(%,£). Die Familie
von Funktionen u.(x) := @(x) — u(x) + G (x,0) auf B(0,7) \ {0} ist harmonisch.
Aufgrund der Konstruktion verschwinden diese Funktionen auf dem Rand 0B(0,r).
Wenn eine dieser Funktionen u, mit € > 0 auf B(0,r) \ {0} einen negativen Wert an-
nimmt, dann besitzt sie wegen der Beschrinktheit von v und der Unbeschranktheit von
GBo,1)(+,0) ein negatives Minimum im Inneren, was dem Starken Maximumprinzip wi-
derspricht. Deshalb sind diese Funktionen nicht negativ. Analog gilt fiir negative ¢, dass
ue nicht positiv ist, weil andernfalls diese harmonische Funktion ein positives Maximum
im Inneren von B(0,r) \ {0} hétte. Dann muss uy := @ — u identisch verschwinden.
Also ist @ eine harmonische Fortsetzung von u auf B(0,r). q.e.d.
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2.4 Klassische Maximumprinzipien

In diesem Abschnitt verallgemeinern wir das Maximumprinzip von harmonischen Funk-
tionen auf Losungen von elliptischen Differentialoperatoren.

Definition 2.15. FEin elliptischer Differentialoperator in Nicht-Divergenzform auf ei-
ner offenen Menge @ C R™ hat folgende Gestalt L : C*(Q2) — C(Q),u — Lu mit

n

(Lu)(z) == ay(2)0;0u(x) + Z bi(x + c(x)u(z). (2.3)

ij=1

Hier sind a;;, b; und c reelle Funktionen auf (), die fiir ein1 < A < oo folgendes erfiillen

sup [a;;(2)] < A, sup [bi(x)| < A, suple(z)| <A, (2.4)
z€Q €N zEQ
Za” AN = ATAP =AY N fiir alle z € Q und X € R™.  (2.5)

Definition 2.16. Fiir f : Q — R heifit ein u € C?(Q) mit Lu < f bzw. Lu > f Ober-
bzw. Unterldosung von Lu = [ auf ). Eine Ober- und Unterlosung heifit Losung.

Wir zeigen zuerst das schwache Maximumprinzip.

Schwaches Maximumprinzip 2.17. Sei L ein elliptischer Differentialoperator auf
einer offenen beschrinkten Teilmenge 2 € R mit ¢ = 0. Dann gilt

supu(x) = sup u(x) fiir u € C*Q)NC(Q) mit Lu > 0.
xeQ) €00

Beweis: Falls sup,cq u(x) > sup,csq u(z) nimmt v sein Maximum bei z € 2 an mit
Vu(zg) =0 und D*u(z¢) <0

Die zweite Ungleichung bedeutet ", A\i\;j0;0;u(wo) < 0 fiir alle A € R™. Weil die

Hessische eine symmetrische Matrize ist, ldsst sie sich mit einer orthogonalen Matrix
diagonalisieren. Kein Eigenwert ist positiv. Dann gibt es eine Matrix (d;;); j=1 ., mit

n

0;0;u(xo) = Zdlkd]k und (Lu)(zo) = Z a;j(xo)dipdjr < —At Z dfk <0

k=1 g k=1 ik=1
Sei v(z) := e*1. Dann folgt fiir hinreichend grofies o

(Lv)(z) = &*ayy (7) + aby(x) > 0 L(u+ev) >0 fiir alle € > 0.
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Deshalb nehmen fiir alle € > 0 die Funktionen u + ev ihr Maximum auf 992 an.

sup u(z) + € inf v(x) < supu(x) + ev(z) = sup u(x) + ev(z) < sup u(x) + € sup v(z).
zEQ zeQ zEQ z€0Q z€0Q z€0Q

Weil v auf © beschrinkt ist, und das fiir alle € > 0 gilt, folgt die Aussage. q.e.d.

Korollar 2.18. Sei L ein elliptischer Differentialoperator auf einer offenen beschrdnk-
ten Teilmenge Q@ € R™ mit ¢ < 0. Fiir u € C*(Q)NC(Q) folgt aus Lu > 0 bzw. Lu =0

supu(z) < sup up(x) mit uy == 3(u+|ul)  bzw.  suplu(x)| = sup |u(z)]
e €02 e €0

Beweis: Fiir sup,.q u(x) < 0ist die erste Aussage richtig. Andernfalls folgt wegen Lu—
cu> —cu>0auf Q:={z € Q|u(x) >0} aus dem Schwachen Maximumprinzip

supu(z) = sup u(z) = sup u(x) < sup u,(x),
z€N zefY xcoQ/ €N

wegen u(x) = 0 bei x € 909\ 09. Falls Lu = 0, dann folgt auch fiir —u

inf u(z) = —sup —u(x) > — sup (—u(x))y und sup|u(x)| = sup |u(z)]. q.e.d.
LSy z€Q €00 z€Q €00

Korollar 2.19. Sei L ein elliptischer Differentialoperator auf einem offenen beschrdank-
ten Gebiet @ € R™ mit ¢ < 0. Dann hat fir gegebene Funktionen f : Q — R und
g € C(09) folgendes Dirichletproblem héchstens eine Lisung u € C*(Q) N C(Q):

Lu=f aufQ mit ulgg =g. q.e.d.
Fiir das starke Maximumprinzip zeigen wir zuerst folgendes Randpunktlemma.

Randpunktlemma 2.20. Sei L ein elliptischer Differentialoperator auf einer be-
schrinkten offenen Menge Q @ R™ und u € C*(Q) erfiille Lu > 0 auf 2. Auferdem sei
u stetig in xo € OQ mit u(xg) > u(zx) fir alle x € Q, und Q enthalte einen offenen Ball
B C Q mit xg € OB. Schliefilich gelte eine der folgenden Bedingungen:

(i) c=0. (ii) ¢ <0 und u(xy) > 0. (iii) u(zg) = 0.

Ezistiert die Ableitung von u in xq in Richtung der dufSere Normalen, so ist sie positiv.

Beweis: Aus u(z) > u(z) fir € Q folgt in den drei Féllen fiir L = L — ¢, auf

L(u — u(zg)) = Lu — cu(xgy) — cq(u — u(zg)) > 0.
Also koénnen wir 0.B.d.A. ¢ < 0,u < 0 und u(z() = 0 annehmen. Weiterhin sei 0.B.d.A.
B(0,R) C Q mit 2o € B(0, R) N 9Q. Fiir v(z) := e *** — e=o gilt, el [y =

= 4a? Z a;jT;T; — 20 Z(aii + b)) + e er > 402A 7z ]? = 2)al(A + Alz|) — A,

ij=1 i=1
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wegen ¢ < 0 und e**"y < 1. Fiir 0 < ¢ < R und hinreichend grofies a folgt

L(u+ ev) > eLv >0 auf Q' =DB(0,R)\ B(0,0).

Auf 0B(0, o) gilt v < 0 und auf 9B(0, R) gilt v = 0. Fiir hinreichend kleines € > 0 gilt
dann u + ev < 0 auf 00, und wegen Korollar auch auf €. Wegen xq € 90 und
u(zg) = 0 = v(x) folgt fiir die duBlere Normalenableitung von B(0, R) in x

N-Vu(zy) > —eN-Vu(zg) = 2eaRe " > 0. q.e.d.
Wenn N - Vu(xg) nicht existiert, gilt fiir alle § > 0 und die Normale N von B in x

lim inf —u(m) — ulo)

Jm inf =2 <0 af e Oz —0) - N| = 6w — o}

Nun koénnen wir folgendes Maximumprinzip von Hopf beweisen.

Hopfs Maximumprinzip 2.21. Sei L ein elliptischer Differentialoperator auf einer
offenen und zusammenhingenden Menge Q C R™ und u € C%*(Q) erfiille Lu > 0 auf
Q. Falls u sein Maximum im Inneren von €2 annimmt und entweder

(i) c=0 oder (ii) ¢ <0 und sup,equ(z) >0  gilt, dann ist u konstant.

Beweis: Fiir das Maximum sup,.q u(z) = u(xo) gilt in beiden Féllen (i) und (ii)
L(u — u(zg)) = Lu — cu(xy) > 0.

Deshalb kénnen wir 0.B.d.A. ¢ < 0,u < 0 und u(zg) = 0 annehmen. Falls u nicht
konstant ist, also u nicht identisch verschwindet, so ist

0#£Q ={zeQ|u(x) <0} #Q.

Da Q zusammenhéngend ist, ist €’ nicht abgeschlossen in 2, also 9QY'NQ # 0. Sei z €
so nahe bei 0N, dass ¢ := d(x, 00’ NQ) < d(x,00N), also B(z, p) C ' und B(z, p) C
Q gilt. Sei y € IB(x, 0) NI NQ mit u(y) = 0. Aus dem Randpunktemma folgt
Vu(y) # 0 im Widerspruch dazu, dass u sein Maximum in y annimmt. q.e.d.

Als zweite Anwendung erhalten wir die Eindeutigkeit des Neumannproblems.

Satz 2.22. Sei L ein elliptischer Operator auf einer zusammenhdngenden offenen und
beschrdankten Menge €2 € R™ mit ¢ < 0 und jeder Randpunkt x € 0 sei auch Rand-
punkt eines Balles B C Q). Weiter seien f : 2 — R und ¢ : 92 — R reelle Funktionen.
Dann hat folgendes Neumannproblem bis auf eine Konstante hidchstens eine Lésung
u € C*(Q) N C(Q), deren dufere Normalenableitung N - Vu auf ganz 0 evistiert:

Lu = f auf Q und N -Vu = p auf 092
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Beweis: Die Differenz u € C*(Q) N C(Q) zweier Losungen erfiillt Lu = 0 auf  und
N-Vu = 0 auf 0€2. Wenn sie nicht konstant ist, gilt sup, . Fu(z) > 0. Sei also 0.B.d.A.

M :=supu(z) > 0.
e
Gilt u(zg) = M fiir ein xy € 2 so folgt aus Hopfs Maximumprinzip Satz dass u

konstant ist. Also gilt u(zg) = M fir eine zy € 9. Dann folgt aus dem Randpunkt-
lemma N - Vu(zg) > 0 im Widerspruch zur Annahme. q.e.d.

Schliellich schétzen wir Losungen von inhomogenen Gleichungen punktweise ab.

Satz 2.23. Sei L ein elliptischer Differentialoperator auf einer offenen beschrinkten
Menge Q @ R™ mit ¢ <0 und u € C*(Q) N C(Q) erfille Lu > f fiir f:Q — R. Dann
gilt

supu(z) < sup uy + C(Q,A)sup f_(z)

€ €N €

wobei C(Q,A) :=e“WMd 1 mit  d=d(Q):= inf sup(z-e—y-e)<diamq.
6683(0,1) r,yGQ

Beweis: Wir konnen 0.B.d.A. Q C {z € R" | 0 < 27 < d} annehmen. Auf Q gilt dann

(L —c)e™™ = e (a’ay, + aby) > e*a(aA™ —A) > 1 fir a>1+A
Lu—v)=Lu—(L—cv—cv>f+supf_(y) >0 mit
yeN

v(z) = sup up(y) + (e* —e*™)sup f_(y) >0 und f_:=L(|f] - f).
yeIN yeN

Weil u — v < u—sup,epq uy(y) < 0 auf 99 gilt, folgt u —v < 0 aus Korollar [2.18) also

supu(z) < supwv(z) < sup ug(z)+ (e —1)sup f_(z) q.e.d.
€N e LIStolY) z€eQ
Korollar 2.24. Sei L ein elliptischer Differentialoperator auf einer offenen beschrdank-
ten Menge 2 € R™ und u € C?(Q) N C(Q) eine Lisung Lu = f zu f : Q — R, und
mit der Konstante C(€2, A) aus Satz sei cg :=1—C(, A)sup,cq e (z) >0, dann
folgt
sup [u(z)] < ¢ (sup |u(x)| + C(Q,A)sup | f(x)]).
FISY) €00 €N
Beweis: Fiir Ly := L — ¢, gilt Lou = Lu — cyu = f — cyu. Aus der Anwendung von
Satz auf +u und Lg folgt folgende Ungleichung und daraus auch die Behauptung:

sup [u(2)] < sup [u(@)] +C(Q, A)sup £ ()| + C(, A)sup e () sup |u(z)].  qed.
e €N N N N



Kapitel 3

Funktionenriume

3.1 Banachraume

Zuerst erinnern wir an ein paar grundlegende Begriffe.

Definition 3.1. Ein normierter Vektorraum ist ein K-Vektorraum X mait einer Norm,
d.h. einer Abbildung || - || : X — R mit folgenden FEigenschaften:

(i) ||z]] > 0 und Gleichheit nur fir x = 0.
(i) |[Ax| = |A| ||l=]| firz € X, € K.
(i) [lz +yll < [l«] + lly|l fir z,y € X.

Eine Norm erzeugt durch d(z,y) := ||z — y|| eine Metrik Ist X mit dieser Matrix
vollsténdig, d.h. jede Cauchyfolge ist konvergent, so heiBit (X, || ||) ein Banachraum.

Eine symmetrische, positiv definite Bilinearform (-,-) auf X heifit inneres Produkt
oder Skalarprodukt auf X. Sie erzeugt durch ||z|| := y/(z, z) eine Norm auf X. Ist die
erzeugte Metrik vollsténdig, so heifit (X, (.,.)) Hilbertraum.

Der Raum aller stetigen, linearen Abbildungen £(X,Y") zwischen zwei normierten
Vektorrdumen X,V ist mit der Norm |[|T[| := sup, < [|[Tz| wieder ein normierter
Vektorraum, und ein Banachraum, wenn Y ein Banachraum ist. Der Dualraum X' :=
L(X,K) ist der Banachraum der stetigen linearen Funktionale auf X.

Wir konstruieren mit folgendem Kriterium von Lax und Milgram Isomorphien:

Satz von Lax und Migram 3.2. Fulls ein T € L(X,X) auf einem Hilbertraum X
folgendes erfiillt, dann ist T ein Isomorphismus, d.h. T ist bijektiv und T—' € L(X, X):

(Tx,z) > Clz|? fir ein C > 0 und fiir alle v € X. (3.1)

31
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Beweis: Aus (3.1)) folgt C||x||? < (Tx,z) < ||Tx| - ||z|| aund damit auch
Cllz|| < || Tx| fir alle z € X (3.2)

Insbesondere ist T" injektiv. Fiir eine Cauchyfolge (T2, )men im Bild von T', die gegen
y konvergiert, ist (z,,)men Wegen eine Cauchyfolge, und konvergiert gegen ein x
mit Tz = y. Fiir 2 € (BildT)* folgt 2 = 0 aus und 0 = (T'z,2) > C|z||?, und
damit Bild T = BildT = X. Also ist T" bijektiv und wegen ist 771 stetig. q.e.d.

Eine stetige lineare Abbildung T : X — Y heiffit kompakt, wenn fiir jede beschrank-
te Teilfolge (2,,)men in X eine Teilfolge von (T'z,,)men konvergiert. Die Verkettung
einer stetigen und einer kompakten Abbildung ist wieder kompakt.

Lemma von Ehrling 3.3. Es seien X,Y,Z Banachriume und X — Y — Z zwei
stetige, lineare Abbildungen, deren erste T : X — Y kompakt und deren zweite [ :' Y —
Z injektiv ist. Dann existiert zu jedem € > 0 ein C(e) < oo mit

[Tz|ly <ellz|x + Cle)|[[{Tz] 2 fiir alle z € X.
Beweis: Andernfalls existiert ein € > 0 und eine Folge (2, )meny € X mit
cllzmlx +mlITemlz < |Tzmlly = 1.

Dann ist x,, € X beschrinkt, und, da T" kompakt ist, konvergiert eine Teilfolge von
(TZm)men gegen y € Y. Der Grenzwert der entsprechenden Teilfolge von (|7, ||y )men
ist ||y|ly = 1, und insbesondere y # 0. Aufgrund der Annahme konvergiert die entspre-
chende Teilfolge von (||[IT || z)men gegen Null und wegen der Stetigkeit von I gegen
| 1y||z, im Widerspruch zu der Injektivitét von 1. q.e.d.

Injektive kompakte Stérungen von Isomorphismen sind wieder Isomorphismen:

Lemma 3.4. Seien T, K : X — Y stetige lineare Abbildungen zwischen zwei Ba-
nachrdaumen X,Y . Die erste T sei ein Isomorphismus, und die zweite K sei kompakt.
Ist T — K ingektiv oder surjektiv, so ist T'— K ein Isomorphismus.

Beweis: O.B.d.A. konnen wir X =Y und 7" = 1x annehmen.
Zuerst sei 1 — K injektiv. Wir behaupten, dass dann folgendes gilt:

|(1— K)x| > C|z|| fiir ein C' > 0 und alle x € X. (3.3)

Andernfalls existiert eine Folge (2,)men in X mit [|(1— K)zy, || < =[|@n | und 0.B.d.A.
|Zm|| = 1. Nach Ubergang zu einer Teilfolge konvergiert K, — y und x,, — y wegen
|(1— K)z,,|| = 0. Dann ist (1 — K)y der Grenzwert von (1 — K)x,, — 0. Weil 1 — K
injektiv ist folgt y = 0 im Widerspruch zu 1 = ||z,,,|| — ||y]|. Das zeigt (3.3).
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Dann ist fir jede Cauchyfolge ((1 — K)x,,)men im Bild(1 — K) mit Grenzwert y
auch (2,,)men eine Cauchyfolge, mit einem Grenzwert z mit (1 — K)z = y. Also ist
Bild(1 — K') abgeschlossen. Wenn 1 — K nicht surjektiv ist, sei z € X \ Bild(1 — K)).
Mit 1 — K ist auch (1— K)" injektiv und von der Form 1 — K mit K kompakt:

1-K)"=1- ”) —1) K
I
Aus (1-K)"z = (1-K)""'y mit y € X, wiirde (1-K)"(z—(1-K)y) = 0 folgen, und da
(1— K)™ injektiv ist, auch x = (1— K)y € Bild(1— K') im Widerspruch zur Wahl von z.
Das ergibt (1— K)"z € Bild(1— K)™\Bild(1- K)"™ und d((1- K)"z, Bild(1- K)"!) >
0, weil Bild(1 — K)™ abgeschlossenen. Sei y,, € Bild(1 — K)*™! mit

(1 — K)"2 — ya|| " (1-K)"z —y, .
<2 und G, = Bild(1— K)".
A= K)re, Bild(1 — Ky = 2 wd doi= g, — o € Bild1 = K)
— K)"z, Bild(1— K)"™Y) _ 1
Dann folgt  d(§,, Bild(1 — K)"™) > da H(l)—x[})’llj(—l o ") > 5 und

WK 7n — K|l = 100 — Jm — (1 — K)Jp + (1 — K) G| > 1/2 fiir m > n,

da g, + (1— K)g, — (1— K)g,, € Bild(1— K)"*!. Also konvergiert keine Teilfolge von
(K¥m)men, Was ||Um|| = 1 und der Kompaktheit von K widerspricht. Also ist 1 — K
surjektiv und ein Isomorphismus, weil wegen die Umkehrabbildung stetig ist.
Nun sei 1 — K surjektiv. Zunéchst nehmen wir an, dass 1 — K nicht injektiv ist.
Dann existiert z = x; € Kern(1 — K) \ {0}. Da 1 — K surjektiv ist, existiert induktiv

(1- K)x,1 =, fiirn e N.
Daraus folgt (1—K)" 'z, =2,#0 und (1-K)"z,=(1-K)x; =0.
z, € Kern(1— K)"\ Kern(1 — K)*! fiir n > 1.
Der Kern(1 — K)"! ist abgeschlossen. Sei &, € Kern(1 — K)"~! mit
Tn

||wn — kn“ ~ — k‘n
<2 d ni=—— €K 1- K™
d(x,,Kern(1— K)»1) — b o |l en — k| € Kern( )

d(z,,Kern(1— K)"1)
(e

1K Zy — K| = T — G — (1= K)Ep + (1 — K)an| > 1/2  fiir m > n,

Dann folgt  d(%,, Kern(1— K)" 1) > und

1
> -
-2

da &, + (1 - K)z, — (1 — K)Z,, € Bild(1 — K)""!. Das widerspricht wieder der
Kompaktheit von K und ||Z,,|| = 1. Also ist 1 — K auch injektiv. q.e.d.
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Bemerkung 3.5. Allgemein kann man zeigen, dass eine kompakte Stérung eines Iso-
morphismus ein Fredholmoperator vom Index O ist, sieche Lemma 4.45 Y.A. Abramo-
vich, C.D. Aliprantis: “An Invitation to Operator Theory”. Dabei heif$t eine lineare
stetige Abbildung T : X — 'Y zwischen Banachrdumen Fredholmoperator, falls

(i) BildT CY ist abgeschlossenen, (i) dimKernT" < oc.
(iii) dim KokernT" = dim(Y/BildT") < oo.
Die Differenz IndT := dim KernT' — dim KokernT" heifit der Index von T

3.2 Holderraume

Definition 3.6. (Holderrdume) Sei Q2 C R" offen und k € Ny. Der Raum der k-fach
stetig differenzierbaren Funktionen auf Q) bzw. auf A mit Q C A C ) ist

CH(Q) == {u: Q —= R | u emistiert fiir |y| < k und ist stetig auf Q}
CH(A) := {u € C*(Q) | O"u setzt sich fiir |y| < k stetig auf A fort}

und C*®(A) := NrenC*(A). Der Index 0 bezeichnet Funktionen mit kompaktem Triger:

CE(A) == {u € C*(A)|supp(u) € A} Ce(A) := NpenCE(A).
Fiir beschrinktes Q ist C*(Q) ein Banachraum mit  ||ul|cx () Z 107 u| 1 (0)-
lyI<k
u(x) — u(y)]

Fiir 0 < o <1 ist die Hélderkonstante defintert als  holg o u := sup
rFYeQ |$ - y|a

und eine Lipschitzkonstante lipg v := holg ; u. Eine Funktion u mit endlicher Holder-
bzw. Lipschitzkonstante heifst hélder- bzw. lipschitzstetig. Der Raum der Funktion mit
beschrdnkten und holderstetigen Ableitungen bis zur k-ten Ordnung ist

C’k’o‘(Q) ={ue C’k(Q) | 07| 0o () + Dol (07w) < oo fir |y| < k}.

zusammen mit der Norm || cro(q) = Z (|07 || oo () + h6lg o 0T u).
<k

Wir nennen C*%(Q) Hélderrdume. Schlieflich sei fir Q C A C Q

CE(A) = {u e CMQ) Vo € A: 30> 0: ulanpay € C* (2N Blx, 0))}.

loc

Ubungsaufgabe 3.7. Zeige dass fir a > 1 lokal u = const aus hélg o u < 0o folgt.
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Proposition 3.8. C*%(Q) ist ein Banachraum.

Beweis: Sei (u;);en eine Cauchyfolge in C*(€2). Weil die stetigen und beschrinkten
Funktionen auf einem metrischen Raum mit || - ||« ein Banachraum sind, konvergiert
0w, fiir |y| < k gleichméBig gegen eine solche Funktion w,. Fiir v; > 1 folgt aus

t
" (x +te;) = 07 % (x) +/ Nuj(x+ se;)ds auf {z+te; | |t| <e} CQ
0

die analoge Gleichung fiir die entsprechenden Grenzwerte. Deshalb folgt ., = 0"u mit

u = limu; aus der gleichméfigen Konvergenz aller partiellen Ableitungen der Ordnung

< k. Genauso konvergiert W auf {(xz,y) € Q x Q | x # y} gleichmifig

gegen eine stetige beschriankte Funktion. Der Grenzwert stimmt mit dem punktweisen
Grenzwert % iiberein. Also kovergiert u; in C**(Q) gegen u. q.e.d.
Das Produkt zweier holderstetiger Funktionen ist wieder holderstetig.
Proposition 3.9. Seien k € Ny und 0 < o < 1. Dann gilt fiir u,v € C%*(Q)
holg o (uv) < holg o ul|v]|eq + ||t @) holg.qa v

und fir u,v € C*(Q)  [luvlgra@) < Cn, k) |Jullora@llvllorag):

Beweis: Die erste Abschéitzung folgt aus folgender Ungleichung fiir z,y € €:

v (z) —uv(y)] < Ju@) —u()] [v(@)] + |uly) [v(z) —v(y)
S (hOlQaUHUHLoo(Q) + ||U||Loo(Q) ht.)lQ,a U) |{L’ — y|a,

Die zweite folgt aus dieser unter Beachtung der Produktregel
7 (uv) = Z <7> OPud Py fiir |y| < k. q.ed.
0<B<y
Proposition 3.10. Fiir Q € R" und 0 < B < «a sind folgende Einbettungen kompakt:
C(Q) — C™P(Q) — C°(Q).

Beweis: Eine Funktion u € C%%(9) ist gleichmiiflig stetig und I8t sich daher stetig auf
Q fortsetzen. Klarerweise ist die Einbettung C%%(Q) — C°(Q) stetig. Eine in C%*()
beschréinkte Folge von Funktionen (u;);cn ist auf  gleichgradig stetig beschriinkt. Da
Q) kompakt ist, gibt es nach dem Satz von Arzela-Ascoli eine gleichmifig konvergente
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Teilfolge, und die Einbettung der Holderrdume in den Raum der bis zum Rand stetigen
Funktionen ist kompakt. Fiir 0 < < a, x #y € Q und 0 > 0 gilt

Ju(z) = uly)] “éy)’ < holg,q u 577 wenn [ —yl<do  (34)
|z —y|
T—y

Fiir § > diam Q folgt daraus die Beschrinktheit von C%*(Q) — C%#(Q):
holg g u < holg,q udiam® ()

Nach Ubergang zu einer Teilfolge konvergiert also eine in C%*(Q) beschrinkte Folge
u; gleichméBig in C°(Q) gegen eine Funktion u. Mit (3.4) und (3.5) folgt fiir alle § > 0

lim sup holg g(u; — u;j) == lim sup holg g(u; — u;) <

i,j—00 k=00 i>k
< lim sup 5a’ﬁ(hélg7a w; + holg o u;) + lim sup 2(5’BHUZ~ — U o) < Co b,
1,]—00 4,J—00
Also ist u; eine Cauchyfolge, und damit konvergent in C%?((2). q.e.d.

Fiir Einbettungen mit £ > 0 muss 0f2 eine gewisse Regularitit aufweisen.

Definition 3.11. Seien Q CR™, k € Ny und 0 < a < 1. Wir nennen 0Q C*- bzw. C*°-
reguliir (0Q € C* bazw. C**), wenn 0N lokal der Graph einer C* bzw. C* Funktion
ist. D,h. fiir alle zo € OQ existieren o > 0, M < oo und ¢ € C*(B"71(0,0)) bzw.
Cke(B™1(0, 0)) mit p(0) = 0 und |||l < M, so dass nach einer geeigneten Rotation

{z—ao| 2 € QNB"(0,0) x (=M, M) = {(y,1) € B"71(0,0) x (=M, M) | t > p(y)}.
Damit erhalten wir den Kompaktheitsansatz fiir Holderrdume mit k£ > 0.

Proposition 3.12. Seien Q2 @ R™ offen 02 € C', k> 1€ Ny, 0 < B,a < 1 mit
k+a > 1+ (8. Dann sind die Einbettungen C**(Q) — C(Q) kompakt.

Beweis: Fiir k = [ folgt die Aussage sofort aus Proposition [3.10, Auch der allgemeine
Fall folgt aus Proposition [3.10, wenn wir zeigen, dass die Einbettung

Q) = Q) (3.6)

wohldefiniert und stetig ist. Da 92 € C%!, hat Q nur endlich viele Zusammenhangs-
komponenten, und diese haben alle positiven Abstand zueinander. Fiir z,y € , die
nicht in derselben Zusammenhangskomponente liegen, gilt somit

[u(z) —u(y)] < 2fulle0) < CO)|ull =]z =yl
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Fir x,y € Q in der selben Zusammenhangskomponente gibt es nach dem folgenden
Lemma einen stetig differenzierbaren Weg v : [0, 1] — Q, mit v(0) = z,v(1) = y und
1

L) = [ Wolde < @l gl
0
Daraus folgt fiir u € C*(Q)

() —uly)| < /IVU(W)I di <[Vl pe)C(Q) |2 — yl.

Also ist lipg u = hélg; u < C(Q)[|ul|¢1(q), und (3.6) wohldefiniert und stetig.  q.e.d.

Lemma 3.13. Es sei @ R™ offen und zusammenhdingend, 02 € C%'. Dann gibt es
C(2) < oo, so dass fir zwei beliebige Punkte x,y € Q ein stetig differenzierbarer Weg
v : 10, 1] — Q mit v(0) = x,~v(1) = y und folgender Eigenschaft existiert:

L) = [ Wl < c@o -y (3.7

Beweis: Fiir 2y € 02 setzen wir nach einer geeigneten Rotation
Ulzo) ={z€Q|az—z9€B"(0,0) x (—M, M)},

wobei ¢ := g,, > 0, M := M,, und p,, € C*'(B"71(0, ¢)) wie in Definition sind.
Dann ist (3.7) fir U(zo) N Q mit C := C(p, M,lip ) < oo erfiillt. Fiir zy € 2 wihlen
wir U(z) := B(zo, 0z,) € €2, und sehen dass (3.7) fiir U(zo) mit C' = 1 erfiillt.
Da €) kompakt ist, existieren endlich viele z; € ) mit
QCU(x)U...uU(zn).

Fiir jedes ¢ = 1,..., N ist (3.7) fir U(z;) N Q2 mit einem C; < oo erfiillt. Wir setzen
C' = max{C},...,Cy}. Die stetige Funktion max{d;(z), ..., dy(x)} mit §;(x) = sup{o |
B(z, 0) C U;(z)} ist nicht kleiner als § > 0, so dass fiir beliebige z,y € Q mit [z —y| < ¢

z,y € U(z;) NQ firemi=1,...,N

gilt. Also ist (3.7) fir z,y € Q mit |z — y| < § mit C = max{C,...,Cy} erfiillt.
Da Q zusammenhéngend ist, existiert fir x,y € Q mit |x — y| > 0 ein stetig
differenzierbarer Weg « von z nach y mit (er durchlauft jedes U(z;) hochstens einmal)

L(v) < (Z C; diam (U () N Q)) < (Z C; diam(U (z;) N Q)) @ —: Cylz —yl.

Mit C () := max{Cy,...,Cn} < oo ist (3.7)) erfiillt, und das Lemma bewiesen.q.e.d.
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3.3 Sobolevriaume

Wir beginnen mit einer kurzen Erinnerung an IP-Riume.

Definition 3.14. (IF-Rdume) Sei (2, A, 1) ein Mafiraum, d.h. A eine o-Algebra auf
Q und p ein o—-additives Maf$ auf A. Fir 1 < p < oo und mefbares u : Q — K sei

ey = § o lul )™ fiir 1 < p < oo,
Lp(u) - inf{\ | p-fast dberall gilt lu| < A} fiir p = oo,

und definieren den Raum der p—integrablen bzw. der beschrinkten mefbaren Funktionen
IP(p) = IP(Q A p) = {u: Q= K mefbar | ||u]| @) < o},

wobei wir wie iblich Funktionen identifizieren, die p—fast tiberall iibereinstimmen. IP (1)
ist mit der Norm || - ||p(u) €in Banachraum und fiir p = 2 mit dem Skalarprodukt

(u,v) == /qu dp

ein Hilbertraum. Fir Q C R™ messbar schreiben wir abkiirzend I[F(Q) := I[F(Q, A, ),
wobei i das n—dimensionale Lebesquemaf$ ist und A die o—-Algebra der lebesguemefsba-
ren Teillmengen von ) bezeichnet. Weiter setzen wir

Lp

loc

(Q):={u:Q—=>K|ulg € P() fiir alle Q' € Q},

P

wobei u,y, in L, () gegen u konvergiert, falls wy,|qr — u|q in LP(SY) fir alle ' € Q.

Fiir 1 < p < oo heiit 1 < ¢ < 0o mit %—i_% = 1 der zu p konjugierte Exponent, und
es gilt fur u € IP(u),v € L4(p) die Holderungleichung

] / wo du’ < Nl 10 -

Fir 1 <p,q,7 < 0o mit %+$: 1 folgt fiir u € IP(p), v € L1(p)

1 1 1
fuollrn = a0 gy < Nlg 070 ) = Tellmollelsgo:

()l iy < ()P ull gy fir p(Q) <ccund 1<r <p<oo  (3.8)
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Mit Induktion erhalten wie die verallgemeinerte Holderungleichung

'/ulum du‘ < lurll oy - Nl pmqny  fiir p%—i—...%—L:l. (3.9)
0

Pm

Auf einer offenen Menge 2 C R™ ist fiir 1 < p < oo jede Treppenfunktion in IP(2) ein
Grenzwert von Funktionen in Cy(€2). Also liegt Cy(£2) dicht in IF(Q).

Diese Aussage wollen wir verschéarfen, indem wir zeigen, dass die unendlich oft
differenzierbaren Funktionen mit kompaktem Trager in 2, d.h. C3°(Q), fir 1 <p < oo
in IP(Q) dicht liegen. Dazu wéahlen wir einen Mollifier A € C§°(B(0,1)),A > 0 mit
JA=1@B. A= ¢poy). Wir setzen A(x) := e "A(2) fiir ¢ > 0 und sehen \, €
Cs°(B(0,e) und [ A = 1. Fiir Q@ C R" offen, u € L, () definieren wir die Faltung

ue(x) := (A xu)(z) = /)\e(a: —y)u(y) d"y fir x € Q mit € < d(x,00). (3.10)

Wir sehen u, € C(Q) fiir ' € Q mit d(,09) > €. Fiir u € [}(Q) kénnen wir u, auf
ganz R" definieren mit u. € C*>°(R"). Fiir supp(u) € 2 und e < d(supp(u),092) gilt
ue € C°(2). Fiir u = xqr mit Q' € Q" € Q und e < min{d(Y',0Q"),d(2",00)} gilt

ue € C5°(2) 0<u <1 u. =1 auf Q.
ue approximiert v in lokalen Rdumen, wie die folgende Proposition zeigt.

Proposition 3.15. (i) Firu e I} (Q),1 < p < oo gilt ue — u in I}

loc loc

Ist Q =R" und u € I’(R™), 1 < p < 00, so gilt uc — u in IP(R™).

(62).

(ii) Fiir u € C°(Q) gilt fiir alle O € Q ue — u in CO(Y).

(iii) Firue CF*(Q), 0 < a <1, ke Ny, gilt fir 0 < < o u—u in CE2(Q),

loc loc

und fiir alle ' € Q gilt ||uc||crooy < ||ullcray, falls € < d(Y,082).

Beweis: Fiir u € Lj (Q),2 € ' € Q" € Q und e < d(Q,09Q") gilt, wegen [\ =1,

loc

wlz) = u() = [ Ao = 9)laly) ~ @) d = [ A @)l - ) - u@) . G310

Q" B(0,¢)

(1) Wegen A > 0, [ A = 1 und der Konvexitét von x — |z|? folg (SALDT < [ ALfIP

!Diese Ungleichung folgt auch aus der allgemeinen Holderungleichung (3.8)) fiir das Maf8 A, dy.
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fiir f € IP(B(0,¢)) aus Jensens Ungleichungf] Fiir u € I, () und 1 < p < oo folgt
it =l / / Pl - y) - u(@)P dyd

_ / M) = ) =l ) 4 < st - 3) = ) O
y|<e
B(0,¢)

im Grenzwert € | 0, weil das fiir den dichten Unterraum der Treppenfunktionen gilt.
Fiir u € IP(R™) und 1 < p < oo folgt im Grenzwert € | 0 genauso

e = ul[p@ny < / / Y)|u(z —y) —u(x)Pd*yd"z =

R™ B(0,¢)

— / M =) =l ) &% < S0 - = 3) =l 0. (812
y|<e
B(0,¢)

(i) Fiir w € C°(Q) und Q' € " € N ist u gleichméiBig stetig auf Q”. Aus (3.11)) folgt

| we — UHLOO(Q’) < sup [u(x) —u(y)| — 0.
e |r—y|<e

(iii) Fiir o € Q' gilt B(x,€) € Q, A(z —.) € C3°(Q) und fiir |y < k

Nu(z) = /Ae(a: —y)0u(y) d"y.

Q

Daher geniigt es & = 0 zu betrachten. Aus (ii) folgt |Jue — [y — 0. Mit (3.11]) folgt

aus (3.4) fir x; # 2o € ' und 1 — y # x2 — y oder fiir 1 # x; —y und 3 # 19 —
(e = w)(21) = (ue — u)(22)] <

< / AW (ulzr —y) —ular)) — (w(zz —y) — ulz2))|d"y
B(0,¢)
< 2h6lgr o (u) min{ |z, — 29]*, €} < 2627 holgn o (w)|21 — 29|°.

?In Rudin:“Real and Complex Analysis” findet sich folgender einfache Beweis: Sei ¢ = [ A|f].
Aus der Konvexitiit von s — sP folgt sP > tP + ptP~1(s — t) (Tangente an s +— sP) fiir s > 0, also
[f(@)|P = 7+ pt?= (| f(x)] —t). Daraus folgt [Ac[f|? > [At? +pt?~! [A(|f] =) = 7 = (] A|f])?
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Dies ergibt hélg g(ue — u) < 2¢* P hélgn o u — 0 fiir € | 0. Weiter gilt

lue(x / y)|u(x —y)|d"y < ||U||LOO(Q) und

|ue(x1) — y)|u(zr —y) —u(xe — y)| dy < holg o (u)|x — x2|.

\

B(0,¢
Dies ergibt HueHC;@,a(Q/) <l ora - q.e.d.
Daraus folgt sofort
Proposition 3.16. C3°(Q) liegt dicht in IP(QY) fir 1 < p < oo.

Beweis: Die Treppenfunktionen mit kompaktem Triger in 2 liegen dicht in IP(£2).
Fir u € IP(Q),supp(u) € @ € 2, 0 < € < d(supp(u), 0Y) gilt u. € C§°(£2). Mit Pro-
position (ii) folgt fir e L 0 flue — ull i) < p(Q)?||ue — ul oy — 0. q.e.d.

Wir kommen zu den Sobolevraumen.

Definition 3.17. (Sobolevriaume) Auf einer offenen nicht leeren Menge 2 C R™
ist fir 1 < p < oo der Raum der Sobolevfunktionen mit k-fachen IP-integrierbaren
schwachen Ableitungen definiert als WHhP(Q) 1=

{u € IP(Q) | V]y| < kJu, € IP(D) : /uvgo dp = (=) /umg@ dp Ve € CgO(Q)} .
Wir nennen 0"u := u,, die schwache Ableitung von u und definieren die Norm

lullwrr@ = Y 07ulmo)
0<v<k

Fir 1 < p < oo definieren wir WiP(Q) als den Abschluff C3°(Q) C WhP(Q) der
unendlich oft differenzierbaren Funktionen mit kompaktem Triger. Fir Q C A C € sei

WEP(A) = {ue I

loc

() | Ve e A: 30> 0: ulonBz,e) € Wk’p(Q N B(zx,0))}.

loc

Zur Vereinfachung der Schreibweise setzen wir abkiirzend WOP(Q) := IP(Q). Wir nen-
nen Wyt (Q) und W*P(Q) Sobolevriume und ihre Elemente Sobolevfunktionen.

Proposition 3.18. W*?(Q) und Wi(Q) sind Banachriume, und fir p = 2 sind
W*2(Q) und Wi*(Q) mit folgenden Skalarprodukt Hilbertriume:

(u,v) = Z ud v dpu

[vI<k G
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Beweis: Wir sehen, dass W"?(Q) isometrisch Whr(Q) =

{twhoceiar € 210 x oo @) oo = (-0 [wpan woecrm ),

zu einem abgeschlossenen Unterraum von IP(2) x ... x [P() ist und somit ein Ba-
nachraum. Damit ist auch W, ?(Q) als abgeschlossener Unteraum von W*?(Q) ein
Banachraum. Die Normen der oben definierten Skalarprodukte sind dquivalent zu den
Normen von W*2(Q) und W}*(Q). Also sind diese Réume Hilbertréiume. q.e.d.

Folgende Proposition gibt eine Charakterisierung der Sobolevraume fiir 1 < p < oo.

Proposition 3.19. Fir 1 < p < co,k € N gilt u € W*P(Q) genau dann, wenn u €
IP(Q) und fiir ein M < oo, |y| <k, ¢ = L folgendes gilt (& [Jullwrr) < Cn, k)M ):

N u(p)] < M|lgllm@  mit Au: CRQ) =R Au(p) = (—1)1 /u@'ﬂp dpu.

Q

Beweis: folgt aus der isometrischen Dualitét L7(Q) = [F(Q) fir 1 <p < oco. q.e.d.

Proposition 3.20. Es sei @ C R"™ offen, zusammenhdingend, und u € I/Vlicl(ﬂ) mit
Vu = 0. Dann ist fast iberall u = const auf 2.

Beweis: Wir betrachten 2o € Q und B(z,20) C Q. Fiir € < p ist die Faltung u, €
C>(B(zo, 0)) und fiir x € B(xg, 0) ist Ac(x —.) € C3°(B(z0,20)) C C§(€2). Dies ergibt

Vue(z /V)\ r—y)u(y)d” y—/)\e(q:—y)Vu(y)dny:O.

Daher ist u, = const auf B(xg,0), und, da u. — u in L'(B(xg, 0)), ist fast iiberall
u = const auf B(xg, ). Da Q zusammenhiingend ist, folgt u=*[{u(zo)}] = Q. q.e.d.

Sobolevfunktionen kénnen durch glatte Faltungen (3.10)) lokal approximiert werden.

Proposition 3.21. Firu e W*P(Q), k € N und 1 < p < 0o gilt uc — u in WrP(Q).

loc

Ist supp(u) € Q oder Q = R", so existieren u,, € C§(Q) mit u,, — u in W*P(Q), also
ue Wi (Q), wenn supp(u) € €,

und WHP(R™) = WP(R™). Ist schlieflich Q = R? := R x "7 x (0,00), so ezistieren
U € CE(RY) mit up, — u in WFP(R™), d.h. WEP(R") = C5°(RT).
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Beweis: Wir betrachten die in (3.10) definierte Faltung u, := A x u € C*°(R"). Fiir
r €N e<d(x i) ist A\(z —.) € C(Q), und wir sehen fiir |y| < k

uls) = [ A= pu) ey = 0P [ G- gul)dy

B / Ac(z =)D u(y) &y = (87u)(x)

Q

im Sinne einer schwachen Ableitung. Da 9"u € Lf () folgt mit Proposition [3.15]
(u) = (0"u). — du in £ (Q), also ue — u in WP(Q). Ist supp(u) € Q oder
Q = R", so gilt mit obiger Rechnung und Proposition ue — u in WkP(Q).
Im Fall supp(u) € Q2 wissen wir weiter, dass u, € C§°(2), wenn € < d(supp(u), 09).
Im Fall Q = R" kénnen wir mit obigem Argument v € W*?(R") N C>(R") anneh-

men. Wir wéhlen 7, € C§°(B(0,2)) mit n; = 1 auf B(0,1). Fir R > 1 gilt dann

).

Wir setzen ug := nru € C§°(R"). Dann gilt fiir |y| < k im Grenzwert R — oo

‘alnR’ S CZR_ZXB(O,QR)\B(O,R) ful" l - N mlt T]R(x) = 771<

=8

ug Z (g) O°nrd"Pu ||0"up — NRO U pEny < C(n, k)R ||ullwro @y — 0.
0<B<y
Da nrdu — O in IP(R") folgt Our — u in [P(R"), und ur — u in WFP(R").
Im Fall Q = R” wihlen wir den Faltungskern in A € C5°(B(0,1)NR™* ! x (—o0,0)).
Fir z € R? héngt die rechte Seite von nur von den Werten von u auf R ab.
Wegen ||uelrr — ulrn [[p@n) < [[ue — ullp@n) folgt auch dieser Fall. q.e.d.

Schwache Ableitungen koénnen durch endliche Differenzen approximiert werden. Fiir
Q CR"offen, h £0,l=1,...,n und u: 2 — R setzen wir

u(x + he) — u(x)
h

Wenn wir z 4 he; durch x substituieren erhalten wir die diskrete partielle Integration:

o'u(x) :=

fiir x € QN (Q— he). (3.13)

/Olhuqﬁ dp = —/u@l_h¢ du fiir u € L},.(Q) und ¢ € Cp(R).

Proposition 3.22. Fs set Q CR" offen ke N, 1 <p<oo, undl=1,...,n.
Firue Whr(Q), Q' € Q und 0 < |h] < d(Q,09) gilt

H(?{Lunkfl,p(Q/) S HaluHkal,p(Q) und 8lhu — 8lu mn Wkil’p(Q) f’lj’l” h — 0. (314)

loc
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Gilt umgekehrt fiir 1 < p < oo,u € WE1P(Q), 0 < |h] < d(Y,0Q) und I =1,...,n
fiir alle Q' € Q ||8lhu||Wk_1,p(Q/) <o), (3.15)
so ist u € WFP(Q) mit |0l we-1p0ry < Cn, k, ). (3.16)

loc
Beweis: Fiir u € W*P(Q)NC>®(Q), |v| <k -1, 2 € Q € Qund |h| < d(,00) gilt
1

Y — 7

h
0

1 1
1070 |7 ) < / / |07 Oyu( 4 the)|P dt d"x < / / |07 0u(y) [P d"y dt < (|07 Opull},
Q0 0 Q

wegen Jensens Ungleichung. Fiir glatte u folgen nacheinander beide Seiten von (3.14]).
Fiir allgemeines u existiert nach Proposition Uy, € C™() mit u, — v in
WEP(Q). Mit @ € Q' := {z € R" | d(z, ) < §} € Q und fiir |2 < § < d(,9Q) gilt

loc
||azhu||wk—1m(9f) «— ||azhum||wk—1m(9') < ||31Um||Wk—1,p(Q~) — ||81U||Wk—1m(sz~),
also (3.14)) linke Seite. Die rechte Seite folgt im Grenzwert m — oo, weil folgendes gilt:

limsup [|0]'v — uflwr-1s@y <
h—0

< lilil S(l)lp 10/t — Oyt || wri—rm 2y + 18] (0 — ) |10y + |018m — Ol =10
—

S 2Halum — 8luHWk‘—1,p(Q//).
Umgekehrt folgt fiir % + % =1,0eCEY), |7v| <k—1und 0 < h < d(supp @, 02)

‘/u@lﬁwcpd,u‘ = ’/87u85g0du — ‘/@Wuf)l_hcpd,u‘ = ‘/378fucpd,u‘ <
< [10r ullwe-1o@) @l @ < CEO) ]l
aus (3.15)). Fiir 1 < p < oo folgt mit Proposition u € VV{Zf(Q) und (3.16]) aus

[ o] < Bllwssoin el ded.

Bemerkung 3.23. Fir u € W*P(Q),1 < p < oo sehen wir durch zweimalige Anwen-
dungen von (3.14) fir ¥ € Q" € 2, 0 < h < d(Y,00"),d(Q)",00),

10, 0] ull ey < 1000 ull oy < 107ull o)

und O "Ofu — 0w in I8 () durch Approzimation mit Proposition |3.21]
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Fiir p = oo kénnen wir W% mit Holderrdumen identifizieren.
Proposition 3.24. Fiir Q CR" offen, k € N gilt C*~11(Q) C Wk(Q) und
V|| 0y < C(n)lipg u fiir u € C*1(Q). (3.17)

Ist Q @ R™ mit 9Q € C% oder Q konvez, so gilt W= (Q) C C*1Y(Q), und, falls Q
zusammenhdngend ist, lipg u < C(%,n)||Vul o) fir u € WH2(Q).

Beweis: Es geniigt den Fall & = 1 zu beweisen. Fiir u € C%(Q),p € C5(22) und
0 < h < d(supp(p),0(Q),l =1,...,n gilt mit diskreter partieller Integration

‘/ualQDdN' — ‘/uazh@dﬂ‘ = ‘/@_hwpdu‘ < lipg ul[l|(0)-

Dann folgt mit Proposition dass u € WH(Q) und (3.17)). Nun sei u € WH>(Q).
Zuerst betrachten wir 2 = B(0,1). Dann liegt die Faltung (3.10) ue = A % u in
C>®(B(0,1—¢)). Da A(x —.) € C°(B(0,1)) fir z € B(0,1 — ¢), folgt
Va (o) = [ VAl - puly) = [ Ao - ) Vul) 'y
lipp0,1- e < [[Vull = (50,1))-

Wegen dem Satz von Arzela-Ascoli konvergiert u. — u in C(B(0,1 — §)) fiir § > 0 im
Grenzwert € | 0 nach Ubergang zu einer Teilfolge. Dies ergibt u € C%!(B(0,1)) und

lipga) v < [[Vull 50,1 (3.18)

Fiir allgemeines Q erhalten wir W,5>°(Q) = C2H(Q). Fiir Q € R” zusammenhingend

loc loc

mit 9Q € C%! existiert nach Lemma fiir beliebige z,y €  ein stetig differenzier-
baren Weg v : [0,1] — Q, mit v(0) = x,v(1) = y und (3.7)). Gleiches gilt fiir konvexes
Q mit C(2) = 1. Wir unterteilen [0,1] in 0 =1y <t; < ... <ty =1 mit

1y (t:) — y(tiz1)| < d(y([0,1]),09) =: 0 firi=1,..., N.
Dann folgt fiir u € W () C CH(Q) mit (3.18)

ti
[u(y(t:) — w(y ()| <liPpey.e) W) — Y(Ei)| < IVull e Be).6) / 17/ (t)] dt
ti—1

1
u(z) = u(y)] < [[Vul @) / Y ()] dt < CQVull i alz —yl.
0
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Dies ergibt v € C%'(Q2) und lipg u < C(Q) ||Vl 0.

Ist  nicht zusammenhiingend, so ist u € C%'({Y') fiir alle Zusammenhangskompo-
nenten ' von Q. Da 092 € C%!, gibt es nur endlich viele Zusammenhangskomponenten
und diese haben positiven Abstand zueinander. Dies ergibt u € C%1(). q.e.d.

Wir stellen einige einfache Rechenregeln fiir Sobolevfunktionen zusammen.

Proposition 3.25. (Produktregel) Es sei u € W?(Q),v € Wh(Q), 1 < p,q,r <
oo mit + =1+ %. Dann ist uv € W (Q) und

V(uv) = (Vu)v + uVo. (3.19)

Beweis: Zuerst betrachten wir p, ¢ < co. Geméfl Proposition [3.21] existieren w,,, v,, €
C>®(Q) mit u,, — uw in WEP(Q) und u,, — v in W,2%(Q). Dann folgt v, — uv aus

loc loc

UV € C(Q) mit der Holderungleichung in Lj  (€2) und

loc
V (tUmvm) = (V) vy + Vo, = (Vu)v + uVo.

Damit folgt uv € W27 () und (B.19) in (). Da uv € I/(R), folgt uv € W ().
Ohne die Endlichkeitannahme an p, ¢ erhalten wir fiir > 1 zuerst uv € W21 (Q)

loc

und anschlieBend uv € WH(Q), da uwv € L'(Q) und V(uv) € L'(Q). Ist r = 1 und
0.B.d.A. p = 00,q = 1 so approximieren wir tu,, — u, v, — v in W21 (Q) durch glatte

loc

U, V. Flir ein festes [ € N folgt w,,v; — uwv; in VV;;(Q) fiir m — oo, und ww; erfiillt

(3-19). Dann folgt wv; — wv in WE(Q) fiir | — oo und (3.19), da u € Wh*(Q).q.e.d.

Proposition 3.26. (Kettenregel) Es sei u € W'P(Q),1 < p < co und f € C'(R),
f(0) =0, f' € L*(R). Dann ist f(u) € W(Q) und V(f(u)) = f'(u)Vu.

Beweis: Geméfl Proposition exitieren u,, € C°°(Q) mit u,, — u in W' (Q) und

loc

Uy, — U, Vi, — Vu punktweise fast iiberall. Es gilt f(u,,) € C'(Q) € W21 (Q) und

loc

[f (um) = )] < 1 1oy [t — ] () Vi, = f'(u)Vu
punktweise fast iiberall in Q. Aus der Konvergenz in Lt _(Q) folgt f(u) € W2 (Q) mit
V(f(u) = f'(w)Vu € (). Mit F )] < Nz |l
wegen f(0) = 0, folgt f(u) € IP(2) und schlieBlich f(u) € WP(Q). g-e.d.

Proposition 3.27. Firue WHH(Q) st [u] € WH(Q) mit

1 fiir u >0,
Viul=Vu-<0 fiir u =0,
-1 firu<O.

Auperdem ist Vu = 0 fast dberall auf u='[{0}] N Q.
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Beweis: Mit Proposition [3.26] ist fiir alle § € R und € > 0

Oe
— 2 2\1/2 _ 211 LIrQ = Ut .
= ((u+ 00 + &) = VP FTEWHQ) - Vue= rmpme s Vi

Im Grenzwert €} 0 konvergiert u, — |u| in L}(€Q) und

1 flir u > 0,
Vu, — Vu - ﬁ flir u = 0,
-1 fir v < 0.

punktweise fast {iberall in Q und in L'(2). Daraus folgt |u] € WH(Q) und

1 fiir u > 0,

_ 0 i —
Viu| = Vu- = liru=0,
-1 fiir u < 0.

Da die schwache Ableitung wohldefiniert ist, ist obiger Ausdruck unabhéngig von § € R,
und somit ist Vu = 0 fast iiberall auf v~*[{0}]. Dies ergibt die Behauptung.  q.e.d.

Fiir Transformationen im Definitionsbereich haben wir folgende Proposition.

Proposition 3.28. FEs seien €21, C R"™ und ¥ : )y = Qy eine bi-lipschitzstetige
Abbildung mit lipg, ¥ < A und lipg, ¥~ < A. Fir1 <p < oo folgt uo ¥ e Wh2(Q)
aus u € WHP(Qy). Mit der schwachen Ableitung DV von ¥ € C%1(Q;) C Wheo(Q,),
die gemdfle Proposition |3.2/) existiert, gilt dann

V(wo¥) = ((Vu)oW)- DV mit |uoV|wisgq,) < CA,n)|ullwirg,. (3.20)

Beweis: Zuerst sei u € C>()y). Fir ) € €, konvergiert mit Proposition die
Faltung (3.10) ¥. — ¥ gleichméfig auf ], DV, — DV punktweise fast iiberall in {2y,

D[ o) < 1D o) < A

Wihlen wir () € Q) € Qs, so gilt ¥ () C €, fiir kleine e. Dies ergibt uo ¥, €
C>(Q)) und uo ¥, — uo ¥ gleichmiBig auf ] mit

V(uoW,) = ((Vu)oW,) - DY, — ((Vu) o ¥) - DU

in [}(©))), da die Konvergenz punktweise fast iiberall in €} und Vu auf Q) und DV,
auf ) beschriinkt sind. Daraus folgt w o ¥ € W1(Q}) und die linke Gleichung von
(3.20) Nun gilt fiir lebesguemefibares A C {2y

n(VH(A)) < (lipg, T u(A) also /v oWdu < A”/vd,u

Ql QQ
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fiir v € L' () mit v > 0. Daraus folgt uo ¥ € WP(£;) und
|l o Wlwir,) < CA ) |lullwirq,)- (3.21)

Ist schlieflich u € WP(Qy) so existieren mit Proposition Uy, € C°(Qy) mit
Uy — u in W2 (Qy) und punktweise fast iiberall. Aus folgt, dass u,, o ¥ in
I/VI})C (©) konvergiert. Andererseits konvergiert u,, — u und Vum — Vu fast iiberall
auf Qy, z.B. auf Qy — N mit u(N) = 0. Da u(¥~H(N)) =0, da U~! lipschitzstetig ist,
konvergiert u,, oV — uwoW und (Vu,,)o¥ — (Vu)oW fast iiberall auf €2;. Daraus folgt
woW € W 1(91), und die linke Gleichung von aus der entsprechenden Gleichung

loc

fiir u,, € C°°(Qy). Aus (3.21) fiir u,, folgt uwo ¥ € WP(Q;) und (3.20). g-e.d.

Als néchstes setzen wir Funktionen iiber einen geniigend glatten Rand hinweg fort.

Fortsetzungssatz 3.29. Es sei Q) € R” offen mit 00 € C*11 k€ N,1 < p < 0.
Dann ezistiert fiir jedes Q' 3 Q ein Fortsetzungsoperator E : W*?(Q) < WiP(Q') mit

EBulg =u und ||Bu|lyiaq) < CL Y n,k)||ullwieo VO<I<E 1<qg<p.

Beweis: Fiir R} :=R""! x (0, 00) definieren wir einen Fortsetzungsoperator
k1

By : WFP(R™) < WHEP(R™) (Eou)(y,t Z ou(y, —it) fiir t < 0,
k41
wobei die o; so gewéhlt sind, dass Z oi(—i)™ =1fiirm =0,...,k gilt. Damit folgt

Eou € CE(R") C WEP(R") aus u e C’OO(R”) Und mit Proposition “ folgt auch
Eou € C*LHR™) C Wh(R™) aus v € C*H1(R?) und

| Evtllwes ey < Cn, ) s (RY).
Da Cg°(R}) gemif Proposition in W*P(R") dicht liegt bzw. mit Proposition m
CFLH(RY) = Whe(R%) gilt, setzt sich Ej stetig auf W*P(R'}) — W*P(R") fort.

Da 99 € C*=b! kompakt ist, kénnen wir endlich viele 1, ...,y € 0Q mit Umge-
bungen z; € U; € Q' und bi —C*~11-Abbildungen ¥; wihlen, die nach einer Rotation
Ti(y,t) = A7 ((y, t — 9(y) — ;) U7y, t) = Ny, t) + ¢j(y) + 25 mit

Aj >0, p; € CPBH(R™ und
\I/jIUng(071), \I/j(l'j):(), \PJ(UJHQ):B(071)HR1
und @Q CUU...UUy € § erfiillen. Dazu wihlen wir eine offene Teilmenge Uy € (2
mit Q C Uy UU; U...UUy € 2 und eine entsprechende Zerlegung der Eins

N
n€CEWU;)  0<m; <1 firj=0,...,N mit» np=1launfQ  (3.22)

J=0



3.3. SOBOLEVRAUME 49
Damit definieren wir fiir u € W*P(Q) als Eju := Ey ((nju) o \Ilj_l) oV;.

Aus Propositionen und [3.28| folgt ¥; € C*~L4(U;) € Wh*(U;) und
EjueWHr(Q)  mit  [|Ejullwes@) < Cy, U5, Ujn k) [ullwnr). (3:23)

Da supp(n;) € U, folgt supp(E,;u) € U; € Q' aus der Definiton von Ey, also E;u €
Wy P(Q') aus der Proposition [3.21, Weiter gilt E;u|q = nju. SchlieBlich setzen wir

N
Eu :=nyu + ZEju e WP,

7j=1
Aus (3 und Ejulq = nu folgt Elg = 7]0U+ZE ulg = mﬂH—Zmu =u. q.ed.
Damit konnen wir die Approximation aus Proposmon 3.21 Verscharfen.

Approximationssatz 3.30. Es sei Q € R™ offen mit 90 € C* " k€ N, 1 <p < o0
und u € WEP(Q). Dann existieren u,, € C*(Q) mit u, — u in WHP(€).

Beweis: Fiir ein ' 3 Q betrachten wir den Fortsetzungsoperator aus Satz [3.29]
E:WkP(Q) — WEP(Q).
Wir wihlen v, € C5°() mit v, — Eu in W*P(Q). Fiir u,, 1= v,,]q € C®() folgt
U = Ul — Bulg = u in WHP(Q). q.e.d.

Ubungsaufgabe 3.31. Zeige mit den folgenden Aussagen, dass fi, ..., fn € COHQ)
auf einer offenen beschrinkten Menge Q @ R™ mit 0Q € C%!' den Divergenzsatz erfiillt.

(i) Fir f € W™ (B" 10, 0) x (=M, M)) und ¢ € COY(B"1(0, 0)) definieren wir
fndo= [ few) (Ve -na
{(w.eW)lyeB"~1(0,0)} Bn=1(0,0)
Fiir 00 € Ct stimmt das entsprechende faQ f-Ndo mat Deﬁmtion tiberein.
(i) Zeige fir fi,..., fa € C3°(B" (0, 0) x (=M, M)) und ¢ € C**(B"*(0, 0))

/ /Vf(y,t)dtd“y: / Fy, o)) - (Vyely),—1)d"'y.

B™=1(0,0) v(y) Bn=1(0,0)
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Folgende Proposition stellt den Zusammenhang zwischen Randwerten und I/VO1 P her.

Proposition 3.32. Es sei Q € R™ offen mit 02 € C™', und 1 < p < oco. Ein
u e COQ) NWIP(Q) gehdrt genau dann zu Wy (Q), wenn u auf O verschwindet.

Beweis*: (=) : Es sei u € C°(Q) N Wy (Q). Falls supq, [u| > 0, so existiert o € 00
mit einer Umgebung U(zg), so dass 0.B.d.A. u > € in U(xy), also min(u, €) = € in U(x)
gilt. Wegen u € W,?(Q) exisitiert u,, € C5°(Q) mit u,, — v € W(Q) und u, — u
und Vu,, — Vu punktweise fast iiberall. Es gilt min(u,,, €) — min(u, €) in IP(2), und
mit, Proposition [3.27 gilt min(u,, €) € W*(Q), Vmin(u,, €) = Xju<qVu punktweise
fast iiberall, V min(uy,, €)| < |Vu,,|, also min(u,,, €) — min(u, €) in WH?(Q).

Fiir ¢ € CH(U(z), R™) rechnen wir mit min(u,,, €) € Co'(Q)

34 ep- Ndo = Q/V - ((min(u, €)@) dpu Q/v - (min(um, €)¢) dp = 0.

Auf 9Q € C”! gilt dies nicht fiir alle ¢ € Cj(U (o), R™). Also folgt ufaq = 0.
(<) : Esseiu e C%Q)NWH(Q) mit w = 0 auf 9. Fiir u, := max(u, €) — € mit € > 0
gilt supp(u) € Q, ue — uy in IP(Q), und mit Proposition gilt weiter u. € WHP(Q),

Ve = Xjusq VUt = X[us0) Vu punktweise fast iiberall, und  [Vu| < xpsq|Vul,
also ue — uy in W2(Q). Mit Proposition ergibt sich u, € Wy (), also u, €
Wy (Q). Genauso folgt (—u), € Wy (Q) und schlieBlich u € W, 7(Q). q.e.d.

Dies legt folgende Definition nahe.

Definition 3.33. Es sei 2 C R"™ offen, I' C 9 offen und 1 < p < oo. Wir sagen
u € WYP(Q) hat Nullrandwerte auf T in W'P(Q), geschrieben u = 0 auf T, wenn
un € WyP(Q) fiir allen € CH(QUL). Wir sagen v € W'(Q) hat die gleichen Randwerte
wie u, falls w —v =0 auf I'. Die Randwerte bleiben unter Konvergenz erhalten.

Proposition 3.34% Es sei QQ C R” offen und I' C 9 offen 1 < p < oo. Dann ist
Vi={ueWh(Q) |u=0 auf T} S W"P(Q)  ein abgeschlossener Unterraum.

Beweis*: Klarerweise ist V' ein Unterraum. Nun sei u,,, € V mit u,, — u in WP(Q).
Fir n € CHQUT) gilt pu, — nu in WH(Q). Da nu,, € Wy*(Q) und W,*(Q) C
W1P(Q) abgeschlossen ist, folgt nu € Wol’p(Q) und v =0 auf I, alsou € V. q.e.d.
Fiir Q@ C R" bezeichne Q1 = QN R"! x £(0,00) und Qp = QN R x {0}.
Approximationen kénnen mit Erhaltung von Nullrandwerten durchgefiihrt werden.

Proposition 3.35 Seiu € W'P(B(0,1),),1 < p < oo mit u =0 auf B(0,1)y. Dann
ezistieren u,, € C*(B(0,1);) mit u,, = 0 auf B(0, 1)y und w,, — u in W'P(B(0,1),).
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Beweis*: Wir setzen u(y,t) = 0 fiir ¢t < 0 und © := B(0, 1) UR™ Nach Definition [3.33
gilt un € Wy P(B(0,1),) fiir n € C}(€). Durch Approximation mit u,, € C5°(B(0,1),)

folgt
/ V(un)dp = /andu—i— / nVudu,

0,1)+ B(0,1)4
also u € W1P(Q). Wir setzen uy,(y, t) := u(y,t—h) fiir h > 0 und (y,t) € Qp, := Q+he,
und wahlen A fiir gegebenes § > 0 so, dass |Juy, —U||W1,p(B([)71)+) < 0 gilt. Da B(0,1); €

Qy,, konvergiert die Faltung uj, . € C>(B (O 1)4) nach Proposition Upe — up in
WP(B(0,1)4), also |Jup,e — upllwir(so,),) < 0 fiir € hinreichend klein. Fiir e < h gilt
upe = 0 auf B(0,1)o. Wihlen wir 6, | O, so erhalten wir die gewiinschte Folge. q.e.d.

Wir setzen eine Funktion u : B(0,1); — R folgendermafien auf B(0,1) fort:

u(y, t) falls ¢ > 0,

{£,0}u(y, —t) fallst < 0. (3.24)

Eiou(y,t) = {

Proposition 3.36% Fiiru € WY (B(0,1),),1 <p < oo gilt E,u € WH(B(0,1)) und,
falls uw =0 auf B(0, 1)y, gilt weiter Equ € W'?(B(0,1)) und E_u € WP(B(0,1)).
Beweis*: Mit dem Approximationssatz und Proposition [3.35| existieren w,, €
C>=(B(0,1);) mit u,, — u in W'?(B(0,1)), und, falls u = 0 auf B(0,1), so gilt
weiter u,,, = 0 auf B(0,1)g. Dies ergibt Fy gu,, € C*'(B(0,1)) C WP(B(0,1)),

IV Ex 0tm |l r801)) < 2Y7| V|l r301y,) < C
und Fy gty — Eyou in IP(B(0,1)). Daraus folgt ELou € W'?(B(0,1)). q.e.d.
Bei zwei schwachen Ableitungen iibertragen sich Nullrandwerte auf Ableitungen.
Proposition 3.37F Fiir u € W*P(B(0,1),),1 < p < oo mit u=0 auf B(0,1)q gilt
Ou =0 auf B(0,1) fiir I=1,....,n—1

Beweis*: Fiir 0 < § < 1/2 wéhlen wir B(0,1 —40), € Q¢ € B(0,1), mit 992 € C*
und betrachten den Fortsetzungsoperator E : W2P(€Q) — W:P(R") aus Satz [3.29, Mit
Proposmon“folgt O Eu — 0, Euin WP (R") C Wlp(B(O 1-6),). Dadl Eu = 9

in B(0,1 —26), fiir 0 < |h| < 4, folgt &'u — u in WHP(B(0,1 — 26). ). Nun gilt
OMu = 0 auf B(0,1 — 24)p, und die Behauptung folgt aus Proposition q.e.d.

Wir setzen Funktionen mit zwei schwachen Ableitungen ungerade duch F_ fort.
Proposition 3.38F Fiir u € W*P(B(0,1),),1 < p > oo mit u= 0 auf B(0,1), gilt
E.u e W*P(B(0,1)).

Beweis*: Proposition und 3.37 ergeben 0,(E_u) = E_(9u) € WHP(B(0)) fiir | # n
und 0,(E_u) = E, (9,u) € W'?(B(0,1)), also E_u € W??(B(0,1)). q.e.d.
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3.4 Einbettungsitze fiir Sobolevriaume
Wir beginnen mit dem Satz von Rellich.

Satz vom Rellich 3.39. Fiir Q € R" offen mit 9Q € C%! und 1 < p < oo ist folgende
Einbettung kompakt: WhP(Q) — IP(9).

Beweis: Fiir p = oo folgt aus den Propositionen und die Kompaktheit von
Whee(Q) = C%HQ) — C(Q) — L°(Q).

Fiir 1 < p < oo betrachten wir eine beschrinkte Folge u,, in W1?(Q). Mit dem Fortset-

zungsoperator E aus Fortsetzungssatz fiir B(0, R)  Q folgt Fu,, € Wy?(B(0, R)).

Wir kénnen also 0.B.d.A. u,, € W, *(B(0, R)) mit ||um||W1p(B(OR < C annehmen.
Fiir die Faltung [3.10] . eines u,, gilt wegen A(z) = ¢ "A(%) und (3.8)

n H>‘|’L°° B(0,1)) C’
|um,e(x)| = Ae(w - y)um<y) d Y n ||um||L1(B(O,R)) < €_n
(3.25)
n VAl = (B(0,1)) c”
P )] = | [ 0l =yt | < Oy < S
Weiter gilt mit ((3.12) |u — ue|| p@ny < sup ||u(. + h) — u|| p@n und
|h|<e

p

1
Ju(- + R) = ullfp@n §/|u(a¢+h)—u(w)|pdnx§/ /|h-Vu(m—|—th)|dt d"zx
//\h Vu(z + th)P dt d's < |hyp//|vu v+ R A dt = (BTl g

Zusammen ergibt dies % — te|| p )y < €]Vl p@n). (3.26)

Wegen (3.25) und dem Satz von Arzela-Ascoli kénnen wir induktiv fiir jedes j € N
die Folgenglieder u,, zu m > j durch eine Teilfolge von (u,)m>; ersetzen, so dass
Upn,j 1= U, Mit €5 = % gleichméBig auf B(0, R) und somit in [P(B(0, R)) konvergiert:
lim sup ||tm,; — w5 p(Bo,r)) = 0. Mit (3.26) folgt  Lmsup |[um — w wBo,r) < 2C¢;.

m,l—o0 m,l—o0

Der Grenzwert j — oo zeigt, dass u,, in IP(B(0, R)) eine Cauchyfolge ist. q.e.d.

Mit dem Satz von Rellich erhalten wir eine Poincaréungleichung.
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Poincaréungleichung 3.40. FEs sei 2 € R" offen, zusammenhdingend mit 0S) €
Co 1 < p < oo, und M C WHP(Q) ein abgeschlossener Kegel, d.h. mit v € M
folgt \u € M fiir X > 0, der auffer 0 € M keine Konstanten enthdlt. Dann gilt

ull o) < Cl|Vu| @ fiir ein C > 0 und fiir alle uw € M.
Beweis: Angenommen die Gleichung ist falsch, dann existieren u,, € M mit
IVt < 5 llumll -

Nach Ubergang zu € M konnen wir weiter ||ty = 1 annehmen, und wu,,

lumllzr (o
ist beschrinkt in W1? (Q() .) Nach dem Satz von Rellich konvergiert fiir eine Teilfolge
Up, — w in LP(€2) mit [Jul|p) = 1. Andererseits konvergiert wegen obiger Ungleichung
Vi, — 0in IP(Q) und daher u,, — u in WHP(Q). Also ist u € M mit Vu = 0,
und nach Proposition [3.20] ist © = const, also nach der Vorraussetzung u = 0. Dies
widerspricht ||ul/zp@) = 1, und die Ungleichung ist bewiesen. q.e.d.

Die Kombination des Satzes von Rellich mit dem Lemma von Ehrling 3.3} ergibt das

Interpolationslemma fiir Sobolevriume 3.41. Fiir u € W2P(R"),1 < p < oo gilt
IVull ey < Cnpllul e | D*ull g
Fiir Q @ R™ offen mit 0Q € CY, uw € W2P(Q) und 2 < p < oo gilt fiir 0 <e< 1
IVull o) < ellD*ull ) + C(2n,p)e lullpo)
Beweis: Sei (), ein offener Wiirfel mit Seitenlénge o. Die Einbettungen
W2P(Q1) = WHP(Q1) — IP(Q)

sind wegen dem Satz von Rellich kompakt. Mit dem Lemma von Ehrling folgt

IVull @y < 3llullwze@n) + 5C (0, p) |l p,) <
<3 IVullp) + 5I1D%ull @) + 5C 0, p)|ull oy fir u e WP(Qy), also

IVl < 1D*ull @ + Cn.p)l[ullpay)-
Fiir o > 0 und u € W??(Q,), reskalieren wir v(z) := u(px) und erhalten

IVull i, = 0 T2 IVollpn < 0 P 1Dy + Cn,p)o™ 7 0]l miqy)
= ollD%ull (g, + C(n, )0 ull (qy)-
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Wir iiberdecken R™ bis auf eine Nullmenge N durch abzdhlbar viele disjunkte Wiirfel
der Seitenlinge o: R"\ N = [J;2, Qi. Fiir a,b > 0 gilt (42)? < “F < maxP{a, b} <
(a + b)? wegen der Konvexitit von x — zP. Fiir u € W*P(R™) und 1 < p < oo folgt

o0

19l Z 190l g0 < 27 3 (1Dl + Clp)o o)

i=1

1/ n p
= 1ol D*ullp ) + S5l ey)” < (201 D%l + 522 ull ey )

also ||Vl p@ny < ol D*ul|p@ny + 40P (0, p)o  ||ullp@ny  fiir alle o > 0. (3.27)

Fiir p = oo erhalten wir [Vl e ey = sup ([ V| o (qs) <
ieN

< Slele (Q“D UHLoo Qz -+ C( ) _1||UHLoo(Qzé)) = Q||D2u||Loo(Rn) —+ C(TL)Q_IHUHLOO(Rn),

[l n) + €
D2l @) + €
IVullZ@ny < Cn, p)(I1D*ull oy + €) ([l ey + €)
aus (3.27). Im Grenzwert € | 0 folgt die erste Behauptung.

Fiir Q € R” offen mit 9Q € C*! und 1 < p < oo betrachten wir den Fortsetzungs-
operator E : W2?(Q) < WZP(R") aus Satz und erhalten fiir u € W2P(Q)

also wieder (3.27)). Fiir € > 0 setzen wir g := >0 und erhalten

IVulloe < [ Bullwrsgn < Cnp)| Bull i |1 D* Bul g + | Eul
< O, n.p)[ull iy lullya ey < ellullwr@) + C'(Q . p)e ™ ul ey <
< €| D*ull oy + €l Vull @) + C" (2,0, p)e ull o)
also nach Absorption des Termes €||Vu|| p(q) die Behauptung. q.e.d.
Wir zeigen jetzt, dass Sobolevfunktionen hohere Integrabilitéit besitzen.

Sobolevungleichung 3.42. Es sei u € WP(R"), 1 < p < n. Dann gilt

Ll @y < Clnp) Vel firp = 22 dh1-n=—n
Beweis: Zuerst sei p = 1,p* = L= und u € C5°(R™). Dann gilt
W1, Ty Ty) :/ Ou(xy, ...ty ..., xy)dt;, also
u(z)| < / V@, b 20)| dts und
R
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Nun integrieren wir beziiglich x1. Dies ergibt mit (3.9) / lu(zy, ..., x |n 1dr; <

< (/|Vu(t1,x2,... |dt1) /H(/|Vu T1,. ..t )\dt)" da
R

< (/ |vu(t1,g;2,...,xn)|dt1)" H(//|Vu(x1,...,ti,...,xn)|dt,~dx1)n .
R 5 \JRJR

. =
Sukzessive Integration iiber x, . .., z, ergibt / |u|»7 dp < </ |Vul du) , also
n ]Rn
ol gy < V03 (329

Fiir u € WH1(R™) gibt es nach Proposition u; € Cg°(R™) N WHY(R™) mit u; — u
in WHH(R"). Eine Teilfolge von u; konvergiert fast iiberall gegen u. Mit (3.28) folgt

e gy < Tmin ] e < liminf [ Voo = [ [Vl (329

Im Fall 1 < p < n setzen wir v = |u|? fir u € C§°(R"™) und v > 1. Mit (3.29)) gilt

1
1ll} 2y o N0l s gy < IVl _/VIUI” !VUIdu<v|IUI|”p<W b Vullp@n).

2 T )
C n -1 _ e n— n—
Wir wihlen v so, dass % = % bzw. ]%7 = 71(7—1) also (ppl — Tl> y= _Tl
und L = 5 = +L = p*. Dies ergibt 1wl o ey < VI VUl 12 (®A).-
p n
Fiir allgemeine v € WH?(R") folgt dies mit Proposition wie oben. q.e.d.

Soboleveinbettungssatz 3.43. Fir Q € R" offen mit 00 € C%, k,l € Ny, und
1 < p,q < oo sind folgende Finbettungen stetig und bei strikten Ungleichungen kompakt:

WhP(Q) — Wh(Q) fiir k>1 und k —

"Slz

> (3.30)

Q

Beweis: Zuerst betrachten wir den Spezialfall k = 1,1 =0,1<p<n,1 -2 > —

Fiir u € WP(Q) gilt mit dem Fortsetzungsoperator F aus Satz [3.29]

< |3

n
p

Eu € WHP(R™)
und mit der Sobolevungleichung und

[ull (@) < 1Bullpr ey < C(n, p)IVE Ul p@ny < C( 1, p)l[uflwiag)
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Aus =t =1-2>-"folgt 1 <¢< p Wegen ist Whr(Q) — I[P (Q) — L1(Q)
stetig. Gllt die strikte Unglelchung in , also 1 < ¢ < p*, und ist u,, beschrankt
in WhH?(Q), so ist u,, nach dem Gezelgten beschrinkt in IF" (), und nach dem Satz
von Rellich konvergiert eine Teilfolge w,, in IP(Q)) gegen u. Fir 1 < g < p folgt
der Spezialfall aus (3.8): Fiir p < ¢ < p* und M > 0 folgt lim sup ||u,, — u||%q(m =

m—00

= timsup ([ (tm = @)X i3 300 + I Won = 0 X1 [0y

m— 00

< MaP” (20)17*

< MO limsupluy, — ulfy g + MO limsupfuy, — ul?
m—o0 m—00

()

weil [uy, — ul? < M97P|u,, — ulP auf [Ju, —u| < M], und MP" 9w, —u|? < |, — ulP”
auf [|u,, —u| > M] gilt. Im Grenzwert M — oo folgt der Spezialfall.

Die allgemeine Aussage beweisen wir mit Induktion in k — [ € Ny. Fiir £ = [ gilt
1 < ¢ < p und die Aussage folgt mit aus der Stetigkeit von IP(Q) — L1(Q).

Nun sei k =1+ 1. Dann gilt 1 — % > —%. Da ¢ < o0, gilt —% < 0, und wir kénnen
0.B.d.A. 1 < p < n annehmen. Fiir u € W*P(Q) und |y| < [ ist 97u € WP(Q), und

10" ull 100y < C(Q2,m, )| 07 ullwrr) < C(Q2,n,p)l|ullwrsq)

folgt aus dem Gezeigtem. Dann ist W*P(Q) — Wh4(Q) stetig. Fiir strikte Ungleichheit
in und u,, beschrinkt in W*P(Q) ist d7u,, fiir |y| < [ beschrinkt in Wr(Q).
Mit dem Spezialfall konvergiert eine Teilfolge 97u,, in L4(£2), also u,, in Wh(Q).

Schliefflich sei k > [ + 2. Ist p > n, so gilt k—% > (k—l)—%zl>l—§und per
Induktion ist die folgende Einbettung kompakt:

WEP(Q) s WFLm(Q) — Whi(Q).

Ist1<p<mn, sogilt k-2=(k-1)—-2=21-71, (3.31)

»
und per Induktion ist die Einbettung W*?(Q) — W 17" (Q) — WhH(Q) (3.32)

stetig. Ist die Ungleichung in (3.30)) strikt, dann auch in (3.31)), und per Induktion ist
die zweite Einbettung in (3.32)) kompakt, also auch die Einbettung (3.30)). q.e.d.

Bemerkung 3.44. Im kritischen Fall 1 — % = —2:=0, also p = n, gilt firn > 2
Whn(Q) & L*(2). Dazu betrachten wir auf B(0,1)

uw(z) == In(1+ |In|z||).
Klarerweise gilt u ¢ L*(B(0,1)). Weiter gilt w € W™ (B(0,1)) fiir n > 2 wegen

1 o)

1 nw, " Ldr nw, dt nw

v = v nn — n— - " - = °
V)| = s ey Vloon = [ oo = G ned
0 0
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Nun betten wir Sobolevrdaumen in Holderrdume ein. Dazu folgende Abschatzung:
Lemma 3.45. Fiir Q € R™ konvez, S C Q mefbar mit u(S) > 0 und u € WH1(Q) gilt

diam"(Q)/ - . . 1 /
u(z) —ug| < ———= T — "Vu d"y a.e. in Q mit ug = ——— [ udp.
o) =5l < Sy [ oo T o= g5 [ uan

S

Beweis: Sei d = diam ). Mit Approximation von u durch glatte Funktionen wie in

Proposition |3.21| erhalten wir fast iiberall auf = # y € Q mit w = é:z'
lz—yl
u(z) —uly) = — / Vu(z + rw)wdr.
0 o=y
Integration von y tiber S ergibt  p(S)|u(z) —ug| < / / \Vu(x 4+ rw)|drd"y
s 0
d d d
S/ /|Vu(:v + rw)|xa(x + rw) drd™y :// / |Vu(x + rw)|xa(z + rw)dws™ 'dsdr
B(z,d) 0 0 0 0B(0,1)

d
ar dn
= E/ /|Vu(l‘ +rw)|xa(r + rw) dwdr = — / |z — y| " Vu(y)| dy. qed.

0 8B(0,1) o

Nun kommen wir zum Einbettungssatz in Hélderrdume.

Satz von Morrey 3.46. Fiir Q € R" offen mit 002 € C%', k> 1€ Ny, 1 < p < o0
und 0 < a < 1 sind folgende Einbettungen stetig und bei strikter Ungleichung kompakt:

WEP(Q) «— Ch(Q) mit k—2>1+a. (3.33)

Beweis: Die Kompaktheit der Einbettungen ergibt sich sofort aus der Stetigkeit der
Einbettungen und Proposition [3.10; Gilt in (3.33)) die strikte Ungleichung, so wéhlen
wir 0 < 8 < 1 mit k — % > [+ 3 > 1+ «, und erhalten die stetige Einbettungen

WkP(Q) < CH — Ch(Q).

Nach Proposition |3.10|ist die zweite Einbettung kompakt, also auch die Gesamteinbet-
tung. Daher geniigt es die Stetigkeit der Einbettungen zu beweisen.
Zuerst betrachten wir den Spezialfall ¥ = 1,1 = 0,1 — T =€ (0,1). Mit dem

Fortsetzungsoperator E aus Satz gilt fiir B(0, R)  Q und u € WP(Q)
Fu € Wol’p(B(O, R)) HEUHWLP(B(O,R)) < C’(Q,n,p)HunLp(Q).
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Zum Beweis der Stetigkeit der Einbettung im Spezialfall geniigt es folgendes zu zeigen:
||l co.emny < C(n, p)||ullwiemgn fiir alle w € Cg°(R™). (3.34)
Im Spezialfall gilt n < p < oo und deshalb 1 < ¢ < "5 fiir Il) + % = 1. Es folgt

1/q
= "oy < (/B(O . [y d“?/) <C(n,p) firalle e B(0,1).

Mit Lemma und der Holderungleichung folgt fiir u € C§°(R")

osc u:= sup u(z) —u(y) < 2|lu—upeyllreso1) < C0,p)Vulrsor). (3.35)
B(0,1)  zyeB(0,1)

Durch Reskalieren v(z) := u(z+ o) erhalten wir fiir alle B(z, 0) C R" wegen 1—-2 =«

osc u = sup u(x) —u(y) = osc v < C(n,p)||Vv| ;o1 = Cn,p)o®|| V|l B(2,0)>
B(z,0) z,y€B(z,0) B(0,1)
|

, 2= %, x,y € B(z,p), dass

Daraus folgt fiir x #y € R”, o := |1‘;y
lu(z) — u(y)| < gscu < C(n,p)®|Vull By holanau < C(n,p)|| V| .-

SchlieBlich folgt aus (3.35) fiir beliebiges By = B(z,1) C R" |l oy <
< lu —up, I8y + lus, | < C(n, ) VUl s,y + C(n)ullp sy < C'(n,p)[[ullwres,).-

Damit ist (3.34) und der Spezialfall bewiesen.
Wenn 1 — 2 > a, ist fira:=1-— S (0,1) die Einbettung

WP(Q) — C¥¥(Q) — C"(Q)

mit dem eben Gezeigten und Proposition |3.10)| stetig.
Die allgemeine Aussage beweisen wir mit Induktion in k — [ € N. Fiir £k = [+ 1 gilt
1-22>a Firue WkEP(Q) und || < 1 gilt 9u € WP(Q), und wegen dem Gezeigten

107l 0.0y < C(Q,n, p) |07 ullwin) < C(Q,n,p)l[ullwer).

Also ist die Einbettung W*?(Q) — C*(Q) stetig.
Firk>1+2undn <pgilt k-2 > (k—1) > 1+ a. Fiir grofies p < oo ist

WEP(Q) — WF1P(Q) — C*(Q)

wegen Satz und durch Induktion eine kompakte Einbettung.
Firk>1+2und 1 <p<ngiltk—2=(k—1)— % =1+, und die Einbettung

WkP(Q) s WP (Q) — Ch(Q)
ist durch Induktion und mit dem Satz stetig. q.e.d.



Kapitel 4

Apriori Abschitzungen fiir lineare
Differentialgleichungen

4.1 Schwache L6sungen

Auf einer offenen Menge Q C R™ bezeichnet W;?(Q)* € D'(Q) den Dualraum aller
Distributionen, die sich stetig auf W,*(Q) D C5°(Q) fortsetzen lassen. Dazu gehéren
alle Distributionen der Form f + V - ¢ mit f € [*(Q) und g € I*(Q)™

o . g .. 1,2
(f+V-g,v):= /Q <fv Z¢:1 g,@m) dp fir v e Wy (Q).
Definition 4.1. Ein elliptischer Differentialoperator in Divergenzform auf Q2 C R™ ist
Lu:= Zi:l (Zj:1 @(aij@ju) + 8Z(blu) + cl@u) + du mit (41)

E Caij(2)&E > ATHEP? fast diberall auf x € Q und fiir alle £ € R" (4.2)
ij
laijllo@) <A, bille@) A, leille@) <A [[dllpe@) < A (4.3)

fiirein1 < A < oo. Fir f € Wy(Q)* heifit u € WH(Q) schwache Lisung von Lu < f
baw. Lu > f, falls —L(u,v) < bzw. > (f,v) fiir alle 0 < v € Wy*(Q) gilt, mit

L(u,v) ::/Q<Zil (ijl a;;0ju + bm) v — <Zi:1 ciOu + du) v> dp.
L ist eine stetige Bilinearform auf VVO1 2(Q), da mit (4.3) folgendes gilt:
1£(0,0)] < C)Allullws ey ol (1.4)

29
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Aus (4.2) und (4.3)) folgt fiir u € W2(Q) die Gardingungleichung
L(u,u) = A7 Vullfq) = C)Afull o) | Vull i) — AllullZ20) 2
> sxlVullz ) — Cln, Mlullz) = gxllulliz@) — C'(n, M lullf ). (4.5)
Wir erweitern das schwache Maximumprinzip [2.18] auf Operatoren in Divergenzform.

Schwaches Maximumprinzip 4.2. FEs sei {2 € R" offen, L ein linearer, elliptischer
Differentialoperator in Divergenzform, der (4.1))-(4.3)) in Q erfillt und es gelte

/Q (Z;l biOiv — dv) dp >0 fiir alle 0<ve W, (Q). (4.6)

Dann gilt fiir eine schwache Lésung v € WH2(Q) von Lu > 0

supu < supuy = inf{t € R | (uy — ). € Wy*(Q)}.
Q o0

Beweis: Fiir u € W2(Q),v € Wy *(Q) gilt uv € W, (Q) und (3.19). Dann folgt

/ Z: <Z:,1 a;j0judiv — (c; + bi)3i1w> dp < /
Q 1= =

Q

(_ D o) + d““) dpu <0

fiir alle v > 0 mit uv > 0 aus Lu > 0. Aus dem Beweis von Proposition folgt
M := supyq uy > 0. Fiir M < t gilt fiir v, := (u—t)4 = (uy — )4 € Wy2(Q)

v >0, v > 0, Vo, = {Vu fast iiberall auf [u > t],

0 fast tiberall auf [u < t].

Im Spezialfall ¢; + b; = 0 folgt Vvy, = 0 und mit Proposition [3.32| vy, = 0:

0<A [ |VoylPdu=A"" (Vul? dp < Z,,ai.a.uaﬂM dp <0.
Q [u>M] Q i

Falls die Behauptung im allgemeinen Fall nicht gilt, folgt fiir M < ¢ < supg u aus (4.3))

AI/ |V |? dp g/ Z”aijaju&-vt dp §/ Zn l(ci + b;)duvy dp < 2A/ v | V| dp
Q Q v Q = Q
S 2A||vvt||L2(Q)||Ut||L2(Ft) mit Ft = [V'Ut 7£ 0] = [VU 7£ 0] N [U > t]

Mit der Soboleveinbettung W,"*() < L(Q) fiir ein 2 < ¢ < 0o, siche Satz und
der Poincaréungleichung [3.40, da v, € W,*(Q), erhalten wir fiir § := 1- é >0

lwell ey < 1T lvellza) < 1 (C)CQn)[vellwrzg) < C'(Qn)u’ (T | Vol 2.
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Falls Vv, # 0 folgt ||Vullrz@) < 2A%||ve]|12(r,) aus der vorletzten Ungleichung und

CA~5 < p(Ty) fiir alle M < t < supqu aus der letzten. Fiir ¢  supgu < oo folgt
0 < p([Vu # 0] N [u = supg u]). Wegen u € I*(Q2) gilt u(u = co) = 0, und es folgt
zuerst 0 < M < supgu < 400. Zweitens widerspricht das Proposition [3.27, geméf der
Vu = 0 fast iiberall auf [u = 7] fir alle 7 € R gilt. Damit ist der Satz bewiesen.q.e.d.

Also hat das Dirichletproblems unter der Bedingung (4.6) hochstens eine Losung.

Existenz von schwachen Losungen des Dirichletproblems 4.3. Sei (2 € R"

offen, L ein elliptischer Operator in Divergenzform, der auf 0 (4.1)—(4.3) und (4.6)
erfillt, f € Wy *(Q)* und ¢ € WY(Q). Dann ezistiert genau eine schwache Lésung

u e WH(Q) von Lu = f mit u — ¢ € Wy*(Q). Sie erfillt die folgende Ungleichung:
[ullwr2@) < Cln, LYl + lellwrz@)-

Ist fiir eine Familie { Ly, }mem solcher Operatoren {a; jm,Cim | 1 < 1,7 <n,m € M}
in L) kompakt, so existieren gleichmdfige obere Schranken C(n, L,,) < C(n, A, K).

Beweis: Die Eindeutigkeit folgt aus Satz .2l Als Distribution ist Lu = f auf Q
dquivalent zu L(u — o) = f, wobei f € Wy*(Q)* fiir v € W, () definiert ist durch

<fa v) = (f,v) +/Q (Z:;l (Z:Zl aij0jp0;v + bipdiv — Cz@‘sm}) - d@v) dg.

Deshalb koénnen wir ¢ = 0 annehmen. Wegen (|4.4]) definiert folgende Gleichung

(—Lu,v) =: L(u,v) = /Q <Zi:1 (ijl a;;0;u0;v + bud;v — cl&-uv) — duv) dp,
einen linearen Operator L : Wy *(Q) — W, *(Q)*. Genauso definiert
(Ku,v) = / uv dp.
Q
einen kompakten Operator K : Wy *(Q) < I?(Q) < W, *(Q)*, da W,*(Q) — I*(Q)
wegen dem Satz von Rellich kompakt ist. Mit der Gardingungleichung (4.5)) gilt
(-L+C(n,N)K)u,uy > CO(A)HU/H‘Q/VLQ(Q) fir alle u e Wy (Q).

Wegen dem Satz von Lax und Milgram ist —L + C'(n,A)K ein Isomorphismus.
Da L nach Satz injektiv ist und K kompakt ist, ist L mit Lemma [3.4] auch ein
Isomorphismus. Folglich existiert eine Losung u € VVO1 2(Q) von Lu = f. Weiter gilt

HUHWLQ(Q) < ||L71H : ||f||w0172(9)*‘

Die gleichméBige Abschétzung von C(n, L,,) folgt aus dem néchsten Lemma. q.e.d.
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Lemma 4.4. Seien Q@ € R™ und L,,, L elliptische Differentialoperatoren, die (4.1)—
(4.3) auf Q erfiillen. Konvergieren a;jm — a;; und ¢;m — ¢; fast tberall auf Q@ und
bim — by und d,, — d schwach in I*(Q), und erfillt L ([£.6)), so existiert C' < oo mit

ullwrz@) < C”LmuHWOI,Q(Q)* fiir alle u € Wy*(Q) und fiir hinreichend grofies m.
Beweis: Angenommen, das Lemma ist falsch. Dann existieren u,, € VVO1 () mit
||fm||W01,2(Q)* S %Humnwlqg) U_nd fm = Lmum

Wir setzen [|up, ||z = 1. Mit (4.5]) folgt

co(M)[[umlliyr2) = Cn, Ml 720y < (= Linttm, ) < [ fimllyp2 gy [tem w20,

also umllwra@) < O A) ([l + lmlliz@) < 2000, A) | 200y

In W,?(Q)* konvergiert f,, — 0 stark. Wegen dem Satz von Rellich konvergiert
cine Teilfolge u,, — u stark in I*(Q), wegen dem Sat7l| von Banach und Alaoglu
schwach in VVO1 2(Q) Wegen Lebesgues beschrénkter Konvergenz konvergieren a;j,, —
aij und ¢; , — ¢; stark in I?(Q2). Das Skalarprodukt von stark konvergenten mit schwach
konvergenten Folgen in I[*(2) konvergiert. Fiir v € C3(Q) folgt Lu = 0 aus

|

schwach auf Q. Da L (4.6]) in © erfiillt, ergibt das Schwache Maximumprinzip u =0.
Dies widerspricht [Jul|rz(q) < ||tm|l2() = 1, da w, — u stark in I*(). q.e.d.

0 < (fm,v) = (L, v) =

(Z (— Z @m0 Um Oiv — bj Uy 050 + ci7m('3@-umv> + dmumv> dp — (Lu,v)

i=1 j=1

Eine innere Apriori Abschétzung ist die Caccioppoliungleichung.

Caccioppoliungleichung 4.5. Sei Q C R" offen, f € Wy(Q)* und L erfille ({#.1)-
[.3) auf Q. Auf ¥ € Q erfiillt jede schwache Lisung u € W12(Q) von Lu = f

lullwrz@y < O A n)([1f w2y + lullz@)- (4.7)

Beweis: Wir wihlen € C°(Q) mit n = 1 auf Q" und 0 < n < 1 und setzen
v = un? € Wy *(Q). Dann folgt gemiB Definition 4.1/ und mit (4.2)

/inj a;;0;udvdp = /Q (Zi:1 (—b;ud;v + ¢;0uv) + duv) dp — (f,v), also

'B(0,R) C W2 () ist schwach folgenkompakt (Theorem I11.3.7 in Werner: “Funktionalanalysis”).
0
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1
I /Q (Vul?n?du < /QZW a;j0judsu - n* du

= / (Z <Z i biuaiwf + biu282»7]277 - Cz‘aﬂnﬂf) - du2772> dp+

o \i=1 \j=1
+ HfHWOLQ(Q)*HunQHWm(Q) <
< C(A,n)/ (IVal - ful - V0] - I+ [Vl - uln® +w* (Vo] - 0] +97)) dpt
Q

1 2 2 ! 2 2 2 4 ! 2
A 1,2 <
i [Vl e ) [ @RI Y dit CAm g <

1
< ﬁ/ IVl dpe+ OO ) (L1 . + Tl
Q

wobei wir wiederholt ab < ea? + Z—i fiir e > 0 und a,b € R anwenden. Wir absorbieren
den ersten Term der rechten Seite und erhalten wegen 7|y =1 (4.7). q.e.d.

Hohere Regularitét der Koeffizienten von L und von f iibertréagt sich auf die Losung.

Satz von Friedrichs im Inneren 4.6. Sei Q C R" offen, f € I[?(Q) und L erfiille

"" anQ und ||az’j”C’0»1(Q) S A und ”biHCOrl(Q) S A. (48)

Fiir eine schwache Lisung u € WY(Q) von Lu = f auf Q gilt dann fir k =0
loc

w€ Wit () mit [ullwrezio < C(Q, 2, An, k) (1f lwree) +llull ) fiir X € Q. (4.9)

Die schwachen Ableitungen von u erfillen fast tiberall auf 2 Lu = f d.h.

Zz‘j aijﬁj@u + Zi:l <Zj:1 Gjaij + bz + Ci> &u + (Zi:1 &bl —+ d) u = f (410)
Beweis: Wir vereinfachen Lu = f zu Lou = f , mit einem Ly das (4.8)) erfiillt:

L()U = Zij 8i(aij8ju) = — Zj:l 3z(bzu) - Zj:l ci&;u —du + f
— " .h-2] — " . . g — — ¢ 2
= Zi:l d;bsu Zizl(bl + )0 —du+ f = f € I3(Q).
Fir ' € " € Q" € Q folgt mit der Caccioppoliungleichung (4.7)

1l < COQ,Q" An) (1 fll 2@ + ull ). (4.11)
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Fir Q" € Q" € Q und 0 < |h| so klein, dass {z | d(x,Q") < |h|} € Q" gilt, liegt der
Differenzenquotient (3.13) 0/'u € W'2(Q"). Fiir v € Wy*(Q") € W, *(Q) rechnen wir

(—Lo(9'u),v) = Eo(azh% v) = /” Zij az’jajazhuaw dp = /QZ” @ijazhajuaw dp
—/ Z 3ju3fh(aij8iv) d,U, = —/ Z aijajuaiafhv d,u—/ Z afhaijaju@v(.—hel) du
o i —

Q U Q v

= f@l_hv dp — / Z Olaij0u(. + hey) 0w dp =: (—f', v). (4.12)
Q" " 3

mit diskreter partieller Integration und Lou = f Wegen Proposmon u 3.14)) gilt
10, 0] 2y < ||V 2y und fl € Wy (7). Aus (&7) und (&11)) folgt
1wz < CO)I il + llag o) Vallz@m)
< CA ) f 2+ llull2()- (4.13)

([4.12) besagt Lo(df'u) = f] schwach auf Q”. Mit (3.14]) und (4.7) folgt ||8lhu||W1,2(Q/) <
< O, A n) (L e+ 107 ull 2in) < O QA n) (| |z + lull @)

Mit Proposition 3.22] (3.16) folgt (4.9) mit & = 0, da d/'u — du stark in W"2(Q)
nach Proposition (3.14). Da a;j,b; € COl(Q) C W“’O(Q) und Vu € W,23(Q),

loc

folgt mit der Produktregel Proposition |3.25] a;;0;u € Wlf(Q) und byu € W22 (Q) mit
V(a;j0;u) = (Vay;)0u + a;;0;Vu und V(biu) = (Vb;)u + b;Vu. Fiir v € C§(2) folgt

_ /Q fodp = /Q (ZLI <Z::1 a;j0;u0;v + bjudyv — cﬁmv) — duv) dp

— / (Zn (Zn —0i(a;;0;u + biu) — cﬁm) - du) vdpu.
Q i=1 j=1
Da v € C}(Q) beliebig war, folgt die letzte Aussage (4.10)). q.e.d.
Fiir O C R"™ bezeichne wieder Q4 := QNR"™! x £(0,00) und Qp = QNR"! x {0}.

Caccioppoliungleichung am Rand 4.7. Sei f € W, ?(B(0,2).)" o€ W2(B(0,2),)
und L erfille (4.1)-(4.3)) auf B(0,2),. Fiir eine schwache Lésung u € WH2(B(0,2))
von Lu = f auf B(0,2), mit u= ¢ auf B(0,2)y gemdf Definition gilt dann

[ullwrzso,1),) < CA, ”)(Hf”vv” B(02):)* T lellwrzso2).) + lullzBo2).))-

Beweis: Wegen ||L90||W3*2(B(0,2)+)* < C(n)A|lellwrzso,2),) geniigt es ¢ = 0 zu be-
trachten. Wir wahlen n € C§°(B(0,2)) mit n = 1 auf B(0,1) und 0 <7 < 1 und setzen
v = un® € Wy*(B(0,2),) mit Definition , da u = 0 auf B(0,2)g. Der Rest des
Beweises verlduft wie der Beweis der Caccioppoliungleichung [4.5] q.e.d.
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Globaler Satz von Friedrichs 4.8. Sei Q @ R" offen mit 0Q € C™, f € I*(Q),
o € W22(Q) und L erfille (4.8) auf Q. Fiir eine schwache Lisung u € WH2(Q) von
Lu = f auf Q mit u— @ € Wy°(Q) gilt dann fast dberall auf Q@ (4.10) und fir k=0

ue WH22(Q) mit |[ullyrezi) <O, A, 0, k) ([ fllwez@) + lellweezq) +“U||L2(Q))' (4.14)

Beweis: Aus dem Satz von Friedrichs im Inneren E folgt u € I/V2 2 ) und -

loc

Wegen || Ll 2(0) < C(n)Al|¢||w22(q) gentigt es ¢ = 0 zu betrachten. Wegen o0 e CH!
gibt es fiir jedes xg € 02 eine Umgebung U(xg) von xy und einen C'!-Diffeomorphismus
U U(xg) = B(0,2) mit ¥(zp) =0 und V(U(xo) N Q) = B(0,2),. Wir definieren

U:=uoWlte W1’2(B 2)4)N V[/li’cz(B<O7 2)4).

U
0,
Aus Proposition und ¥ € CHY(U(xp)) folgt dju = ((Oyu) o ¥) 9;¥;. Da u = 0 auf
09, gilt @ = 0 auf B(0,2),. Fiir o € C}(B(0,2),) ist v:= 00 ¥ € C}(Q) mit

- /Q fodu = /Q (Zizl (ijl a;j0;u0;v + bjud;v — cﬁmv) - duv) du
= / Z aijaj\lllai\l/k(alﬁ o \I/)((‘?kﬁ o) \I’> d,u + / Z b@\l/k(ﬂ o \I/)(ﬁkf] o) \I’) d,u—
Q igkl Q ik

_ /szk ;0 (Opti o W) (0o W) du — / d(oW)(0oW)du

Q

= / (Z (Z A OO, + baOyo — akak@> — Jaa) dp=— [ fodpy,
B(0,2) 1

k ! B(0,2)
also  Lii=Y (ak (Zl Gy + Bka) + Eké)k&) +di = f auf B(0,2), mit

akl ::Zij(aijﬁjllfl@i\lfk)o\If_1|det(D\If_1)| ||ak:l||CO 1(B(0,2)+ C( ) Ir;]ax ||aij||co,1(ﬂ)

i)k = Zl(bzﬁz\l/k) @) \I/_l . | det(D\I/_l)| ||bk||co 1(B(0,2)+ O(\I’) m?X HbiHCO’l(Q)

6]€ = Zl(cz&lllk) o \I/_l . ’ det(D\I/_l)| ||Ck:||L°° C(\If) miax ||CZ||LOO(Q) (415)
CiI:do\I/_l . |det(D\I/_1)| ||d||L°°(B 02 SO(\P)HdHLoo(Q)

fo=Ffo¥ ™t |det(DU) 1725020 <CO)f 20

Fiir alle y = ¥(x) gilt dann mit fir £ € R”
D GG =" ay(@)00(@)6d, ()& - | det(DY (y))]

26| 1D )] 2 eo(w, A
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da W ein Diffeomorphismus ist, also DW(x) invertierbar ist. Also erfiillen L und @ alle
Bedingungen des Satzes in B(O 2), mit geeignetem A=C (¥, A). Wie im Beweis von
Satz [4.6 vereinfachen wir dies zu Lot := ) _,, Ox(ar0it) = f schwach auf B(0,2); mit

||f||L2(B(0 3H4) < C(\IJ A)(||f||L2 ‘l‘ ||U||W12 (B(0, g)+)) <
< CW, N (Il 202, + HuHL2 B02)1) < C(U AN flz@ + lullz@), (4.16)

wobei wir die Caccioppoliungleichung am Rand [4.7| verwendet haben Fijr O < |h| < i
I=1,...,n—1ist Oa € WH3(B(0,2),) mit 8hu—0aufB 0. Mit ([4.12)) gilt

74

Lo(dta) = fh schwach auf B(O, 4)+
Mit der Caccioppoliungleichung am Rand [4.7, (4.13)) und (4.16) folgt
1 e s,2),) < COA) Ul + lullz@)
107 @llwr2B0.0),) < CO¥N (1 fllr@ + lulz@)-
Da d'u — Oyu stark in I3

* (B(0,1)4), folgt du € W'*(B(0,1)) und, da wir a €
w2 2(B(O, 2) 1) bereits wissen, folgt dx0a € I*(B(0,1),) und zunéchst

loc
|0kdrill 2500y < COU Al + lullzy)  fir (k1) # (n.n).

Mit (4.10]) aus Satz angewandt auf Lo@ = f erhalten wir fiir die verbleibenden

2~ _ ~—1 ~ ~ " ~ g~ £\
Opt = gy (_ Z(k,l);é(n,n) L Zk,l:l Ok Oyt + f) in B(0,2)+,
also mit (4.2)) und der Caccioppoliungleichung am Rand ebenfalls
107l 280,10 < COT A (| fll20) + [lull2@)-

Es folgt @ € W*2(B(0,1),) und fiir V(zg) := ¥=1(B(0,1)) der Anteil von (4.14)) in
W22(V (z0) N Q) aus Proposition mit der Konstanten C(¥,A). Da 9 kompakt
ist, existieren endlich viele zy,...,zy € 02 und 6 > 0 mit

00 C{x | d(z,00) <26} CV(x))U...UV(zn).
aus Satz [4.6] (4.9) fiir Q' = {z € Q| d(2,09Q) > ¢} € Q folgt (4.14) fiir k =0. q.e.d.
Aus dem Sétzen von Friedrichs [4.6] und [4.8] ergibt sich folgender Regularitétssatz.

Satz 4.9. Sei Q @ R" offen, k > 1, f € W*2(Q) und L erfiille fir ein 1 < A < oo
(@-1),(4.2) und ||aillcra@) < A, [[billcri@) < A, [leillcr-ra@) < A und [[d]| gr-11q) < A.
Fiir eine schwache Lisung v € WY2(Q)) von Lu = f auf Q folgt (4.9)

Falls 9Q € C*51 und u — ¢ € Wy (Q) mit o € WE22(Q), so folgt (#.14).
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Beweis: Wieder kénnen wir ¢ = 0 annehmen. Fiir & = 0 mit C~51(Q) ersetzt durch
L>>(2) sind dies die Aussagen der Sétze von Friedrichs, Sétze 4.6/ und 4
Wenn die obige Aussage fiir 0,...,k — 1 gilt, dann folgt u € VV{Z:I (Q) und

fiir Q/ < Q” € N ||U||Wk+1,2(Qu) < C’(Q,Q”,A,n, k)(“f”wk—LQ(Q) + ||u||L2(Q)), (417)
bzw. v € WF2(Q) mit ||ullwrsro@y < CQ, A, n, k) (|| fllwe-r2) + ullz@)- (4.18)

Wie im Beweis von Satz [4.6] vereinfachen wir die Differentialgleichung zu
Lo'LL L= Zij 8i(al-j(9ju) = — Zi:l 81(171’[1/) — 2121 ciaiu —du + f

— N 9 =S (b4 N — _. 7 k.2 :

= Db Zizl(bl + )0 —du+ f = f € WEXHQ) mit

1 lwren < CAn k) (| fllwra@n + l[ullwrsizgn)
<C(Q, Q" A k) ([ fllwee + lullpe)  fir Q€' e, (4.19)

baw. f € WH(Q) mit || fllwra@) < CO A0 E)(|fllwee + [ull @) (4.20)

Wegen a;; € C”“(Q) Whheo(Q) und u € W H?(Q) folgt mit der Produktregel
Proposition [3.25] a;;0;u € W(Q), 81a;;0,u € WE2(Q) und fiir v € C°()

loc loc

/K;Zij aijﬁjﬁlu&-v d,u = — /S; Zij aijﬁjuaﬁlv d/,L — /Q Zij 8laij8ju8iv d[,[, =
— / f@lv du + / Z,j 0; (01a;;0;u) vdpu = / (—&f + Z,j 0; (alaij(?ju)) vdp.
Q Q L Q K

Dies ergibt Lo(Ou) = 8lf — 05 (01a;;0;u) =: f; schwach auf Q. 4.21
i 79j
<

< 01a;;0;u ’
Wk=1,2(Q) Z Z 1545 Whk:2(Q/) -
S O(n,A)||u||Wk+1,2(Qu S O(Q, Q”, A,n, k)(‘|f||wk71,2(g) + ||u||L2(Q))

Weiter gilt HZ ; (O1a;50;u H

mit (17). Aus [@17) fiir k — 1 folgt du € Wi2(Q) also u € WH*(Q), und aus

loc
(4.17)), (4.19) und (4.21)) schlieBlich (4.9): |Oufwrrr2y <
< C(Q., A n, k) (Halfnwkl,zmn) 3, o @aou| o Nl )

<O, A n, B)([| fllwez) + 1wl 2@))-
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Im Fall mit Rand kénnen wir den Rand mit einem C**11-Diffeomorphismus ¥ glatt-
biegen, und, da ||v||lys+220) ~ ||v o | yrrs22(g () mit einer von ¥ und n abhéngigen
Konstanten, geniigt es lokal QN B(0,2) = B(0,2); zu betrachten. Aus (4.18]) folgt

HZ i (DuaijO5u Hwk—m(g) < HZW dya;;05u
< O A 0, B)( fllws-120) + llull2@),
Mit (4.20) und (4.21)) folgt Lo(du) = f; schwach auf B(0,2), fiir [ =1...,n mit
HleW’“*L?(B(O 294 < CQ N n k)| fllwez@ + [lullz@)- (4.22)

Wir wihlen B(0,3)+ € Qo € B(0,2), mit 9Qy € C* und n € C5°(B (0,;‘)) mit

n =1 auf B(0,1). Mit Proposition und Definition m 3.33| folgt noyu € Wy (Qp) fiir
l=1,...,n—1und aus Lo(Qu) = fl, u e WE(B(0,2)4) und a;; € C*1(B(0,2),),

loc

Ly(noyu) = 0;(a;;0;(nou)) = 0;(a;;n0;0 0;(a;;0,m0
o(ndu) Zij (ai;0;(now)) Zl (aind; zu)+z.. (ai;0m0u)
= Z i (ai;0;00u)n + Z a;;0;0u0;n + Z 0;(a;;0;m0u)
= fin+ Ziz a;;0;01u0;n + Z@Z a;;0;nopu) = fi,, schwach in B(0,2),
wobei [ finllwi-r2o2),) < COL A E)(Lf lwea@) + lullz@)

wegen ([4.18) und (4.22)). Mit (4.18) folgt ndu € WEH12(Qq) fiir k — 1 und
[Oullwrsrz o), < In0llwesrzy) < CA 1, k)| fugllwe-r20) + [In0iul 2(00))
<O, A n, k) f w2 + lullzg), also zunéchst

|0s0yullwncsons) < COAn k)l + lull e fir (0.9) # (),
da wir u € Wt 2(Q) bereits wissen. Wie am Ende von Beweis von Satz , erhalten

loc

wir mit ( - aus Satz angewandt auf Lou = f fiir die verbleibenden

82u =a, —1 (— Z(z‘,j);ﬁ(n,n) aij&@ju - Zi,j:l 8iaij3ju + f) auf B(O, 2)+,
also mit (4.2)), (4.20) und (4.18) ebenfalls

102ullwra0.0),) < CQ A0 E)([ fllwe@) + vl 2@)-
Es folgt uw € W*t22(B(0,1), ) zuerst lokal

< C(n,N)||u ’
‘Wk,Q(Q) - ( )” ||Wk+12(Q)

[ullwise2(po).) < CEL A0, k) (L flwe20) + lull @)
und dann mit endlich vielen Béllen > 9Q und (£.9) v € W*™2(Q) mit (£.14). q.e.d.
Fiir glatte Daten sind auch die Losungen glatt.
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Korollar 4.10. Sei Q @ R™ offen, f € C=(Q) und L erfille (4.1)) und (4.2) auf Q mit
glatten Koeffizienten. Dann gilt u € C™(Q) fiir eine schwache Lisung v € W12(Q) von

Lu = f. Ist weiter 0Q € C* und u|aq = |aq fiir ein ¢ € C*(Q), so gilt u € C=(Q).
Beweis: Aus Satz folgt u € W?(Q) Vk € N. Aus dem Satz von Morrey

loc

ergibt sich u € C*°(Q2). Im Fall mit Rand folgt aus Satz u € Whk2(Q) Vk e N.
Wieder ergibt der Satz von Morrey u € C>®(Q). q.e.d.

4.2 Schauderabschitzungen

Wir betrachten einen elliptischen Differentialoperator L ([2.3]) in Nicht-Divergenzform
auf Q C R" offen fiir u € C?(Q2). Dabei seien a;; € C%(Q), b; € C**(Q) und ¢ €
CY*(Q) fiir ein 0 < a < 1, kurz L € C%*(Q), und es gelte fiir ein 1 < A < oo

@]l coa@) <A 1bil| co.e () < A lcllcoay < A (4.23)
a;(2)6& > A7 ¢ fiir alle z € Qund £ € R". (4.24)

Innere Schauderabschitzung 4.11. Ein elliptisches L in Nicht-Divergenzform ({2.3))
erfille (4.23) und (4.24). Dann gilt fir u € C*“(B(0,2))

lullc2a(so) < C(An,a) ([ Lullconso2) + ullzsos) -
Um diesen Satz zu beweisen, betrachten wir zuerst L = A auf R".
Proposition 4.12. Firu € C2%(R™) mit 0 < o < 1 und h6lgn o D*u < oo gilt
holgn o D*u < C(n,a) holgn o Au.

Beweiﬂ: Angenommen die Aussage ist falsch, d.h. es existiert kein C'(n, @) < co. Dann
existiert eine Folge u,, € C2%(R™) mit

1
holgn o Aty < — holgn o D?u,, < .
m

Ersetzen wir u,, durch \,u,, mit geeignetem \,, > 0, so kénnen wir holgn , D*u,, = 1
annehmen. Dann existiert ein Multiindex v mit |y| = 2 und ein ¢ € 1,...,n, so dass
fiir eine Teilfolge jeweils fiir ein x,, € R™ und h,, > 0 folgendes gilt:

Y ) — )Y
Ot (T + Fomes) = Pt (@) o, Ly o s L)
hg, 2n ’ 2n3

2siche Theorem 1 in L.Simon: “Schauder estimates by scaling”, Calc. of var. and Par. Diff. Eq. 5.
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Reskalieren wir @,,(z) := h, > “U,,(Zm + hpmr) so bleiben die bisherigen Annahmen
unverdndert. Also konnen wir 0.B.d.A. zusétzlich folgendes annehmen:

1
|07 U () — 0" um(0)] > o8 > 0.

Das Substrahieren eines beliebigen Polynoms hochstens zweiten Grades 148t diese und
die bisherigen Annahmen unveréndert. Zusétzlich konnen wir also folgendes annehmen:

U, (0) =0 Vi, (0) =0 D?u,,(0) = 0.
Aus holgn o D*u,, = 1 und dem Mittelwertsatz folgt
D2l ooy < B [Vnliemom) < COR™ ooy < Cn)R.

Mit héana D2um =1 fOlgt Huchz,a(B(o,R)) < C(n, a, R)
Damit konvergiert fiir eine weitere Teilfolge u,, — u stark in C2_.(R™). Aus allen diesen
Bedingungen folgt u € C2%(R") mit hélgn o Au = 0, also Au = const in R” und

holgn o D*u <1 0u(e;) # 0u(0)  D*u(0) =0 |lullzeso.r) < C(n)R*.
Daraus folgt Au = 0. Auf z € B(0, R) ergibt Korollar 2.2/ wegen 0B(z, R) C B(0,2R)
107u| = (B0.R)) < C(n, |y])RNT2Te fiir beliebige Multiindices 7.

Fiir |y| > 3 und R — oo folgt D3u = 0 auf R”, und u ist ein quadratisches Polynom.
Insbesondere ist D?u konstant. Dies widerspricht 9 u(e;) # 97u(0), da |y| = 2. q.e.d.

Betrachtet man eine lineare Transformation, so erhélt man folgende Proposition:
Proposition 4.13. Es sei 1 <A < 0o und (a;;) € R™"™ mit
Zij ;€& > NP fir € € R” laij] < A.
Fir 0 < a <1 undu € C2*(R™) mit holgn o D*u < 0o gilt dann
b6l o D2 < C(A,m, @) bilke o (Y aididyu)
ij

Beweis: Da 0;0;u symmetrisch in ¢, j ist, kénnen wir a;; = aj annehmen. Dann ist
A = (ay) € R™™ symmetrisch, positiv definit und A™'Ig. < A < C(n)Alg~. Die
positive Wurzel B = (b;;) von A erfiilllt A = B2 B' = B und A1z, < B <
C(n)AY?1Iga. Setzen wir (x) := u(Bz), so ist @ € C*(R™) und

Opti(x Z Oiu(Bx)by, Opoju(x Zwaa w(Bx)bipby Au(z)= Zijaijﬁiﬁju(Bx)



4.2. SCHAUDERABSCHATZUNGEN 71

holgn o Al < C(n)A*2 holgn o (Zij a0dju) < 00
holgn o D*i < C(n) A2 hélgn o D*u < 00 hélgng D*u < C(n)A2 hélgn o D2,
Also erfiillt @ die Voraussetzungen von Proposition und die Poposition folgt aus
holgn o D*0 < C(n, ) hélgn o A q.e.d.
Wir beweisen zuerst folgende schwiichere Version von Satz [4.11]
Proposition 4.14. Unter den Voraussetzungen von Satz[{.11] gilt
ullc2a(p0,1)) < C(A, 1, @) ([ Lullcoxso2) + lullc2s02)) -

Beweis: Wir withlen n € C3°(B(0,2)) mit n = 1 auf B(0,1) und betrachten zunéchst
alle 0 < p < 1/2. Fiir 2y € B(0,1) gilt B := B(x,20) C B(0,2), und wir setzen

Teo.o(2) = (%) V1= Ullay,p € Cg ™ (B).
Es gilt v = u auf B(zg, ¢). Aus der Proposition folgt mit (4.23]) und (4.24)

hf)l]Rn@ DQU S O(A, n, Oé) héan@ <Z” Qi (xo)@(’?jv> .
Wir schreiben Zij aij(mo)ﬁiajv = Zij (aij@-ajv — (aij — aij(xg))&ajv)

=Lv— Z bﬁlv — CU — Z 4(CLZ‘J' — aij(xg))aié?jv.

v

Dann ergibt sich aus obiger Abschéitzung, Proposition und (3.4)  holg, D*v <

(A, n, Oé) (h(.).lB’a(L’U) +h6137a (Zij(aij —Qyj (930))818]"0> +h6137a <ZZ b,@m + CU>>
(A,n, ) mz.?X(Haij —aj(0) || 7 (0L (D*0) + 00l o (aij — aij(20)) | D*0| 2= (1) +

IN

C
C

IN

+ C(A,n, Oé) <h613’a(Lv) + (m?x ||bi||co,a(3(072)) + ||CHCO,0¢(B(072))> ||U||Cl,a(3)>
< C(A,n, @) (0" holg o (D*v) + hélp o (Lv) + [Jv]|c2m)) -

Wir absorbieren fiir hinreichend kleines o = o(A,n, ) den ersten Term und erhalten

hélB’a D*v < C(A,H,Oé) (hélB’a(LU) + HUHC2(B)) .
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SchlieBilich rechnen wir und schétzen ab

[vllc2m) < Cllullezo.2) 1Me0.0llc2 ) < Clo)llulle2o.2)) < C(A n, ) |ullc2(50,2))
Lv = Zij a;;0;0; (Uny, o) + ZZ b;0; (UNygy,0) + CUNy o
= LU 1y o+ Zij(aijﬁiuajnxo,g + 0ju0iNy.0 + 1€;;0;0iMwy.0 + Ub; 0Ny
hélp o(Lv) < O Lu, Vu, ul|coe o2 |1, aij, bi, cllco.es0,2) 1120,0ll 022 (B)
< C(An,0) ([[Lulleon oz + lulloramso))
Zusammen mit v|p(zg,0) = U|B(z0,0) €rgeben alle diese Abschétzungen
61 520,00 D*u < C(A,n, @) (Il Lull coe (o2 + ullez(o2)) -
Da xy € B(0,1) beliebig war und ¢ = p(A, n, «), folgt die Aussage aus
hélp(o,1),0 D*u < C(A,n, @) (| Lullcoeso2) + [[ullc2so.2))
lullo2a(B0,1)) < BOlp,1),a D*u+ C(n)|ullc20,2)
< C(A,n,«) (HLUHOO,Q(B(O,z)) + ||u||c2(B(072))) ) q.e.d.

0,B(0,2)

z€B(0,2)
mit S < oo wegen u € C**(B(0,2)). Fiir zo € B(0,2) sei o := 3d(x0,0B(0,2)) < 1,
also B(xg,20) C B(0,2) und d(z,0B(0,2)) > o fir alle z € B(xg,20). Wir reskalieren
folgendermafen fiir x € B(0,2) und erhalten mit (4.23) und o <1

() = u(zo + 0x) ay(2) = ay(zo + 0x) bi(x) = obi(x0 + 0x) &:= *c(xo + o)
Lu(zy + ox) = (Z awﬁ(‘?u—l—z b(?u—l—cu)(xo—i-gx)

P - .. . . - . 71 . Y P 72 iy

= (g sz a;;0;0;u + o Zl bio” 0+ o cu) (x)=0 “Lu(z) (4.25)

ID%@ 801y = PN D*ull e (Boey Nl < 0 lullzs.)
0" D%t]| e (B02)) = 0" ID*ul e (B(ao20)) < S

Ll g0 (mo2)) = 01 Ltull e (Bro20)) + 0% h6lB(ag 20).0 (L) < || Lul|coe(p0,2)

Beweis von Satz |4.11} Se' S :=|D*u |(n/2+2 = sup d(x,0B(0,2))"**?| D%u(z)|

@ij, iy Ell oo (o.2)) < llaij, bis cllcoapog) < A.

Insbesondere erfiilllt L ([2.3), (#.23) und(@.24) auf B(0,2). Wegen Proposition m
erfiillen folgende Abbildungen die Vorrausetzungen von dem Lemma von Ehrling

3Um in Proposition die C%2-Norm in eine I?-Norm zu absorbieren, miissen die Gebiete der Nor-
men auf beiden Seiten der Ungleichung iibereinstimmen. Damit der Rand dann keine Schwierigkeiten
macht, bilden wir das Supremum iiber das Produkt mit einer Funktion, die am Rand verschwindet.
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C?(B(0,2))— C*(B(0,2)) = I*(B(0,2))und C*%B(0,1)) = C*(B(0, 1)) < L*(B(0, 1)).

Mit [|@llc1(so2) < 3llllc2so.2) + C(n)|all2(s(0.2) absorbieren wir in der ersten der
folgenden Ungleichungen den Term 1@ c2(p(,2)) und erhalten fiir 0 < e < 1

allc2(0,2)) = @l cr(Bo.2)) + 11 D] o ((0,2)) < C(n) (|| D] 1o (50,2)) + |0l 22(B0,2)))
HDZﬁHLoo(B(o,l <l c2(B(0,1)) < €ll il c2(B(0,1)) +C(”,0@€)HUHL2 (0,1))-

Zusammen ergeben alle diese Abschétzungen mit Proposition 4.14] wegen o < 1
d(xo,0B(0,2))"***| D?u(wo)| < (30)"***|| D2ull = (B(wo.00) = 3"**? 0" | D?it]| 1 0,1)

0" ||l r2(B0.1))

< e0"?|ilc2a(m01y) + C(n, o)
< C(A,n, a)eg"? (HE&HC’O,Q(B(OQ)) + HUHCQ(B(O,Q))) +C(n, o, 6)Qanﬁ”L?(B(O,l))
<C(A,n,a) (Hi’[t”cO,a(B(o’g))+€Qn/2|lD2fL||Loo(B(0’2))) +C (A n,a, 6)@”/2Hft||[;(3(0,2))
< C(A,n,a,€) (|Lullconso2) + lullpso2)) + CA, 0, a)es.
Das Supremum der linken Seite iiber zy € B(0,2) ergibt fiir kleines € = ¢(A, n, a)
S < C(An, ) ([Lullcoaso) + [ull2mes)) -

Wir reskalieren und iiberdecken B(0,1) durch kleine Bélle. Aus Proposition folgt
mit der obigen ersten Interpolationsungleichung auf B(0, 2) anstatt B3(0, 2)

oz < COA @) (ILulleon sy + Nuleasos)

< C(A,n,0) (I Zullnnao.zy + 1ol 2qao.4) + 107l a3y )

2 2

Aus || D*ull o (0,2 < 2"/2+23 folgt dann die Behauptung. q.e.d.

Fiir die Existenz klassischer Losungen brauchen wir Abschéatzungen am Rand.

Schauderabschitzungen am Rand 4.15. Fin elliptisches L (2.3)) erfiille (4.23)) und
[4.24) auf B(0,2), CR™. Dann gilt fiir u,p € C>*(B(0,2),) mit u = ¢ auf B(0,2),

[ullezao,1).) < C(A 1, ) (| Lullcoaso2),) + @llczamo2).) + [ullzsoz),))-

Aus Proposition 3.9/ folgt || Ly||coe(0,2),) < C(A, 1, @)ll¢llc2ep(0,2),)- Also kénnen
wir 0.B.d.A. ¢ = 0 setzen. Zuerst betrachten wir wieder L = A auf ]R” R” 1% (0, 00).

Proposition 4.16. Firue 01203 (M) mit 0<a<1, ulgs=0 und hélRi,a(D%) < oo gilt

holgn o (D*u) < C(n, ) holgn o (Au).
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Bewei: Falls die Aussage ist falsch, dann existiert eine Folge u,, € C%*(R") mit
Upn |Ry = 0 hélRi,a(Aum) <m! hblRi,a(DQUm) < 0.

Wir renormieren holgs o(D*uy,) = 1. Wieder existiert ein Multiindex v mit |y = 2 und
i €{1,...,n}, so dass fiir eine Teilfolge und geeignete z,, € R™ und h,, > 0 folgendes
gilt
|07 Uy (T, + i) — OVt (2] 1. 1
> — holgn o Iy, > — > 0.
he, = o OR Um = o
Nach einer Translation um einen Vektor aus Ry konnen wir |z,,| = (2, €,) annehmen.
Wir unterscheiden zwischen lim h 'z, e,) = +oo und lim inf h tz,,| < +oo:
m—o00 m—0o0

Im Fall lim h_'{x,,, e,) = oo reskalieren wir durch @,,(z) := b2~ U (2, + hp).
—00

Nach Subtraktion eines Polynoms vom Grad hochstens zwei konvergiert eine Teilfolge
Uy, — u in CF (R™), was wie in Proposition zum Widerspruch fiihrt.
Im zweiten Fall lim 1nf htx,| < oo reskalleren WIr U () = hy, 2 Uy (R ).

Dadurch bleiben alle blshengen Annahmen unveréndert, und wir kénnen 0.B.d.A.

1
a’ym m i_a’ym m 2_ 0
|07 U (T, + €) U ()| 53

annehmen. Nach Ubergang zu einer Telfolge konvergiert z,, gegen z € M Bei Sub-
traktion der Taylorpolynome

Pon(x) = upn(0) + Vun,(0) - = + 22 D*u,, (0)z
bleiben alle Annahmen unverandert, und wir kénnen O.B.d.A.
U, (0) =0 Vi, (0) =0 D?u,,(0) = 0.
annehmen. Aus hélgs o(D?u,,) = 1 und dem Mittelwertsatz folgt
D%t | (B0, 1)0) SR (| Vitml| 2 (80,R)4) SC) R [t 12 (50,1).) < C'(n) R

also [|tml|lc2a(Bo.r),) < C(n,a, R).. Damit konvergiert in C2_(R%) eine weitere Teil-

loc
folge w,, — u. Aus dlesen Annahmen folgt u € C>%(R™) mit

ulry =0 Au = const holgr, J(D?u) <1
Tuleo+er) £ Pulwe)  Du(0) =0 Jullom 00y < CluJRE

4siehe Theorem 4 in L.Simon: “Schauder estimates by scaling”, Calc. of var. and Par. Diff. Eq. 5.
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Wegen den mittleren Bedingungen ist u harmonisch auf R’}. Wegen der ersten gilt
Pu =0 auf R fir [ = 1,...,n — 1, also B?u = — 37~ 0?u = 0 auf RZ. Setzen wir
u(y,t) := —u(y, —t) fir y € R* ! und ¢t < 0, so sehen wir zuerst u € C}._(R"). Weiter
ist 0,0,u stetig fir [ = 1,...,n — 1, und dasselbe gilt fiir 1 <[,k <n—1oder (I,k) =
(n,n), da 9;,0ku(y,0) = 0 fiir diese [, k. Somit ist u € Ci’?(R”), also Au = 0 auf R".
Mit Korollar folgt || D*ul|~(po.r) < C(n,k)R™F*+2+e fiir beliebige Multiindizes
k. Fir k] > 3 und R — oo folgt D3u = 0 auf R", und u ist ein quadratisches
Polynom. Insbesondere ist D?*u konstant, also D*u = D?*u(0) = 0. Dies widerspricht

Du(zo + €;) # Nu(xg) wegen |y| = 2. Damit ist die Proposition bewiesen. q.e.d.
Wie bei den inneren Abschéitzungen folgt

Proposition 4.17. Es sei 1 < A < 0o und (a;;) € R™™ mit
D, s = ATHEP fir € € R lai| < A

Fiir u € C**

CURY) mit0 < a <1 und ulgy = 0 und hélgn o(D*u) < oo gilt dann
hélRﬁ’a(DQU) S C(A, n, Oé) héan,a(aij&aju). qed
Wieder beweisen wir zuerst eine schwéichere Version von Satz [4.15]

Proposition 4.18. Unter den Voraussetzungen von Satzfu'r L auf B(0,2), gilt

[ulloze(B01),) < C(A 1, @) ([[Lullcoaso2),) + l¢llczemoo.) + lulc2so2),)) -

Beweis: Wieder kénnen wir ¢ = 0 annehmen. Wir wéhlen n € C§°(B(0,2)) mit n = 1

auf B(0,1) und 0 < p < 1/2 klein, wie unten beschrieben. Fiir xy € B(0,1), gilt
B := B(x,20) C B(0,2), und wie im Beweis von Proposition definieren wir

Moo € Co (B) it Meo.o(%) 7= 1(*)
v e C*(By) mit V= Ty, € Co%(By U By)
suppv C By U By VB, =0 V|Baoe): = UlBoo0)-

Aus (4.23)),(4.24) und v|p, = 0 folgt mit Proposition
h613+7a DQU S O(A, n, Oé) hélB_‘_,a (Z ) Clij (as@&@v) .
ij
Daraus ergibt sich dann wie im Beweis von Proposition [4.14]

holp, o D*v < C(A,n, @) 0" holp, o D*v+ C(A,n, a) (hélp, o(Lv) + |[v]lc2(s,)) -
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Wiéhlen wir o = o(A, n, ) klein genug, so erhalten wir
hélp, o D*v < C(A,n, @) (hdlg, o(Lv) + [[v]lcz2s,)) -
Wie im Beweis von Proposition ergibt sich daraus mit v|g(z,0), = U|B(zo,0)+
h615(a,0).0(D*u) < C(A,n, @) (|| Luflcoe o), + [ullc2so2))) -
Da xg € B (O 1), beliebig war und ¢ = o(A, n, «), erhalten wir schliefllich

hélB((]’l)Jma D2u S C(A, n, O{) (”LUHCO,a(B(0,2)+) + HUH02(B(072)+))

ullcze(.1),) < h6lpo1),.o(D*u) + C(n)||ullc2po2),) <
S C(A,n,a) (HLUHCOa(B(OQ + ||u”02(3(0 2) 1 )) q.e.d.

Beweis von Satz [4.15F Analog zum Beweis von Satz setzen wir

S = D%l = sup d(z,0B(0,2))"*"2| D?u(x)|.
xEB(O,2)+

Wegen u € C**(B(0,2),) gilt S < co. Fiir 2y € B(0,2) setzen wir
_ J4d(w0.0B(0,2)) VL falls o, > ;d(wo,90B(0,2))
(20,0B(0,2)) 0 To — Topey  falls 2o, < 1d(xo, 0B(0,2)).
In beiden Féllen gilt

T € B(x(, 0)+ B(xp, 20)

€ B(0,2)
d(y,0B(0,2)) > o fiir alle y € B(xg, 20) d(x0,0B(0,2)) <8

AuBlerdem gilt im ersten Fall B(z{,20) C R% und im zweiten Fall z; € Rj. Wir
reskalieren u(y) := u(opy), fir y € By}, 2)+ mlt Yy = o 'z{, und erhalten wie in (4.25))

Lu(oy) = o *Li(y) fiir y € B(y),2)+

mit geeignetem L. Sei jetzt B := B(y,2) = B(o 'x},2). Wegen Proposition m
erfiillen folgende Abbildungen die Vorrausetzungen von dem Lemma von Ehrling

C*(B.) = C'(By) = I2(By) und C2*(B(ys, 1)) — C*(B(yh, 1)) = L(Blyh, 1)).

Mit [|allers,) < 3llillczs,) +C(n)|a] 12(5,) absorbieren wir wieder wieder §||@l|c2(s,)
in der ersten der folgenden Ungleichungen und erhalten fiir 0 < e < 1
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@],y = lallers,) + lallmes,) < Cn) (1D%llpes,) + lldllzs,))
1Dl 2 By 1)) < €llill 2y, + Cn, s ]l zswy.)-
Mit den Propositionen und ergibt dies wegen o < 1 wieder
d(200B(0,2))"**?| D*u(wo)| < (80)"* 2| D?ull e (000 = 820" 2| D*| e (o110
< eg"?[tllcae mipay + Cn, 0 )|l 200
< O(A,n, a)eg"”? (Hmllco’a(m) + ||ﬂ|!c2<B+>> + C(n, 0, ) 0" ||l 250 )
< C(An,0) (| Lillcos,) + e 2D% Ul p(m,) ) + C(A 0, @, €)0" il 2,
< O(An,aq€) ([ Lullcowso),) + lullzso2),)) + C(A, 1, a)esS.
Das Supremum der linken Seite iiber 2y € B(0,2), ergibt fiir kleines € = ¢(A, n, a)
S < C(An,a) ([Lullcos o) + lull2mo2)-) -

Wir reskalieren und iiberdecken B(0,1) durch kleine Bélle. Aus Proposition folgt

zusammen mit der obigen ersten Interpolationsungleichung auf B(0, %)Jr anstatt B
lullozeso.y,) < CAn, 0) (IZullnaeo . + Ielexeo..))
< C(8,m, @) (IZull oo . + el a2y + 1Dl a0y )

Dann folgt die Behauptung aus || D*ul| o (p(0,2),) < /242G, q.e.d.
Mit den Propositionen und beweisen wir schlielich

Globale Schauder Abschitzungen 4.19. Sei Q @ R” offen, 0 < a < 1, 9 € C><,
p € C**(Q) und L [2.3)) erfiille (4.23)-([4.24). Dann gilt fiir ue C**(2) mit u|pa=plsa

[ullcza) < C(Q A, n, @) (| Lullcoa) + l@llcza@ + lullz@)) -

Beweis: Wie oben bemerkt, geniigt es, ¢ = 0 zu betrachten. Sei xy € 0f2 beliebig. We-
gen 90 € C*< gibt es eine Umgebung U(xg) von xy und einen C**-Diffeomorphismus
U U(xg) = B(0,2) mit U(xg) = 0 und V(U(xg) N Q) = B(0,2);. Wir definieren
a=uoW! e C?(B(0,2)+). Wegen ulspn = 0 gilt @|p(2), = 0. Wir rechnen

Lu= Zij aijaﬁju + Zz bﬁzu +cu =
= Zijkl aij&\lfkajklfl(ﬁkﬁlﬂ) O‘IJJFZM (Zj aijai(?j\llk + blaz\lfk> OrtioW+c- (ﬁO\I/).
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.. z . F~o -1 _ ~ ~ 7 ~ ~~
Dann erfiillt L mit  La:= (Lu) o W™ = Zkl 0ROt + Zk brOyt + ¢ und

Ay = Zij(aijai\lfkﬁjqfl)o\l”l by, == ZKZJ aij0;0;Vy + biai‘lfk) oU! ¢:=co¥!
Zkl A (Y)E& > co(T, A, n)|EJ? fiir alle y € B(0,2)4 und £ € R"
maX{||5Lkz||co,a(3(o,z)+), 1kl 0.0 (0.2 ||é||COvQ(B(0,2)+)} <OV, A, n,a).

Mit V(xg) := ¥~(B(0,1)) erhalten wir aus Propositionm |wll 2o (v (@e)nn) <

< C(¥,n,a)llllczeBo1),) < OV, A n, ) <Hiﬂllcoya(3(o,2)+) + ||ﬂ|!c2(B(o,2)+))
< C(W, A, n,0) (|| Lulleomg + lullcae) (4.26)

Nun betrachten wir zy € . Dann existiert g,, > 0 mit B(xg,20,,) C £ und aus
Proposition folgt nach Reskalieren von V(zo) = B(z0, 0x,)

[ullcza vz < CA, 029, @) ([[Lttllcoai) + lulloz) - (4.27)
Da  kompakt ist, existieren endlich viele z,...,zy € { mit

QCV(zx)U...UV(zy).

Aus (4.26) und (4.27) folgt
”’LLH02,a(Q) S C’(Q,A,n, O{) (”Luuco,a(ﬂ) + ”’LLH02(Q)) .
Die Behauptung folgt nun fiir hinreichend kleine e aus der Interpolationsungleichung
[ullc2@) < €llullc2e@) + C(Q, €)llull 2@,

die aus dem Lemma von Ehrling [3.3] und der Proposition folgt. q.e.d.
Aus den globalen Schauder-Abschitzungen ergibt sich zusammen mit der hoheren

Regularitit aus der I?-Theorie die Losbarkeit des Dirichletproblems.

Existenz von klassischen Losungen des Dirichletproblems 4.20. Sei () € R" of-
fen, 0 <a < 1,00 € C%*, f e C™"(Q), p € C**(Q) und L (2.3) erfille ([4.23)(4.24)

mit ¢ < 0. Dann existiert eine eindeutige Lisung u € C*%(Q2) des Dirichletproblems

Lu = f auf Q mit ulon = ¥lsa, und diese erfillt
[ullc2a(e) < C(Q,A, 1, ) ([ fllcoa@) + lellczaw) - (4.28)
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Beweis: Wieder geniigt es ¢ = 0 zu betrachten. Die Eindeutigkeit der Losung in
C?2(Q) folgt aus dem Maximumprinzip Korollar mit ¢ < 0.

Zuerst beweisen wir die Abschéitzung fiir C**-Losungen des Dirichletpro-
blems. Angenommen gilt nicht, dann existieren L,, , die f

erfiillen mit ¢, <0, u,, € C**(Q), fm € C¥*(Q) mit u,|sn = 0 und

[ fmllcoa@) < o llumlloza@).

Andererseits folgt aus Satz durch absorbieren fiir m > 2C(2, A, n, )

[t |2y < C A 0, @) (| fmllcom@) + l[tmllco@))
< C( A, n, ) (E|umllc2a@) + lumlloogy) < 2C(Q2, A, n, @)t coa)-

Wir nehmen 0.B.d.A. [[up[[co@) = 1 an. Nach Ubergang zu einer Teilfolge gilt dann
Uy, — u stark in C*(Q) L, — L stark in C°(Q)  f,, — 0 stark in C"*(Q).

Es folgt Lu = 0 auf Q mit u|sq = 0. Wegen 0 > ¢,,, — ¢ folgt aus dem Maximumprinzip
Korollar @ u = 0 im Wiederspruch zu ||u|co) < [[umlco@y = 1. Also gilt (4.28)).
Zum Beweis der Existenzaussage wéhlen wir glatte L,, (2.3)) mit ¢,, <0, die (4.23])—
erfiillen und in C°(Q) gegen L konvergieren. Dazu withlen wir glatte beschrinkte
fim, die in C°(Q) gegen f konvergieren. Gibt es Losungen u,, € C%%(Q) der entspre-
chenden Dirichletprobleme, dann sind diese wegen beschrinkt in C?%(Q)). Somit

konvergiert eine Teilfolge u,, in C?(Q) gegen ein v € C*(Q) mit Lu = f und ulsn = 0.

Also geniigt es die Existenz fiir glatte L € C°°(Q) und f € C*(Q) zu beweisen.
Solche L kénnen wir mit glatten Koeffizienten in Divergenzform schreiben. Wegen
¢ < 0 erfiillt L die Bedingung des Maximumprinzip Satz und nach Satz
existiert eine schwache Losung u € WH2(Q) von Lgu = f auf Q mit ulsgg = 0. Aus

L, f € C>(Q) folgt u € C(Q) und Lu = f auf Q aus Korollar 4.10, Ist dariiberhinaus

loc
02 € C*, so folgt auch u € C*°(Q) und ulgq = 0. Dann ist u eine klassische Losung.
Unter den Voraussetzungen 92 € C** des Satzes miissen wir u € C*%(Q) zeigen.
Bzw., da wir u € C(2) schon wissen, dass u € C**(V(x) N Q) fiir alle zy € 0N
auf einer Umgebung V (zo) gilt. Wegen 9Q € C** kénnen wir 9 mit dem C?>°-
Diffeomorphismus ¥ : U(zg) = B(0,2) in einer Umgebung U(xzg) glattbiegen, und
:=uo WUt eWh(B(0,2);) erfiillt @|p(z), = 0. Setzen wir geméaf (4.15))

gt = Zij(aijaj\plaixpk) o U~'. |det DI ¢:=coU ™ det DU}

Z)k = Zz ((bz - Zj aj(lji) 8Z\Ilk) ¢) \I/_l . |det D\I/_1| f = f @) \I/_1| det D\I/_1|
idﬂ = Zz’j 0; (dwaﬂ) + Zz Elaﬂ] + cu, f/d € Cl’a(B(O, 2)+), f S Cl’a(B(O, 2)+),
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so transformiert sich Lgu = f auf B(0,2), zu Lyt = f. Wir zeigen @ € C>*(B(0,1),).
Dafiir wéhlen wir Ly, fm € C®(B(0,2);) mit &, < 0 die in C*(B(0,2), gegen
L bzw. f konvergieren und in CY*(B(0,2),) beschrinkt sind. Weiter wihlen wir
B(0,3)+ € Qo C B(0, 2)+ mit 9Q € C*° und mit Proposmlongom e C>(B(0,2),)
mit g0|B(072 =0, die in I/V1 2(B(0,2),) stark gegen u konvergieren. Wegen Satz ex1—
stieren schwache Losungen i, € W52(Qg) von Ly iy, = f auf Qo mit a0, = $mloa,

und N = -
[l g6y < € (121000 + I @mllwrzcen)

mit einer von m unabhéngigen Konstanten C' < oo. Die rechte Seite bleibt imGrenzwert
m — oo beschrankt, und somit konvergiert fiir eine Teilfolge u,, — @ schwach in
W12(Qp). Es folgt, dass @ eine schwache Losung von Lqti = f auf Qg mit @|aq, = g,
ist, und wegen ¢ < 0 folgt mit dem Maximumprinzip Satz 4.2 u = @, also dass i, in
VV1 2(Qp) schwach gegen @ konvergiert. Aus Ly mo Fins @m € C’OO(QO) und 082y € C folgt
mit Korollar Uy € COO(QO) und Lmum fm auf €y, wobei L,,, der ausdifferenzierte
Nicht- Dlvergenzform Operator von Ld m ist. Die Koeffizienten von Lg,, sind beschréankt
in C%*(B(0,2)4) und die von L, in Coa( (0,2)4). Aus Satz [4.15| u folgt

||ﬂm||CQ»Q(B(0,1)+) <C <||fm||co’a(3(0,§)+) + ||am||L2(B(O,%)+))

mit einer von m unabhingigen Konstanten C' < oo, da tm|p 1y, = = Pmlp(0,1), = 0
Aufgrund der Konstruktion bleibt die rechte Seite im Grenzwert m — 00 beschrankt
Also folgt u € C*(B(0,2),) aus der Konvergenz ,, — . q.e.d.

SchlieBllich zeigen wir, dass C*-Losungen so regulir sind, wie die Daten.

Satz 4.21. Es sei Q € R" offen, 0 < a < 1 und L (2.3)) erfille (4.23) und fir k >0
laijllcro@ < A bill ok < A cllera@ < A. (4.29)

Fiir f € C**(Q) und eine Lisung u € C2 () von Lu = f auf Q gilt dann fir Q' € Q

€ CE2(Q) mit |Jullerrzaiy < C(L QA n, 0, k) (|| fllora + [ullcogay) (4.30)

loc

Aus 0Q € CF22 und ulgg = plaq mit p € CF22(Q) folgt

ue CM>(Q) mit |ul| ert2.00) <C(Q, A, n, a, k) (||f”ck,a(sz)+ |l cht2.a()+ ||U||OO(Q))-
(4.31)

Beweis: Wir betrachten konzentrische Bélle B’ €@ B € € und wéhlen ¢, € C>(B)
mit ¢, — u stark in C?(B). Mit Satz existiert u,, € C**(B) mit

Lou,, = Zij a;;0;05Up, + Zz b0y, = [ — cu =: f € C"(B)  uplo = Ymlos-



4.2. SCHAUDERABSCHATZUNGEN 81

Da Ly(up —u) =0 in B, folgt mit dem Maximumprinzip Korollar m

[t — UHLOO(B) < |t — U||L°°(BB) < lm — UHLOO(B) — 0,

also dass u,, in C°(B) stark gegen u konvergiert. Mit Satz folgt

fumlcaeqen < O BB m, k) (oo + lumllcos)) -

Wegen der Konvergenz von wu,, ist die rechte Seite im Grenzwert m — oo beschrankt.

Es folgt u € C**(B’), also ([4.30) fiir k = 0 aus Satz 4.11]
Nun sei £ > 1 und (4.30) fiir 0,...,k — 1 bewiesen. Dann folgt u € CkH’a(Q).

loc

Wir withlen ' € Q" € Q" € Q. Fiir die endliche Differenz df'v (3.13), 1 = 1,...,n,
0 < |h] < d(2”,0Q"), und u(x) := u(x + he;) gilt
L(Opu) = O f =) (0faij)di0m— > (0pb)oi — (Ofc)u=: f} auf Q. (4.32)
ij

i

Fiir v € CH*(Q) gilt auf z € Q" ||8lhv||ck_1,a(m) < Owller-1a@my  wegen

1 [d !
ol () :—/0 av(:c—l—thel)dt:/o O (x + they) dt.

Daraus folgt mit (4.29)) 1 or=raary < N flloma@my + C(R)A[|u]|grrragm.
Aus (4.30) fur & — 1 und (4.32)) folgt

||81hu||ck+1,a(9/) S C(Q”, 9,7 A, n, o, k?) (||8lhf||ck71,a(ﬂn) + ||alhu||co(ﬂ7/))
< C(Q/”, Q”, Q/’ An, o, k) (||f||Ck7a(Q/”) + ||U,||Ck+1,a(Q/u))
S C(Q/”, Q”, Q/, A, n, o, k) (Hf”ck,a(gm) + ||U,||CO(Q)) .
Fiir h — 0 konvergiert f'u — dyu in C°(Q). Dann folgt du € CFTH*(Q) und ([@.30).

loc
Im Fall mit Rand koénnen wir ¢ = 0 annehmen. Wir biegen den Rand glatt zu

QN B(0,2) = B(0,2);. Durch Reskalieren z +— px transformieren sich die Koeffizienten

aij(x) = a;(or)  bi(x) = ob(ox)  &(x) = o’clox)  f(z):= o’ f(ox)

von L und f. Daher kénnen wir annehmen, dass L die Voraussetzung mit
A ersetzt durch geeignetes Ag erfiillt und ||c|| e (B(0,2),) < € fiir ein hinreichend kleines
e > 0 gilt, das wir erst spiter festlegen. Weiter sei B(0,3)1 C Qo C B(0,2) mit
99y € C* und ¢, eine Folge in C**(B(0,2);) mit ¢,|p(0.2), = 0, die in C°(B(0,2)4)
stark gegen u konvergiert. Wir suchen dazu Lésungen u,, € C%%(Qy) von Lu,, = f
auf Qo mit u,, |90, = ©mloa,- Wir betrachten die stetigen linearen Abbildungen L, Ly :
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C?20(Qy) := {v € C**(Qp) | v = 0 auf 9N} — C**(Qp). Mit dem Satz ist Lo
ein Isomorphismus, und L — Lg ist kompakt. Wahlen wir ¢ > 0 so klein, dass ¢y :=
1—-C(€, Ag)e > 0 in Korollar 2.24] gilt, so folgt mit Korollar[2.24] dass L injektiv ist und
mit Lemma , dass L ein Isomorphismus ist. Damit existiert w,, — @, € C**(Qy) mit
L(tpm — o) = f und u, — @, = 0 auf 09, also sind u,, € C**(Qy) solche Losungen.
Mit Hopfs Maximumprinzip folgt wegen ¢p := 1 — C(Qp(Ag)e > 0,

[t — U”CO(STO) < ¢y |t — ul[co@0y) < co lom — UHCO(B(O,Q)” — 0.

Also konvergiert u,, in C°(Q) stark gegen u. Mit Satz folgt

lmllozac0.10) < C(A, 7, 0) (I lcnaga. 81 + limlcos gy ) -

Wegen der Konvergenz von u,, ist die rechte Seite im Grenzwert m — oo beschrénkt,
und es folgt u € C**(B(0,1),). Uberdecken wir 992 mit endlich vielen Béllen, so folgt

(4.31)) fir & = 0 aus Satz |4.19}
Nun sei & > 1 und ([@.31)) fiir 0,..., k — 1 bewiesen. Daher gilt v € C't>*(Q) und

loc

we CMQ) mit ullgrea@y < O A1, 0k) (| fllerra@) + lulloogy) - (4.33)

Weiter gllt 3lu € Ck+1’a<B(0, 2)+)ﬂck’a(3(0, 2)+) mit alu’B(O,Q)o =0firl = 17 e ,TL—].

loc

wegen u|p(o,2), = 0. Wir wéihlen € C§°(B(0,3)),n = 1 auf B(0,1) und erhalten

fiir v:i=ndu € CIH(Qo) N CF(Qy) und  v|pn, =0
Zij aijﬁﬁjv = sz aij@@j(nalu) =
= Zij (naﬁﬁ]@lu + aij(ﬁmajalu + 0]77813121) =+ aijaluﬁiajn) =
=Y nedddu+ R mit |Rilloeseea.) <
< C(A,n, o, k) |ullcrrra o)) < OO A 0,0, k) ([ fllor-ra@) + lulloog))

wobei wir (4.33) verwendet haben. Aus Lu = f folgt auf B(0,2), wieder mit
Zij a;;0;0;0u = sz (Oi(ai;0i0;u) — (Qrai;)0id;u)
=0 (f=) bidu—cu)— Qraij)0;0u =: f
1 (f ZZ u CU) ZU( aij)0i0ju =: f

||f||ck—1va(3(o,2)+) < C(An,a,k) (||f||ck«a(B(o,2)+) + ||u||C’“+1a°‘(B(0,2)+))
< C(QvAv n,a, k) (HfHC’k’ﬂ(Q) + ||u||CO(Q)) .
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Wenden wir (4.31)) fiir £ — 1 auf v in € an, so erhalten wir
||alu||C’“+17“(B(O,l)+) < HUHC’“H’Q(QO) < C(Q A n, k) (Ilaij8i8j0||ck_1,a(90) + ||U||CO(QO))
< C(Q, A n, 0, k) ([ fllore@ + lullcow) -
Dal=1,....,n—1und u € CF**(Q) folgt wegen Lu = f, (4.23) und (#.33)
10:05ullcrn (o), < CQ A n,a,k) ([flloke + lullcow) fiir i, j # (n,n)
O*u=a,) (— Z(i,j)#n.n) a;;0;0;u — Zi:l b;0iu — cu + f) auf B(0,2),
1020l cre(Bo.1),) < CU A 0, k) (| flloraey + ullooy)
HUHCHM(B(OJM < C(L A n,a.k) (||f|\ckva(9) + ||UHCO(Q)) .
Uberdecken wir 992 mit endlich vielen Billen, so folgt mit (4.30) auch (#.31). q.e.d.

4.3 Calderon-Zygmundabschitzungen

Wir betrachten wieder elliptische Differentialoperatoren in Nicht-Divergenzform ({2.3))
auf offenen Teilmengen © C R™ fiir u € W*(Q) mit meBbaren Koeffizienten

aij,bi,c: Q= R a;j(x) symmetrisch und positiv definit fast iiberall auf Q (4.34)

D :=deta; >0 D* := Du. (4.35)

Fiir mefibares f heifit u € W21(Q) eine starke Losung von Lu > (<) f auf Q, falls diese

Ungleichung nach Einsetzen der schwachen Ableitungen fast {iberall in €2 erfiillt ist.

Wir beginnen mit einem weiteren Maximumprinzip. Dabei benutzen wir die sogenannte
obere Kontaktmenge einer auf {2 definierten Funktion v : 2 — R:

LF=THQ) ={z€Q|TIeR" mit v(y) <v(x)+b-(y—x) Yye}

Diese Menge besteht aus allen x € €, so dass {(y,2) € Q xR | v(y) < z} in (z,v(z))
eine ganze Hyperebene von R"*! enthélt, d.h. v unterhalb einer Hyperebene verliuft.
Wenn v in z € I zweimal differenzierbar ist, dann folgt b = Vu(z) und D?v(x) < 0.

Alexandroff’sches Maximumprinzip 4.22. Sei L ein Differentialoperator in Nicht-

Divergenzform (2.3)), der (4.34)-(4.35) auf Q € R™ offen erfillt. Weiter sei

16/D* |10y < A, ¢ <0. (4.36)
Fiir ue W2 Q) N C%(Q) mit Lu > f fast dberall in QN [u > 0] und f/D* € L"(Q) gilt

loc

SUpu < supuy +C (A, ) diam Q| f— /D] pr (s Ausop- (4.37)
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Zuerst geben wir eine niitzliche Stetigkeitseigenschaft der Kontaktmenge an.

Proposition 4.23. Seien Q C R™ offen mit offener Uberdeckung § = Uoo_) Q mit
Qe € Q1 und w = Q — Ry, : Q) — Ry uy,, — u punktweise in 2. Dann gilt

msup xrs ,) < Xri@)- (4.38)

m— 00

Beweis: Sei v € '} (€,,) fiir eine Teilfolge m — oo und ein b,, € R" mit
U (V) < U (x) + by - (y — ) fiir alle y € Q.

Ein Ball B(z,2p,) € Q liegt fiir groie m in Q,,. Falls b,, fiir eine Teilfolge diver-
giert, so konvergiert fiir eine weitere Teilfolge b,,/|bn| — v € 9B(0,1), insbesondere
(by/|bm|)v = |v|? = 1, und by, - v — 0. Fiir y = x — g,v € B(x, 0,) C £, folgt

—00 < U(Y) ¢ U (Y) < U (X) + b - (y — ) = U () — by - ¥ — —00,
also ein Widerspruch. Daher konvergiert fiir eine Teilfolge b,, — b € R"™. Dann gilt
u(y) <u(x)+b-(y—x) fir alle y € Q,

also z € I'(2), und (4.38)) folgt. q.e.d.

Den Beweis des Alexandroff’schen Maximumprinzips beginnen wir mit

Proposition 4.24. Fiir Q € R und u € C*(Q) N C%(Q) mit u <0 auf 9 gilt

d- Q n
supu < 1arrll / |det D%u| | .
Q wg F1T+ N[u>0]

Beweis: Wegen dem Satz von Sard?| wird [det D*>u = 0] durch Vu auf eine Nullmenge
abgebildet. Wegen dem Satz der inversen Funktion ist Vu auf der offenen Teilmenge
[| det D?u| > 0] lokal bijektiv. Dann folgt aus Jacobi’s Transformation von Mafien

pn(Vu(Ty, Nfu>0]) < / | det D?u| dy. (4.39)

I‘Zr_,_ N[u>0]
Wir kénnen M := supg u > 0 annehmen, also M = u(zy) fiir ein zy € Q. Sei

l(y) == u(ro) +b- (y — x0) = uy(w0) + b (y — x0).

5John W. Milnore: “Topology from the Differentiable Viewpoint” Kapitel 2.
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Fir 0 < || < M/diam Q gilt dann [ > 0 = uy auf 9. Dann gibt es ein x € Q mit

sup(us — 1) < 0 = (us —1)(wo) < sup(uy — 1) = (uy —1)(x)
o0 Q

Daraus folgt uy(r) —b-z > uy(y) —b-y fiir alle y € Q, also x € '} . Fiir u(x) > 0 ist
uy bei x differenzierbar mit b = Vu (z) = Vu(z). Weil y := x — b fiir ein ¢t > 0 in 09
liegt, folgt uy (z) > uy(y) +b- (z —y) = tb* > 0, also u(x) = uy(z) > 0. Dann folgt

B(0, M/ diam Q) \ {0} € Vu(T} N [u>0]) (4.40)

) < p(Vu(Ty, Nfu>0])) und @39). q.e.d.

und die Proposition aus w,, | —
diam 2

Proposition 4.25. Fir Q) € R", einen Differentialoperator in Nicht-Divergenzform

[2.3), der (&.34) und [@.35) auf Q erfillt und v € C*(Q)NC(Q) mit u < 0 auf OQ gilt

diam Q2 H le a;;0;0;u
supu < S
Q " D+

nwe DI, N[u>0])

Beweis: Fiir symmetrische Matrizen A, B > 0 und die positive Wurzel S von B, d.h.
S >0 symmetrisch mit B=25?

gilt mit der Ungleichung zwischen geometrischen and arithmetischen Mittelwerten

det A - det B = det STAS < <w)n _ (_““(AB)Y.

n n
Mit A = (a;;) > 0 und —B = D?*u < 0 folgt die Porposition mit Proposition aus

— 2_i; @i;0;0iu

n

| det D*u| < D! ( > auf I'y N[u>0]CTy. qed. (4.41)

Beweis von Satz Sei zuerst u € C2(2) N C°(Q). Es geniigt supg u > supyq
zu betrachten. Fiir g > 0 gilt auf I'Y, N [u > 0] C T’y mit der Holderungleichung

0< =Y ayddu <Y bdw-+cu—f < WIVul + £~ < 100 S all (Ful )] 2

(|a|? + [p|9)/7  fiir 1 < ¢ < oo,

max{|al,[b|}  fir ¢ = oc.

mit ||(a, )|y := {
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Damit erhalten wir auf I'f, N [u > 0]

1 E ij aijﬁj&»u (|b|n + M‘”f”)%
gr(Vu)=—F —— < D mit - g(p) == [|(p, )l 2

Fiir M := (diam Q)" (supg, u — supyq u4) > 0, folgt wie in (£.40)) die Relation

B(0, M)\ {0} € Vu(I'} N [u>0).

Wir benutzen jetzt dass x — zt auf (0, 00) konkav ist und schétzen ab:

_(.Un

n n 1
= s n =1
i < (|p| lu ) P )
2 2 p[™ + |pf”
Mn M yn—l on—2 o .
ln(F—i—l)—n/o 7m+undr§ o /g (wegen 2 g(p)zw)
B(0,M)
2n—2
< / g(Vu) - | det D*u| (Satz von Sard und Jacobis Transformation)
N[u>0]

< 2"2/ o(Vu) (_sz aij@&ﬂ)” - P / o" + " f
~ wa Jrt Auso) nD* - N"Wn oy, nfuso0) D

mit (4.41)). Im Grenzwert p | || f—/D*|| (T, Nus0]) erhalten wir durch Exponenzieren

B 2n—2 n n
M < | exp 1+ / & -1
n"wy, I, Nfu>0] D

Da M = (diam Q) ! (supq u — supyq u..) folgt ([E37) fiir u € C*(Q) N CO(Q).
Im allgemeine Fall € W2 (€2) N Q°(Q) nehmen wir zuerst folgendes an:

/-
D*

DI, N[u>0])

laij /D o) < 00 16:/D*|| 1o () < 00. (4.42)

Wir wihlen u,, € C?(Q) mit u,, — u stark in W>™(Q), d.h. u,, — u stark in W2"(Q)

— loc
und u, — u stark in CO(QY) fir ' € Q. Indem wir u,, durch w,, — ||um, — ul| @)

ersetzen konnen wir 0.B.d.A. u,, < u auf € annehmen. Dann folgt

Lu —Lu+z a;;0;0; (U, — u Zbé) (U, — ) + (U, — w)
>f_—|—z ;;0;0; (U, — ) +Zba Uy, — W),
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da ¢ < 0. Dann folgt mit (4.37), (4.42) und f/D* € [*(Q) fiir u,, € C*(Y)

supu = lim sup u,, < limsupsup u, + + C(A,n)diam Q-
o m—00 gy m—roo O

. J- g
1 —=0,0;(u ;
P < Zw D+ )+ Zz D* ) ()

D*
< supuy + C(A, n)diam Q'||(f-/D*) limsup Xt , Alum>0]) NERCSE

o/ m—o0

+
(1“+ + N[um>0])

mit Kontaktmengen I'y =17 (). Aus u,, < u folgt [uy, > 0] N Q" C [u> 0] und

lim sup x4
m—r0o0

aus (4.38)). Dies ergibt (4.37) fir u auf " € Q unter der Annahme (|4.42]).

Fir L mit b;/D* € L*(§2) definieren wir und folgern daraus im Grenzwert € | 0

g [t >0]) < XT3, Nu>0])-

L.:=L+¢€(o,+ |b))A mit spec(a;)) ={0< oy <... <0, <00}
ag; = aij + €(on +[b])d;;  mit spec(af;) = {or + (o +[b]) [ 1 =1,...,n}
D* <D; und e(om + [0))1 < (af;) < ((1+€)on +€lb]) L.

( ( |b|)> ( 1)) _ 10])
D; e Hon + [0 (on +e(on + b)) on+e(on + b))
e(on +10])

1 1>
also > Dr

— 0 fast {iberall auf 2. (4.43)

Also erfiillt L. ([#.42). Aus ([@.37) fiir w € W2"(Q) N C°(Q) und L, folgt mit D* < D*

loc
g ((Y)) '

Der letzte Term konvergiert fiir € — 0 mit dem Satz von Lebesgue, Au € L'()’) und
(4.43) gegen 0. Fiir ' € Q2 folgt - Schlieflich wéhlen wir €2, C Q,,.1 € Q mit

Q= UxX_,Q, und erhalten auf Q wegen u € C°(Q), f/D* € L*(Q) und (4.38)

e(o + 1b])
’D*

€

Au

supu < supuy + C(A, n) diam Q' (Hf—_
9 o% D+

(T, ()N [u>0])

Sup u = lim supu < limsup (sup uy + C(A,n) diam Q|| f-/D*|| s (Qm)n[u>0]))

m—oo Q. m—o0 o0

< S;QP ur +C(A,n) dlamQ|‘]t/1>*’|Ln(1“j+ (Q)N[u>0])° q.e.d.

Aus dem Alexandroff’schen Maximumprinzip folgt folgender Eindeutigkeitssatz.
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Satz 4.26. Fir einen elliptischen Differentialoperator L (2.3)) in Nicht-Differgenzform,

der (4.34)-(4.36) auf Q € R™ offen erfillt, f mefbar in Q und p € CO(Q),ihat Lu=f
auf Q und u = ¢ auf OQ hichstens eine starke Losung u € W2 (Q) N C%(Q).  q.e.d.

loc

Beispiel 4.27. Satz bleibt nicht richtig fiir starke Losungen in W2P(Q) fir p < n,
wie folgendes Beispiel zeigt. Fir 0 < A\ <1 und n > 2 hat das Dirichletproblem

Aut (222 —1) S T90u =0 in B(0,1) w=0 auf 9B(0,1)

i |xf?
die Losungen u(z) = 0 und v(z) = 1 — |z|*. Fir p < 3% gilt v € W>P(B(0,1)).
Approximieren_wir v durch v,, € C*(B(0,1)) mit v,, — v in W*P(B(0,1)) wie in
Proposition so folgt W?P(B(0,1)) — C°(B(0,1)) fiir p > n/2 aus Satz

U (0) = v(0) =1, sup v, — sup v =20, a;j0;0;Vy, — a;;0;0;v =0
8B(0,1) 8B(0,1)

stark in IP(B(0,1)) mit a;j(z) = 6;; + (3= — 1)aya;/|x|* Dies zeigt, dass (£.37) fir

p < n selbst fir u € C*(QQ) im allgemeinen nicht gilt.
Schliefflich erhalten wir folgendes starke Maximumprinzip.

Satz 4.28. Sei L ein elliptischer Differentialoperator in Nicht-Divergenzform (2.3)) auf
offenem und zusammenhdngendem  C R™ und 1 < A < oo mit

[laijll o) < A [1bil| (@) < A el ey < A (4.44)
a;; = aj; Z aij(2)&& > NHEP fiir fast alle x € Q und € € R™. (4.45)
ij

Weiter sei u € WQ"(Q) eine Losung von Lu > 0 auf @ mit ¢ < 0 bzw. ¢ = 0. Nimmt

loc
u ein inneres nichtnegatives bzw. beliebiges Maximum auf Q) an, so ist u konstant.

Beweis: Fiir u € C?(Q) folgen wir dem Beweis des Hopf’schen Maximumprinzip ,
wobei wir das Alexandroff’sche Maximumprinzip anstatt Korollar [2.18 verwenden.
Nehmen wir an, dass der Satz fiir u € W*"loc(Q) falsch ist. Aus dem Satz von
Morrey folgt u € C'(€2), und w nimmt sein Maximum M = supg u in {2 an, ohne
konstant zu sein. O.B.d.A. existieren konzentrische Bille B(0, 0) € B(0, R) € Q mit

u < M auf B(0, o), u(zg) = M fiir ein zy € B(0, R) \ B(0, 0).
Fiir o > 0 setzen wir v(z) := e **> — =% Wir rechnen, da ¢ < 0 und mit ([£.45),
L = 7a|x|2(42 il — 2 ii+bii>+
v(xz)=e a Zij QT azi(a x;) ) + cv

> e (4020 o = 20 (3 @i+ blle]) +¢) > 0 auf BO, R)\ B, o)
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fiir groff genuge «, da a;,b,c € [*(Q2). Da ¢ < 0 und M > 0 oder ¢ = 0, gilt
L(M —u—ev) <0 auf B(0,R)\ B(0, o) fiir e > 0. Auf 9B(0, R) gilt M —u > 0, und
v = 0. Weiter gilt infyp(g,0)(M —u) >0, also M —u —ev > 0 auf 9B(0, o) fiir kleine e.

Aus dem Alexandroff’schen Maximumprinzip [4.22] folgt M —u—ev > 0 auf B(0, R)\

B(0, 0) 3 xy im Wiederspruch zu (M — u — ev)(xg) = —ev(zo) < 0. q.e.d.

Wir bereiten jetzt die Calderon-Zygmundabschétzungen vor. Sei 2 € R" offen, und
es gelte der Divergenzsatz fiir Q. Fiir u,v € C?(Q) gilt die erste Green’sche Formel.

/ V- (vVu) = /(vAu + VoVu) = / vVu - N do.
Q Q o0
Durch Antisymmetrisieren von u und v erhélt man die zweite Green’sche Formel
/(UAu — ulv) = / (vVu —uVo) - Ndo.
Q o0

Die Laplacegleichung hat auf R™ \ {0} die radial symmetrische Lésung >~ fiir n > 3
und Inr fiir n = 2. Durch Normierung erhalten wir die Fundamentallésung von A:

—L__|z|>2™  fiirn>3

[(z) := { "2 =] Hn = (4.46)
5= In |z| fir n = 2.

Der Name begriindet sich mit folgenden Rechnungen. Fiir x £ 0 und k£ > 1 gilt

|2 = .
- aiajr(x):‘s”“"' ML) php(g)| < —Cnk (4.47)

nwn’x|n+2 ’x|n+k—2 ’

VI(z) =

nwy, |z|™

Fir z € Q und v(y) :=I'(y — ) konnen wir die zweite Green’sche Formel nicht auf {2
anwenden, da v bei x singulér ist. Stattdessen wenden wir sie auf 2\ B(z, ) an:

/ 'y — z)Au(y) d"y = / (vVu —uVv) - Ndo — / (vVu —uVv) - Ndo.
Q\B(z,0) o 0B(z,0)

< nwno" 'T'(0) sup |[Vu| — 0

Im Grenzwert o — 0 erhalten wir fiir x € 2 die Green’sche Darstellungsformel
= ‘F(g) Vu- Ndo
B(z,0)

/ vVu - Ndo
OB(z,0) 9B(x,0)

1
/ qu-NdazF’(g)/ udaz—_l/ udo — u(x)
0B(zx,0) 0B(zx,0) nwr, 0" 9B(z,0)

ulz) = / (u(y) VT (y = 2) = Ty = ) Vuy)-N do(y) + / D(y — 2)Au(y) dy. (4.48)
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Lemma 4.29. Fir Q € R" mit diamQ <d, 1 <p<oo,1 <g< o0 und%>%—%
st das Newtonpotenial eine stetige lineare Abbildung

N I(Q) 5 INQ), (Nf)(z) = / P —y)fy)d"y mit |IN]| < C(din,p,q)

Fir f € CYQ) gilt auferdem N f € C*(Q) mit ANf = f auf Q.
Beweis: Fiir z € Q,diamQ <d,n>2und fiir 1 <r < 5 bzw. 1 <17 < oo gilt

/ I'(x —y)|"d"y < Cm/ ly|"* M A"y < C(d,n,r) < 00 firn >3
Q B(0,d)

/ I'(z —y)|"d"y < (27T>_T/ (In|y))"d"y < C(d,r) < 00 fiir n = 2.
Q B(0.d)

Fir p > 5 folgt [Nf(2)] < [I(@ = )l ;27 o Iflley < Cd 7, p)|[ £l () und N
P(Q) — [*°(Q) ist stetig mit | N|| < C(d,n p) Nunsei1 <p <3, p<gq<oound
—%.Fﬁr%: —(1-1), also()<1——<ﬁund1<r<—folgt

IT(x = )@ < C(d,n,r)=C(d,n,p,q) fir z € Q.
Mit ’%1 + % + % =1, rpT + 5 =1und §—i—p’";r1 = 1 folgt aus der Holderungleichung

INf()] < /Q ID(z = )" [T = )71 F )71 (v)

T‘;l dny

1

<P @ = )l ( / T(w— y>|f|f<y>1pdny)q

Il ( [ e =i dny)q T

IV ey < sup 8 =l ([ [ 106 =115t >|pdnydn) [y s

= sup =l ([ [ 06 =wrisG >|pdn:cdn) il

LT (Q)

e

,1 7+p7

< sup [[I'(z — ) L’(Q) quHU
€S

< C(d,n,p, )l f o)

Fir f € C3(Q) € CH(R™) folgt Nf € C*(Q) mit VI = (R") aus

loc

|"L E L

nwn, |ac
VN f(x /Vf‘w— )d“y:/nVF(z)f(z—z)d“z z=x—y

OVNf(x)= VI'(2)0;f(x — z)d"z = /QVF(I —9)0ifly)d®y  y=xz—z.

Rn
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Wir wihlen supp f € @ € Q mit 9Q" € C%'. Fiir ¢ | 0 konvergiert | VI|| 12 (p(0,0)) — O
Aus AT' = 0 auf Q\ {2} und dem Divergenzsatz folgt wie im Beweis von (4.48))

ANf() = [ V(e =) Vi) dy ~lim V(- ) V() dy
Q 0l0 Q’\B(w,g)
= — h{g VI(z—y)f(y)- Ndo(y) = f(x). q.e.d.
&F JoB(z,0)

Wir kommen zu den Calderon-Zygmundabschitzungen, die fiir 1 < p < oo die W?2?-
Norm einer starken Losung von Lu = f durch die I’-Norm von f und schwéicherem
Normen von u abschétzt. Wieder betrachten wir zuerst A auf dem R™.

Lemma 4.30. Fiirl < p < co undu € W*P(R") gilt || D*ul| ey < C(n, p)||Aul| pwn).-

Beweis: n = 1 ist trivial. Fiir u € W2P(R") existiert mit Proposition eine Folge
Uy, € C§°(R™) mit u,, — u stark in W*P(R™). Gilt die Abschétzung fiir u,,, so folgt sie
fiir u. Also geniigt es u € C§°(R)" zu betrachten. Wegen der Green’schen Darstellungs-
formel ist u = NAu das Newtonpotenial seines Laplace, und die Abschétzung
folgt aus der folgenden Calderon-Zygmundungleichung fiir das Newtonpotential.q.e.d.

Spezialfall der Calderon-Zygmundungleichung 4.31. Es sei ) € R" offen, n > 2
und 1 < p < oo. Dann erfillt fir f € IP(Q) das Newtonpotential N f € W*P(Q) mit

ID* (Nl < Cup)lf ey mit (Nf)(=) 1=/§2F(w—y)f(y)d“y- (4.49)

Beweis: Sei zuerst p = 2. Fiir f € C3°(Q) C C°(R™) ist u := Nf € C*(R") und mit
Lemma gilt Au= f. Fiir R > Ry mit Q C B(0, Ry), gilt mit dem Divergenzsatz

|Duf* = /B(OR Zu 0;00u* = /B(V(),é)<zi @uVu@m) — [ Vu-VAu

B(0,R) B(0,R)

Vu-VAu+ / Z o;uNVou - N do
dB(0,R) v

B(0,R)
AuAu — | VuAu - N do + / Z O;uVo;u - N do
B(0,R) AB(0,R) OB(0,R) v

/ Z OuVou - N do,
B(OR dB(0,R)

da f = Au =0 auf 9B(0, R). Mit den dritten Abschétzungen in (4.47)) folgt

kol R (g — n C“fHL (V)
Dhufa)| < [ DTyl )y < e

fir |z| > Ry, k= 1,2.



92 KAPITEL 4. APRIRORI ABSCHATZUNGEN

Fir f € C§°(Q) folgt folgende Abschitzung und damit auch (4.49) fiir C(n,2) = 1:

wn "R f 1%

—0 fir R — oo.
(R — R(])n—l(R — Ro)n

<

/ > 9uVou- Ndo
dB(0,R) ¢

Fir f € I*(Q), wihlen wir f,, € C5°(Q) mit f,, — f € [*(2) Mit Lemma ist
N : [3(Q) — I*(Q) stetig, also N f,, — N f in I*(Q). Aus dem schon Bewiesenen folgt

limsup | D*(N fin)ll2(0) < limsup || foul 20) = 1 fll22(0)-
m—0o0

m—0o0

Dies ergibt N f € W2(Q) und (4.49) fiir f. Damit ist (4.49) fiir p = 2 bewiesen.

Fiir feste 1 <i,5 < n erhalten wir den stetigen, linearen Operator

Aus (4.49) fir p = 2 mit C(n,2) =1 folgt fir £ > 0

iz
oo >0 < [ Joonsis [1iE uioans > < TR (i
[10;0: N f|=t] Q t
Als néchsten zeigen wir
Ch 1
Wir setzen f auf R™ \ Q durch 0 fort, fixieren ¢t > 0 und wahlen R > 0 mit
QC Qo:=[-R RI", 112y < tpu(Qo)- (4.52)

Wir zerlegen den Wiirfel @)y gemafl Calderon-Zygmund, d.h. wir halbieren die Seiten
von g und zerlegen @)y in 2" kongruente Unterwiirfel (). Fiir sie gilt entweder

1 1
— oder —_ .
u(@)/Q'f'St u<@>/Q'f'>t

Die ersten werden weiter unterteilt. Die zweiten fassen wir sukzessiv zu einer Familie
{Qi}1en von Unterwiirfeln zusammen, deren Innere paarweise disjunkt sind. Jedes Q;
ist in einem eindeutigen Vorgingerwiirfel ); doppelter Seitenlédnge enthalten, der

1 1
[ <t t<—— [ |1f] <2t (4.53)

#(Ql) Qu “(Ql) Qu
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erfiillt, weil u(@l) = 2"u(Q,) gilt. Fiir jedes x € A := Qg \ Ujen@; gibt es eine Folge
(), von Unterwiirfeln mit beliebig kleinen Kantenléngen, die x enthélt. Dann folgt aus
dem Konzept der Lebesguepunkteﬁ7 dass

. 1
el =fim o | s

xz,l

fast iiberall in z € A gilt. Wir zerlegen f = g + h mit h := f — ¢g und folgern

f(z) firz e A
@f@f firz e @Q,leN

h =0 auf A /hzOfﬁrlEN /|g|:‘/ f'g |f]
Q Qi Qi Qi

g(x) = lg| < 2"t fast iiberall auf Qo (4.54)

1Al 2 o) < Il @onay Hll gl @onay 20 fllz)  l9llzi@o) < 11l (4.55)
Da 0;0;N linear ist, gilt |0;0;N f| < |0;0;Ng| + |0;0; Nhl| und
p(|0;0;N f| > t) < u(|9;0;Ng| > &) + pu(|0;0;Nh| > |%). (4.56)

Fiir den ersten Term auf der rechten Seite sehen wir mit (4.50)), (4.54) und (4.55)

2 n
4| 91172(0,) < 2lgllr@n o Cullfllue
12 - t - t ’

w(10;0iNg| > §) < (4.57)

Zur Abschitzung des zweiten Terms schreiben wir h = Y ° b mit by := h - xq,, da
h =0 auf A mit (4.54)). Fiir z € Q; und das Zentrum g von Q; =y + [—p, 0]" folgt

0;0;Nhy(x) = ; 0;0,l'(x —y)hy(y)d"y = /Q (0,0, (x —y) — 0;0,I'(z — y)) hy(y) d"y
l 1
10,0;Nhy(z)| < Cpv/no- d(x,Ql)_"_l/ |hi| wegen |D?T(z)| < Oy |z~ fiir x # 0.
Q

Da d(z, Q) > |z — §| — v/no > 3|z — | fiir € B(y, 2\/no) =: B, ergibt sich

/ |8J81Nhl| S / CnQ|£L' - g|—n—1 (/ |hl|) dx S Cn |hl|
Qo\B "—B Qi Q
Setzen wir A* := Qy \ UjenBy, so erhalten wir mit Summation und (4.55))

Cull fll @)

, (4.58)

| 10,000 < Cullfloay 10,038 > 410 4% <

6In E.Stein:”Singular Integrals and Differentiability Properties of Functions” Kapitel I §1.8.
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Andererseits gilt wegen der zweiten Ungleichung in (4.53|)

o] o] On L
u(Qo \ A") sg wB) < C 22: (@) <—Z |f|§M. (4.59)

Die beiden Ungleichungen (4.59) und (4.58)) schétzen auch den zweiten Term von (4.56|)
in der gewiinschten Form ab, so dass (4.51)) folgt. Wir wenden den Marcinkiewiczinter-

polationsssatz an. Fiir 1 < p < 2 ist dann wegen (4.50) und (4.51))

stetig. Fiir 2 < p < oo, f, g € C5°(Q) folgt mit (4.49)) fir ¢ = € (1,2)

[ oo =| [ oo | [ o003 = | [ r000v)
Q
< ||f||zp 00N gl ) < Cn, Q)| fll @) |9l o)
10;0:N fll iy < C(n, p)I|fll o) alSO 10;0:N|| < C(n, p).
Mit Lemma folgt durch Approximation. q.e.d.

Marcinkiewiczinterpolationssatz 4.32. Se: (2 C R"™ mefibar, 1 < q < p < oo und
T eine subadditive Abbildung von L1(Q) + IP(S2) in die mefbaren Funktionen auf Q) mit

qu\fllm(m)q

[T+ )] < TAI+ ITR] (sabaddivo) (11> 0) < (P00

s> < (B g

T f o) < Tooll fll ooy fiir p = o0

und t > 0. Dann gilt fir f € I'(Q) C L(Q) + IF(Q) mit ¢ <7 < p und + = o+ 1*7‘1
1T fllro) < Clpoa, )T T~ fll o) (4.60)
Beweis: Fir f € I'(Q) C L1(Q) + [P(2) und s > 0 zerlegen wir
f=h+f fii= X5 € Q) fa= T Xin<s € P(Q).

Es gilt |T'f| <|Tfi|+ |T fs, also fiir p < oo

WIS >0 < T > 9+ (T > §) < (Fble ) (ZhlBle )T
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Im Fall p = oo gilt |T'fo| < Toos = £ fiir s = also auch ohne den zweiten Term

2Tq||f1||Lq(Q))q
R

2T ’
(T > 1) < pu(|ThH| > &) < (

Fiir s = % mit einem spéater zu wihlendem A > 0 folgt mit der Substitution 7 = %

/ T = /ﬂdu(\TF S 1) = /O;o(|TF S f)de = r/ooo (T > ) dt <

< r(2T,)" / reia ( / | fyq> dt + r(2T, ) / i ( / | f\p) at
0 [If1>t/A] 0 [If<t/A]
= r(QTq)qArq/ e (/ |f\q) dT—l—r(QTp)pATp/ P </ |f\p) dr.
0 (1£1>7] 0 (1f1<7]
Wir vertauschen die Integrationsreihenfolge und setzen ein:
00 |f]
[T ([ am)ar= [ [T e = [y
0 [ f]>7] Q 0
[T (fir)ar= [ / rrar= 2 [
0 [1f1<7] Q /]

[irsr < (e senypa) [ @

Die beste Wahl ist A = 27, "7~ (d.h. A = 2T, und ;- = 0 in [{61) fiir p = o0):

(2T,)7A™9 = (21,)%5= (21)07 " (2T,)P AP = (20,,)"5= (2T)b7 7
: : 1 _ « 1—a 5ot 54 1 _1y_1_1 = 4p—"
Die Gleichung - = ot 5 st dgivalent zu a(q p) =55 also a = v und

l—a= %%Z. In beiden Féllen p < co und p = oo folgt (4.60]) aus

p . 1/r
1Tl <2 (75 + —) TeT |l mit Clpar) =2 (5 +55) " aed.
Die Differentialoperatoren L ({2.3]) sollen neben - - 4.45|) folgendes erfiillen:

esgibt 0 <ep<1l osc a;;= sup a;(y)—a(z) <e firalleze Q. (4.62)
B(z,0)n$ y,2€B(x,0)NQ

Bemerkung 4.33. Fir a;; € C(Q) ist fir alle e > 0 mit einem o > 0 erfillt.
FEine Vorgabe solcher o > 0 fiir alle hinreichend klemen € > 0 heifit Stetigkeitsmodul.
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Fiir Q C R" bezeichne wieder Q4 := QNR"! x +(0,00) und Qy = QNR"! x {0}.
Calderon-Zygmundabschitzungen 4.34. Sei 1 < p < oo, und L ein Differential-
operator in Nicht-Divergenzform (2.3)), der auf B(0,2) bzw. B(0,2), (4.44)-(4.45) und
(4.62)) mit hinreichend kleinem € = e(A,n,p) > 0 erfillt. Dann erfillt jede Lidsung
u € W?P(B(0,2)) von Lu = f auf B(0,2) mit f € [P(B(0,2)) folgende Abschiitzung:

[ullwzrso1) < CA 0P, o)1 flrB02) + llulls02)- (4.63)
Fiir o € W*P(B(0,2),) und f € IP(B(0,2),) erfillt jede Lisung u € W*P(B(0,2),)

Lu = f auf B(0,2), u = auf B(0,2)y

[ullw2r(0,1)5) < CN 1D, 0) ([ fllro2s Hllelw2rso2.) Flullrpmosz.,))- (4.64)
Beweis: Wegen ¢ < 1 ist B(xg, 0) C B(0,2) fiir zgp € B(0,1). Fiir v € W2?(B(xy, 0))

betrachten wir Lov := ;. a;j(20)0;0;v. Fiir v € WP (B(zo, 0)) € W2P(R") folgt aus
Lemma [4.30| nach Anwendung einer linearen Transformation

1D?0|| 1 (B(z0,0)) < C(A, 1, D) Lov| 12(B(wo.0))
S C(A7 n,p) < ‘ZU aijaj@iv

< C(A,n,p) HZ” a;;0;0;v

))+‘Z

‘U”(B(xo,a)))
+OMnp) jose (37 ay) 10000

‘I})(B(IE(),Q)) B(zo,

aij — aij(w0))0;0;v

‘[P(B(:ro,g v

Fiir hinreichend kleines € = €(A, n, p) folgt durch Absorption

1D0]| 1p(B(ag,0)) < C(A,1,D) HZU a;50; 0

)L”(B(l’o@))

Fiir £ <o < 1, 0/ = 12 erhalten wir fiir v := un € W;*(B(x0, 0)) mit geeigneten

n € C°(B(x0,0'0)) n=1auf B(xy,00) |D"n| <Ch((1—0)o)™" fiir k=0,1,2.

Dabei schreiben wir 7 als die Verkettung von einer geeigneten Funktion in Cg° ((—%, %)),
die auf einer Umgebung von [0, %] gleich 1 ist, mit folgender Funktion:
{ﬁ)|x—xg| fir |z — 20| < oo

1—@(@— |z —xo]) fiir |z — 20| > 00
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(1= 0)?IID*u|| p(Bwo.0e)y < (1 = 0)*G*[1D*0]| (B (ao.0))
S (1 — 0)2Q20(A, n,p) Zz(a”najaﬂl/ + 2aij8iu8j77 + uaijaj@-n) H

Lr(B(z0,0))
< C(An,p)((1 = )l flpB@oey + (1 = 0)allVull B + 1ulloBeo.e)
=C(An,p) (1 = 0)* [l Boen + 201 = el Vil 5o + Ul Beoeo):

Um den mittleren Term mit dem Interpolationslemma |3.41| zu absorbieren, schétzen
wir zuerst die rechte Seite durch folgende Suprema ab, und erhalten dann

S = sup (1—0)""|D"ulp(Baooe) Fk=0,1,2

l<z7<1

SQ < C(A n p) ( Hf”[p(B(zO 0)) + 251 + So) (465)

Die Anwendung des Interpolationslemmas auf die reskalierte Funktion u(y) =
u(xg+ ooy) in W2P(B(0,1)) ergibt mit e = §(1 — o) fir 0 <d <lund 3 <o < 1:

(1= 0)ol|Vullpr(Baowey = (1 — 0)o(00)? |Vl (5,1
—o)? n ~ no
< 0= (00) 7 | D2iill (0.1 + C(n, ) 2= (00) 7 ||itl| (0.1

= 00(1 = 0)*0°| D*u| o (B(ao,00)) + C(1, 1) 55 ull 2 (Blzo 00
< 9§05y + C(n,p)%So.

Das Supremum {iiber % <o <1 ergibt

S = sup (1 —0)o||Vull (oo < 052 + 20 (n,p)o~tS,.

1
§§0'<1

Wir absorbieren S; mit kleinem 6 = 6(A,n,p) in (#.65) und wihlen danach o = 1:

2

So < C(A, 1, ) (&P f | p(Bose)) + 1l 2(Baoe))
D%l p(Ba0.8)) < 407292 < AC(A, 1, D) (|| f Il (Bwo,0)) + 0l (B(ao,0))-

Uberdecken wir B(0, 1) mit endlich vielen Billen B(z, 2) mit 29 € B(0, 1), so folgt
ID*ull (B0, < C(A 1P, 0) (I fllr(B02)) + 1l (50.2))-

SchlieBlich folgt (4.63)) aus dem Interpolationslemma [3.41]

Im Fall mit Rand kénnen wir wegen folgender Abschéatzung wieder ¢ = 0 annehmen:

Lol p(B0,2)4) < C(A,n,p)|lellwzro2),)-
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Zuerst nehmen wir ||a;; — 0;j||z(B(0,2),) < € an, und setzen v mit F_ 4]) ungerade
auf B(0,2) fort, d.h. fur (y,t) € B(O 2)_ se

u(y7 t) = _u(y: _t) f(y> t) = f(ya _t>
Aij = (_1)L%J+L%Ja”(y7 _t) bl(yvt) = (_1>L%J bl<y7 _t) C(yvt) = C(ya _t)
Mit Proposition sehen wir u € W2?(B(0,2)), L erfiillt (4.44)-(4.45) auf B(0,2)

lai = 0ijll=(Bo,2)) < € 1l zo2) < 2721l o2, Lu=f.

Mit dem bereits bewiesenen Resultat folgt

||U||W2P(B(01 <C(An p)(||f||m B(0,2)) T ||U||HJ )))
< CAn,p) (1 fllrBo2) + [ullms 02)+))

Im allgemeinen Fall wéhlen wir mit (4.62) fiir alle zy € B(0,1)p ein symmetrisches

(ag;) mit ||am ag;ll 1(B(wo.0)) < € Nach einem affinen Parameterwechsel transformiert
sich L zu L und (a ag;) zu (0;5) mit |Gy — 0ij |l 0o (Blaoseo()e)) < C(A)e. Mit dem bereits

Bewiesenen erhalten wir schlieBlich mit einer endlichen Uberdeckung

||u||W2!P(B(ZO,co(A)Q)+) < C(Aﬂl,]% )(||f||LP(B(02 + HUHU’ (B(0,2)+ ))
||l w2e (0,10 0<in<con)eh) < CA 1D, 0) (| fllrBO2),) + Ul pB0.2),))

und insgesamt mit (4.63)) auch (4.64)

lullwze 010z < CA 7,0, 0)([fllpBo.2):) + [ulmpso2).))- q.ed.

Globale Calderon-Zygmundabschitzungen 4.35. Sei 2 € R" offen mit 0€) €
Cll 1 < p < oo, und L ein Differentialoperator in Nicht-Divergenzform (2.3), der

auf Q (4.44)-(4.45) und (4.62)) mit geniigend kleinem € = (2, A,n,p) > 0 erfillt. Fir
o € W2P(Q) und f € IP(Q) erfillt eine Lisung u € W*P(Q) des Dirchletproblems

Lu = f fast tiberall in u = auf 02
[ullw2r@) < C(Q A0, p, o) (| fll @) + lellwzr@) + lull @) (4.66)

Beweis: Wir kénnen ¢ = 0 annehmen. Wir betrachten zq € 9. Da 9Q € C*!, kénnen
wir 99 in einer Umgebung U () mit einem C*'-Diffeomorphismus ¥ glattbiegen, und
@ :=uoW ! € W?P(B(0,2),) erfiillt @ = 0 auf B(0,2),. Wir betrachten wie im Beweis
von Satz u den Differentialioperator L mit

ELkl = <Zw aijailllkc‘)l\I/O O \I/_l Bk = (Zzg CLZJ@ @ \I/k + Z b 8 \I/k> oW~ !

&:=coWt e [*(B(0,2),) fi=foUteIP(B(0,2),)
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so gilt Lii = f auf B(0,2),. Weiter erfiillt f (£.44)-(4.45) und (4.62) mit A, o, € ersetzt
durch C(A, ¥, n), co(V)o, Co(P, A)e. Setzen wir V (xq) := ¥~(B(0, 1)), so erhalten wir
aus den Calderon-Zygmundabschétzungen (4.63)) folgende Abschéitzungen
||UHW21P(V(zo)ﬂQ) < C(‘I’, nap>Ha||W2vP(B(0,1)+)
< C(V, A n,p, o) (L f | so2)4) + 1@l s02).))
< C(¥, A n,p, o) ([ f L) + lull@)-

Genauso erhalten wir den Satz fir jedes xy € Q eine Umgebung V' (zy) C €2 mit

ullwze vz < CA,d(xo,0),n,p, 0)(|| fllr) + lullp@)-

Indem wir die kompakte Menge Q C V(x)U. ..UV (2x) mit endlich vielen z1, ..., x5 €
Q2 iiberdecken folgt (4.66) aus diesen beiden Abschétzungen. q.e.d.

Die Eindeutigkeit von starken Losungen aus W?2P fiir das Dirichletproblem mit
¢ < 0 folgt fiir p > n aus dem Eindeutigkeitsatz bzw. dem Alexandroff’schen
Maximumprinzip 4.22| Fiir 1 < p < n brauchen wir zuerst ein Regularitétsresultat.

Satz 4.36. Sei Q) € R” offen, 1 < q,p < oo, und L ein Differentialoperator in Nicht-

Divergenzform (2.3)), der auf Q ([4.44)-(4.45) und mit e = €(A,n, p,q) > 0 erfillt.
EBine starke Losung u € W>4(Q) von Lu = f auf Q@ mit f € IP(Q) liegt in u € WP ().
Gilt dariiberhinaus 0 € CYY, ([4.62) mit € = ¢(Q, A, n,p,q) > 0 und u = ¢ auf OQ mit
© € W2P(Q), so liegt die Lisung sogar in u € W*P(Q).

Beweis: Es geniigt p > ¢ zu betrachten. Wir betrachten xy € Q und B(xzg, 00) € 2
mit 0 < gg < p, also existiert mit (4.62) ein symmetrisches (a?j) € R™"™ mit

las; — agill o (Blzo,e) < €

Fiir ein n € C§°(B(x0, 00)) mit n = 1 auf B(z, &) und v := un € W9 (B(xo, 0)) gilt
Lo’U = Zij a?jajaﬂ} = Zij(agj — aij)ﬁjaw + qg auf R™ mit

g = 77f — Zl nb,@zu — ncu + Z”(Qaw&u@n + uamﬁj@m)

Mit dem Soboleveinbettungssatz [3.43 folgt u € V[/licﬁ(ﬁ) und g € L'(B(wo, 00)) fiir
r:= min{p, 7%} € (¢, p]. Mit einer linearen Abbildung transformieren wir Ly in den
Laplaceoperator. Aufgrund dem Spezialfall der Calderon-Zygmundungleichung
erhalten wir mit der Green’schen Darstellungsformel , und Approximation fiir

1 < s < oo einen Operator N; : L*(B(xg, po)) — W?*(B(zo, po)) mit
INg|| < C(A,n,s) und N,Lyw = w fiir alle w € W*(B(z0, po))
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Also 16st v die Fixpunktgleichung v = Tsv + N,g mit

T,w := N, (Z“(agj - aij)ajaiw>

ij
I Tswllw2s(Bop0) < INslllI(a; — aig)d; 0w

L#(B(zo,p0)) < C(A,n, S)€||wHW273(B)‘

Deshalb ist Ty fir s = ¢, r fiir hinreichend kleines € = €(A,n, p, q) eine Kontraktion:
|T4]] < 3. Wegen g € L'(B(zo, po)) C L1(B(xo, po)) und dem Banachschen Fixpunkt-
satz und hat w — T,w + N,g fiir s = ¢,r jeweils einen eindeutigen Fixpunkt v, in
W25(B(z9, po)) C W>4(B(xg, po)). In W24(B(x, po)) gilt dann v = v, = v, und damit
auch v € W27 (B(xg, po)). Iterieren wir dies mit r; := min{p, (%)l q} endlich oft bis
rn = p, so folgt u € WP(B(xo, L)) und u € W2P(Q).

Wegen 00 € C*! kénnen wir im Fall mit Rand fiir zy € 9Q folgendes annehmen:

€1 B(0,2) = B(0,2) lai; = dijll = (Br02)4) < € p=0
Lu = fin B(0,2), u =0 auf B(0,2)o.

Wir setzen u mit E_ (3.24) ungerade auf B(0,2) fort, d.h. fur (y,t) € B(0,2)_ sei
Mit Proposition sehen wir u € W29(B(0,2)), L erfiillt (4.44)-(4.45) in B(0,2),

|aij — 6ijll 1o (B(0,2)) < € und f € [P(B(0,2)) mit Lu = f. Mit dem bereits bewiesenen
Resultat folgt u € W2?(B(0,1)), also u € WP(Q). g.e.d.

Mit den globalen Calderon-Zygmundabschétzungen zeigen wir nun die

Existenz starker Losungen fiir das Dirichletproblem 4.37. Sei 2 € R" of-
fen mit 00 € C*1,1 < p < oo, und L ein elliptischer Differentialoperator in Nicht-
Divergenzform , der auf §2 — erfillt mit a;; € C°(Q) und ¢ < 0. Dann
existiert fir ¢ € WP(Q) und f € I[P(Q) genau eine starke Lisung u € W?P(Q) des
Dirichletproblems Lu = f fast tiberall auf Q@ mit w = ¢ auf 0N2. Diese erfiillt

lullw2r) < C(Q,A, p,w0)([| fllp@) + lellwer@)) mit Stetigkeitsmodul w. — (4.67)

Beweis: Die Differenz u := uy — u; € W*P(Q) zweier Losungen uy, uy € W2P(Q) 16st
das Dirichletproblem zu f = 0 und ¢ = 0. Mit Satz folgt u € W2"(Q2), und mit
dem Einbettungssatz in Holderrdume, Satz , u € C°(Q) und mit Proposition m
u = 0 auf 9Q. Da ¢ < 0, folgt mit dem Einbettungssatz Satz [4.26] dass u = 0, also
u; = ug, und es gibt hochstens eine Losung des Dirichletproblems.
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Zur Existenz kénnen wir ¢ = 0 annehmen. Zuerst zeigen wir (4.67)). Angenommen

(4.67) git nicht, so gibt es Ly, (2.3)), die (4.44)-(4.45) erfiillen und einen Stetigkeitsmodul

w fiir a;jm und u, € WP(Q) mit u,, = 0 auf 92 und

| Lintim]| () < = ||t lw2r(0)-

Mit den globalen Calderon-Zygmundabschétzungen [4.35] folgt

[tmllw2r) < C(Q, A, 0, p, W) (| Lt || 7@ + [|tmll r ()
|t [[w2r) < C(Q A, 1, p,w)||tn| @ fiir m > 2C(Q, A, n,p,w).

Nehmen wir zusétzlich ||| p@) = 1 an, so folgt ||Lpum||r@) — 0, und u,, ist be-
schrinkt in W?2P(Q). Fiir eine Teilfolge m — oo konvergiert u,, — u schwach in
W2P(Q), stark in W?(Q), insbesondere ||ul/p@) = 1. Da a;;,, einen gemeinsamen
Stetigkeitsmodul haben, konvergiert a;;,, — a;; stark in C° (), by — b; und ¢, — ¢
schwach in L7(Q2) fiir alle 1 < ¢ < 0o und eine weitere Teilfolge m — oo. Damit erfiillt
L mit Koeffizienten a;;, b;, ¢ —, und a;; € C(Q).

Aus || Lyt | @) — 0 folgt Lu = 0 fast iiberall in 2, und mit dem Eindeutigkeits-
resultat folgt u = 0 im Widerspruch zu ||u|| o) = 1, und somit ist bewiesen.

Zur Existenz nehmen wir zuerst L, f € C*°(§2) an und schreiben in Divergenzform

Ld’U = Zijﬁi(alj@jv) +Zz <bz —Zjajaﬁ) aiU + Ccv = Zijaijaj@iv +Zzbl@v + CU = LU.

Da ¢ < 0 existiert mit dem Satz eine schwache Losung u € W2(Q) von Lgu = f
auf Q und u = 0 auf 9. Fiir f € I*(Q) und 9Q € CY! folgt uw € W2(Q) aus dem
Satz von Friedrichs . Wegen ist u eine starke Losung des Dirichletproblems.
Fiir f € IP(Q2) und 09 € C'! folgt u € W2P(Q2) aus Satz [4.36]

Allgemeines L, f approximieren wir mit L,,, f,, € C*(Q) mit a;;,, — a;; stark in
C%Q), b, — by und ¢, — ¢ schwach in I9(Q) fiir alle 1 < q < o0, f,, — f schwach
in IP(Q2), und L,, erfiillt — fir 2A, und a;j,, a;; haben einen gemeinsamen

Stetigkeitsmodul wy. Dann existiert wie gezeigt eine Losung u,, € W?P(Q) mit
Lyt = fr auf @ up, = 0 auf 00 ||t ||wer@) < C(Q A, 1, p,wo)ll finll 2 )-

Fiir eine Teilfolge m — oo konvergiert w,, — u schwach in WQLP (Q), stark in WhP(§),
und Lty — L, schwach in IP(Q), da a;;,m, — a5 stark in C°(Q). Daraus folgt Lu = f
fast iiberall in Q, und u € W?P(Q) ist eine starke Losung des Dirichletproblems.q.e.d.

Schliefllich zeigen wir, dass starke Losungen so regulér sind wie die Daten.
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Satz 4.38. Fs sei 2 € R” offen, 1 < p < 0o, und L ein linearer, elliptischer Differen-
tialoperator in Nicht-Divergenzform, der (2.3), (4.45) auf Q0 erfillt, k > 1 und

laislcrra@ <A fbillerrig) <A llelarrg <A fFeWRP(Q).  (4.68)

Fiir eine starke Losung von Lu = f inu € W4(Q) fir 1 < q < oo folgt u € WE*P(Q)

loc
ullwrrzo@y < COQ QA 0, p, k)| fllwee + Jullpe)  fir Qe Q. (4.69)
Ist 90 € C*1L und u = ¢ auf OQ mit o € Wr2P(Q), so gilt u € WET2P(Q) mit
ullwrr2r) < COQ A 0, p, k) (Lf lwer@) + lllwrrzr@) + [ullr@)- (4.70)

Beweis: Wieder konnen wir ¢ = 0 annehmen. Fiir k£ = 0 mit a;; € C%(Q) und -
anstatt - 4.68)) folgt die Regularitdtsaussage aus Satz und die Abschatzungen aus
den Calderon-Zygmundabschitzungen und Satz

Wir nehmen an, dass obige Aussage fiir 0, ...,k — 1 bereits gelten. Wir erhalten im
Fall ohne Rand « € W ?(Q) und im Fall mit Rand « € W*+1?(Q) mit

loc

”U”Wk-',-l P(Q) S C(Q Q/H A n,p, )(”f“wk 1p(Q)+”’LLHLp(Q ) fir QCQ/ Q” Q (471)
[ullwrsrr@) < CQ A 1, p, B) (| fllwe-10@) + [l e)- (4.72)

Dabei beachten wir, dass der Stetigkeitsmodul von a;; fiir & = 0 durch die Annah-
me |la;||cor) < A gegeben ist. Wie im Beweis von Satz vereinfachen wir die

Differentialgleichung im Fall mit und ohne Rand mit f € W*?(Q) zu

Lou := ZZ a;j0;0;u = f — Zz b;Oiu — cu =: f fast tiberall in Q  (4.73)

£ lwengmy < CO 1,0, k) (| ey + llweragm)
(Qv QW? A7 n,p, k)(HfHW’“P(Q) + HUHLP(Q))
| Fllwro) < COQ A1, k) (£ lwew@) + 1wl () (4.74)

Fiir die endliche Differenz 9/'u, sieche (3.13), I = 1,...,n,0 < |h| < d(92",9Q"), und

() = u( + her) gilt mit (L68), (71) und (L73)

L(OMu) = or f — Zij(afaij)ajaia —: fI fast iiberall in Q.

<
<

||fl ||Wk Lp(Q) S ”f”Wk,p(Qm) + CnHalhaz‘jHWk—l,oo(Q)||U||Wk+1,p(Q///)
< O, Q" An, p ) ([ f o) + l[ellr@):
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Mit ([4.69) fiir k — 1 und (£.71) folgt Ou € WFP(Q”) mit

loc
||81hu||wk+1,p(9/) < C<Q/,7 Q/a A,n,p, )(Hfl HW’“*LP(Q”) + ||alhu||l»”(9”))
< C(Qa Q/7A7n7p7 k)(”f“Wk’p(Q) + Hu”[P(Q))

Da wir u € W) '?(Q) bereits wissen, konvergiert d/u — du stark in WHP(Q) fiir

loc
h — 0. Daraus folgt du € WEH?(Q), also u € W'llzzrzp (£2), und fiir k.
Im Fall mit Rand kénnen wir den Rand mit einem C**L1-Diffeomorphismus ¥
glattbiegen, und, da ||v||we+2ny ~ [[v 0 U7 lypre2p gy mit einer von ¥, n,p und k
abhéngigen Konstanten, geniigt es lokal QN B(0,2) = B(0,2), zu betrachten.

Da wir u € Wk+2p(Q) NWHFLP(Q) bereits wissen, folgt aus ([4.73)),(4.72) und (4.74)

loc

Lo(Ou) = O,f — Zij(ﬁlaij)ﬁjaiu =:fi fir [ =1,...,n fast tberall in B(0,2); (4.75)

| fillws-1oBo2), < I1flwes@) + CulllOai lwe-10o @l wllwe o
< O A n,p, k) (| fllwke @) + lull@- (4.76)

Wir wihlen B(0,3); € Qo € B(0,2); mit 99y € C* und n € C5°(B ( ,3)) mit
n =1 auf B(O 1). Mlt Proposition und Definition [3.33 n folgt ndyu € Wy () fiir
[=1,...,n—1 und mit ([£.75) fast uberall in B(0,2);

Lo(nOiu) = ZZ a;;0;0;(ndw) = n fi + Zij(Qaijam@jalu + a;;0;0mou) =: fi,,

wegen u € Wirr*?(B(0,2)4) und a;; € C*11(B(0,2),) = W*=(B(0,2),). Dabei gilt

loc

HflnHWk Lp(B(0,2) 4 < C(Q A,n,p, )(Hf“wkm(a) + HUHIP(Q))

mit (4.72) und (4.76)). Aus - [4.75)) folgt mit ([4.70) ndu € Wr2(Qq) fiir k — 1 und
1Orullwrsroso,0),) < InBullwesrr i)
< O n,p k) funllwe1e(0o) + (00l (00))
< O A n,p B) (L lwese) + llullr@),

100sullwssonys) < CQ A1, k) fllweriey + el fir (5, 5) # (n,m), (4.77)
da wir u € WFH» (Q) bereits wissen. Zuletzt erhalten wir aus (4.73))

loc

Opu = ary (— Z(iyj)#nvn) a;30;0;u + f) in B(0,2),
also mit (4.47)), (1.74) und (4.77) nacheinander schlieBlich v € W**22(B(0,1);) mit

Ha uHW’W(B(Ol < C(Q An,p, )(HfHWw(Q) + HUHLD(Q))
[ullwrrer o)) < COL A0, p, k)| fllwee@) + llullr@)-

Uberdecken wir 99 mit endlich vielen Billen, so folgt (4.70) aus (4.69). q.e.d.
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