Martin Schmidt Dynamische Systeme 9. Mai 2018

12. Ubung

37. Das Mathematische Pendel

38.

39.

Gegeben sei die Schwingungsgleichung des Mathematischen Pendels mit Reibung
I+ 3+ g¢g-sin(x) =0 (1)

mit g > 1 und gesuchter Funktion ¢ — z(¢) € IR. (Bemerkung am Rande: die physikalische
Bedeutung der Konstanten g ist die Fallbeschleunigung.)

(a) Transformieren Sie das System (1) auf ein System 1. Ordnung der Form

j=fy) (2)
mit f : IR? — IR?. Zeigen Sie, dass zu jedem Anfangswert y(0) = yo € IR? eine (globale)
Losung ¢ — y(t) von (2) auf dem Intervall [0, c0) existiert. (8 Punkte)

(b) Bestimmen Sie alle Ruhelagen von (2) und untersuchen Sie diese auf Stabilitdt (stabil,
instabil, asymptotisch stabil). (6 Punkte)

Stabilitatsuntersuchungen

Gegeben sei das (nicht-lineare) autonome System
&= ax + 2% + 3%,
y=br—y+axy

mit a,b € R, a < 0 und gesuchter Funktion ¢ — (z(t),y(t)) € R2.

(a) Zeigen Sie, dass im Fall a < 0 der Nullpunkt eine asymptotisch stabile Ruhelage ist.
(8 Punkte)

(b) Man beweise oder widerlege, dass die Behauptung in (a) auch im Fall a = 0 gilt. (8 Punkte)

Die Lorenz-Gleichungen

Seien o, r und b positive Konstanten. Die Lorenz-Gleichungen lauten
=0y —x),
Yy=rr—y—xz,
z=uxy — bz.

mit gesuchter Funktion t +— (z(t), y(t), 2(t)) € IR?. Zeigen Sie:

Fiir 0 < r < 1 ist der Nullpunkt obigen Systems eine asymptotisch stabile Ruhelage und
fiir » > 1 ist der Nullpunkt eine instabile Ruhelage. (8 Punkte)

Bitte wenden.



40. Nichtlineare dynamische Systeme

(a) Bestimmen Sie den Fluss zu dem nichtlinearen System

T = -z
y = y+a’
mit gesuchter Funktion ¢ — (2(t), y(t)) € IR?, indem Sie dieses Differentialgleichungssystem
zuvor 10sen. (5 Punkte)
(b) Definiere nun die Abbildung

h:R?> — TR?

1'2

(:L‘a y) = (:Ev Y+ ?)

Zeigen Sie, dass diese Abbildung h eine topologische Flussdquivalenz zwischen dem nichtli-

nearen System aus (a) und dem linearen IR*-wertigen System # = Az liefert. Hierbei ist die

-1 0
Matrix A definiert durch A := ( 0 1) : (4 Punkte)
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