Martin Schmidt Dynamische Systeme 12. April 2018

8. Ubung

23. Eine nicht-lineare Differentialgleichung

Bestimmen Sie die allgemeine Losung y : I C IR — IR der folgenden Differentialgleichung;:

y'(x) —y(z) ==z (y(x))°

[Tipp: Beispiel 1.46] (7 Punkte)

24. Komplexe Systeme
Seien I C IR ein Intervall, a,b: I — IR stetig und A : I — IR?*? definiert durch
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(a) Zeigen Sie, dass das reelle System (wEtD = A(t) - (%t;) dquivalent zu einer skalaren
Y Y
komplexen Gleichung 2(t) = c(t)z(t) mit z := x + iy ist und leiten Sie eine lineare
Differentialgleichung fiir v(¢) := z(t)z(¢) her. (5 Punkte)
(b) Zeigen Sie A(t) - A(s) = A(s) - A(t) fir alle t,s € I. (2 Punkte)

Bemerkung: Dies zeigt, dass in diesem Fall fiir die Fundamentallésung zu obigem reellen
System F(t) = exp (ftto A(s)ds) (mit Anfangsbedingung F(to) = 1) gilt.

25. Unitidre Fundamentall6sungen

(a) Es sei A: IR — GL(n,IK) eine differenzierbare Abbildung von IR in den Raum der inver-
tierbaren n x n-Matrizen. Zeigen Sie: Fiir alle ¢t € IR gilt
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[Tipp: Man differenziere den Ausdruck 1= A(t) - A71(¢).] (8 Punkte)

(b) Fiir eine Matrix C' € C™*" definieren wir C¥ := CT als die zu C adjungierte Matrix. Eine
Matrix C' € €™ ™ heift bekanntlich unitéir, wenn sie die Gleichung CCH = 1 erfiillt. Wir
betrachten die Fundamentallésung F' fiir das lineare System F(t) = A(t)F(t), F(0) = 1,
wobei t — A(t) stetig in einem Intervall I (mit 0 € I) sei und AH (t) = —A(¢) fiiv alle t € I
erfiille.

Zeigen Sie: F(t) ist fiir alle ¢t € I unitér. (5 Punkte)

[Tipp: Betrachten Sie mit Hilfe von (a) eine Differentialgleichung fiir (F¥(¢))~!,t € I.]

(A(H) 1) = —A(t) A A .

Bitte wenden.



26. Floquettheorie
Wir betrachten in dieser Aufgabe die Differentialgleichung

a(t) = A(u(t),  A(t) = (Coz(t) CO;@)).

Die Matrix A(t) ist in ¢ periodisch mit Periode 27. Das Ziel dieser Aufgabe ist es, eine invertierbare
Transformation G : IR — C?*? der Differentialgleichung zu bestimmen, so dass die resultierende

Differentialgleichung ©(t) = Au(t) autonom ist.

(a) Zeigen Sie, dass die Matrix

F(t) = (exp(sin(t)) texp(sin(t))>

0 exp(sin(t))
die Fundamentallosung von F(t) = A(t)F(t) mit F(0) = (3 9) ist. (8 Punkte)
(b) Bestimmen Sie die Monodromie M von F(t) und ein B € C?*2 mit exp(B) = M.
(8 Punkte)

(c) Die Matrix A wird definiert durch B/2w. Bestimmen Sie die zu A gehorige Fundamentalls-
sung F(t) und die Monodromie M. (3 Punkte)

(d) Berechnen Sie nun die Transformation G : IR — €?*2, ¢+ G(¢t), die das gegebene nicht-
autonome System 4(t) = A(t)u(t) gemih Satz 1.63 in das autonome System 7(t) = Au(t)
transformiert. Geben Sie eine Formel an, mit der sich A mit Hilfe von A(t) und G(t) berech-
nen lésst. (4 Punkte)

Abgabe bis spitestens Freitag, den 20. April 2017, 12:00h, in den entsprechenden Brief-
kisten



