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Kapitel 1

GewoOhnliche
Differentialgleichungen

1.1 Einfiihrung

Definition 1.1. Fin dynamisches System ist eine Halbgruppe G zusammen mit einer
stetigen Abbildung
O:GXxM-—>M

auf einem metrischen Raum M die folgendes erfiillt:
(i) ®(0,z) =z fir allex € M
(i) ®(s,P(t,z)) = P(s+t,x) fir alle x € M,s,t € G

Dabei ist G im zeitkontinuierlichen Fall entweder G = R oder G = R{ und im im
zeitdiskreten Foll G = Z oder G = Ny. M heifit Phasenraum.

Der Parameter aus G ist dabei typischerweise die Zeit. Im zeitdiskreten Fall be-
trachten wir nur den Verlauf zu einer Folge von Zeitpunkten, die voneinander durch
gleichlange Zeitabstande getrennt sind. Die beiden Bedingungen (i) und (ii) bedeuten,
dass die Abbildung

G — stetige Abbildungen von M auf sich selber
t—®(t,): M—>M, z— & x).

ein (Halb-)Gruppenhomomorphismus ist. Weil die Halbgruppe Ny und die Gruppe Z
frei von 1 erzeugt werden, haben wir folgende einfach Charakterisierung von zeitdis-
kreten dynamischen Systemen.
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Ubungsaufgabe 1.2. Ein dynamisches System ® mit G = Z oder G = Ny erfillt
O(n,z) = A™(x) fir alle n € Ng mit A : M — M, x+— A(x) = ®(1,z). Wenn
G =7, dann ist A ein Homéomorphismus und es gilt ®(n,x) = A™(x) fir alle n € Z.
Umgekehrt definiert jede stetige Abbildung A : M — M ein dynamisches System mit
G = Ny und jeder Homdéomorphismus A : M — M ein dynamisches System mit G = Z.

Ubungsaufgabe 1.3. Sei ® ein zeitkontinuierliches dynamisches System auf einem
reellen Vektorraum M dessen Abbildung ® partiell nach t differenzierbar ist. Dann ist
fir alle x € M die Bahn t — ®(t,x) eine Lisung der Differentialgleichung

%Cb(t,x) =F(®(t,z)) mit F(z)= %@(O,x).

Wir werden spéter sehen, dass diese zeitkontinuierlichen dynamischen Systeme ein-
deutig durch eine gewohnliche Differentialgleichung bestimmt sind und umgekehrt viele
gewohnliche Differentialgleichung ein zeitkontinuierliches System definieren. Deshalb
steht die Theorie der zeitkontinuierlichen dynamischen Systeme in sehr enger Verbin-
dung zur Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen.

Um einen gegebenen zeitlichen Verlauf zu einem dynamischen System zu machen,
miissen wir zu allererst den Phasenraum richtig wéhlen. Von der richtigen Wahl des
Phasenraumes hingt es ndmlich oft ab, ob ein zeitlicher Verlauf iiberhaupt als dy-
namisches System beschrieben werden kann. Ein Beispiel, das die Entwicklung der
Theorie der dynamischen Systeme ganz wesentlich angestoflen hat, sind die Newton-
schen Gleichungen. In einem Kraftfeld ' wird die Beschleunigung eines Punktteilchens
beschrieben durch die Gleichung

%mﬁc =mi=F
Hier ist m die Masse der Punkteteilchen und ¢ — x(t) die Funktion der Koordinaten in
Abhéngigkeit von der Zeit. Die zeitliche Ableitung bezeichnen wir durch einen Punkt.
Wenn F von x und z und ¢ abhéingt, erhalten wir die gewohnliche Differentialgleichung

mi(t) = F(t, x(t), i (t)).

Die entsprechenden zeitlichen Verldufe der Koordinaten kénnen nur dann durch ein
dynamisches System beschrieben werden, wenn wir den Phasenraum so wéhlen, dass
er neben den Koordinaten z auch die Geschwindigkeit des Punktteilchens enthélt.
Wenn die Kraft auch noch von der Zeit ¢ abhéngt, miissen wir sogar auch noch die Zeit
zu den Freiheitsgraden des Phasenraums hinzufiigen.

Ein anderes Beispiel fiir die Wichtigkeit der richtigen Wahl des Phasenraums sind
Fibonaccis Kaninchen, oder allgemeinere Rekursionsformeln.
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Fibonaccis Kaninchen 1.4. Leonardo von Pisa hat schon 1202 ein Populationsmo-
dell mit diskreter Zeit n = 0,1, 2, ... untersucht. Ein neugeborenes Kaninchenpaar wird
in einen umzdiunten Garten gesetzt. Jedes Kaninchenpaar erzeugt wihrend seines Le-
bens jeden Monat ein weiteres Paar. Fin neugeborenes Paar wird nach einem Monat
fruchtbar und bekommt somit nach zwei Monaten seine ersten Nachkommen. Es soll an-
genommen werden, dass die Kaninchen nie sterben. Bezeichnen wir mit k, die Anzahl
Kaninchenpaare nach n Monaten, dann ist ko = ky = 1 (das erste Paar) und ke = 2,
da das erste Paar seine ersten Nachkommen nach zwei Monaten bekommt. Auch im
dritten Monat bekommt nur das erste Paar neue Nachkommen, es ist also ks = 3. Im
vierten Monat leben noch alle Kaninchen aus dem dritten Monat und die Paare, die
nach zwei Monaten schon da waren, bekommen Nachwuchs. Es ist also ky = k3 + ks.
Allgemein erhdlt man die Rekursionsgleichung

kni1 =k, + ko1 fiir alle neN.

Dabei steht der 1.Term k, fir die Anzahl der Kaninchen, die schon da sind, wdhrend
der 2.Term k,—y die Anzahl der im (n + 1)-ten Monat neu geborenen Kaninchenpaare
angibt. Um aus dieser Rekursionsformel ein zeitdiskretes dynamisches System zu ma-
chen, muss man den Phasenraum als die Menge aller Paare (k,,k,—_1), das heifst man
mufl zu der Anzahl der Kaninchenpaare im jeweiligen Jahr die Anzahl im vorherigen
Jahr hinzufiigen. Das entsprechende dynamische System ldsst sich dann einfach losen.

Man kann dieses dynamische System mit einem generierenden Funktional 16sen. Sei

Dann ist die Ableitung von K (t) das generierende Funktional von

(e}

K(t)=>)_ %nt”l =Y %t".

n=0 n=0

Also folgt aus der Rekursionsgleichung

K(t) = K(t)+ K(t) mit den Anfangswerten K (0) =1 = K(0).

Somit haben wir diese Rekursionsformal also in eine Differentialgleichung iibersetzt und
die Startswerte in ein sogenanntes Anfangswertproblem dieser Differentialgleichung.
WEeil in dieser Differentialgleichung Ableitungen bis zur zweiten Ordnung auftauchen,
werden wir bei der Integration zweimal integrieren miissen und entsprechend zwei In-
tegrationskonstanten auftauchen. Deshalb miissen wir zwei Anfangswerte vorgeben.
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Ganz dhnlich wie bei den Newtonschen Gleichungen miissen wir zu der Folge k,, mit
generierendem Funktional K (t) die Folge k, 4, mit generierendem Funktional K (¢) hin-
zufiigen, um ein dynamisches System zu erhalten. Im néchsten Abschnitt lernen wir,
solche Differentialgleichungen zu l6sen. Wenn das entsprechende Anfangswertproblem
gelost ist, und die Losung im Punkt ¢ = 0 auch glatt ist, dann ergibt ihre Taylorreihe
eine Losung von Fibonaccis Kaninchen. Es stellt sich heraus, dass diese Losung sogar
auf ganz t € C eine konvergente Potenzreihe definiert.

Diese Erweiterungen des Phasenraums im Fall der Newtonschen Gleichungen und
im Fall von Fibonaccis Kaninchen sind miteinander verwandt. Ganz allgemein muss
der Phasenraum grofl genug gewéhlt werden um ein dynamisches System zu erhalten.

Man kann Fibonaccis Kanichen oder allgemeiner Rekursionsgleichungen auch mit
einem anderen generierenden Funktional 16sen. Wir stellen diese andere Methode hier
vor, weil mit ihr auch andere Rekursionsgleichungen gelést werden konnen. Sei diesmal

= Z knz".
n=0
Dann konnen wir die Rekursionsformel direkt in folgende Gleichung umschreiben

K(z) -

—k
7 _ Z kpp1 2" = Z(kn F k)2 = K(2) — ko + 2K (2).

n=1
Wenn wir diese Gleichung nach K(z) auflésen erhalten wir

ko—i‘(kl—k’o)z
1—z—22 °

K(z) =

Mit den Anfangswerten kg = 1 = k; ergibt das

1

K@) ===

Das ist offenbar eine gebrochen rationale Funktion, die auf dem Komplement der Null-
stellen des Nenners analytisch ist und als konvergente Potenzreihe geschrieben werden
kann. Durch Partialbruchzerlegung konnen wir diese Potenzreihe auch ausrechen und
damlt die Fibonaccis Folge l16sen. Seien z; = ‘f Lund 2, = ‘[H die beiden Losungen
von z? + 2z — 1 = 0. Dann gibt es zwei emdeutlge reelle Zahlen o und S mit

1 e}
_ a8

1l—2—22 z—2 z—2y

Durch Multiplikation mit dem Nenner erhalten wir

alzg—2z1) =—1 Pz —2z) =—1
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Mithilfe der geometrischen Reihe ist die Potenzreihe K (z) gegeben durch
1 =/ z\" 1 =/ z\"
K= —— S (2) + =~ N (2
2) (22 — 21);1 nZ:o <Z1> (21 — 22) 22 nZ:o (2’2)

Definition 1.5. x € M heifit Fizpunkt oder Ruhelage eines dynamischen Systems
O:Gx M— M, wenn ®(g,z) =z Vg e€QG.

Beispiel 1.6. Der einzige Fizpunkt der Abbildung A : R — R, x+— 2z ist x = 0.

Definition 1.7. (i) Fir xz € M heifit {®(g,z) | g € G} Orbit oder Trajektorie (durch
x), die Abbildung ®(-,x) : G — M, g+ ®(g,z) heifst Bahnkurve (durch x).

(ii) FEin Orbit durch x heifst periodisch mit Periode g € G, wenn g > 0 und ®(g,z) = x.
FEine Periode heifit Minimalperiode, wenn ®(g,x) # x fir 0 < g < g.

Proposition 1.8. Wenn G eine Gruppe ist, dann definiert die Zugehorigkeit zu einem
Orbit eine Aquivalenzrelation auf dem Phasenraum.

Beweis: Wir definieren also fiir 1,29 € M

X1 ~ T, falls 9 € O(G, zq).
Diese Relation ist eine Aquivalenzrelation, denn
(i) Wegen @(0,-) = 1, ist immer x ~ z.

(i) Gilt zy = ®(t, 1), dann folgt x; = O(—t, x2) aus D(tq,-) o P(ty,-) = P(t; + o, )
und ®(0, -) = 1,,. Die Relation ist damit symmetrisch (x; ~ z9 = x5 ~ x7).

(iii) Gilt 29 = ®(t1, 21) und x3 = P(t2, x2), dann folgt 3 = P(¢;+12)(x;). Die Relation
ist damit transitiv (zq ~ 9,29 ~ T3 = X1 ~ T3). q.e.d.

Beispiel 1.9. Sei M =S'={2€C||z| =1} und ® : Zx M — M gegeben durch die
Drehung ®(n, z) = €™ . 2 mit o € R. Dann ist jeder Orbit genau dann periodisch,
wenn o € Q, also a = %, q € Z,p € N teilerfremd. Die Minimalperiode ist dann p.

Man ist nicht nur an einzelnen Bahnen interessiert, sondern auch am Verhalten be-
nachbarter Bahnen. Z.B. ist es beruhigend, dass auch bei einer kleinen Verdnderung
der Geschwindigkeit der Erde, z.B. durch Meteroiteneinschlag, ihre neue Bahn auf Dau-
er in der Néhe der alten bleibt. Die Untersuchung der Stabilitét von solchen Fixpunkten
wird uns im zweiten Kapitel beschéftigen.
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1.2 Gewdhnliche Differentialgleichungen

Wenn die Abbildung ® eines zeitkontinuierlichen dynamischen Systems auf einem Vek-
torraum M = V partiell nach ¢ differenzierbar ist, dann kénnen wir die Bedingung (ii)
bei s = 0 nach s differenzieren und erhalten

0d(t, x) ~09(0,7)

ot ot
Also erfiillen alle Trajektorien durch den Anfangspunkt zy € M die gewohnliche Diffe-
rentialgleichung ¢(t) = F(¢(t)) mit dem Anfangswert ¢(0) = go. Differentialgleichungen
sind Gleichungen, die Funktionen zu ihren Ableitungen in Beziehung setzen. Wenn die-
se Funktionen von mehreren Variablen abhéngen, dann sind die Ableitungen, die in der
entsprechenden Differentialgleichung mit der Funktion in Beziehung gebracht werden,
partielle Ableitungen. Dann spricht man von partiellen Differentialgleichungen. Typi-
scherweise sind Differentialgleichungen im folgenden Sinne lokale Gleichungen, dass sie
nur die Werte einer gesuchten Funktion und endlich vieler Ableitungen fiir einen Wert
der Variablen miteinender in Beziehung bringen. Mit gewo6hnlichen Differentialglei-
chungen werden also im Allgemeinen Gleichungen von der folgenden Form bezeichnet

F(t,q(t),4(t), -, 4% () = 0.

Hierbei ist ¢ — ¢(t) die gesuchte Funktion, die auch vektorwertig sein kann.

= F(®(t,z)) mit F: V=V x— F(z)

Definition 1.10. Differentialgleichungen von der Form

F(t,q(t),4(t),--,q" () =0
heifsen gewohnliche Differentialgleichungen.

Historisch wurden solche Differentialgleichungen von Newton gleichzeitig mit der
Entdeckung der Differentialrechnung eingefiihrt, um die Bewegung von massiven Teil-
chen im Gravitationsfeld zu beschreiben. Im einfachsten Fall eines Punktteilchens im
Schwerefeld nehmen die Newton’schen Gleichungen folgende Form an:

mg(t) = F(t,q(t),4(t)),

wobei F'(t,q(t),(t)) die auf das Punktteilchen wirkende Kraft darstellt. Im einfachsten
Fall F = —mg taucht nur die zweite Ableitung der gesuchten Koordinatenfunktion von
q des Teilchens in Abhéngigkeit von der Zeit auf, so dass wir deren Losung aus der
Differential- und Integralrechnung schon kennen:

g(t — t0)2.

q(t) = qo + @ (t —to) — 5
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Die Losung konnen wir aus der Differentialgleichung durch zweimaliges Integrieren der
linken und rechten Seite erhalten. Das Ziel unserer Untersuchung einer Differentialglei-
chung ist dabei moglichst alle Losungen zu bestimmen und dann solche zusétzlichen
Eigenschaften der Losungen zu finden, die die Losung eindeutig festlegen.

Definition 1.11. Fine Losung ist eine Funktion q, die so oft differenzierbar ist, dass
alle in der Differentialgleichung vorkommenden Ableitungen existieren, und die zusam-
men mit diesen Ableitungen die Differentialgleichung erfillt.

In der Differentialgleichung
mq = —mg

héangen m (die Masse des Teilchens) und g (das Schwerefeld) nicht von ¢ ab. Deshalb
ist die Differentialgleichung dquivalent zu

§=-g

Wenn wir die linke und die rechte Seite integrieren erhalten wir nach dem Hauptsatz
der Differential- und Integralrechnung

G(t) = q(to) = —g(t —to) bzw.  ¢(t) = 4(to) — g(t —to).
Nach nochmaligem Integrieren erhalten wir schliefSlich

g(t — to)Q‘

q(t) = q(to) + q(to)(t — to) — 5

Die Funktion ¢(t) = —£(t —t0)* + ¢1(t — to) + qo ist auf R unendlich oft differenzierbar
und es gilt:

q(t) = —g(t —to) + @ und  G(t) = —g.

Also sind alle Losungen von der Form

t—1t0)? ] d
q(t) = _M + q1(t — to) + qo, wobei q(tg) = go und d—(i(to) =q.

Damit haben wir in diesem einfachen Beispiel unser Ziel erreicht.

Zusammenfassung 1.12. Die hichste vorkommende Ableitung der Differentialglei-
chung md = —gm ist die zweite Ableitung. Durch geeignetes zweimaliges Integrie-
ren konnten wir die Differentialgleichung losen. Dabei entstanden zwei Integrations-
konstanten und die Losungen waren dann eindeutig durch die Wahl dieser Integrati-
onskonstanten bestimmt. Diese Integrationskonstanten konnten wir schliefSlich als die
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Werte der Losung und ihrer ersten Ableitung zu dem Zeitpunkt ty interpretieren. Des-
halb ist der Lésungsraum dieser Differentialgleichung zweidimensional und wird pa-
rametrisiert durch (q(to),q(to)) € R?. Zu jeder solchen Wahl eines Anfangszustandes
(q(t0),q4(to)) = (g0, q1) gibt es dann genau eine Lisung, die gegeben ist durch

q(t) = —g(t — t0)2 + ql(t — to) + qo.

Typischerweise beschreiben solche Differentialgleichungen die zeitliche Entwicklung
von verdnderlichen Gréflen in der Natur. Diese Differentialgleichungen geben dann ein
kausales Verhalten der verénderlichen Gréflen vor. Durch das Losen der Differential-
gleichung kénnen wir aus der Kenntnis der verdnderlichen Groéflen und geniigend vieler
Ableitungen von ihnen zu einem (Anfangs-)Zeitpunkt ¢, das Verhalten von ihnen sowohl
in der Zukunft, als auch in der Vergangenheit ausrechnen und damit ihr Verhalten in
der Zukunft vorhersagen und auf ihr Verhalten in der Vergangenheit zuriickschlielen.
Die Anzahl der Ableitungen, die wir zum Zeitpunkt ¢, kennen miissen, ist gegeben
durch die Anzahl der Integrationskonstanten, also die Anzahl der Integrale, die wir
bendtigen, um die Gleichung zu 16sen. Da im Allgemeinen auch die Funktionswerte
vorgegeben werden, also die Nullte-Ableitung, sollten alle Ableitungen bis zu einer
Ordnung niedriger als der héchsten vorkommenden Ableitung vorgeben werden.

Definition 1.13. Die Ordnung einer Differentialgleichung ist die hichste vorkommen-
de Ordnung aller auftauchenden Ableitungen einer Differentialgleichung.

Definition 1.14. (Anfangswertproblem) Die Suche nach einer Lisung q einer gewéhn-
lichen Differentialgleichung der Ordnung n, die an einem Wert tg der Variablen t (nach
der abgeleitet wird) zusammen mit den ersten n — 1 Ableitungen die Werte

q(to) = o, G(to) = a1, - -, ¢ (to) = g1
annimmt, heifst Anfangswertproblem.

Aufgrund unserer Voriiberlegungen erwarten wir, dass jedes solche Anfangswertpro-
blem eine eindeutige Losung hat. Wir werden spéter auch Bedingungen angeben, unter
denen wir die Existenz und Eindeutigkeit der Losungen solcher Anfangswertprobleme
beweisen kénnen. Es stellt sich heraus, dass manche dieser Anfangswertprobleme viele
Losungen besitzen und andere gar keine.

Beispiel 1.15. (i) Das Anfangswertproblem ¢ = 2+/|q| mit q(0) = 0 hat die Losungen
(t —b)? firb<t

0 fir —a<t<b

—(t+a)*  firt< —a

q(t) =

Hier sind a und b zwei nichtnegative reelle Zahlen, die beide auch oo sein kénnen.
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(i) Sei f : R — R eine Funktion, die keine Stammfunktion besitzt (z.B. die charak-
teristische Funktion der rationalen Zahlen). Dann hat das Anfangswertproblem
G = f mit q(0) =0 keine Losung.

Die charakteristische Funktion der rationalen Zahlen besitzt auf keinem offenen
Intervall (a,b) eine Stammfunktion. Wenn namlich F eine solche Stammfunktion
wdre, dann wire x — F(x) monoton wachsend und x — F(x) —x monoton
fallend. Wegen dem Mittelwertsatz muss fir alle x1, x5 € (a,b) entweder gelten

F(z1) — F(xg) = x1 — x5 oder F(xy) — F(xg) = 0.

Im zweiten Fall folgt aus der Monotonie von F, dass F zwischen xy und xs
konstant ist und im ersten Fall folgt aus der Monotonie von x — F(x) — x, dass
diese Funktion zwischen x1 und xo konstant ist. Also ist die Ableitung von F
zuischen x1 und xo entweder konstant gleich 0 oder konstant gleich 1. Damit ist
F keine Stammfunktion der charakteristischen Funktion der rationalen Zahlen.

1.3 Gewdhnliche Differentialgleichungssysteme

Im einfachsten Fall sind die Funktionen, die mit ihren Ableitungen die Differentialglei-
chung erfiillen soll, reelle Funktionen. In diesem Fall hat eine gewohnliche Differential-
gleichung der Ordnung n die Form

f(t,qt),q(t),...,q™(#) =0, wobei f:R"™ R

eine reelle Funktion ist. Hierbei werden nur die Werte einer reellen Funktion und aller
ihrer Ableitungen bis zur Ordnung n zu einem Zeitpunkt ¢ mit einander in Beziehung
gebracht werden. Wenn wir zusétzlich noch annehmen, dass sich die Differentialglei-
chung nach der héchsten Ableitung auflosen ldsst, dann nimmt sie die Form

d™(t) = f(t,q(t),q(t),...,q" "V (t)) an, mit einer Funktion f R SR

Wenn wir Funktionen ¢ mit Werten in einem normierten Vektorraum V (z.B. V = R™)
betrachten, dann nimmt sie die Form

d™(t) = f(t,q(t),q@),...,¢"V(t)) an, mit einer Funktion  f:R x V" = V.

Solche Differentialgleichungen heiflen Systeme von gewthnlichen Differentialgleichun-
gen oder gewohnliche Differentialgleichungssysteme. Um die folgende Untersuchung zu
vereinfachen, machen wir von folgender Beobachtung Gebrauch.
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Satz 1.16. Jedes gewohnliche Differentialgleichungssystem von obiger Form ldsst sich
in ein gewdhnliches Differentialgleichungssystem erster Ordnung verwandeln, indem
wir V- durch V™ ersetzen. Wenn aufSerdem t zu einer zusdtzlichen Komponente von q
gemacht wird, also V' durch R x V" ersetzt wird, dann hédngt f nicht mehr von t ab.

Beweis: Fassen wir die Funktionen (¢,q,...,¢™ ") zu einer V™-wertigen Funktion
zusammen, so ist die gewohnliche Differentialgleichung

¢ (t) = f(t,q(t),4(t), ... (1))
offenbar dquivalent zu

d

2 (@(®),4(), a7 V1) = (a(t), -, "7 (1), f(ta(®), ), -, "V (D).

Hierbei geht das entsprechende Anfangswertproblem

q(t0) = qo, - -, 4" V(L) = gus

iiber in
(Q7 Lja s Jq(nil))(t()) = (Q(b s 7Qn—1)-

Wenn wir ¢ auch noch um die Funktion ¢ erweitern, dann ist die urspriingliche Diffe-
rentialgleichung offenbar dquivalent zu

d, . . L . .
St ™) = (L S (GG )),

Hierbei geht das entsprechende Anfangswertproblem
q(to) = g0, -+, 4"V (t0) = gns
iiber in
(t,q,4, 4" ) (to) = (to, qo, - - Gn). g.e.d.

Die Ableitung von zeitkontinuierlichen Systemen werden durch solche Differential-
gleichungssysteme beschrieben. Im néchsten Abschnitt untersuchen wir, unter welchen
Bedingungen diese Differentialgleichungen die Abbildung ® eindeutig bestimmen.

Beispiel 1.17. Die Differentialgleichung mq = —gm ist dquivalent zu dem Differenti-

algleichungssystem
d g\ _(d\_(0 1\ [(q\ (O
dat\¢g) \—g) \0 0)\4g g)
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1.4 Existenz und Eindeutigkeit

Das wichtigste mathematische Mittel um die Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen
von Differentialgleichungen zu beweisen ist der Banachsche Fixpunktsatz.

Satz 1.18. (Banachscher Fixpunktsatz) Sei X ein vollstindiger metrischer Raum
und f eine lipschitzstetige Abbildung von X nach X mit Lipschitzkonstante L < 1, d.h.
fir alle x,y € X gilt d(f(z), f(y)) < Ld(x,y). Dann besitzt f genau einen Fizpunkt
und fiir jedes xo € X konvergiert die Folge (z,)nen mit x,11 = f(x,) fiir alle n € Ny
gegen den Fixpunkt.

Beweis: Aus der Lipschitzstetigkeit von f folgt fiir jedes n € N und alle z,y € X:

d(f"(x), f"(y)) < L"d(z,y).

Hier bezeichnet f™ die n-fache Verkniipfung von f mit sich selber. Also folgt aus der
Dreiecksungleichung fiir alle m > n € N:

A" (o), (x0) < 3 d(F (w0)), £ (o) < 3" Ld(f(xo), x0)
— - o)) < —Ed(f (o), o).

1-L 1-L

Wegen 0 < L < 1 konvergiert %d( f(xo), zo) gegen Null und (z,,),en ist eine Cauchy-
folge. Wegen der Vollstéandigkeit konvergiert sie. Wegen der Stetigkeit von f gilt
f (hm xn) = lim f(x,) = lim z,.; = lim x,.
n—oo n—oo n—oo n—oo

Also ist der Grenzwert ein Fixpunkt von f. Wegen der Lipschitzstetigkeit von f ist
der Abstand von zwei Fixpunkten kleiner oder gleich als L mal dem Abstand. Also ist
(1 — L) mal dem Abstand kleiner oder gleich Null. Dann ist wegen L < 1 der Abstand
nicht positiv, also gleich Null und beide Fixpunkte stimmen {iberein. q.e.d.

Um die Existenz und Eindeutigkeit von Losungen von Differentialgleichungssyte-
men in normierten Vektorrdumen zu zeigen, miissen wir Funktionen von Intervallen in
normierte Vektorrdume integrieren. Dafiir wollen wir das Riemannintegral auf solche
Funktionen ausdehnen. Fiir jedes Teilintervall I C [a,b] eines kompakten Intervalles
[a,b] und jedes Element v eines normierten Vektorraumes V iiber K definiert

fallst € I
vxr : |a,b] =V, »—>{U A

0 sonst
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eine Funktion in B([a,b],V’). Dabei kann I auch aus einem Punkt bestehen. Die end-
lichen Linearkombinationen solcher Funktionen heiflen Treppenfunktlonen Sle bilden
einen Untervektorraum von B([a,b], V). Wir definieren das Integral f vxr(t)dt als v
mal der Intervalllinge ||, und setzen es linear auf alle Treppenfunktionen fort. er zei-
gen jetzt, dass diese lineare Fortsetzung eindeutig ist. Fiir jedes Teilintervall I C [a, b]
ist [a,b] \ I die Vereinigung von einem oder von zwei schnittfremden Intervallen, und
entsprechend [a, b] die Vereinigung von zwei oder drei schnittfremden Intervallen, von
denen eines [ ist. Die Schnittmengen I; von jeweils einem Intervall aus allen solchen
Zerlegungen von endlich vielen J; zerlegen [a,b] = |J, I; in endlich viele schnittfremde
Teilintervalle, so dass jedes J; eine Vereinigung von endlich vielen I; ist. Dann gilt fiir

=2 = X Z{jchJ viomit v e
/f Bt = uyv] S =310 Y = /ZX, vsdt.

{i.51L:CJ;} i {3l CJs} {J\I CJj;}

Also ist das Integral der Treppenfunktion f unabhingig von der Zerlegung in eine
Linearkombination von y jv;. Es folgt
b
= [

b

= <
a f(t)dtH HZ{MCJJ_}|L|UJ <>
< , .
<D Mlmax Dy

Also definiert das Integral eine lipschitzstetige lineare Abbildung von dem normierten
Unterrvektorraum aller Treppenfunktionen in B([a, b], V') nach V' mit Lipschitzkonstan-
te (b—a). Die Elemente des Abschlusses dieses Unterraumes heifien einfache Funktionen
(sieche Dieudonne: Grundziige der modernen Analysis 1 Abschnitt 7.6).

. Vj
{Jl:CJ;}

= (b= a)|lfll-

Satz 1.19. In einem Banachraum V ist f € B([a,b],V) genau dann einfach, wenn
es fir jedes x € [a,b] Elemente v,w € V' gibt, und fir jedes € > 0 ein 6 > 0, so dass
| f(y)—v| < € firalley € (x—3,z)N]a,b] und || f(y)—w|| < € firalley € (z,2+0)N[a, b]
gilt. Jede einfache Funktion hat hochstens abzdhlbar viele Unstetigkeitsstellen.

Beweis: Wenn f die obige Bedingung erfiillt, dann ist fiir jedes € > 0 jedes z €
[a,b] in einem in [a, b] offenen Teilintervall I, C [a,b] enthalten, so dass die Absténde
zwischen Funktionswerten von f an zwei Punkten von I, N (—o0, z) oder von I, N(x, c0)
jeweils kleiner als € sind. Die offene Uberdeckung Uxe[a’b] I, der kompakten Menge [a, b]
besitzt eine endliche Teiliiberdeckung. Wir ordnen die Randpunkte und Indexpunkte
der entsprechenden Intervalle I, zusammen mit a und b der GroBe nach an. Dann gibt es
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eine Treppenfunktion in B(f,€) C B([a,b],V), die zwischen zwei aufeinanderfolgenden
Punkten jeweils konstant ist. Das gilt fiir alle ¢ > 0, und f ist eine einfache Funktionen.

Wenn umgekehrt f einfach ist, dann gibt es fiir jedes € > 0 eine Treppenfunktion
g € B(f,€¢/2). Fiir jedes x € [a, b] wihlen wir 6 > 0 so, dass g auf (z —d,2) N [a, b] und
(x,x 4+ d) N [a,b] konstant ist. Der Abstand zwischen Funktionswerten von f an zwei
Punkten in (z—4,z)N[a, b] oder in (z,z+7§)N[a, b] ist also jeweils kleiner als €. Das gilt
fiir jedes € > 0 mit einem geeignet gewéhlten o > 0. Fiir streng monotone wachsende
bzw. fallende gegen x konvergierende Folgen (x,,),en sind (f(x,,))nen Cauchyfolgen mit
Grenzwerten v bzw. w. Dann erfilllt f die Bedingung des Satzes. Wenn x nicht zu
den abzihlbar vielen Unstetigkeitsstellen einer in B([a, b], V') gegen f konvergierenden
Folge von Treppenfunktionen gehort, dann gibt es fiir jedes € > 0 ein d > 0 so dass die
Absténde zwischen den Funktionswerte von f an zwei Punkten in (z —§,z +§) N|a, b]
kleiner als € sind. Deshalb ist f an hochstens abzéhbar vielen Punkten unstetig q.e.d.

Die Summe der charakteristischen Funktionen der Intervalle (355, 5-) ist auf [0, 1]
riemannintegrable mit abzéhlbar vielen Unstetigkeitsstellen, aber nicht einfach.

Fiir einen Banachraum V ist der Abschluss des Unterraumes der Treppenfunktionen
in B([a,b],V) auch ein Banachraum. Das Integral setzt sich zu einer stetigen linearen
Abbildung von den einfachen Funktionen nach V fort. Aus der Lipschitzstetigkeit von
Fes [P F@ydt, £ | )] und [|£]) = [P £(2)]dt folgt fiir einfache Funktionen f

/abf(t)dtH < /ab If @)t < (b — )| f]]so-

Satz 1.20. Fiir eine einfache Funktion f € B(la,b],V) ist F' : [a,b] — V mit F(t) =
fcf f(s)ds lipschitzstetig und dort, wo f stetig ist, differenzierbar mit F'(t) = f(t).

Beweis: Fiir ¢,y € [a,b] gilt ||F(t) — F(to)]] < |j;iJ lf(s)|lds| < [t —to|- || flloo- Also ist
F lipschitzstetig. Aus || f(s) — f(to)]| < € fiir s € [to,t] N [a, b] bzw. [t,to] N [a, b] folgt

[FO=F)_

t—1o

_—/ 17(s) — f(to)ds < e.

Insbesondere ist F' iiberall dort, wo f stetig ist, differenzierbar mit F’(t) = f(¢).q.e.d.
Aus dem Mittelwertsatz 8.5.1. (Dieudonne: Grundziige der modernen Analysis 1
Abschnitt 8.5) folgt, dass eine stetige Funktion F' : [a,b] — V, die aufierhalb einer
abzéhlbaren Teilmenge differenzierbar ist, und deren Ableitung dort mit einer einfachen
Funktion f iibereinstimmt, sich nur um eine Konstante von fax f(t)dt unterscheidet.
Wir zeigen jetzt die Existenz und Eindeutigkeit von gewohnlichen Differentialglei-
chungen. Wir miissen an die Nichtlinearitat allerdings Bedingungen kniipfen.
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Definition 1.21. Eine Funktion f von einem metrischen Raum X in den metrischen
Raum Y heifit lokal lipschitzstetig, wenn es fiir jedes xy € X eine Umgebung U C X
von xo gibt und eine Lipschitzkonstante L > 0, so dass fir alle x,2’ € U gilt

d(f(z), f(2')) < Ld(z,z").

Satz 1.22. (von Picard Lindeldf) Sei I ein offenes Intervall, U C V eine offene
Teilmenge eines Banachraums V und f : I x U — V eine stetige Abbildung, die
beziiglich der zweiten Variablen lokal lipschitzstetig ist, d.h. fir jedes (to,qo) € I x U
gibt es ein § > 0 und ein L > 0, so dass fir alle (t,q), (t,q) € (to — d,to+ ) X B(qo,9)

17t q) = f(& DI < Lilg — 4|

gilt. Dann gibt es fir jedes (ty,qo) € I x U ein € > 0, so dass das Anfangswertproblem
q(t) = f(t,q(t)) mit q(ty) = qo auf (to — €,to + €) genau eine Lisung besitzt.

Beweis: Wegen der lokalen Lipschitzstetigkeit gibt es geeignete ¢ > 0 und L > 0 mit
1f(ta) — F(LD)| < Llg — ll fiir (£,q), (£,3) € [to — 8, to + 0] x Blgo,0). Fitr € < & el

F: C([to— € to+¢€],B(qo,0)) = C([to — €,to + €], V),

¢ F(g) mit ﬂ@w:%+/7@amw.

to

Fiir € (|| (-, ¢0)]loo + L) < 6 folgt

17(q) — qollo < < e(If (-, q0) oo + L6) < 6.

/U@%Hﬁ@dw—ﬂ@wﬂs

to

Also bildet F' C([to — €,to + €], B(qo,0)) auf sich selber ab. Fiir ¢ und § gilt dann

1F(q)(t) = F(@) (@) < /t 1/ (s, a(s) = f(s,4(s))] ds < €Lllg = Gl co-

) 1 )
Sei also € kleiner als € < min < 6, ,— ¢ = min< d, .
{ 1/ q0)lloe + L6 L} { ||f('7QO)||oo+L5}

Die Abbildung F' von dem vollstindigen metrischen Raum C([tg — €,to + €, B(qo,9))
auf sich selber ist lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante e¢- L < 1. Jeder Fixpunkt ist auf
t € (to—e, to+€) wegen Satz differenzierbar und 16st das obige Anfangswertproblem
mit ¢(tp) = go. Wenn ¢ umgekehrt auf (to—e¢, tp+¢€) das Anfangswertproblem 16st, dann
haben F'(q) und ¢ die gleichen Ableitungen und die gleichen Funktionswerte bei t = .
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Also stimmen diese Funktionen iiberein und jede Losung des Anfangswertproblems ist
ein Fixpunkt von F'. Die Existenz und Eindeutigkeit dieses Anfangswertproblems auf
(to — €ty + €) folgt also aus dem Banachschen Fixpunktsatz. q.e.d.

Betrachten wir die Losung des Anfangswertproblems in Abhéangigkeit von tg, qo,
und f, so konnen wir im Beweis fiir alle Anfangswerte %y, §o und in ¢ lipschitzstetige f
mit Lipschitzkonstanten L nahe bei L aus einer Umgebung von (to, qo, f) in dem Raum
[to — 0,10+ 0] X B(qo,d) x C([to — 6, to + 6], B(qo,9)) dasselbe € wéhlen. Zusammen mit
F héngt dann auch die entsprechende Losung stetig von diesen Daten ab.

Wegen Satz kénnen wir das Anfangswertproblem in ein solches verwandeln,
in dem f nicht von ¢ abhéngt. Weil solche Anfangswertprobleme beziiglich t trans-
lationsinvariant sind, konnen wir dann t5 = 0 wéhlen. Deshalb untersuchen wir im
folgenden nur die Abhéngigkeit der Losung des Anfangswertproblems von ¢g und f.
Die entsprechende autonome gewohnliche Differentialgleichung wird durch ein Vektor-
feld F' : U — V auf einer offenen Teilmenge U C V eines Banachraumes gegeben. Die
Losung des entsprechenden Anfangswertproblems heifit Integralkurve durch x:

q(t) = f(q(t)) mit ¢(0)==
Jede Losung g von ¢(t) = f(t,q(t)) mit einer differenzierbaren Funktion f erfiillt

)= 0y = 200 | FEO0) ) _ DFCA0) , DFEOO 1 )

Indem wir mehrfach ableiten sehen wir, dass fiir  mal (stetig) differenzierbare Funk-
tionen f, jede Losung auch (r + 1) mal (stetig) differenzierbar ist. Dann héngen die
Losung der entsprechenden Anfangswerte auch r mal (stetig) differenzierbar von ¢o ab:

Satz 1.23. Sei I ein offenes Intervall, U C V eine offene Teilmenge eines Banach-
raums V und f : I x U — V eine stetige Abbildung, die partiell nach q r mal ste-
tig differenzierbar ist mit r € N. Dann gibt es fir alle (to,q0) € I x U eine offe-
ne Umgebung W von qy in V', € > 0 und eine r mal stetig differenzierbare Funktion
g: W = C([to—e¢, to+e], V), so dass fir alle ¢ € W die Funktion g(q1) auf (to—e€, to+e)
die eindeutige Losung des Anfangswertproblems ¢(t) = f(t, q(t)) mit q(to) = q1 ist.

Beweis: Wir benutzen den Satz der impliziten Funktion. Weil g—f; stetig ist, gibt es
ein 0 > 0, so dass U den offenen Ball (tg — d,ty + ) x B(qo,d) enthalt und g—f; auf
(to — 0,to + 6) x B(qo,0) durch L beschrankt ist. Wegen dem Schrankensatz ist dann
f auf (tg — d,t0 + &) x B(qo,9) fiir festes ¢ in ¢ lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante
L > 0. Sei also 0 < € < min {5, %} dahnlich gewahlt wie in dem Beweis des Satzes von
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Picard-Lindelof. Dann definiert
F:V xC([to—€,to+¢€,B(q,0)) = C([to — e, to+ €|, V),  (q1,9) = F(q1,9)

mit  F(q,¢)(t) = ¢ -l—/t f(s,q(s))ds

eine stetige Abbildung. Die partielle Ableitung 2& (‘h 9 ist gegeben durch
F F
D) - eto+ V) Cllto—eto+ V), 2P0y
. OF (q1,9) /t 9f(s,4q(s))
mit ——(2)(t) = | —=——=(2(s))ds.
otz = [ P ()

Weil die Ableitungen %(S beschrinkt sind durch L, ist die Ableitung 2 qqlq be-
schrinkt durch Le < 1. Also konvergiert fir ¢; € V und ¢ € C([ty — €,ty + €], B(qo,9))
die Neumannsche Reihe

OF , -1 > OF , l
(1t~ 2E0) 3 (90

1=0 q
in L(C([to — €,to + €],V)) gegen den inversen Operator von Ie(p,—eto+e,v) — %ﬁ’q).
Offenbar ist fiir ¢;,q2 € V die punktweise Differenz F(qi,q) — F(g2,q) der entspre-
chenden Abbildungen gleich der konstante Abbildung ¢; — ¢s. Deshalb ist fiir jedes
q € C([to — €,to + €], B(qo,9)) die Abbildung ¢ — F'(q1,q) eine glatte Abbildung von
V nach C([to — €ty + €], V). Also ist die Abbildung

G:V xC([to—€,tg + €], B(qo,0)) = C([to — €,t0 + €], V),
(01,9) = (Lo(o—ctord Baos) — Fla,9) = ¢~ F(q,q)

eine stetig differenzierbare Abbildung und besitzt auf dem gesamten Definitionsbereich
eine invertierbare partielle Ableitung nach ¢ € C([to—¢, to+¢€], B(qo, d)). Das Urbild der
0 € C(I,V) besteht genau aus den Fixpunkten der Abbildungen ¢ — F(qi,q). Wegen
dem Satz der impliziten Funktion gibt es eine stetig differenzierbare Abbildung g von
einer Umgebung W von ¢y € V auf die entsprechenden Fixpunkte der Abbildungen
q — F(q,q). Sie ist genauso oft stetig differenzierbar, wie G. Weil das Integral von
to nach ¢ eine lineare stetige und damit glatte Abbildung von C([ty — €,y + €], V') auf
sich selber ist, sind die partiellen Ableitungen von G nach ¢ bis zur selben Ordnung
stetig, bis zu der auch die partiellen Ableitungen von f nach ¢ stetig sind. Also ist G
und damit auch g r mal stetig differenzierbar. q.e.d.
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Der Beweis zeigt auch, dass die Losung des Anfangswertproblems unter den gleichen
Voraussetzungen stetig differenzierbar von t; und von f abhéngt, wenn auf dem Raum
der Funktionen f € C(I x U,V) die Supremumsnorm von f und von g—{; benutzt wird.
Wenn in diesem Satz die Funktion f nicht von ¢ abhéngt, dann lassen sich die ersten
r + 1 Ableitungen ¢(t),...,q"*V(¢) der Losung durch die ersten r Ableitungen der
Funktion f nach ¢ bei ¢(t) ausdriicken. Deshalb sind die entsprechenden Losungen des
Anfangswertproblems sogar (r + 1) mal stetig nach t differenzierbar. Fiir glatte f, die
nicht von ¢ abhéngen, héingen die Losungen des Anfangswertproblems glatt von ¢g und ¢
ab. Die Abhéngigkeit von t( ist wenn f nicht von ¢ abhéngt trivial. Hohere Ableitungen
nach ty konnen wir mit dem oben beschriebenen Trick fiir differenzierbare Funktionen
f kontrollieren. Jetzt setzten wir die Losungen auf moéglichst grofle Intervalle fort.

Satz 1.24. (Globale Ezistenz und Findeutigkeit) Sei O C R x V' eine offene Teilmenge
und f: O — V eine stetige Abbildung, die wie bei der lokalen Ezistenz und Findeu-
tigkeit lokal lipschitzstetig ist. Dann gibt es fiir jedes (to, qo) € O genau ein mazximales
Intervall (a,b) C R, das ty enthdlt, und auf dem das Anfangswertproblem

q(t) = f(t,qt)) mit q(to) = qo

genau eine Lisung q enthdlt. Das Intervall ist in dem Sinne mazimal, dass an beiden
Rdéndern, also bei a und b, jeweils eine der folgenden Bedingungen erfillt ist:

(i) a = —o0 bzw. b = 0.
(ii) t— || f(t, q(t))] ist fir kleine e > 0 auf (a,a + €) bzw. (b — €,b) unbeschrankt.

(iii) Die Losung q ldsst sich stetig auf [a,b) bzw. (a,b] fortsetzen, der Graph der Fort-
setzung liegt aber nicht in O, d.h. lgfn(t, q(t)) ¢ O bzw. lti%?@’ q(t)) € O.
Beweis: Wir betrachten zuerst zwei Losungen ¢ : (ai,b1) — V und ¢z @ (ag,b2) = V
von ¢(t) = f(t,q(t)) mit ¢i(t1) = gao(t1) fiir ein ¢; € (a1, b1) N (az, b2). Sei A die Menge
A= {(I € (al,tl] N ((IQ, tl] | ql(t) = QQ(t) fir alle t € [CL, tl]}

Fiir jedes t € (inf A,t;] gibt es ein @ € A mit a < t, so dass t € A folgt. Also liegt
A zwischen (inf A,¢;] € A C [inf A, ¢;]. Wegen der Stetigkeit von ¢ — ¢o ist A in
(ay,t1] N (a9, t1] abgeschlossen und besitzt wegen dem Satz von Picard-Lindelof kein
Minimum. Also ist A gleich (ay,t1] N (ag,t;]. Genauso gilt auch

B = {b S [tl,bl) N [tl,bg) | ql(t) = QQ(t) fir alle t € [tl,b]} = [tl,bl) N [tl,bg).
Also stimmen ¢; und ¢y auf (a, by) N (ag, by) iiberein. Alle Losungen von

q:(a,b) 3t =V mit  ¢(t) = f(t,q) und q(to) = g
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definieren auf der Vereinigung ihrer Definitionsbereiche auch eine Losung. Wir zeigen
jetzt, dass diese Vereinigung an beiden Réndern die Bedingung (iii) erfiilt, wenn (i)
und (ii) nicht gelten. Dann ist ||| auf (a,a + €) bzw. (b — €,b) beschrinkt und ¢ ist
dort lipschitzstetig. Fiir jede Folge (¢,)nen, in (a,b), die gegen a bzw. b konvergiert,
konvergiert (¢,,q(t,))nen in R X V' gegen den gleichen Grenzwert. Liegt der Grenzwert
in O, besitzt wegen des Satzes von Picard-Lindelof das Anfangswertproblem

i) = flta(t) mit @)= limg(t)  bav.  q()= lim gt

—a+ t—b—
eine Losung in einer Umgebung von a bzw. b. Die urspriingliche Losung ¢ ist auch ein
Fixpunkte der Einschrankung der entsprechenden Abbildung F' im Beweis des Satzes
von Picard Lindelof auf Funktionen auf [to, tg + €] bzw. [tg — €, 1], weil ¢ — F(q) auf
(to, to + €) bzw. (to — €,to) konstant ist, und bei ¢y verschwindet. Dann 148t sich die
Losung auf ein grofieren Intervall als (a, b) fortsetzten. Also gilt (iii). q.e.d.

Bemerkung 1.25. (i) Fir partiell nach q stetig differenzierbare f ist g—f; lokal be-
schrinkt und f wegen dem Schrankensatz in q lokal lipschitzstetig.

(ii) Wenn (ii) gilt, kann t — f(t,q(t)) nicht stetig auf [a,a + €) bzw. (b — €,b] fortge-
setzt werden. Dann konnen q und f nicht stetig auf griffere Definitionsbereiche
fortgesetzt werden, die a bzw. b und (a,q(a)) bzw. (b, q(b)) enthalten.

(iii) FirdimV < oo ist f auf beschrinkten und in R x V' abgeschlossenen Teilmengen
von O beschrankt. Wenn also anstatt (iii) die schwéichere Bedingung (iii’) nicht
gilt, dass fiir eine in (a,b) gegen a bzw. b konvergente Folge (t,)nen die Folge
(tn,q(tn)) in R X V' konvergiert mit lim, o (t,, ¢(t,)) & O, dann muss entweder
(i) oder (ii) fir t — ||q(t)|| gelten. Also konnen wir fir dimV < oo (iii) durch
(#3°) und in (ii) t — || f(t,q(t)|| durch t — ||q(t)| ersetzen.

(iv) Jedes kompakte Teilintervall I einer mazimalen Lésung konnen wir durch endlich
viele Intervalle (t; —€,t;+¢€) aus dem Satz von Picard-Lindeldf iberdecken. Dann
sind auch die Losungen der Anfansqwertporbleme zu den Daten aus Umgebungen
von (to,qo) und von [ auf I definiert, und hingen stetig von den Daten ab.

Wenn dim V' < oo verallgemeinern wir die Existenz, aber nicht die Eindeutigkeit
(wir kennen schon ein Gegenbeispiel), auf stetige Funktionen f. Dafiir zeigen wir den

Satz 1.26. (Arzela-Ascoli) Sei K ein kompakter metrischer Raum und V' ein Banach-
raum mit dim V' < oo. Eine Teilfolge einer Folge (fn)nen in C(K, V) konvergiert, wenn

(i) fir jedes x € K die Folge (fy,(z))nen beschrinkt ist und
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(ii) fir jedes x € K die Folge (fn)nen gleichgradig stetig ist in x, d.h. fir jedes x € K
und jedes € > 0 gibt es ein 0 > 0, so dass fn(2') € B(fn(x),e) C V fir alle
' € B(x,0) C K und fir alle n € N gilt.

Beweis: Wir zeigen zunéchst, dass die Folge (f,,)nen sogar auf K gleichgradig stetig ist.
Fiir jedes ¢ > 0 und y € K gibt es wegen (ii) ein d, > 0, so dass || f,(z) — fn(y)|| < 5 fiir
alle n € Naus d(z,y) < 26, folgt. Wegen der Kompaktheit von K hat die Uberdeckung
{B(y,0,)|ly € K} eine endliche Teiliiberdeckung K = B(y;,01) U... U B(yn,dn). Sei
0 das Minimum von 4y, ...,dy. Dann enthélt fir alle Paare z,2" € K mit d(z,2') < ¢
einer der Bille B(y1, 1), ..., B(yn,dn) den einen Punkt x. Damit sind beide in einem
der Bélle B(y1,201), ..., B(yn, 20y5) enthalten. Daraus folgt || fn(2)—f(2')]| < §+5 =€
fiir alle n € N. Also ist die Folge ( f,)nen gleichgradig stetig auf ganz K.

Sei (x;)ien eine Folge, die in K dicht liegt. Wegen (i) ist dann fiir alle [ € N der
Abschluss A; der Menge der Folge (f,(x;))nen eine kompakte Teilmenge von V. Wir
definieren induktiv eine Teilfolge (gn)nen von (fn)nen und eine Folge (a;)eny in V,
so dass |\gn(7)) — @l < + fiir alle | € N und n > [ gilt. Dafiic wihlen wir zuerst
einen Haufungspunkt a; von (f,(x1))nen und eine Teilfolge (gn)nen von (fn)nen mit
|gn(x1) — a1]| < 2 fiir alle n € N. Induktiv wéihlen wir danach fiir jedes L € N\ {1}
einen Haufungspunkt a; von (g,(xr))nen, und ersetzen die Folgenglieder von (g, )nen
mit Indizes grofer als L — 1 durch eine Teilfolge von (g, )n>1, so dass [|g,(z1) —ar]| < <
fiir alle n > L gilt. Dann gilt [|g,,(2;) — a;f| < £ fiiralle/ =1,...,L und n > L.

Dann gibt es fiir jedes € > 0 ein § > 0, so dass ||g,(2) —gn(2')| < § fiir allen € N aus
r,x" € K mit d(x,z") < ¢ folgt. Also gibt es ein M € N, so dass ||gm (1) — gn(z1)|| < §
fiir alle m,n > M an den Zentren der Bille einer endlichen Teiliiberdeckung von K
durch (B(x,0))en gilt. Es folgt fir alle z € K und n,m > M

19m (@) =g (@) < g (@)= gon (@[] G (20) = (@) |+ gn (20) =g (@) | < S4=+= = €.

Also ist (gn)nen eine Cauchyfolge und konvergiert in C'(K, V). q.e.d.

Satz 1.27. (Satz von Peano) Sei I ein offenes Intervall, U eine offene Teilmenge
eines endlichdimensionalen Banachraums V und f : I x U — V stetig. Dann gibt
es fir jedes (to,q0) € I x U ein € > 0 und auf (to — €,t9 + €) C I eine Losung des
Anfangswertproblems ¢(t) = f(t,q(t)) mit q(to) = qo-

Beweis: Weil f stetig ist, gibt es fiir jedes (to,q0) € I X U ein € > 0, so dass
K. CcIxU und It q)|l < |If(to,qo0)]| + 1 fir alle (t,q) € K.

fir K. = [to — €,to + €] x B(qo, || f(to, qo)|l€ + €) gilt. Fiir jede Partition P

[to — G,t(] + 6] = [t—M7t1—M] U...uU [t_l,to] U [to,tl] Uu...U [tN—latN]



24 KAPITEL 1. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

mittg—e=t_py <ty <...<t_1 <tg<ti <...<ty_1 <ty =to+edesIntervalls
[to — €,to + €], die ty als den Anfangs- und Endpunkt eines Teilintervalls enthélt, defi-
nieren wir folgendermaflen eine Naherungslosung qp der Differentialgleichung. Auf den
Intervallen [t_,,,t;_,,] definieren wir ¢p induktiv fiir m = 1,...,m = M dadurch, dass
jeweils der Wert bei t;_,, fiir m = 1 gleich ¢ ist und fiir m > 1 gleich dem Wert ¢p(t;_,,)
von dem schon konstruierten ¢p bei t;_,, ist, und die Ableitung jeweils konstant gleich
f(tm-1,qp(t1—m)) ist. Entsprechend definieren wir die Losung auch induktiv auf den
Intervallen [t,_1,t,] fir n = 1,...,n = N dadurch, dass jeweils der Wert bei t,,_; fiir
n = 1 gleich qq ist und fiir n > 1 gleich dem Wert ¢p(t,,_1) von dem schon konstruierten
gp bei t,_q ist, und die Ableitung jeweils konstant gleich f(,_1,qp(t,—1)) ist. Weil f
auf K, durch || f(to, qo)|| + 1 beschrénkt ist, ist gp lipschitzstetig mit Lipschitzkonstan-
te || f(to, qo)|l + 1 und das Bild von gp liegt in B(qo, ||.f(to, qo)||€ + €). Sei nun (P,),en
eine Folge von Partitionen, deren maximale Intervalllingen eine Nullfolge bilden. Wir
zeigen jetzt, dass eine Teilfolge der entsprechenden Néherungslosungen (g,)nen gegen
eine Losung des Anfangswertproblems konvergiert. Offenbar erfiillt die Folge (g, )nen
die Voraussetzungen des Satzes von Arzela-Ascoli. Deshalb konvergiert (g,)nen auf
[to — €, to + €] nach Ubergang zu einer Teilfolge gegen eine stetige Funktion ¢, die bei ¢,
gleich qq ist. Sei f, die Treppenfunktion auf [tg — €,tg + €] mit ¢,(t) = qo + ftz fn(s)ds
fir t € [tg — €,to + €]. Weil die stetige Funktion f auf der kompakten Teilmenge K.
auch gleichmifig stetig ist, konvergiert f(¢,q,(t)) auf t € [tg — €,to + €] gleichmiBig
gegen (f(t,q(t)) und f,(t)— f(t,q.(t)) wegen der Lipschitzstetigkeit von g,, gleichméfig
gegen Null. Dann konvergiert (¢, (f))nen, auf t € [tg — €, to + €] gleichméBig gegen

t

0(t) = Jim 0,() = o+ Jimn [ £u(s)ds = o+ Jin [ Fls.au(9)ds =ao [ fs.al)ds

to

Wegen Satz ist dann ¢ differenzierbar mit ¢(t) = f(t, ¢(t)) mit ¢(to) = ¢. q.e.d.

Eine Losung einer Differentialgleichung auf einem abgeschlossenen Intervall ist ei-
ne stetige Funktion, die im Inneren stetig differenzierbar ist, und deren Ableitung sich
stetig auf das abgeschlossene Intervall fortsetzen ldasst. Weil eine Funktion auf der Verei-
nigung von zwei Intervallen genau dann stetig ist, wenn sie auf beiden Intervallen stetig
ist und auf der Schnittmenge iibereinstimmt, kénnen wir solche Losungen zusammen-
setzen: Eine Losung ¢; des Anfangswertproblems ¢(t) = f(t,q(t)) mit ¢(t1) = qo auf
[t1 — €,t1] und eine g9 auf [t1,t; + €] ergibt folgende Losung auf [t; — €,t; + €]:

e fict e[t — e t]
"= {QQ(t) fiir t € [t1,t1 + €.

Satz 1.28. (Globale Existenz) Sei V' ein endlichdimensionaler Banachraum, O C RxV
offen und f : O — V eine stetige Abbildung. Dann gibt es fir jedes (tg,qo) € O eine



1.4. EXISTENZ UND EINDEUTIGKEIT 25

(nicht notwendiger Weise eindeutige) mazimale Losung des Anfangswertproblems

q(t) = f(t,q(t)) mit qlto) = qo

auf einem Intervall (a,b), das ty enthdlt. Die Losung ist in dem Sinne mazimal, dass
an beiden Rdndern, also bei a und b, jeweils eine der folgenden Bedingungen erfillt ist:

(i) a=—o0 bzw. b =00
(ii) t— || f(t, q(t))] ist fir kleine € > 0 auf (a,a + €) bzw. (b — €,b) unbeschrankt.

(iii) Die Lisung q lisst sich stetig auf [a,b) bzw. (a,b] fortsetzen, der Graph der Fort-
setzung liegt aber nicht in O, d.h. ltiim(t, q(t)) ¢ O bzw. lgil(t, q(t)) € O.

Beweis: Seien (ty, ¢,) = (tn, q(t,)) € O C RxV die Anfangswerten von Fortsetzungen
nach links bzw. rechts mit monoton wachsenden bzw. fallenden konvergenten ¢, und
beschriankten | f(t,,q,)||. Dann ist die fortgesetzte Losung ¢ lipschitzstetig und die
Folge der entsprechenden ¢, = t,,1 — ¢, konvergiert gegen Null. Wenn ¢, moglichst
gro gewihlt sind, gibt es (£,,G,) € (tn — 26, tn + 2€,) X B(qn, 2|1 f (tn, Gn) |l€n + 26,)
mit

1f (Ens @)l = 1f (tn, @)l +1 oder  (t,,dn) € O.

Wegen der Lipschitzstetigkeit von g konvergieren (%, ¢, )nen und (¢, Gn)nen gegen den
gleichen Grenzwert, an dem f nicht stetig sein kann, der also nicht in O liegt. q.e.d.
Maximale Losungen kénnen also nicht als Losungen fortgesetzt werden. Es kann
mehrere maximale Losungen geben, und verschiedene maximale Losungen konnen auf
unterschiedlichen Intervallen definiert sein und auf Teilintervallen iibereinstimmen.
Auch hier kann die Bedingung (iii) durch (iii’) aus der Bemerkung (iil) ersetzt
werden und in (ii) die Funktion ¢ — || f(t, ¢(¢)|| durch ¢ — ||g(¢)]|. Also sind Losungen
entweder global oder unbeschriankt, oder kommen dem Rand von O beliebig nahe.

Korollar 1.29. Sei F' ein stetiges und beschrinktes Vektorfeld auf einem endlichdi-
mensionalen Banachraum V. Dann sind alle Anfangswertprobleme auf ganz R losbar.

Beweis: Weil F' auf ganz V' definiert ist, kann (iii) nicht erfiillt sein. Weil F' beschrinkt
ist, kann (ii) nicht erfiillt sein. Also muss am Rand (i) gelten. q.e.d.

Korollar 1.30. Sei F': X — V ein stetiges Vektorfeld auf einer offenen Teilmenge X
eines endlichdimensionalen Banachraumes V. Fine Integralkurve durch ein x € X, die
nicht fir alle t € R definiert ist, ist in keiner kompakten Teilmenge von X enthalten.

Beweis: Der Abschluss einer Integralkurve, die in einer kompakten Teilmenge von X
enthalten ist, ist in der kompakten Teilmenge enthalten und (iii) aus Satz gilt
nicht. Auf ihr ist das Vektorfeld F' beschrénkt, und (ii) gilt auch nicht. q.e.d.
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1.5 Fliisse und Vektorfelder

In der Ubungsaufgabe haben wir gesehen, dass ein zeitkontinuierliches partiell
nach t differenzierbares dynamisches System ein Vektorfeld F' definiert. In diesem Ab-
schnitt konstruieren wir aus dem Vektorfeld F' das dazugehorige dynamische System
®. Zunéchst wollen wir alle maximalen Integralkurven aus dem vorangehenden Satz zu
Abbildungen von offenen Teilmengen von R x M nach M zusammensetzen.

Definition 1.31. Se: X ein metrischer Raum. Eine Abbildung ® : W — X auf einer
offenen Teilmenge W C R x X heif§t lokaler Fluss, wenn folgende Bedingungen gelten:

(i) Firallex € X ist {t e R| (t,x) € W} ein offenes Intervall, das die Null enthdlt.
(ii) Sei (s,z) € W und (t,®(s,z)) € W, dann ist auch (t + s,x) € W und es gilt
O(t, P(s,x)) = D(t + s, x).

(iii) Fir alle v € X gilt ©(0,2) = .
Lemma 1.32. Fir ®: W — X, stetiger lokaler Fluss auf metrischem Raum X gilt:

(i) Fir allet € R sei V; = {z € X | (t,x) € W}. Dann ist fir allet € R die Menge
Vi offen. Fiir alle x € V; ist auch ®(t,z) € V_; und die Abbildung

O(t,-): Vi—=Vy, z+— Ot x)
ein Homdéomorphismus mit der inversen Abbildung ®(—t,-).

(ii) Fir jedes x € X gibt es ein € > 0 und eine offene Umgebung U C X wvon x, so
dass W die Menge (—e€,€) x U enthdlt. Fir alle t € (—¢,€) sind insbesondere V;
und V_; offene Umgebungen von x und ®(t,-) ein Homdomorphismus von der
offenen Umgebung V; von x auf die offene Umgebung V_; von z.

Beweis: Fiir alle (g, z9) € W ist W eine offene Umgebung von (¢y, z9) € R x X. Dann
gibt es ein € > 0 und eine offene Umgebung U C X von xg, so dass (tg — €,tg+¢€) x U
in W enthalten ist. Also sind fiir alle t € R die Mengen V; offen.

Seit € R und x € V;. Wir fithren den Beweis fiir ¢ > 0. Fiir ¢ < 0 geht er analog.
Aus der Bedingung (i) folgt W O {(s,z) | s € [0,t]} = {(t +s,2) | s € [-,0]}.
Fiir jedes s € [—t,0] gibt es ein €, > 0 und eine offene Umgebung Us; C X von
®(t+ s,x) mit (—es, €5) x Us C W. Die offene Uberdeckung (Uy)se[—,0) der kompakten
Menge {®(t + s,z) | s € [—t,0]} besitzt eine endliche Teiliiberdeckung. Sei € > 0 das
Minimum der entsprechenden (€;)sejo,1). Aus der Bedingung (ii) folgt fiir alle s € [—¢, 0]

(r, ®(t+s,x)), (t+s+r,z) € W und O(r, D(t+s,z)) = O(t+s+r,x) fir alle r € (—¢,€).
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Wenn (s, ®(t,z)) in W liegt, dann folgt wegen der Bedingung (ii) (r, (s, (¢, x))) =
(r,®(s+t,x)) € W und damit auch (s+r, (¢, z)) € W und (t+s+r,z) € W und ®(s+
r, ®(t, z)) = ®(t+s+r, x). Induktiv folgt (s, D(¢,x)) € W und &(s, D(t,x)) = ®(t+s, )
zuerst fiir s = 0 und dann fiir alle s € [—t,0]. Also liegt ®(¢,z) in V_; und ®(—t,-) ist
die Umkehrabbildung von ®(t, ). Dann sind ®(t, -) und ®(—¢,-) Homéomorphismen.
Danach folgt (ii) aus dem Beweis von (i). q.e.d.

Satz 1.33. Sei F' : X — V ein lokal lipschitzstetiges Vektorfeld auf einer offenen
Teilmenge X eines Banachraumes V. Dann gibt es genau eine offene Teilmenge Wg C
R x X und einen lokalen Fluss ®p : Wp — X, so dass fiir jedes v € X

{teR|(t,x) e Wr} = X, t— Op(t,x)

die maximale Integeralkurve aus dem Satz mit Anfangswert ®r(0,x) = x ist. Wenn
F r € N mal stetig differenzierbar ist, dann ist Pr ein r mal stetig differenzierbarer
lokaler Fluss mit r mal stetig differenzierbarer partieller Ableitung 33%.

Umgekehrt ist ein partiell nach t differenzierbarer lokaler Fluss ® mait lokal lipschitz-

stetigem F(x) = aél(a(z,z) die Einschrinkung von ®p auf eine offene Menge W C Wp.

Beweis: Sei F': X — V ein lokal lipschitzstetiges Vektorfeld auf X. Sei Wr die Ver-
einigung in R x X aller kartesischen Produkte der Definitionsbereiche der eindeutigen
maximalen Losungen aus Satz mit Anfangswert ¢(0) = x € X mit den Mengen
{z}. Sei ®p : W — X fiir jedes # € X definiert durch die entsprechende maximale
Losung. Wenn (s,x) € Wp und (¢, Pr(s,z)) € Wp liegt, dann stimmen die beiden
Integralkurven mit Anfangswert ¢(0) = = und ¢(s) = ®r(s, z) wegen der Eindeutigkeit
von Integralkurven auf der Schnittmenge der Definitionsbereich iiberein. Also bilden
sie zusammen eine Integralkurve auf einem Intervall das sowohl 0, als auch s und t + s
enthélt, und ¢(0) = z, q(s) = ®p(s,z) und ¢(t +s) = Pp(t, Pr(s, z)) erfiillt. Also folgt

(t+s,2) € Wrpund Op(t+s,2) = Pp(t, Pr(s, x)).

Um die Offenheit von Wy und die Differenzierbarkeit von ® zu zeigen, wenn F : X —
V' r mal stetig differenzierbar ist, sei (¢,z) € Wr und 0.B.d.A. ¢t > 0. In dem Beweis
von Satz wéhlen wir fiir alle s € [0, 1] ein €5, > 0 und eine offene Umgebung U von
Op(s,x), so dass p auf (—e,, €5) X Uy stetig ist. Sei € > 0 das Minimum der €, einer
endlichen Teiliiberdeckung der Uberdeckung von {®r(s,z) | s € [0,#]} durch (Us)seo -
Fiir die kleinste natiirliche Zahl n > £ ist dann ®p(s, )" fiir s € (0, €) auf einer offenen
Umgebung U von z definiert. Dann enthédlt Wr die Umgebung (0, n€) x U von (¢, x).
Wenn F' r mal stetig differenzierbar ist, dann ist ®r wegen Satz[1.23] auch r-mal stetig
partiell nach z differenzierbar. Aufierdem ist auch 222 (¢, z) = F(®p(t, x)) r mal stetig
nach z differenzierbar. Induktiv sind die partiellen Ableitungen von ®z nach t bis zur
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Ordnung r + 1 stetig partiell nach z differenzierbar. Also sind ® und 8 £ rmal stetig
differenzierbar.

Sei jetzt ® : W — X ein partiell nach ¢ stetig differenzierbarer lokaler Fluss auf X,
dessen partielle Ableitung nach ¢ lokal lipschitzstetig ist. Wegen der Bedingung (ii) gilt

OP(t+ s,z) 0P(t+s,x) OP(s, D(t,x))

- _ o — s fiir alle (¢,2) € W und (s, ®(t,x)) € W.

Dann ist die partielle Ableitung M bei s = 0 gleich der partiellen Ableitung

%ai 2 Also ist ¢ — O(t, x) die elndeutlge Integralkurve durch x des lokal lipschitz-

stetigen Vektorfeldes ' : X — V mit F(z) = 9% Ox) Aus der Eindeutigkeit von
Integralkurven folgt, dass fiir jedes © € X die Bahn t — ®(t,x) eine Einschrinkung
der maximalen Integralkurve ¢t — ®p(t,z) des Vektorfeldes F' durch x ist. Also ist W
eine offene Teilmenge von Wr und ® die Einschriankung von & auf W. q.e.d.

Aus Lemma [I.32] und Satz [I.33] folgt

Korollar 1.34. Sei F': X — V ein lokal lipschitzstetiges Vektorfeld auf einer offenen
Teilmenge X eines Banachraumes V. Dann ist fir alle t € R die Menge V; = {z €
X|(t,x) € Wg} eine offene Teilmenge von X und die Abbildung x — Pp(t,x) ist ein
Homdomorphismus von V; nach V_; mit Umkehrabbildung x — ®p(—t,x). Wenn F r
mal stetig differenzierbar ist, dann sind diese Abbildungen auch v mal stetig differen-
zierbar. Auferdem gibt es fir alle x € X ein € > 0, so dass fir alle t € (—e¢,€) die
Mengen V; und V_; offene Umgebungen von x sind. q.e.d.

Definition 1.35. (i) FEin lokaler Fluss ® : W — X mit W =R x X heifit global.

(ii) Ein lokal lipschitzstetiges Vektorfeld F': X — V' auf einer offene Teilmenge eines
Banachraumes V' heif§t vollstindig, wenn der entsprechende Fluss ® global ist.

Offenbar definieren stetige globale Fliisse und vollstandige lokal lipschitzstetige
Vektorfelder zeitkontinuierliche dynamische Systeme. Allerdings definieren nicht alle
stetigen Vektorfelder, deren Integralkurven alle auf ganz R definiert sind, auch ein
zeitkontinuierliches dynamisches System mit G = R

Beispiel 1.36. Sei F' folgendes stetige Vektorfeld auf R:

F:R =R, xHF(m):{(I)II\/E ;‘ur I#g
ur x = 0.

Offenbar ist F' auf R\ {0} lokal lz’pschztzstetig Die [ntegmlkurven durch x > 0 sind
fir t € [—y/]z],00) gegeben durch ®(t,z) = (\/|z| + t)* und fir t > —+/|x| auch
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eindeutig. Die Integralkurven durch x < 0 sind fir t € [—\/m, o0) gegeben durch
O(t,x) = — (/][ +1)? und fiir t > —/|x| eindeutig. Firt > 0 bildet ®(t,-) die Menge
R\ {0} also auf die Menge (—oo, —t?) U (t?,00) ab. Wegen den Bedingungen (i) und
(ii) kann ®(—t,-) dann alle Punkte in [—t2,t*] nur auf 0 abbilden. Dann miisste ®(t,0)
gleich allen Punkten in [—t2,t%] sein. Also gibt es kein dynamisches System zu F.

Satz 1.37. Auf einem kompakten metrischen Raum X sind alle lokalen Flisse global.

Beweis: Wegen Lemma [1.32] gibt es fiir jedes x € X ein ¢, > 0 und eine offene
Umgebung U, von x € X, so dass der Definitionsbereich W die Menge (—e¢,,€,) X U,
enthélt. Die Uberdeckung (Us)zex von X, hat eine endliche Teiliiberdeckung. Sei € das
Minimum der entsprechenden €,. Dann folgt aus der Bedingung (ii) des Flusses, dass
fir jedes (s,z) € W die Menge W auch {(t + s,z) € R x X|t € (—¢,€)} enthélt. Aus
{(0,z)|x € X} C W folgt induktiv fiir alle [ € N, dass W auch die Menge

(—(I+De,(I+1)e) x X ={(t+s,2) e Rx X | (s,2) € (—le,le) x X, t € (—€,€)}

enthélt. Also ist W gleich R x X. q.e.d.

Wir haben in dem Beweis nur benutzt, dass es ein € > 0 gibt, so dass der Definitions-
bereich W des Flusses ® von F' die Menge (—e¢, €) x X enthilt, bzw. die Integralkurven
von F' mit allen Anfangswerten x(0) € X auf (—¢, €) definiert sind.

Korollar 1.38. (i) FEin lokaler Fluss auf einem metrischen Raum X ist genau global,
wenn W fir ein € > 0 die Menge (—¢,€) x X enthilt.

(ii) Der lokale Fluss eines auf einer offenen Menge X eines Banachraumes lokal lip-
schitzstetigen Vektorfeldes I ist genau dann global, wenn fir ein € > 0 die Losun-
gen von ¢(t) = F(q(t)) mit beliebigen Anfangswerten auf (—e, €) definiert sind.

(iii) Der Fluss eines auf einer offenen Teilmenge eines Banachraumes lokal lipschitz-
stetigen Vektorfeldes, das auflerhalb einer kompakten Menge Null ist, ist global.

(iv) Auf einem Banachraum definieren beschrinkte und lokal lipschitzstetige Vektor-
felder globale Fliisse.

(v) Auf einem Banachraum definieren lipschitzstetige Vektorfelder globale Fliisse.

Beweis: (i)-(ii) haben wir im Beweis von Satz [1.37] gezeigt.

(iii): Die maximalen Losungen der Anfangswertrpobleme durch eine Nullstelle von F
sind auf ganz R konstant. Fiir die anderen Anfangswerte verfahren wir wie im Beweis
von Satz [1.37 Also enthilt W O (—¢,€) x X fiir ein € > 0 und (iii) folgt aus (i).

(iv): Die Bedingungen (ii)-(iii) im Satz [L.24] gelten weder bei a noch bei b.
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(v): Sei F' : V. — V ein lipschitzstetiges Vektorfeld auf einem Banachraum V' mit
Lipschitzkonstante L. Im Satz von Picard-Lindel6ff haben wir gezeigt, dass die Inte-
gralkurve durch z € X in dem Ball B(z,d) mit § > 0 auf (—¢,€) mit

< min {(5 0 }
€ e
| F(z)|| + Lé

definiert ist. Mit § = || F(z)|| + 1 wihlen wir e = ;= Also folgt (v) aus (ii). q.e.d.

Korollar 1.39. (i) Fir einen globalen stetigen Fluss auf dem metrischen Raum X ist
O(-,): R—=>0C(X,X), t— O(t-)
ein Homomorphismus von R in die Gruppe der Homéomorphismen von X.

Umgekehrt definiert jeder Gruppenhomomorphismen von R in die Gruppe der
bijektiven Abbildungen von X einen globalen Fluss.

(ii) Sei I : X — V ein vollstindiges lokal lipschitzstetiges Vektorfeld auf einer of-
fene Menge X eines Banachraumes V. Dann definiert der entsprechende Fluss
®r : R x X — X einen Gruppenhomomorphismus von R in die Gruppe der
Homdomorphismen von X.

Beweis: (i) Offenbar ist W = R x X dazu dquivalent, dass fiir alle ¢t € R gilt V; = X.
Die Bedingung (ii) besagt genau, dass t — ®(¢,-) ein Gruppenhomomorphismus ist.
Also folgt die Aussage aus dem Lemma [1.32]

(ii) folgt aus (i) und und Satz q.e.d.

Ubungsaufgabe 1.40. Sei F': X — V ein lokal lipschitzstetiges Vektorfeld auf einer
offenen Teilmenge X eines Banachraumes und f : X — R eine reelle Funktion.

(i) Zeige, dass fiir C < f < C7' mit 0 < C < 1 alle mazimalen Integralkurven von
fF die Verkettung von den entsprechenden Integralkurven von F mit bijektiven
Abbildungen von den entsprechenden mazximalen Intervallen aufeinander sind.

(ii) Zeige dass fF lokal lipschitzstetig ist, wenn f lokal lipschitzstetig ist.

(iii) Sei f > C > 0 lokal lipschitzstetig und F und fF wvollstindig. Zeige, dass dann
die beiden entsprechenden dynamischen Systeme die gleichen Trajektorien (als
Mengen) haben, aber als dynamische Systeme im Allgemeinen verschieden sind.

(iv) Zeige, dass im Fall X =V das Vektorfeld ﬁ vollstindig ist, und die Mengen

der Integralkurven mit denen von F' iibereinstimmen.
Hinweis zu (i): Nimm an, dass sich die Integralkurven von fF schreiben lassen als
die Verkettung einer reellen Funktion mit den Integralkurven von F und leite eine
Differentialgleichung fiir diese reelle Funktion her. Diese Differentialgleichung ldfst sich
dann einfach losen.
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1.6 Elementare Losungsverfahren

In diesem Abschnitt wollen wir uns auf gewohnliche Differentialgleichungen beschran-
ken, in denen die gesuchte Funktion eine reelle Funktion ist. Die Differentialgleichungen
erster Ordnung haben also die Form

q(t) = f(t,q(t)).

Wenn es uns gelingt, die Funktion f als einen Quotienten zu schreiben

dann konnen wir die Differentialgleichung umformen zu

4(t)h(q(t)) = g(t).
Wenn H eine Stammfunktion von A ist und G eine Stammfunktion von G, dann gilt

S H(a(t) = S C0)

Also folgt dann fiir die Losung des Anfangswertproblems

i) = h%) mit qto) = do

H(q(t)) — H(qo) = G(t) — G(to)-
Wenn wir jetzt noch annehmen, dass H eine Umkehrfunktion besitzt, was natiirlich

auf allen Intervallen gilt, auf denen A positiv bzw. negativ ist, dann erhalten wir also
als Losung des Anfangswertproblems

q(t) = H(G(t) — G(to) + H(a)).

Satz 1.41. (Trennung der Variablen) Seien g und h stetige Funktionen auf einem
offenen Intervall I und h sei entweder positiv oder negativ. Dann sind sowohl g als
auch h auf allen kompakten Teilintervallen von I Riemann-integrabel. Seien G und H
Stammfunktionen von g bzw. h. Dann ist H entweder streng monoton wachsend oder
streng monoton fallend, besitzt also eine Umkehrabbildung H=' : I' — I von einem
offenen Intervall I' auf I. Dann ist die eindeutige Losung der Anfangswertprobleme

(t) = hfq((tt))) mit q(to) = qo

gegeben durch q(t) = H(G(t) — G(to) + H(qo)).
Sie ist auf dem Intervall definiert, auf dem G(t) — G(to) + H(qo) in I' liegt.  q.e.d.
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Wenn es uns gelingt eine Funktion F'(t,¢) zu finden, so dass gilt

f(t7Q):_§1t7

dann konnen wir die Differentialgleichung umformen zu

d OF(t,q(t) , da(t) OF (% q(t))

gl at) = —5; dt B

di =0

Also gilt dann fiir die Losung des Anfangswertproblems

OF(tq(t))  OF(t q(t))
dq ot

F(t, q(t)) = F(to, q)-

Diese Gleichung beschreibt implizit die Losung des Anfangswertproblems.

q(t)

=0 mit q(to) =qo

Satz 1.42. (Ezakte Differentialgleichungen) Sei (t,q) — F(t,q) differenzierbar. Dann
sind alle Losungen des Anfangswertproblems

OF(t,q(t)) , OF(t.q(t))

4(t)

=0 mit  q(to) = qo

dq ot
implizit gegeben durch F(t,q(t)) = F(to, qo)- q.e.d.
) : : : o g(tq) : :
Fiir zwei Funktionen ¢(t,q) und h(t,q) mit  f(t,q) = —m, gibt es nicht
4
OF(t, q) OF(t,q)

immer eine Funktion F(¢,¢) mit e g(t,q) und 0 = h(t,q).

q
Lemma 1.43. (Stammfunktion) Seien g und h zwei stetig differenzierbare Funktionen
auf einem konvewen offenen Gebiet Q C R2%. Dann gibt es auf Q genau dann eine
zweimal stetig differenzierbare Funktion F(t,q) mit

OF(t,q)
dq

OF(t,q)
ot

dg(t,q) _ Oh(t,q)
q ot

=g(t,q) und = h(t,q), wenn gilt

Beweis: Sei (tg, qo) € €2 beliebig. Dann definieren wir die Funktion

F<t7Q> = (t - tO) /01 g(t37QS)dS + (q - QO) /01 h(t@;Qs)dS?
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mit tg = to+s(t—1tp) und ¢s = go+s(¢—qo). Weil die Funktionen g und h differenzierbar
sind, sind sie stetig und damit auch integrierbar. Die Ableitungen von F' sind dann

1 1 1
D [ gt + - t) [ 2etiag s g gp) [ Pt
0 0

ot ot . ot
' b dg(ts, g _
= [ otteadas+ [ s 0502 = o0
0 0 S
IF(t,q) /1 /1 Oh(ts, qs) /1 9g(ts, qs)
— |ty g0)ds + (g — O 8s) go 4 (g — gy [ 29U 2
94 ; (ts,qs)ds + (q QO)O dq sds + ( 0)0 dq sas
1 1
:/ h(ts,qs)ds+/ hlts4s) e = it a0)s = = Bt q).
0 0 ds

Wenn umgekehrt % = g(t,q) und %;’q) = h(t,q) gilt, dann folgt aus dem Satz von
Schwarz
0g(t,q) _ 0°F(t,q) _ 0°F(t,q) _ Oh(t,q)
dq 0qot Otdq ot

. q.e.d.

Wir konnen diese Aussage auf Vereinigungen von konvexen Gebieten verallgemeinern,
solange nur die Vorschrift, geméafl der wir F' fortsetzen, eindeutig ist. Das gilt fiir
alle einfach zusammenhingenden Gebiete €2, d.h. solche Gebiete, die fiir jede stetige
Abbildung p : S* — € eine Homotopie zu einer konstanten Abbildung besitzen, d.h.
also, es gibt zu jedem solchen p eine stetige Abbildung [0, 1] x S* — Q, die auf {0} x S*
gerade gleich p und die auf {1} x S* konstant ist. Anschaulich bedeutet das, dass jeder
geschlossene Weg in () zu einem Punkt zusammengezogen werden kann.
Es gibt auch Fille, in denen die Differentialgleichung

G(0h(t,q(t)) + g(t,q(t)) = 0

erst mit einer Funktion erweitert werden muss, bevor sie exakt ist.

Beispiel 1.44. Die Differentialgleichung 2tG+q(t) =0
0 02t
ist nicht exakt, weil gilt a—Z =1#£2= a5
die Differentialgleichung 2tq(t)q(t) + ¢*(t) = 0
¢ 3}
st aber exakt, weil gilt A _ 2q = —2qt.

dq ot
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Korollar 1.45. (Eulersche Multiplikator) Wenn eine Differentialgleichung durch Mul-
tiplikation mit einer Funktion auf die Form gebracht werden kann

Oh(t,q) _ 9g(t,q)
ot oq

G(t)h(t,q(t)) +g(t,qt)) =0  mit

dann existiert auf einfach zusammenhingenden Gebieten Q@ C R? eine Funktion F, so
dass die Differentialgleichung exakt ist

OF(t,q(t)) N OF(t,q(t))

GF(ta0) = i) L)

dt

Dann gilt fiir die Losungen des entsprechenden Anfangswertproblems mit q(to) = qo
F(t,q(t)) = F(to, q0)- q.e.d.
Um fiir eine Differentialgleichung von der Form
q(t)h(t,q(t)) + g(t,q(t)) =0
einen Eulerschen Multiplikator M (¢, ¢(t)) zu finden, miissen wir die Gleichung

dg(t, q)
dq

OM(t,q)

Oh(t,q)  OM(t,q)
ot N

ot dq

h(t,q) + M(t,q) g(t,q) + M(t,q)
l6sen. Das ist eine partielle Differentialgleichung, die im Allgemeinen nicht leichter
zu 16sen ist als die urspriingliche Differentialgleichung. In einigen Féllen kénnen wir
Losungen erraten oder einfache Losungen berechnen, die nur von ¢ bzw. ¢ abhéngen.
Zuletzt bemerken wir, dass einige Differentialgleichungen durch eine Substitution
in eine der Differentialgleichungen verwandelt werden kénnen, die wir 16sen kénnen.

Beispiel 1.46. (i)
q(t) = f(at + bq(t) + ¢) mit a,b,c € R.
Fir b = 0 kénnen wir die Differentialgleichung direkt integrieren. Fir b # 0
fiihrt die Substitution p(t) = at + bq(t) + ¢ auf die Differentialgleichung p(t) =

a+bf(p(t)) oder auch #&t)) = 1. Diese Differentialgleichung kénnen wir mit

der Methode der Trennung der Variablen losen: Sei F' eine Stammfunktion von
x> m Dann erfillen die Losungen des Anfangswertproblems

§(t) = flat +bg(t) +¢)  mat  q(to) = qo

die Gleichung F(at + bq(t) + ¢) — F(ato + bgo + ¢) =t — t.



1.6. ELEMENTARE LOSUNGSVERFAHREN 35

(i) ¢=f (%) homogene Differentialgleichung. Die Substitution p(t) = @ fiihrt zu

(iii)

q._f(at—i-bq(t)—i-c

mit a,b,c,a, 3,7 € R.
at + Bq(t) +v) o

: . b . . . .
Wenn die Determinante ‘Z B‘ = 0 ist, dann ist entweder at + pq(t) ein Vielfa-

ches von at +bq(t) oder umgekehrt. Deshalb haben wir dann ein Beispiel der Art
in (i). Wenn diese Determinante # 0 ist, dann hat das lineare Gleichungssystem

at+bqg+c=0 at+ Bqg+~v=0

genau eine Losung (t1,q1). Fir die Funktion p(t) = q(t 4+ t1) — q1 erhalten wir

.(t)_f< a(t +t1) +bq(t +t1) +c— (at, + bg + ) )
PO=I\ 1) + Balt+ ) + 7 — (s + Bar +7)

_; a+ b!I(t'i'ttl)—!Il _; a+ b@
Oé_'_BQ(tthtl)*m Oé_'_ﬁ@

mit p(ty — t1) = q(to) — ¢1 = qo — q1- Das ist ein Beispiel von der Form (ii).

(iv) Bernoullische Differentialgleichung:
q(t) +g(t)q(t) + h(t)g"(t) =0 a # 1.
Die Substitution p(t) = ¢'=*(t) fihrt zu der Differentialgleichung
p(t) = (1 = a)q(t)g (1) = (a = Dg(t)p(t) + (a = DA(L).

Dies ist eine inhomogene lineare Differentialgleichung, die wir im Abschnitt[1.7]
betrachten werden.
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1.7 Lineare Differentialgleichungen

Definition 1.47. Eine Differentialgleichung von der Form
u(t) = A(t)u(t) + b(t)

heifit lineare gewdhnliche Differentialgleichung auf einem (offenen) Intervall I C R.
Hierbei ist u eine gesuchte Funktion von I mit Werten in einem Vektorraum V (z.B.
K" ) und A eine Abbildung von I in die linearen Abbildungen von V aufV (oder im Falle
eines normierten Vektorraumes L(V'), die linearen stetigen Abbildungen von V' nach
V). Im Fall von V- = K" kénnen wir L(V') mit den n x n Matrizen K"*" identifizieren
und V' mit den Spaltenvektoren in K". Dann ist A(t)u(t) das Matriz-Produkt der n xn-
Matriz A(t) mit dem Spaltenvektor u(t), also ein Spaltenvektor in K™. Schliefslich ist b
eine Abbildung von I nach V. Wenn b(t) = 0 ist, dann heifit die Differentialgleichung
homogen, andernfalls inhomogen. Wenn A und b nicht von t abhdngen, dann heif§t die
Differentialgleichung autonom, andernfalls nicht autonom.

Satz 1.48. Die Menge aller Losungen einer linearen homogenen Differentialgleichung
bildet einen Vektorraum tber K. Wenn also u und u Losungen sind, dann sind auch
u+t und \u fir alle A € K Lésungen der linearen homogenen Differentialgleichung. Die
Menge aller Liosungen einer inhomogenen linearen Differentialgleichung bildet einen
affinen Raum. Fine allgemeine Losung ist die Summe einer speziellen Lisung und einer
allgemeinen Léosung der entsprechenden homogenen linearen Differentialgleichung.

Beweis: Seien u und @ zwei Losungen der Differentialgleichung u(t) = A(t)u(t) + b(t)
bzw. u(t) = A(t)u(t) + b(t), dann erfiillt u — @ die Differentialgleichung

d B ~
- (u() = (1)) = A@)(u(t) - a(t),

also die entsprechende homogene Differentialgleichung. Genauso gilt auch fiir alle A € K

d

A u(t) = a(t)) = ADAw(t) - a(t)).

Deshalb ist der Raum aller Losungen eines homogenen gewohnlichen Differentialglei-
chungssystems ein Vektorraum und die allgemeine Losung eines inhomogenen gewhn-
lichen Differentialgleichungssystems ist die Summe einer speziellen Losung und der
allgemeinen Losung des entsprechenden homogenen Systems. q.e.d.

Satz 1.49. (Ezistenz und Eindeutigkeit des linearen Anfangswertproblems) Sei I C
R ein offenes (nicht notwendig beschrinktes) Intervall, A : I — L(V') eine stetige
Abbildung von I in die beschrinkten stetigen linearen Abbildungen des Banachraums V'
und b: I — V stetig. Dann besitzt fiir jedes to € I und ug € V' das Anfangswertproblem
u(t) = A(t) - u(t) + b(t) mit u(ty) = ug genau eine differenzierbare Lésung u: 1 — V.
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Beweis: Wir passen den Beweis des Satzes von Picard-Lindeloff an die augenblickliche
Situation an. Wir zeigen die Aussage zunéchst auf einem kompaktem Teilintervall J C
I. Sei || Al das Maxmimum der stetigen Funktionen ¢ — || A(¢)|| auf J. Die Abbildung

F:C(J,V)=C(J,V), ur F(u) mit F(u)(t)=ug+ /(A(s)u(s) + b(s))ds

to

ist fiir jedes kompakte Teilintervall J’ > ¢y von J lipschitzstetig:
y
[1E(u)(t) = F(a)@)] < / [A(s)(u(s) — a(s))llds < sup [t — tol[[Afl o[l — @[ oo,
to

mit dem Produkt der Intervallinge |J'| von J' mit || A/ als Lipschitzkonstante. Also
konnen wir jedes kompakte Intervall J durch endlich viele J = J;U. ..U J, {iberdecken,
auf denen F' mit geeigneten Anfangswerten (¢;,u;) € J; X V jeweils die Vorraussetzun-
gen des Banachschen Fixpunktsatzes erfiillt. Wegen der Eindeutigkeit der Losungen
der entsprechenden Anfangswertprobleme kénnen wir jedes Anfangswertproblem mit
(to,up) € J x V eindeutig auf ganz J 1osen. Wegen dieser Eindeutigkeit kénnen wir
alle diese Losungen zu eine globalen Losung auf I zusammensetzen. q.e.d.

Im Lemma [1.59 werden wir zeigen, dass die Iteration beginnend mit u = 0 auf
jedem kompakten Intervall J konvergiert. Aus den beiden vorangehenden Sétzen folgt:

Korollar 1.50. Sei I C R ein offenes Intervall, V' ein Banachraum, und A : I — L(V)
und b : I — V stetige Abbildungen. Dann induziert fir jedes to € I die Abbildung
C(I,V) = V,u w— u(ty) einen linearen Isomorphismus von der Menge aller Losun-
gen der Differentialgleichung u(t) = A(t)u(t) auf V. Fir Losungen der inhomogenen
Differentialgleichung u(t) = A(t)u(t) + b(t) induziert diese Abbildung einen affinen
Isomorphismus von der Menge aller Lésungen nach V. q.e.d.

Insbesondere haben die Losungsrdume der gewohnlichen linearen Differentialglei-
chungssysteme erster Ordnung dieselbe Dimension wie der Vektorraum, in dem die
Werte der gesuchten Funktion liegen. Fiir reelle gewohnliche lineare Differentialglei-
chungen n-ter Ordnung stimmt die Dimension des Losungsraumes mit der Ordnung
iiberein, wie wir das erwartet haben. Wir wollen uns jetzt der Frage zuwenden, wie wir
diese Losungen ausrechnen kénnen.

Beispiel 1.51. Wir stellen uns eine Insel vor, die von Storchen, Froschen und Fliegen
bewohnt wird. Dabei stellen wir uns die Nahrungskette so vor, dass die Storche S(t) sich
sowohl von den Fréschen als auch von den Fliegen erndhren, die Frosche F(t) nur von
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den Fliegen und die Fliegen f(t) von dem Aas der Frosche und Stérche. Wir nehmen
an, dass das Tierwachstum nur von der vorhandenen Nahrungsmenge gesteuert wird:

S(t) =F@t)+ f(t) —2S(t)
F@ = =S(t) + f(t)
ft) =S+ F(t) —2f(@)

Beispiel 1.52. Seien A: R — K, b: R — K stetig. Dann hat das Anfangswertproblem
u(t) = A(t)u(t) +b(t), ulto) = uo

eine eindeutige Losung, die wir jetzt bestimmen wollen. Dazu betrachten wir zundchst
das entsprechende homogene Anfangswertproblem mit b = 0. Wenn u eine Nullstelle bei
emnem t; € R hat, dann stimmt u mit der eindeutigen Lisung u = 0 des entsprechen-
den homogenen Anfangswertproblems mit u(t;) = 0 dberein. Andernfalls hat u keine
Nullstelle und die Differentialgleichung wird mit der Trennung der Variablen gelist:

% = %ln(u(t)) = A(t) mit ulto) = uo,

t t

In(u(t)) = /A(s)ds+ln(u0) bzw. u(t) = exp /A(s)ds U-

to to
Die Lésung der inhomogenen Gleichung setzen wir mit einer variablen Konstante an:

t t

u(t) = exp /A(s)ds C(t) mit a(t) = At)u(t) + exp /A(s)ds C(t).

to to
Mit dieser Variation der Konstanten erhalten wir folgende spezielle Losung:

t t t s

u(t) = exp j A(s)ds / C(s)ds = exp / A(s)ds / exp | — / A(r)dr | b(s)ds.

t

Diese Lisung interpretieren wir als das Integral [ us(t)ds iber die Losungen folgender
to
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homogener Anfangswertrpobleme:

Us(t) = A(t)us(t)  mit  us(s) =b(s) firalle seR

t t s

us(t) = exp / A(r)dr | b(s) = exp / A(rydr | exp | - / A(r)dr | b(s).

s to to
t t

Dann folgt %/us(t)ds =w(t) + /A(t)us(t)ds =0b(t) + A(t) /us(t)ds.

to to
t
Also lost [us(t)ds das Anfangswertproblem u(t) = A(t)u(t) + b(t) mit u(te) = 0.
to
Wir erhalten also die Losung des inhomogenen Anfangswertproblems als die Summe

t t s

u(t) = exp / A()ds | | uo+ / exp | - / A(r)dr | b(s)ds

to to to

des homogenen Anfangswertproblems und dem Integral iiber alle Anfangswertprobleme
des homogenen Problems, wobei wir als Anfangswerte jeweils den inhomogenen Term
einsetzen. Dieses Verfahren wollen wir jetzt verallgemeinern.

Satz 1.53. Seien A : I — L(V) und b : I — V stetige Abbildung auf einem offe-
nen nicht notwendigerweise beschrdnkten Intervall. Dann setzen sich die eindeutigen
Lésungen ug(t) der Anfangswertprobleme

Us(t) = A(t)us(t) mit us(s) = b(s) fiir alle sel

zu einer stetigen Abbildung I x I — V  (s,t) — wus(t) zusammen. Die eindeutige
Losung des inhomogenen Anfagnswertproplems

u(t) = A(t)u(t) + b(t) mit u(to) = ug

ist die Summe der Losung des entsprechenden homogenen Anfangswertproblems und

t

/us(t)ds.

to
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Beweis: Fiir jedes s € I gibt es eine eindeutige Losung us des Anfangswertproblems
Us(t) = A(t)us(t) mit us(s) = b(s) fiir alle sel.

Wir werden nach dem Lemma diese Losungen explizit durch die sogenannte Fun-
damentallosung ausdriicken. Daraus folgt, dass (s,t) — us(t) eine stetige Abbildung
von I x I nach V ist. Fiir ein kompaktes Teilintervall |« 8] C I ist diese Abbildung auf
(s,t) € [, B]? gleichméBig stetig. Dann sind ¢ — (s +— u,(t)) und t — (s — A(t)us(t))
stetige Abbildungen von [«, 8] nach C([e, 8], V). Dabei ist die erste auf t € (o, 3) dif-
ferenzierbar und die zweite die Ableitung der ersten. Fiir ¢y € (o, #) ist mit Satz

(@, B2 =V, @ﬂHF@ﬂnﬁl@ﬁ—/%@%

partiell stetig nach x differenzierbar mit % = u,(t). Weil das Integral stetig und

linear ist, ist F' partiell nach ¢ differenzierbar mit Bpéf’t) = ftﬁ A(t)us(t)ds. Also folgt

% %@@:W@+/ﬁ@%@@:WHA@/%@¢1m1/%@@:0

to to to to
Diese Funktion 16st das inhomogene Anfangswertproblem mit uy = 0. Wegen Satz
ist die eindeutige Losung des allgemeinen Anfangswertproblems die Summe dieser

Funktion und der Losung des entsprechenden homogenen Anfangswertproblems.q.e.d.
Damit geniigt es das homogene Anfangswertproblem zu l16sen.

Satz 1.54. (Ezponentialfunktion) Die Potenzreihe exp(A) = > 4t (AY = 1) konver-

giert fir alle A € L(V), wenn V' ein Banachraum ist. Auﬂerde;n gilt fiir allet € R

t

exp(tA) =1+ /Aexp(sA)ds.

0

Beweis: Wegen ||A - B|| < ||A] - || B]| folgt ||A"|| < ||A]|*. Dann folgt die Behauptung
aus den entsprechenden Aussagen fiir die Exponentialfunktion auf R. q.e.d.

Korollar 1.55. (Losung des Anfangswertproblems mit autonomer homogener Diffe-
rentialgleichung) Das inhomogene Anfangswertproblem

Uu(t) = Au(t) + b(t) mit u(to) = ug
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mit A € L(V) und stetigem b : I — V besitzt die eindeutige Losung

t

u(t) = exp((t — to)A)ug + /exp((t — 5)A)b(s)ds.

to

Beweis: Wegen den Eigenschaften der Exponentialfunktion 16st u(t) = exp((t—to)A)uo
das homogene Anfangswertproblem. Dann folgt die Aussage aus Satz [1.53] q.e.d.

Damit bleibt noch das Problem der Berechnung der Exponentialfunktion. Dazu
benutzen wir die Diagonalisierung bzw. Jordannormalform von Matrizen.

Beispiel 1.56. (i) Das folgende Anfangswertproblem
u™(t) = 0 mit u(0) = ug, w(0) = uy, ..., u""V(0) = up_y

besitzt die Losung

—_

— Ultl
! :

Il
=)

Dieses Anfangswertproblem ist dquivalent zu dem Anfangswertproblem

u 0 1 ... 0 u u(to) U
d (0 PO . . U ) ’ll(to) Uy
— =1 ’ Co mat ) =
dt ; 0 ... 0 1 ; ; :
w1V 0O ... 0 O w1V u™ Y (to) Up—1

Weil die n-te Potenz dieser oberen Dreiecksmatrix verschwindet gilt tatsdchlich

l

o 1 ... 0 0o 1 ... 0
. . . . nfltl . . .
il B IR R Pyl PR
0 0 0 0 0 0

(ii) Der Beweis von exp(A + B) = exp(A) exp(B) fiir Zahlen A und B ibertrdgt sich
auf A, B € L(V) mit AB = BA. Daraus folgt fir \,t € C

A1 .0 0 1 .. 0
ex t P = exp(t\) - ex t- : BE
P1% 0 0 a1 p(tA) - exp 0 0 1
0 0 A 0 0 0
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(iii) Die Matriz A lasse sich durch die invertierbare Matriz B diagonalisieren bzw. in
Jordannormalform bringen:

)\1 0 J1 0
A=B B™' baw. B B!
0 An 0 In
Dann gilt
exp(tA;) 0 exp(t.Jq) 0
exp(tA) = B B! bzw. B B~%.
0 exp(tA,) 0 exp(tJy,)
Beispiel 1.57. Die Matrix
-2 1
-1 0 1
1 1 =2
lasst sich diagonalisieren auf
-2 1 1 11 1\ /0 0 0\ /3% 1 3
-1 0 1 ]=(10 1 0 -1 0 1 -1 0
11 -2 11 -2/\0 0 -3 5 0 —3
Also ist die Losung des Beispiels der Storche, Frische und Fliegen gegeben durch
S(t) 11 1 1 0 0 - 1 1 S(0)
Fit)l =110 1 0 et 0 1 -1 0 F(0)
f(t) 11 -2/ \0 0 e* 5 0 —3/ \f(0)

Lemma 1.58 (Gronwall). Seien a < 8 € R, a € I}([«, 8]) eine nichtnegative Lebesgue
integrable Funktion und b,u € L®([a, B]) beschrinkte messbare reelle Funktionen. Gilt
die erste der folgenden Ungleichungen fiir fast alle t € [a, ], dann auch die zweite:

t t ¢

u(t) < b(t)+/a(s)u(s)ds = u(t) < b(t) —i—/exp /a(s’)ds’ a(s)b(s)ds.

« « S

Beweis: Wir setzen die erste Ungleichung n — 1 mal in sich selber ein und erhalten

tp—1

ult) < b+ Y / a(t) / a(ty)- - / a(b)b(te)dty - - - dts +

[0}
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Weil a nicht negativ ist, folgen diese Ungleichungen induktiv aus der ersten Unglei-
chung. Durch vertauschen der Integrationen erhalten wir

t t1 th—1

/ alt;) / a(ty) - - / a(t)u(ty)dt, - dty = / alty) - a(ty)ulty)dt, - - dt,

[e% «@ @ a<ltp<--<t1<t

_ /t / a(ty) - a(t,)u(t,)dty -« - dt,

a tn<---<t1<t

Alle Permutationen von tq, ..., t,_ 1 bilden die offenen Teilmengen
{(t1,. . tn1) € [t t]" | ta < --- <ty <t}

auf disjunkte Mengen ab, deren Vereinigung bis auf eine Nullmenge gleich [t,,¢]""*
ist. Die Integrale von a(t;) - - - a(t,—1) tiber alle diese Mengen stimmen wegen Jacobi’s
Transformationsformel {iberein und summieren sich zu ( f; a(s)ds)"1. Also gilt

) <o)+ [ 5 ¢ (IE;—)dl)? a(os)ds + [ : (i_)dl)? a(s)u(s)ds.
o k=1

[0}

t / \*
Wegen f; a(s)ds < ||a|| p(ja,g)) konvergiert 72 W gleichméBig fiir s € [a, t].

Im Grenzwert n — oo erhalten wir die zweite Ungleichung. q.e.d.

Lemma 1.59. (Fundamentallosung) Sei I C R ein offenes Intervall, V' ein Banach-
raum und A : I — L(V) stetig. Firty € I konvergiert die Reihe F: I — L(V)

oo 1 tn )
F(t) = ]1+Z/A(tn)/A(tn1).../A(t1)dt1...dtn
n=1 to to to
gegen die Losung des Anfangswertproblems
E(t)=A{)F(t) mit F(ty) = 1.

Die Formel fiir F'(t) folgt aus der Iteration im Satz beginnend mit v = 0.
Beweis: Im Beweis des Gronwallschen Lemmas fiir b = 1 und a(t) = [|A(t)|| wird die
Konvergenz der Reihe fiir || F(t)|| gezeigt. Deshalb ist die Norm || F'(t)|| durch die Reihe

von exp s)||ds ) beschrankt. Dann konvergiert F'(¢) rir alle ¢ € [ und es gilt
(J;, I14(s)lds) beschrinkt. Dann konvergiert F(1) fir alle t € I und es gil

t

F(t) = 1+/A(3)F(s)ds.

to
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Wegen Satz ist dann F' differenzierbar und 16st das Anfangswertproblem. q.e.d.
Diese Losung F'(t) heiit Fundamentallosung des Anfangswertproblems

u(t) = A(t)u(t) mit u(to) = up.

Die lineare Abbildung F' (t) bildet jedes ug auf den Wert der entsprechenden Losung
bei t ab. Seien F' und F' die beiden Fundamentallésungen der Anfangswertprobleme

w(t) = A(t)u(t) + b(t) mit u(ty) = uo und  u(t) = A(t)u(t) + b(t) mit u(t;) = u;.

Wegen der Eindeutigkeit der Losungen gilt F(£)F (t1)ug = F(t)ug und F(t)F(to)u; =

F(t)uy fiir alle ug,u; € V und t € I. Das Einsetzen t = t, bzw. t = t; zeigt, dass F(t)

in £(V) fiir alle t € I invertierbar ist mit F~'(t;) = F(to) und F(t) = F(t)F~(t1).
Die eindeutige Losung des Anfangswertproblems

u(t) = A(t)u(t) mit u(s) = b(s)
ist dann gegeben durch
ug(t) = F(t)F(s)b(s).

Die eindeutige Losung des Anfangswertproblems
u(t) = A(t)u(t) + b(t) mit u(to) = uo

ist wegen Satz [1.53] gegeben durch

t

u(t) = F(t) | uwo+ /F_l(s)b(s)ds

to

Deshalb geniigt es zum Losen einer gewOhnlichen, linearen Differentialgleichung, die
Fundamentallosung zu bestimmen. Diese Formel zeigt auch, dass auf jedem kompakten
Teilintervall [a, 8] C I die Losung u € C([a, 5], V) stetig differenzierbar von ¢y € [«, 5]
und analytisch von (ug, A,b) € V x C(|ev, 8], L(V)) x C([a, 5], V) abhéngt.

Wenn alle A(t) miteinander kommutieren:

A)A) = A(t)A(t) fiir alle ¢,¢' € 1,

wie das im Fall V' = R gilt, dann ist F(t) = exp( fti A(s)ds) und es gilt die Formel aus
Beispiel [1.52] im Allgemeinen aber nicht. Im endlichdimensionalen Fall, wenn wir A
durch n xn Matrizen darstellen konnen, ist allerdings folgende Beziehung sehr niitzlich.
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Satz 1.60. (Spur und Determinante) Sei A : I — K™ eine stetige Abbildung des
offenen Intervalls I in die K—wertigen n x n Matrizen. Dann gilt fiir die Fundamen-

tallosung _
F:I—-5KY" mit F(t)=AQt)F(t) und F(ty) =1,

%det(F(t)) = Spur(A(t)) det(F'(t)) mit  det(F(to)) = 1.

Also hat det(F(t)) auf I keine Nullstellen und F(t) ist fir alle t € I invertierbar.

Beweis: Weil die Determinante det : K"*" — K ein Polynom in den Eintrdgen der
entsprechenden Matrix ist, ist sie eine analytische Funktion. Wir berechnen zunéchst
die Ableitung dieser Funktion bei der Matrix B in Richtung der Matrix AB

%det(B + tAB) |t—o= Spur(A) det(B).

Es gilt ndmlich
det(B + tAB) = det((1+tA)B) = det(1+ tA) det(B).

Sei pa(t) = det(t1 — A) das charakteristische Polynom von A. Dann gilt

det(1+tA) = det((—t)((—t) "1 — A)) = (=t)"pa(—t~ 1) = (—t)" |

2

(=t =)

1

n

= H(l +tN) =1+t Z Ai + Terme hoherer Ordnung.
i=1

i=1

Hier sind Ay, ..., A\, die Eigenwerte von A. Damit folgt

%det(B +tAB)| = Spur(A)det(B) = Spur(ABB ' det(B)).
t=0

Die adjunkte Matrix B~! det(B) ist als Matrix der Unterdeterminanten von B auch fiir
nicht invertierbare Matrizen wohldefiniert. Mit der Kettenregel erhalten wir fiir F(t)

%det(F(t)) — Spur(F(t)F~1(t) det(F(t))) = Spur(A(t)) det(F(t)). q.e.d.

t
Aus Beispiel |1.52 folgt det (F'(t)) = exp /Spur(A(s))ds

to
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1.8 Floquettheorie

In diesem Abschnitt betrachten wir gewohnliche homogene lineare Differentialglei-
chungssyteme in dem Banachraum V' mit periodischen Koeffizienten:

W(t) = A(t)u(t) mit A(t+w)=A(t) firein weR\{0} undalle teR.

Hierbei ist A : R — L(V) stetig. Fiir jede Losung t — u(t) ist auch t — u(t + w) eine
Losung. Deshalb folgt aus Korollar m dass es ein invertierbares Element M € L(V)
gibt, das mit der entsprechende Fundamentallosung F' folgendes erfiillt:

Ft+w)=F@{t)M fir alle t € R.

Dieser Isomorphismus wird Monodromie genannt und ist wegen F'(ty) = 1 gleich M =
F(ty 4+ w). Wenn G eine stetig differenzierbare Abbildung von R in die invertierbaren
Elemente von £(V) ist, wird jede Losung u obiger Differentialgleichung durch u — @
mit 4(t) = G(t)u(t) auf eine Losung folgender Differentialgleichung abgebildet:

it) = %G(t)u(t) = GG (Balt) + GHADG a(t) = A)a(t)  mit

Alt) = Gt)G7L(t) + G(t)A(H)GL(1).

Die Floquettheorie beantwortet die Frage, wann zwei homogene lineare Differentialglei-
chungssyteme, deren Koeffizienten periodisch sind beziiglich der Periode w € R\ {0}
durch ein periodisches invertierbares G € C*(R, £(V)) aufeinander abgebildet werden.

Satz 1.61. Seien V ein Banachraum, A : R — L(V) und A : R — L(V) stetig
und periodisch mit der Periode w € R\ {0}. Dann gibt es genau dann eine stetig
differenzierbare Abbildung G : R — L(V') in die invertierbaren Elemente von L(V), die

Git+w)=G(t) und A(t)=GH)GHt)+GHAML)G () firalleteR

erfillt, wenn es ein invertierbares G € L(V') gibt, so dass fiir die beiden entsprechenden
Monodromien M = GMG™1 gilt.

Beweis: Wenn ein differenzierbares und invertierbares G : R — L(V') die Koeffizienten

AR = L(V) auf A(t) = G(t)G~'(t) + G(t)A(t)G~'(t) abbildet, dann erfiillen die

entsprechenden Fundamentallésungen F' und F' offenbar
Ft)=GH)F{t)G (ty) fiiralle teR.
Dann ist die Monodromie M des transformierten Systems gleich

M = F(to—i—w) = G(to—FW)F(tQ—FW)Gil(to) = GMGil mit G = G(to) = G(to-HU).
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Wenn es umgekehrt ein invertierbares G € £(V) gibt mit M = GMG™", dann trans-
formiert die stetig differenzierbare Abbildung invertierbare G : R — L(V') mit G(t) =
F(t)GF~'(t) die Losungen der Differentialgleichung u(t) = A(t)u(t) auf die Losungen
der Differentialgleichungen (t) = A(t)u(t) und erfiillt fiir alle t € R

G(t+w) = F(t+w)GF Yt+w) = F) MGM ™' F~Y(t) = F(t)GF~\(t) = G(t). q.e.d.

Lemma 1.62. Fine Matriz A € L(C") ist genau dann von der Form A = exp(B) mit
B € L(C"), wenn A invertierbar ist. Die Eigenwerte von B sind die Logarithmen der
FEigenwerte von A und bis auf Addition von ganzzahligen Vielfachen von 2mi eindeutig.

Beweis: Wenn es eine Matrix B gibt mit exp(B) = A, dann besitzt B eine Jordansche
Normalform. Dann werden durch z — exp(z) die Eigenwerte von B auf die Eigenwerte
von A abgebildet. Also hat dann A keinen Eigenwert Null und ist invertierbar.

Wenn umgekehrt A invertierbar ist, dann geniigt es offenbar fiir jeden Jordanblock
von A eine Matrix B zu finden, so dass exp(B) gleich dem Jordanblock ist. Aus der
Taylorreihe von In(1 4 2) bei z = 0 folgt folgende Identitdt formaler Potenzreihen:

oo (£ 0 S (£5)

=1 n=1 =1

Weil echte obere Dreiecksmatrizen nilpotent sind, ist folgende Reihe endlich und defi-
niert eine Umkehrfunktion von exp auf Jordanblocken mit A\ # 0:

l

Al 0 0 1 ... 0
mf|: :ln(/\)l—i<_—1)l e T ged
0 ... X 1 — N o ... 0 1
0 0 A 0 0 0

Korollar 1.63. Sei A: R — L(C") stetig und periodisch mit der Periode w € R\ {0}.
Dann gibt es eine stetig differenzierbare periodische Abbildung G : R — L(C") in
die invertierbaren n x n-Matrizen mit Periode w, das das Differentialgleichungssystem
u(t) = A(t)u(t) in ein autonomes System u(t) = Au(t) transformiert.

Beweis: Sei M die Monodromie des periodischen Differentialgleichungssystems u(t) =
A(t)u(t). Wegen dem vorangehenden Lemma gibt es dann eine Matrix B € £(C") mit
exp(B) = M. Das autonome Differentialgleichungssystem u(t) = Au(t) mit A = B/w

hat die Fundamentallosung F'(t) = exp((t—tp)A) und die Monodromie M = F(tp+w) =
exp(B) = M. Dann folgt die Aussage aus Satz|1.61] q.e.d.
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Kapitel 2

Stabilitit von dynamischen
Systemen

Es ist das Hauptziel dieses Kapitels, ein mdoglichst gutes Verstdandnis des qualitati-
ven Verhaltens des von einer gewohnlichen Differentialgleichung erzeugten Flusses in
der Nahe eines kritischen Punktes zu gewinnen. Diese Fragestellung steht in engem
Zusammenhang mit dem Langzeitverhalten, der sog. Stabilitdtstheorie.

Zuerst fithren wir die wichtigsten Stabilitdtsbegriffe ein und betrachten als den ein-
fachsten Fall zweidimensionale lineare Fliisse. Danach beweisen wir das “Prinzip der
linearisierten Stabilitdt”, welches es erlaubt, aus dem Spektrum des in einem kriti-
schen Punkt linearisierten Vektorfeldes Aufschluf} iiber die Ljapunovstabilitat dieses
kritischen Punktes zu bekommen. Im letzten Paragraphen dieses Kapitels betrachten
wir, in Analogie zur Klassifizierung linearer Fliisse, hyperbolische kritische Punkte eines
differenzierbaren Vektorfeldes. Wir beweisen den Linearisierungssatz von Grobman und
Hartmann sowie den Satz iiber die lokalen stabilen und instabilen Mannigfaltigkeiten.

Definition 2.1. Sei & : W — X ein lokaler Fluss auf einem metrischen Raum X und
xo ein Fixpunkt von ®. Dann heifit xq

stabil, wenn es zu jedem € > 0 ein 6 > 0 gibt, so dass ®(t,x) € B(xg,¢€) fir alle
(t,z) € [0,00) X B(xg,6) NW gilt.

instabil, wenn xy nicht stabil ist.

attraktiv, wenn es ein § > 0 gibt, so dass [0,00) X B(xg,d) in W enthalten ist und
O(t,z) fir alle v € B(xo,d) im Grenzwert t — oo gegen xy konvergiert.

asymptotisch stabil, wenn xq stabil und attraktiv ist.

Beispiel 2.2. (i) G=Z, X =C, A€ C\ {0}, ®(¢t,x)) = \' - .

49
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Fiir ]\ <1ist 0 € X stabil.
Fiir |\| <1 ist 0 € X asymptotisch stabil.

(ii) G=R, X =C, A€ C, &(t,x)) = exp(tA) - x.

Fiir Re(\) <0 ist 0 € X stabil.
Fiir Re(\) < 0 ist 0 € X asymptotisch stabil.

(iii) Wir parametrisieren (x,y) € R?*\ {(0,0)} durch Polarkoordinaten (r,p) mit

(x,y) = (rcosy,rsing) und betrachten den lokalen Fluss zu

r(t) = r(t)(1 —r(t)), o(t) =1 — cos p(t).

Offenbar ist (r,p) = (1,0) die enizige Ruhelage. Wir konnen die Losungen der
Anfangswertprobleme fiir r und ¢ unabhingig voneinander lésen. Fir 0 <r <1
ist t — r(t) streng monoton wachsend und fir 1 < r streng monoton fallend.
Fir 0 < r(0) < 1 bleibt die Integralkurve firt > 0 in dem kompakten Kreisring
r(0) < r(t) < 1, und fir 1 < r(0) in dem kompakten Kreisring 1 < r(t) <
r(0). Daraus folgt, dass fiir alle Anfangswerte die maximale Integralkurve fir alle
t € [0,00) ezistiert. Auflerdem gilt limy_,, r(t) = 1, weil sonst |7(t)| > € fir ein
e > 0 gelten wiirde. Offenbar gilt auch ¢ > 0. Also ist ¢ monoton wachsend
und (t) bleibt fir alle Anfangswerte p(0) € (=2m,0) in [¢(0),0). Dann gilt
wieder limy_,o p(t) = 0. Damit konvergieren die Integralkurven im Grenzwert
t — oo fiir alle Anfangswerte gegen die Ruhelage bei (r,¢) = (1,0), und diese
Ruhelage ist attraktiv. Weil aber fir r(0) = 1 und alle p(0) € (=27, =27 + €)
die Integralkurve den Finheitskreis fast einmal umrundet, ist die Ruehelage nicht
stabil. Die mazimalen Integralkurven mit Anfanswerten r(0) = 1 und ¢(0) # 0
konvergieren fiir beide Grenzwerte t — +oo gegen die gleiche Ruhelage. Solche
Bahnkurven heiffen homoklinische Orbits.

Lemma 2.3. Sei xq ein stabiler kritischer Punkt des lokalen Flusses ® : W — X.
Dann ist [0,00) x B(xg,€) fir ein e >0 in W enthalten.

Beweis: Weil W offen ist und (0, () enthélt, liegt (—¢, €) x B(zo, €) fiir ein € > 0 in .
Weil g stabil ist, gibt es ein § > 0, so dass ®(¢t, z) fiir alle (¢, z) € [0, 00) X B(xq,d)NW
in B(zy, €) liegt. Fiir x € B(x, min{e, d}) liegt dann [0,¢) x {®(¢,z) | (£, x) € [0,00) X
{2} NW} in W. Wegen der Bedingung (ii) in Definition [1.31]ist dann [0, ne) x {z} fiir
alle n € N in W enthalten. Also liegt [0, 00) x B(zg, min{e,0}) in W. q.e.d.
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2.1 Die Klassifikation linearer ebener Fliisse

In diesem Abschnitt untersuchen wir zunédchst die Stabilitdt von dynamischen Syste-
men, die dem Fluss linearer Vektorfelder auf einem endlichdimensionalen Vektorraum
V' entsprechen. Solche dynamischen Systeme haben immer die Null als Fixpunkt. Wir
werden spéter sehen, dass in einer Umgebung von Fixpunkten, das Verhalten von all-
gemeineren dynamischen Systemen durch solche Systeme beschrieben werden kann.
Deshalb ist es sinnvoll sich zunichst auf solche Systeme einzuschrénken. Die entspre-
chenden dynamischen Systeme sind dann durch einen linearen Fluss gegeben:

d(t,r) = ez mit Ae L(V).
Wir betrachten zuerst zweidimensionale reelle Systeme
i=Ar fir xr€R? und A€ L(R?).

Aus dem ersten Kapitel wissen wir, daf§ die Losungen durch das Spektrum o(A) und
die algebraischen Vielfachheiten der Eigenwerte charakterisiert sind und dafl wir sinn-
vollerweise A diagonalisieren bzw. auf Jordansche Normalform bringen:

y=Jy mit y=Bx und J=DB'AB

mit einem invertierbaren B € £(R?). Wir unterscheiden zwischen folgenden Fillen:
1. Fall: A hat reelle nichtverschwindende Eigenwerte verschiedenen Vorzeichens. In
diesem Fall ist A diagonalisierbar und es existiert ein invertierbares B € £(R?) mit

J:B‘lAB:G\ 2) A< 0<p.

In den Koordinaten y = Bx erzeugt J den Fluss t — (e My, e#y,). In diesem Fall heifit
der Nullpunkt Sattel.

2.Fall: Alle Eigenwerte haben negative Realteile. Dann benutzen wir das folgende
Stabilitatskriterium. In diesem Fall heifit der Nullpunkt Senke oder asymptotisch stabil.

Satz 2.4 (Stabilitdtskriterium). Fir A € L(V) auf einem endlichdimensionalen Ba-
nachraum V' konvergiert exp(tA) in L(V) im Grenzwert t — oo genau dann gegen
Null, wenn alle komplexen Nullstellen des charakteristischen Polynoms von A negati-
ven Realteil haben.

Beweis: Wir betrachten die Komplxzifizierung Ac von A auf Ve = V + iV, mit
Ac(v+iw) = Av+ iAw und bringen A auf Jordansche Normalform. Weil alle Normen
eines endlichdimensionalen Vektorraumes dquivalent sind, geniigt es die Aussage fiir
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die Jordansche Normalform von A zu beweisen. Offenbar sind lim;_,, exp(tAc) = 0,

und lim;_,, exp(tA) =) dquivalent. Wegen Ubungsaufgab sind dann alle Losun-

gen von & = Acx Linearkombinationen von z(t) = t" exp(tA)z, wobei A ein Eigenwert

von A ist. Weil |exp(t\)| = exp(t Re(\)) gilt, konvergieren diese Losungen fiir t — oo

genau dann gegen Null, wenn die Realteile von allen Eigenwerten negativ sind. q.e.d.
Wir betrachten nun verschiedene Unterfalle:

(a) Die Eigenwerte sind reell: A <y < 0. Wenn A diagonalisierbar ist, dann folgt

=0

fiir ein relles invertierbares B € L£(R?). Dann erhilt man y(t) = (eMy, etly,). Ist A
nicht diagonalisierbar, dann mufl A = y sein. Und A hat die Jordansche Normalform

Al )
J—<O >\> mit A <0

fiir ein relles invertierbares B € L£(R?). Die transformierte Gleichung ¢ = Jy hat die
Losung y(t) = (y1(t), y2(t)) mit

yi(t) = ae™ + e, ya(t) = e, a, feR.

Fiir 8 # 0 haben y5 # 0 und 8 das gleiche Vorzeichen und y; ist ein Funktion von ys:

QY2 Y2 Yo .
= ——+=In|= t A<O0.
U1 5 —|—>\ n(ﬂ) mi

In beiden Féllen heifit 0 ein stabiler Knoten, wobei man im zweiten Fall von einem
falschen Knoten spricht.

(b) Die Eigenwerte sind komplex: also konjugiert komplex. Ist Ac € £(C?) die
Komplexifizierung von A € L(R?), so folgt aus Acu = Au durch Konjugation Act =
i, d.h. Acv = M < Acti — Ma. Mit diesem Eigenvektor u von A¢ zum Eigenwert A
bilden dann « und % eine Basis von C2, und der Realteil v und der Imaginérteil w von

u eine Basis von R2. Seien o und w Realteil und Imginirteil von A. Dann gilt:

Av + iAw = Ac(v +iw) = (o + iw) (v + iw) = av — ww + i(aw + wo),

Av = av — ww Aw = wv + aw.

Wir sehen: hat A € £(R?) einen nichtreellen Eigenwert A\ = o + iw, mit w # 0, so ist
auch A = a — iw ein Eigenwert und es existiert ein invertierbares B € £(R?) mit

J=DB"'AB = (j _a“) . w>0.
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Um e' zu berechnen, identifizieren wir R? mit C durch (z,y) <> x + iy. Wegen

a —w\ (z\  [or—wy : :
(w N ) <y) = (wx+ay> < (a+iw)(z +iy),
entspricht bei dieser Identifikation J der Multiplikation mit A = a+iw. Wenn wir £(C)
mit C wie iiblich durch M € L(C) < m = M1 € C identifizieren, erhalten wir einen

R-Algebraisomorphismus £(R?) <+ £(C) = C. Folglich entspricht J fiir alle n € N der
Matrix zu A" und somit €'/ der Matrix zu e* = e*(cos(wt) + isin(wt)), also

0T ot [COsSwWt —sinwt
e’ =e . .
sinwt  coswt

Geometrisch bewirkt also e’/ eine Streckung mit dem Faktor e* und eine Drehung im

mathematisch positiven Sinn um den Winkel w. In diesem Fall heifit 0 stabile Spirale.

3.Fall: Alle Eigenwerte haben positive Realteile. Durch die Zeitumkehr kénnen

wir diesen Fall in den zweiten transformieren. Es folgt fiir jede nichttriviale Losung
tllglo |u(t)| = oo und 1tgr_noou(zf) =0

Der Ursprung heit Quelle. Wegen ¢4 = e~*=4) erhilt man die Phasenportriits von Fall

2 durch Umkehren der Pfeile. Man spricht dann von instabilen Knoten und Spiralen.
4.Fall: Die Eigenwerte sind rein imaginir. In diesem Fall kann A auf die Form

J:B‘lAB:<£ _O“’), w >0,

transformiert werden. Folglich gilt
o7 coswt —sinwt
e’ =1 . ,
sinwt  coswt
und alle Losungen sind periodisch mit der Periode 27 /w. In den y-Koordinaten sind die

Bahnen Kreise um 0, in den z-Koordinaten Ellipsen. In diesem Fall heifit 0 Zentrum.
Die Eigenwerte von A € £(R?) sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms

det(A — \) = A% — Spur(A)\ + det(A).

Mit der Diskriminante Dis = Spur?(A) — 4det(A) sind die Eigenwerte gegeben durch
+(Spur(4) + VDis). Folglich sind die Eigenwerte reell, wenn Dis > 0 gilt, und sie
sind komplex mit negativem Realteil fiir Spur(A) < 0 und Dis < 0, usw.. Also kann
man die geometrische Information iiber die Phasenportriats von & = Az, die vom
charakteristischen Polynom abgeleitet werden kann, zusammenfassen:
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Sattel: det(A) < 0.

Senken: det(A) > 0 und Spur(A4) < 0.
Knoten: Spur?(A) > 4det(A).
Spirale: Spur’(A4) < 4det(A).

Zentren: det(A) > 0 und Spur(4) = 0.

Quellen: det(A) > 0 und Spur(A4) > 0.

Knoten: Spur?(A) > 4det(A).

Spirale: Spur’(A4) < 4det(A).

2.2 Hyperbolische lineare Fliisse

Im Folgenden wollen wir die sogenannten hyperbolischen linearen Fliisse einfiihren.
Sie sind im wesentlichen dadurch charakterisiert, dass sie keine Grenzfille enthalten
die durch sehr kleine Storungen ihr Verhalten dramatisch verdndern kénnen. Wir be-
trachten dafiir den allgemeinen Fall eines beliebigen K- Vektorraums V' der Dimension
m < oo mit Norm || - ||y. Die entsprechende Norm auf £(V') bezeichnen wir auch mit
|- |lv. Fiir A € L(V) bezeichnen wir mit e’ den von A erzeugten linearen Flufl auf V

P RxV =V, (tz)r e
Der Nullpunkt von e/ ist ein Fixpunkt und heifit eine Senke (bzw. Quelle), wenn

lim ez =0 bzw. lim ez =0 fiir alle x € V' gilt.
t—00 t——o0

Wegen dem Stabilitdtskriterium ist 0 genau dann eine Senke (bzw. Quelle), wenn gilt
Re(A) <0 bzw. Re(A) >0 firalle \e€o(A).

Ist 0 eine Senke (bzw. Quelle), so sagt man auch, der lineare Flul e sei eine Kon-
traktion (bzw. Expansion). Wir wollen nun zeigen, daf bei einer Kontraktion (bzw.
Expansion) jede Bahn t +— etz mit z # 0 fiir ¢ — oo exponentiell gegen 0 (bzw.
“gegen 00”) konvergiert. Dazu benotigen wir das folgende wichtige Lemma.

Ist M C C nicht leer und ist 5 € R, so schreiben wir im folgenden

Re(M) < B,
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wenn Re(m) < (3 fur alle m € M gilt. Analog sind verwandte Ungleichungen zu
interpretieren. Ferner verstehen wir unter einer Hilbertnorm || - || eine aus einem Ska-
larprodukt abgeleitete Norm, d.h. fiir ein geeignetes Skalarprodukt (-,-) auf V gilt
l2]]* = (=, ).

Lemma 2.5. Fir A € L(V) und a € R gelte Re(6(A)) < «a. Dann ezistiert eine
Hilbertnorm || - ||a auf V mit ||e!||a < e fiir alle t > 0.

Beweis: Fiir K = C wissen wir, dafl A bzgl. einer geeigneten Basis die Form
A=D+ N mit D:dlag(/\l,,)\1,)\2,,)\2,,)\k,,)\k):dlag(ul,,pm)

und N = 0 sowie DN = ND. AuBerdem koénnen wir die Basis {e1,...,e,} von V
so wihlen, daB gilt: Ne; = e;_; oder 0. Ersetzen wir e; durch a; = é7¢; mit 6 > 0,
so bleibt D unveréndert, und fiir N gilt: Na; = da;_; oder 0. Also hat die Matrix
von N beziiglich der Basis {ay, ..., a,} hochstens in der oberen Nebendiagonalen von
Null verschiedene Elemente, und zwar die Zahlen . Wenn wir nun die zu dieser Basis
gehorige euklidische Norm verwenden, erhalten wir zu jedem € > 0 eine Hilbertnorm
|- ||a auf V mit ||N|ja < e Fiir D = diag(p1,. .., itm) und e? gilt offensichtlich

IDla = max gl (et lla = max [e] = max e!eln) < etled,
1<j<m 1<j<m 1<j<m

wenn wir € > 0 so wéhlen, dal Re(\) < o — ¢ fiir alle A € o(A) ist. Also gilt fiir ¢ > 0
HetAHA _ HetDthNHA — HetDetNHA < ”etDHA i HetNHA < et(a*G)etHN”A < et(afe)ete _ eat

Da der Realteil eines komplexen Skalarproduktes ein reelles Skalarprodukt ist, induziert
eine Hilbertnorm || - [|4., die auf der Komplexifizierung Ve = V @ iV eines reellen
Vektorraumes V' definiert ist, auf dem reellen Untervektorraum V eine Hilbertnorm
| - [|a- Da ||Az||la = ||Acz|la. fiir A € L(V) und = € V gilt, folgt ||Al|la = || A ac-
Also folgt die Behauptung im reellen Fall durch Anwenden der obigen Resultate auf
die Komplexifizierung. q.e.d.

Korollar 2.6. (i) Gilt Re(c(A)) < «, so ezistiert eine Konstante > 0 mit

ety < Be®  fiir alle t > 0.

(i) Gilt Re(o(A)) > «, so ezistiert eine Konstante v > 0 mit

et x|y > ve |||y fir =€V undt> 0.
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Beweis: (i) folgt aus der Aquivalenz aller Normen auf dem endlichdimensionalen Raum
L(V) und dem vorangehenden Lemma. In (ii) folgt aus dem vorangehenden Lemma
wegen o(—A) = —o(A) fiir eine geeignete Hilbertnorm || - ||_4

e 44 = OYla < e i >0

ftAetA ftAH_AHetA

|z||—a = |le xl|—a < |le zl|_a < e Mex]_4 fir x €V undt>0.

Daraus folgt (ii) wieder wegen der Aquivalenz der Normen. q.e.d.
Nach diesen Vorbereitungen erhalten wir das folgende Theorem {iiber das exponen-
tielle Abklingen bzw. Anwachsen der Flufilinien im Falle einer Senke bzw. Quelle.

Satz 2.7. Es Sei A € L(V'). Dann sind dquivalent:

(i) Der Nullpunkt ist eine Senke.

(ii) Es existieren a > 0 und 3 > 0 mit |||y < Be=|z|v fir allet > 0 undz € V.
(iii) Es existieren eine Hilbertnorm || - |4 und a > 0 mit ||| 4 < e~ fiirt > 0.
Ebenso sind dquivalent:

(i) Der Nullpunkt ist eine Quelle.

(ii’) Es existieren a > 0 und 8 > 0 mit || x|y > Be||z|v fir allet >0 undz € V.

(iii’) Es ewistieren eine Hilbertnorm || - ||_4 und o > 0 mit ||e'dz||_a > ||| _a fir
t>0.

Beweis: Die Behauptung folgt unmittelbar aus dem vorangehenden Korollar. q.e.d.
Im Folgenden bezeichnen wir mit m(\) die algebraische Vielfachheit des Eigenwertes
Avon A € L(V). AuBerdem zerlegen wir das Spektrum o(A) disjunkt,

0(A) =o0s(A)Uo,(A)Uo,(A),

in das “stabile Spektrum”: os(A) ={X € 0(A)|Re()N) < 0},
das “neutrale Spektrum”: on(A) = {) € a(A)|Re(\) = 0},
und das “instabile Spektrum”: ou(A) = {\ € o(A)|Re(N) > 0}.

Definition 2.8. Der von A erzeugte Flup e heifst hyperbolisch, wenn o, (A) = 0, also

o(A) =o0s5(A)Uay,(A).
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Der folgende Satz verallgemeinert den zweidimensionalen Sattel:

Satz 2.9. Sei et ein hyperbolischer linearer Fluf. Dann gibt es eine Zerlegung
V=ViaV, mit A= As D Au und €tA = €tAS ©® etAua

derart, daf8 etts eine Kontraktion und et eine Expansion sind. Sie ist eindeutiq mit

dim(V,) = > m()) dim(V,) = > m()).

Aeos(A) A€oy (A)

Beweis: Wir betrachten zuerst den komplexen Fall K = C. Wir setzen

V= @ W Vu= @ Vi mit Vi={zeV|(4A-\y)"Vz =0}
A€os(A) Aoy (A)

Hierebei bezeichnet m(A) die Ordnung der Nullstelle A des charakteristischen Polynoms
von A. Wir zerlegen also jeden Vektor von V beziiglich der Basis, in der A Jordan-
sche Normalform hat. Dann wird V) von den Basisvektoren aufgespannt, die zu einem
Jordanblock mit Eigenwert A gehoren. Entsprechend werden V; und V,, von den Basis-
vektoren aufgespannt, die zu einem Jordanblock mit einem Eigenwert in o4(A) bzw. in
ou(A) gehoren.v Aufgrund der Jordanschen Normalform sind die Unterrdumen V) und
damit auch die Unterrdume V; und V,, invariant unter A. Dann ist V = V, ® V,,, und
diese Zerlegung zerlegt A = A, & A,. Offenbar gilt

o(As) = 05(A), o(Ay,) = au(A).

Aus dem Stabilitétskriterium folgt, dafl e*4s eine Kontraktion bzw. e!4 eine Expansion
ist. Offenbar gelten die Formeln fiir die Dimensionen. Es bleibt noch, die Eindeutigkeit
zu zeigen. Sie folgt aus folgender Charakterisierung der Unterrdume V; und V,;:

%:{x€V|t1L11106tAx:0}, Vu:{xEV|tLi£nooetAx:0}.

Im reellen Fall komplxifizieren wir zuerst den Vektorraum V und die lineare Abbildung
A: Wir definieren den komplexen Vektorraum Ve = V @ iV mit der natiirlichen Ska-
larmultiplikation von komplexen Zahlen und Ac¢(u @ iv) = Au@iAv. Dann ist Ac eine
komplexlineare Abbildung in £(V¢). Die Anwendung obiger Zerlegung auf Ac ergibt:

V(C = (V(C)S D (V(C>u7 A(C = (A(C)s ¥ (A(C)U7
derart, daB e4)s eine Kontraktion und i) eine Expansion sind. Die Abbildung

Ve — Ve, uUPiv— ud—iv
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heisst komplexe Konjugation von V¢. Ihre Fixpunktmenge besteht aus den rein reellen
Vektoren, die wir mit V' identifizieren. Aus dem selben Grund, aus dem die komple-
xe Konjugation von C ein Algebrahomomorphismus ist, ist der komplex kunjugierte
Vektor von A - (u @ 4v) gleich - (u @ —iv). Deshalb bildet die komplexe Konjugation
Vy auf V5 ab. Weil die komplexe Konjugation o4(A) und o, (A) invariant lassen, lasst
die komplexe Konjugation von V¢ die Unterrdume (V)5 und (V¢), invariant. Deshalb
konnen wir die Fixpunkte der komplexen Konjugation V' zerlegen in V =V, & V,, mit

Ve=Ve)s NV, V= 0Ve)uNV.

Diese Unterrdume sind invariant unter A, und A zerfillt in A = A, & A,. Dann folgt

die Behauptung aus der entsprechenden Aussage im komplexen Fall. q.e.d.

Die invarianten Untervektorrdume V; bzw. V,, des hyperbolischen linearen Flusses

4 heiflen stabile bzw. instabile Untervektorriume des Flusses. Ein hyperbolischer
linearer FluB kann eine Kontraktion (o, = 0)) oder eine Expansion (os = () sein.

Es erhebt sich die Frage, was an den Phasenportrits dieses Abschnitts charakteri-
stisch ist. Ist es moglich, durch Einfiihren geeigneter nichtlinearer Koordinaten einen
Sattel in einen Knoten oder einen stabilen Knoten in eine instabile Spirale zu verwan-
deln? Wir werden zeigen, dafl dies nicht der Fall ist, dafi es aber wohl moglich ist, einen
stabilen Knoten in einen stabilen Strudel zu transformieren. Dazu miissen wir zuerst
den Begriff dquivalenter Fliisse prézisieren.

Definition 2.10. Seinen ® und ® zwei lokale Flisse auf den metrischen Riumen X
und X, mit den Definitionsbereichen W C Rx X und W C R x X. Die Lokalen Fliisse
® und © heiflen flufiquivalent, wenn 1 x W fiir einen Homdomorphismus W von X
auf X ein Hodomorphismus von W auf W ist, und W o ® = ® o (Ig x ) auf W gilt.

Jedes ¥ mit diesen Eigenschaften heifit eine (topologische) FluBaquivalenz. Folg-
lich ist ¥ genau dann eine topologische FluBiquivalenz, wenn das folgende Diagramm

kommutiert:
WceRx X —25 X

l]l]RX\If J/\Il
WCeRxX —2o X,
Hierbei ist 1z x ¥ : W — R x X definiert als (Ig x ¥)(t,7) = (¢, ¥(x)).

Sind X und X offene Teilmengen eines Banchraumes, und W stetig differenzierbar
mit stetig differenzierbarer Umkehrabbildung, so heilen ¢ und @ stetig differenzierbar
dquivalent und W ist eine C L FluB#quivalenz. Sind X und X Banachriume und ¥ linear,
so heiflen @ und ® linear dquivalent und V¥ ist eine lineare FluBliquivalenz. Offenbar
sind (topologische) FluBiiquivalenz bzw. C''-Fluiquivalenz bzw. lineare FluB#iquivalenz
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Aquivalenzrglationen. AuBlerdem bildet eine Flussédquivalenz ¥ die Orbits von ® auf die
Orbits von ® ab, und zwar unter Erhaltung der Orientierung. Wir klassifizieren zuerst
lineare Fliisse linear und bestimmen die Aquivalenzklassen der linearen FluBiquivalenz.

Satz 2.11. Seien A und B lineare Abbildungen auf endlichdimensionalen Vektorrdum-
en. Dann sind e und e'P genau dann linear flufdquivalent, wenn die beiden linearen
Abbildungen A und B die gleiche Jordansche Normalform haben.

Beweis: Ist ¥ eine lineare FluBdquivalenz zwischen et und e'?, so gilt
Voed =eBol = P4 — B fijr alle t € R.

Bilden wir links und rechts die Ableitung nach ¢ an der Stelle t = 0, so folgt Wo AoW~! =
B. Also haben A und B die gleiche Jordansche Normalform. Umgekehrt folgt daraus,
dass A und B die gleiche Jordansche Normalform haben, dass es ein invertierbares ¥
gibt mit B=Wo Ao UL, q.e.d.

Der néchste Satz zeigt, dafi die differenzierbare Klassifizierung nichts neues ergibt.

Satz 2.12. Fir lineare Abbildungen A und B auf endlichdimensionalen Vektorrdumen
sind e und e'® genau dann C'-fluPdquivalent, wenn sie linear flufdquivalent sind.

Beweis: Es sei U eine C'-FluBiquivalenz zwischen e und e und V der Vektorraum
auf dem A wirkt. Dann fithrt der stetig differenzierbare Homéomorphismus ¥ € C*
dem kritischen Punkt x = 0 des Flusses ' in einen kritischen Punkt y = ¥(0) des
Flusses e'? {iber, d.h. By = y fiir alle t € R. Bezeichnen wir mit 7' die Translation
r — x — 1, so ist T o U eine FluBiquivalenz zwischen e und e'?, wegen
ToVoely =Voetr —y=eBU(x)—y
=ePU(2) — Py =eB(ToW)(z) fiirallex € V und t € R.

AuBlerdem ist ToW¥(0) = 0 und (70 ¥)’(0) eine invertierbare lineare Abbildung. Durch
Differenzieren der Bezichung in x = 0 folgt

(T o WY (0) 0 ez = e!B(T o W) (0)(x) fiir alle t € R.

Also ist (T o U)'(0) eine lineare FluBiiquivalenz zwischen e und e'. Die Umkehrung
ist offensichtlich. q.e.d.
Fiir die topologische Klassifizierung linearer Fliisse benotigen wir das folgende

Lemma 2.13. Die Realteile aller Eigenwerte von A € L(V') auf einem endlichdimen-
sionalen Vektorraum V seien megativ, und ® sei der von A erzeugte lineare Fluf§ auf
V, d.h. ®(t, ) = e firt € R. Mit der Hilbertnorm || - |4 auf V aus Lemma ist

D:Rx ST V\{0}, (tz)— Dt z)

auf Rx ST =R x {x € V| ||z||a = 1} ein Homéomorphismus.
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Beweis: Wihle o > 0 so, dass die Realteile aller Eigenwerte von A kleiner als —« sind.
Dann existiert nach Satz [2.7] eine Hilbertnorm | - || 4 auf V' mit

e zl|a < |lex||a firt <0 und ||ez]js < e |x]|a fir t > 0.

Also ist @ stetig und fiir jedes z € ST und t # 0 liegt ez nicht in S%'. Dann
ist ® auch injektiv. Fiir y € V' \ {0} gibt es wegen dem Zwischenwertsatz und wegen
limy—, oo e 7™||y|l4 = 0o und lim; oo e7*||y||a = 0 ein ¢ € R mit ||P(—t,y)]|a = 1. Also
ist ® auch surjektiv und damit bijektiv. Fiir z € S4 " folgt ¢ > —11n |®(t, x)||4 aus
t<Oundt < —éln |]<i>(t, x)||a aus t > 0. Deshalb gilt |t| < §|ln Hfi)(t,:v)HA\ Dann ist
das Urbild einer kompakten Teilmenge von V' \ {0} unter ® beschriinkt und kompakt.
Weil jeder Punkt in V'\ {0} eine in V'\ {0} kompakte Umgebung besitzt, und das Bild
von kompakten Mengen unter P kompakt ist, ist die Umkehrabbildung stetig. q.e.d.

Das obige Lemma besagt geometrisch, dafl jeder nichtkritische Orbit die Einheits-
sphiire S% ! einer geeigneten Hilbertnorm transversal schneidet. Das folgende Lemma
besagt anschaulich, daf} die Orbits einer Kontraktion “geradegebogen” werden kénnen.

Lemma 2.14. Die Realteile aller Eigenwerte von A € L(V') auf einem endlichdimen-
sionalen Vektorraum V seien negativ. Dann ist et flufdquivalent zu etV

Beweis: Wegen dem obigen Lemma existiert eine Hilbertnorm || - || 4 auf V, so da8 fiir
die zugehorige Einheitssphére Si‘l folgende Abbildung ein Homéomprphismus ist:

d:Rx ST V\{0}, (L)~ el =Dt 2).
Wir definieren eine Abbildung ¥ : V' — V durch

0 wenn x = 0
U(z) = .
ey wenn z # 0 und ®(s,y) = .

Wir zeigen dass ¥ eine topologische Flussiquivalenz von e'4 nach e ' ist. Dazu

miissen wir zeigen, dass W stetig und bijektiv ist, dass U~! stetig ist und dass ¥(e!x) =
e "W(z) fir alle x € V und ¢t € R gilt. Wir zeigen zuerst die letzte Aussage. Sie gilt
offenbar fiir z = 0. Sei also 2 # 0 und ®(s,y) = 2. Dann gilt (s + ¢, y) = e“z. Also
ist U(ez) = ety = e~'W(x). Damit ist die letzte Aussage gezeigt.

Wegen ¥(0) = 0 geniigt es die Bijektivitdt der Einschrinkung von ¥ auf V' \ {0}
zu zeigen. Diese Einschréankung ist die Verkettung der Umkehrabbildung von & mit

R x STt = V\ {0}, (s,9)+— ey
Diese Abbildung hat wegen |le *y||a = e~*||y||a = e~* die Umkehrabbildung
VA{0} = Rx Sy w e (=Inflzfla,2/[lz]la).
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Also ist die Einschrankung von ¥ auf V' \ {0} ein Homéomorphismus dieser Menge auf
sich selber. Also miissen wir nur noch zeigen, dass ¥ und ¥~! bei 0 stetig sind. Weil
alle Normen auf V' dquivalent sind, geniigt es die Stetigkeit beziiglich || - || 4 zu zeigen.
Fiir ||z||a < € < 1gilt s > 0 weil sonst 1 = ||y|la = [[e™*z]|a < e*®||z]|a < € < 1 wegen
Satz (iii) gilt. Dann folgt die Stetigkeit von ¥ bei 0 aus

= [lylla = lle™"2]l4 < eMlte = s > —In(e)/[| A4 = [¥(2)]4 < /144,
Fir |le®y|la < e <1gilt s = —In|le ®y||4 > 0 und mit Satz (iii)
10 e y)lla = lle*tylla < e llylla = lleyll% < €.

Das zeigt die Stetigkeit von U~ bei 0. q.e.d.
Nach diesen Vorbereitungen konnen wir den zentralen Klassifikationssatz fiir hy-
perbolische Fliisse beweisen. Dabei definieren wir fiir eine lineare Abbildung A € L(V)

m_(A)= Y m()\) my(A)= > m().

Aeos(A) A€ou(A)

Satz 2.15. Zwei hyperbolische lineare Flisse et und e'B sind genau dann fluBdqui-
valent, wenn my(A) = my(B) gilt. Die Dimensionen der stabilen und instabilen Un-
terraume sind die einzigen Invarianten der Flufdquivalenz solcher Flisse.

Beweis: <: Wegen Satz [2.9] existiert eine direkte Summenzerlegung
V= VS D ‘/'u7 etA — 6tAS D 6tAu

mit dim(V,) = m_(A), derart, dafl e'* eine Kontraktion und e4* eine Expansion
sind. Aufgrund des Stabilitatskriteriums und dem vorangehenden Lemma existiert eine
FluBiquivalenz W, zwischen e*4* und e~*Ws. Analog erhalten wir wegen et4w = ¢4
eine FluBaquivalenz U, zwischen e*4* und et!v«. Dann ist

eine FluBiquivalenz zwischen e'4 = e4s @ e« und e~ @ etlvu,
Analog existieren eine direkte Summenzerlegung

F — Fs @ Fu, etBs EB etBu

und eine Flulaquivalenz ﬁ/s @ \ﬁu zwischen e~ 1% @ 17 Wegen dim V, = dim F; und
dim V,, = dim F), existieren ein Isomorphismen 7 : Vy, — F; und T}, : V,, — F},. Dann
ist T, ® T,, eine FluBiquivalenz zwischen den Fliissen e #1vs @ etve und e 17 @ eflru.
Also folgt die FluBiquivalenz von e und e*” aus der Transitivitit.
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= Fiir eine FluBiquivalenz ¥ zwischen e und e'? folgt aus
U(ez) = ePU(z) firalle (t,z)eRxV

U[V] C Fs und V[V,] C F,, weil ¥ die Konvergenz fiir ¢ — oo und ¢ — —oo erhélt.
Aus Symmetriegriinden gilt dann auch W![F,] C V, und U~![F,] C V,. Also bildet
U den Vektorraum V; homoomorph auf den Vektorraum F; ab. Nun folgt aus dem
Gebietsvarianzsatz der Topologie (Theorem IV 9 in Hurewicz, Wallman: Dimension
Theory) und Satz 2.9 m+(A) = ms(B). q.e.d.

Bemerkung 2.16. (i) Die topologische Klassifizierung linearer Fliisse e mit o(A) C
iR, d.h. mit 0(A) = 0,(A) ist ein ungeldostes Problem.

(ii) Man kann zeigen, dafy die Menge der A € L(V) mit 0,(A) = 0 offen und dicht
in L(V) ist, d.h. die Eigenschaft, einen hyperbolischen Flufl zu erzeugen, ist eine
generische Eigenschaft, sie kommt fast allen A € L(V') zu. Folglich kénnen wir
mit dem vorangehenden Satz fast alle linearen Fliisse klassifizieren.

Ubungsaufgabe 2.17. (i) Beschreiben Sie die Phasenportrits eines ebenen linearen
Flusses in den im Text nicht behandelten Fillen (mindestens ein Eigenwert 0).

(ii) Beschreiben Sie die Phasenportrits des linearen Flusses e'* mit A € L(R?), d.h.
des dreidimensionalen linearen Flusses, unter den verschiedenen maoglichen Ver-
teilungen der Eigenwerte von A in .

(iii) Veranschaulichen Sie sich das Phasenportrit des linearen Flusses e mit A =
diag(wy, —w1, w2, —wq) € L(RY).

(iv) Beweisen Sie, daff {A € L(V)|o,(A) = 0} offen und dicht in L(V) ist.

2.3 Prinzip der linearisierten Stabilitéit

Wir studieren zuerst die Stabilitdt autonomer linearer Differentialgleichungen.

Satz 2.18. Es sei A € L(V). Dann ist die Nulllésung der linearen Differentialgleichung
& = Az genau dann stabil, wenn o,(A) = 0 und fiir A € 0,(A) die Finschrinkung von
A auf den Eigenraum Vy = {z € V | (A — A\y)"Nz = 0} diagonalisierbar ist.

Die Nulllosung ist genau dann asymptotisch stabil, wenn Reo(A) < 0 gilt.

Beweis: Es sei a = sup{|[e!]| | ¢ > 0} < oo. Dann folgt fiir € > 0

"]l < le"]| - |l < ¢ fiir alle (#,) € [0, 00) x B0, %),
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d.h. die Stabilitdt der Nulllosung. Weil alle Normen auf dem endlichdimensionalen
Vektorraum V #quivalent sind, ist diese Beschranktheit von e*4 fiir ¢ > 0 dquivalent
zu der Beschriinktheit von [|e!z;|| fiir ¢ > 0 und eine Basis z1,..., 2, von V. Wenn
diese Norm fiir einen Basisvektor nicht beschrénkt ist, dann ist umgekehrt 0 auch nicht
stabil. Also ist 0 genau dann stabil, wenn alle Bahnkurven beschrankt sind.

Die Bahnkurven von x € V) mit A € o4(A) konvergieren fiir £ — oo gegen 0, und
sind fir x € V) \ {0} mit A € 0,(A) unbeschriankt. Fir x € V) \ {0} mit A € 0,(A)
sind sie genau dann beschréankt, wenn sie keine Potenzen von ¢ enthalten, also x echte
Eigenvektoren von A sind. Daraus folgt die Charakterisierung der stabilen Fliisse. Die
linearen asymptotisch stabilen Fliisse sind offenbar genau die Kontraktionen. q.e.d.

Als néchstes betrachten wir gestorte Systeme der Gestalt

&= Az + g(t,x),

wobei ¢ eine in einem geeigneten Sinne kleine Storung ist. Genauer soll im Folgenden
gezeigt werden, dafl unter der Voraussetzung, dass es fiir alle € > 0 ein 6 > 0 gibt mit

llg(t, )| < el|lz| firalle =z € B(0,0)

gleichméfig bzgl. ¢, das gestorte System nahezu dasselbe asymptotische Stabilitétsver-
halten wie die ungestorte Linearisierung & = Az besitzt.

Ist g : RxV — V eine stetige und in der zweiten Variablen lokal lipschitzstetig
Funktion und ¢ — u(t) eine Losung des gestorten Systems, dann ist u fir ¢y € R auch
die eindeutig bestimmte Losung des inhomogenen Anfaganswertproblems

u(t) = Au(t) + g(t, u(t)) mit u(tg) = ug = u(ty).
Wegen Korollar geniigt u auch der nichtlinearen Integralgleichung

¢
u(t) = et 104y + /e(t_s)Ag(s,u(s))ds.
to

Diese Integralgleichung ist die Grundlage fiir den folgenden — im wesentlichen auf Lja-
punov zuriickgehenden — Stabilitatssatz (sowie fiir zahlreiche Existenzbeweise im ana-
logen Fall unendlichdimensionaler Evolutionsgleichungen, z.B. parabolische Systeme).

Satz 2.19 (Asymptotische Stabilitét). Fir A € L(V) sei Reo(A) < 0 und fir ein
offenes Intervall I und eine offene Umgebung X C 'V von 0 sei g € C(I x X, V') in der
zweiten Variablen lokal lipschitzstetig, so dass es fiir alle € > 0 ein § > 0 gibt mit

lg(t,z)|| <el|lx|| fir allex € B(0,6) und alle t € I.

Dann ist die Nulllosung von u(t) = Au(t) + g(t,u(t)) asymptotisch stabil.
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Beweis: Es existieren positive Konstanten o und 8 mit [[e!4]| < Bet fiir alle ¢ > 0,
wobei wir > 1 annehmen diirfen. Also folgt die Abschitzung

t
[ut)]| < Be™ = Jug|| +ﬁ/e_a(t_s)llg(&U(S))IIdS-
to

Es sei nun € € (0, «) beliebig. Es existiert ein § € (0, €) mit

lg(t, 2)]| < gnxu fiir ||z <6 und t € R.

Wenn u(t) fiir |Jug|| < % und ein t > o nicht in B(0, d) liegt, dann sei
t = inf{t € [tg,00) | ||u(t)|| = d} C (to, 00).
Dann folgt fiir to <t <t
t t
Ju()]| < 56_a(t_t0)+6/6_a(t_5)||U(3)||d8 = T fu(t) < 5+6/6a(5_t°)||u(8)||d8-
to to
Mithilfe von Lemma [1.58 erhalten wir die Abschéitzung

t
ea(tfto)Hu(t)” <6+ 65/66(t8)d8 — Seclt—to) fiir to<t<t.
to

Daraus folgt § = ||u(?)|| < de~(@90~) < § was unmoglich ist. Also gilt u(t) € B(0, )

fiir alle uyp € B(0, %) und ¢ > to und dann auch ||u(t)]| < de~(@=9)CEt0)  Weil das fiir

alle 6 > 0 gilt ist die Nulllosung asymptotisch stabil. q.e.d.
Zum Beweis des entsprechenden Instabilitdtssatzes benotigen wir das folgende

Lemma 2.20. Fir A € L(V) gelte « < Reo(A) < B. Dann existiert eine Hilbertnorm
|- || auf V', so daf fir das zugehorige bilineare innere Produkt (-, -)

allz]]* < Re{Az,z) < Bl|z||*  fiir alle x € V gilt.

Beweis: Wir betrachten zuerst den Fall K = C. Wie in dem Beweis von Lemma 2.5
gezeigt, hat A die Form A = D + N mit D = diag(u1, ..., fm), wobei pq, ..., fi,, die
mit Vielfachheit gezédhlten Eigenwerte von A sind. Zu jedem e > 0 gibt es aulerdem
eine Hilbertnorm || - || auf V' mit ||N|| <e. Wir wihlen € > 0 und || - || mit

¢ < min{f — max(Reo(A)),min(Rec(A)) — a}.
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Wegen (Dx,z) = Y pilz;|?, wobei x1,...,z, die Koordinaten von z bzgl. der (zur
Konstruktion der Norm) verwendeten Orthonormalbasis sind, gilt

min[Re o (A)]||z||?> < Re(Dx, ) < max[Reo(A)]||z|*

Da ferner Re(Az, z) = Re(Dx,z) + Re(Nz,z) und |Re(Nz,z)| < ||N|| - [|z]|* < €||z|?
ist, folgt die Behauptung aus der Wahl von e und aus

Re(Dx, x) — €||z|* < Re(Ax,z) < Re(Dx, z) + €|z

Es sei nun K = R. Dann koénnen wir das eben Bewiesene auf die Komplexifizierung Ac
in V¢ anwenden. Die Hilbertnorm ||-||¢ auf Vi induziert (durch Restriktion auf V' C Vg)
eine Hilbertnorm || - || auf V' (vgl. den Beweis von Lemma [2.5)). Fiir die zugehorigen
Skalarprodukte erhalten wir

e+l — g — nl
4

2l — a2

(r,y) = =+ ] I lz =yl fir alle ,y € V. Hieraus folgt

allz]|* = al|z]|z < Re(Acr, 2)c = (Az, x) < B||z||z = Bljz||* fiir alle x € V.q.e.d.

Re(&,n)c fir alle £,n € Vo bzw.

Satz 2.21 (Instabilitét). Fir A € L(V) sei 0,(A) # 0 und fiir ein offenes Intervall T
und eine offene Umgebung X C V wvon 0 sei g € C(I x X, V) in der zweiten Variablen
lokal lipschitzstetig, so dass es und fir alle € > 0 ein 6 > 0 gibt mit

lg(t,z)|| <el|lx|| fir allex € B(0,6) und alle t € I.

Dann ist die Nulllosung der gestorten Gleichung u(t) = Au(t) + g(t, u(t)) instabil.

Beweis: Nach Voraussetzung ist o,(A) nicht leer. Sei also o € (0,Re o, (A)). Wegen
0(A —aly) = 0(A) — « ist das neutrale Spektrum o, (A,) von A, = A — aly leer
und A, erzeugt einen hyperbolischen linearen Flul e*4=. Wegen Satz gibt es eine
direkte Summenzerlegung V' = V_ @ V., welche A, in A, = (A,)_ ® (A,)y zerlegt,
so daB 0s(An) = 0((As)-) und 0,(As) = 0((As)s) gelten. Der Operator A wird
zerlegt in A=A_ @ Ay mit 0(Ay) = 0,(A) und 0(A-) = 05(A) Uo,(A). Es gilt also
Reo(A_) <0 und Rec(Ay) > a > 0 fiir das obige a > 0. Wir wéahlen 5 € (0, «) fest.
Dann existieren nach Lemma [2.5| Hilbertnormen || - ||+ auf V. und || - |- auf V_ so da8

Re(A_x_,z_)_ < Blla_||> firz_ € V., Re(dizy,zi)y > allzy i fir e, €V,
gilt. Offensichtlich wird durch

(o + 2y +ys) = (@, y-)- + (T4, 44 )+
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ein inneres Produkt auf V' = V_ @ V. definiert und somit eine Norm || - || mit
a2 = o+ a2 = o |+ s firalles=a_ +a, € V.

Schliefllich setzen wir

— |

2

2
(z) = 12+l fiir alle 2 € V,

[3

Fiir v = existiert ein § > 0 mit

lg(t,z)|| <7l|z|| furalle ze€ B(0,§) wundalle tel.

Sei nun ¢y € I und u eine Losung mit u(ty) € B(0,0) C X und ¥(u(typ)) > 0. Dann
erfilllt p(t) = W(u(t)) auf t € {t >ty | ||u(®)|| <5} N{t > 1o | p(t) > 0}

p(t) = 3 ((up(t), ur (1) + <U+( ) u (1)) — (u—(t), a—(t)) — (u—(t),u—(t)))
t), iy (1)) — Re(u—(t), i (1))

+up(t) + ( u(t))+) — Refu-(t), A—u_(t) + g(t,u(t))-)
+u () — Re(u—(t), A—u_(t)) + Reu(t) — u_(t), g, u(t)))

[y (D7 = Bllu— () — (Jfus (¢ )|| + [lu— @) IDlg(E, w(@)|l

||U+(75)H2 — Bllu- )1 = 2l ()] yu(@®)]

(o = 4y)lfuy (O = Bllu- (D) = 2B¢(t).

Dabei haben wir die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung, ||u(t)|| < [|us(®)|| + |Ju_(2)]|

und [g(t, u(®))|| < yllu(@)] fir t € {t >t | [Ju(@)]| < o} und zuletzt [Ju_@)]| < [Jur ()]
und |Ju(t)]] < 2[juy (t)||fir t € {t > to | ¢(t) > 0} benutzt. Durch Integration folgt

+(t

I
+
o

AVAR VARV

o(t) > @(te)e?? =) fiir ¢t e {t >to ] |Ju(s)]| < § und ¢(s) > 0 fiir s € [to, t]}.

Dann folgt zuerst, dass ¢(t) > 0 fiir jede Losung mit u(to) € B(0,6) N ¥~1(0, c0)] auf
{t > to | [Ju(s)|| < 0 fiir alle s € [to,t]} gilt. Danach sehen wir, dass wegen

Hu®)[? > HlusIP = o(t) = plto)e? .

jede solche Losung den Ball B(0,d) verlafit, und die Nulllésung instabil ist. q.e.d.

Als Korollar der beiden vorangehenden Sétze erhalten wir das folgende Prinzip der
linearisierten Stabilitét fiir kritische Punkte autonomer Differentialgleichungen. Dieses
fundamentale Prinzip ist eines der bekanntesten Stabilitéats- bzw. Instabilitatskriterien,
das besonders in den angewandten Naturwissenschaften unzéhlige Anwendungen hat.
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Korollar 2.22. In einer offenen Teilmenge X C V sei xg eine Nullstelle von F €
CYX,V). Falls o(F'(z0)) = 0s(F'(xg)), so ist die Ruhelage xo des entsprechenden
lokalen Flusses ®p asymptotisch stabil. Ist o, (F'(xg)) nicht leer, so ist xq instabil.

Beweis: Mit A = F'(zg) € L(V) und g(y) = F(y +x0) — F'(x0)y gibt es fiir alle € > 0
ein 6 > 0, so dass ||g(y)|| < €||y|| fir y € B(0,0) gilt und y = F(y + x0) = Ay + g(y).
Also folgt die Behauptung unmittelbar aus den beiden vorangehenden Sétzen. q.e.d.

Bemerkung 2.23. (i) Der Satz macht keine Aussagen tber das Stabilitdtsverhalten
im Fall o,,(f'(x0)) # 0 und o, (f'(x0) = 0. In diesem Fall hingt das Stabiltitsverhalten
von den Termen héherer Ordnung ab. Um dies zu sehen, betrachten wir das System

& =—y+a
y=a+y’
mit (0,0) als einzigen kritischen Punkt, der ein Zentrum fiir die Linearisierung ist.

Fiir r* = 2% +y? folgt 7 = 3 + yy = —vy + 2* + oy + y* = 2* + y*, also

4., .4 44 922,21 o4 3
Ty >x+ Ty Y :%fdrr>0.

r - 2r
Folglich ist %T% < —1 und die Orbits laufen von (0,0) weg, d.h. (0,0) ist instabil.
Das System

& =—y—2a
C_ 3
y=r—y
hat dieselbe Linearisierung im kritischen Punkt (0,0). Nun folgt 7 = —# <0<

—§ und %%2 > 1 fir r > 0. Folglich “laufen die Orbits nach (0,0) hinein”, d.h.
(0,0) ist sogar asymptotsich stabil. Es ist leicht zu sehen, dafi das Phasenportrit bei
allgemeineren Storungen héherer Ordnung wesentlich komplizierter aussehen kann.
(ii) Das zentrale Stabilititsresultat in dem Satz ist eine lokale Aussage. Es enthilt keine
Angaben tiber den Einzugsbereich eines asymptotisch stabilen kritischen Punktes. Einige
Aussagen in dieser Richtung werden wir in den folgenden Abschnitten kennenlernen.
(iii) Der Beweis gilt auch fir lokal lipschitzstetiges in xo differenzierbares f € C(X, V).
(iv) Unter geeigneten Voraussetzungen an den Evolutionsoperator A der nichtautono-
men linearen Gleichung & = A(t)x lassen sich verwandte Resultate auch fiir gestorte
nichtautonome Gleichungen

T =A(t)+g(t,x)

beweisen. Da solche Voraussetzungen in praktischen Fillen jedoch kaum zu verifizieren
sind, werden wir uns im Folgenden in erster Linie mit dem besonders wichtigen Fall
autonomer Gleichungen befassen.
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(v) Um die obigen Stabilititssdtze praktisch anwenden zu kénnen, benitigt man Kri-
terien, welche es erlauben festzustellen, ob Reo(A) < 0 gilt. Da die Eigenwerte die
Nullstellen des charakteristischen Polynoms

detA — A) = X" + @ N+ a )™ 4 L G N an,

sind (dim(V) = m)), méchte man méglichst aus den Koeffizienten eines Polynoms
ablesen, ob alle Wurzeln in der negativen Halbebene liegen. Es gibt eine Reihe von
Kriterien dieser Art. Das bekannteste ist das folgende Routh-Hurwitz-Kriterium:

Satz 2.24 (Routh-Hurwitz Kriterium). Sdamtliche Nullstellen eines reellen Polynoms
p(z) =2+ a1 2™+ 4 a1z + an vom Grand m besitzen genau dann negativen

Relateil, wenn die Matrizen H., ..., H,, positive Determinante haben. Dabei ist
a; az as ... ... A9k_1
1 as Aq4 ... ... (49k—2
0 a; az ... ... Q2r—3
H, = 1 ay ay ... Ggpy mit a; =0 fir j > m.
0

Siehe Abschnitt 16.6 in “Matrizentheorie” von F.R. Gantmacher.

2.4 Die direkte Methode von Ljapunov

In diesem Abschnitt fithren wir eine Methode ein um die lokale und globale asympto-
tische Stabilitdt zu zeigen. Diese Methode benutzt sogenannte Ljapunovfunktionen.

Definition 2.25 (Ljapunovfunktionen). Sei ® : W — X ein lokaler Fluss auf einem
metrischen Raum X. Dann heit L : X — R Ljapunovfunktion, wenn L(®(t,z)) < L(z)
fir alle (t,x) € W mit t > 0 gilt. Wenn sogar L(®(t,x)) < L(x) fir alle (t,x) € W
mit t > 0 und ®(t,x) # x gilt, dann heif§it L strikte Ljapunovfunktion.

Wegen der Bedingung (ii) eines lokalen Flusses ist L genau dann eine Ljapunovfunk-
tion, wenn t — L(®(¢,x)) fiir alle z € X monoton fallend ist. Fiir ein lokal lipschitz-
stetiges Vektorfeld F' : X — V auf einer offene Teilmenge X eines Banachraumes V
heifit L dann Ljapunovfunktion, wenn es eine Ljapunovfunktion fiir den ensprechenden
lokalen Fluss ® ist. Weil jede Integralkurve t — ®p(t,z) von F stetig differenzierbar
ist, ist ¢ — L(®p(t,x)) differenzierbar, wenn L differenzierbar ist. Deshalb ist eine
differenzierbare Funktion L genau dann eine Ljapunovfunktion zu F', wenn

VL(z)-F(x) <0 fir alle x € X
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gilt. Wenn fiir nicht konstante Integralkurven keine Gleichheit gilt, dann ist L sol-
gar eine strikte Ljapunovfunktion. Allerdings ist das nur eine hinreichende und keine
notwendige Bedingung fiir eine differenzierbare Funktion L : X — R, damit L eine
strikte Ljapunovfunktion ist. Wir konnen Ljapunovfunktionen auch durch die positive
Invarianz aller Mengen L~ ![(—o0,y)] mit y € R charakterisieren:

Definition 2.26. Fiir einen lokalen Fluss ® : W — X auf dem metrischen Raum X
heifit eine Teilmenge A C X positiv bzw. negativ invariant, wenn ®(t,x) € A fir alle
(t,z) € WN((0,00) x A) bzw. W N ((—00,0) x A) gilt. Sie heifit invariant, wenn sie
positiv und negativ invariant ist, also ®(t,z) € A fir alle (t,x) € W N (R x A) gilt.

Im Folgenden werden wir Grenzwerte von Folgen (®(t,, z))nen mit ¢, — foo be-
trachten. Die Menge solcher Grenzwerte wird als Limesmenge bezeichnet:

Definition 2.27 (Limesmengen). Fir einen lokalen Fluss ® : W — X und z € X
heifen die Mengen w*(x) aller Grenzwerte von Folgen (®(t,, x))nen mit t,, — £oo und
{(tn,x) | n € N} C W Limesmengen von x

Offenbar sind w*(z) leer, wenn W nicht (0,00) x {z} bzw. (—00,0) x {x} enthilt.

Lemma 2.28. Die Limesmengen w®(z) eines stetigen lokalen Flusses sind abgeschlos-
sene invariante Mengen.

Beweis: Sei y im Abschluss von w*(x). Dann gibt es fiir jedes n € N ein y,, € w*(z)
mit dx(yn,y) < = und ein ¢, > n bzw. , < —n mit dx(P(t,,x),y,) < =. Dann
konvergiert (®(t,,))nen gegen y € w®(z). Also ist w*(x) abgeschlossen.

Wegen der Stetigkeit von ® konvergiert ®(t + ¢, x) = ®(t, (¢, z)) gegen (t,y),
wenn (®(t,, r))nen gegen y konvergiert. Deshalb ist w®(z) invariant. q.e.d.

Lemma 2.29. Wenn {®(t,z) | t € [0,00)} bzw. {®(¢t,x) | t € (—00,0]} in einer
kompakten Menge K enthalten ist, dann ist w(z) bzw. w™(x) nichtleer, kompakt und
zusammenhdngend. Der Grenzwert limy_, 4o infye+ () dx (P(t, 2),y) ist dann Null.

Beweis: Unter den Bedingungen des Lemmas enthilt W genau wie im Beweis von
Satz[1.37) zunéchst (—¢, €) x K und dann [0, 00) x {z} bzw. (—o0, 0] x {z}. Fiir jede Folge
(tn)nen mit t — £oo besitzt die Folge (®(t,,x))neny dann eine konvergente Teilfolge.
Also ist w®(z) nicht leer. Als abgschlossene Teilmenge von K ist w*(x) auch kompakt.

Wenn w*(z) nicht zusammenhiingend ist, dann zerfillt es in eine disjunkte Verei-
nigung von zwei abgschlossenen Mengen w*(x) = AU B. Der Abstand dx(a, b) hat auf
der kompakten Menge (a,b) € A x B einen Minimalabstand § > 0. Seien

0=|JB(.?9) U=|]JB®9Y).

acA beB
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disjunkte offenen Umgebungen von A und B. Wir wéhlen eine streng monotone Folge
(tn)nen positiver bzw. negativer Zeitpunkte mit ¢, — +oo, so das ®(t,, x) abwechselnd
in O und in U liegt. Sei s,, das Supremum oder Infimum von {t € [t,,t,41] | P(t) € O},
jenachdem ®(t,,z) oder ®(t,41,2) in O liegt. Dann liegt ®(s,,z) nicht in O, weil
sonst @ (¢, z) fur t € (s, —€,5, +¢€) und ein € > 0 in O liegt, und nicht in U, weil sonst
O(t, ) fiir t € (s, —€,, +€) fiir ein € > 0 in U und damit nicht in O liegt. Die Folge
(P(Sn, ) )nen in K hat dann eine konvergente Teilfolge, dessen Grenzwert in K\ (OUU)
liegt, im Widerspruch zu der Annahme, dass w*(x) nicht zusammenhiingend ist.
Wenn inf, e+ (p) dx (®(t,, x),y) fir eine Folge (t,)neny mit ¢, — Foo durch eine
positive Zahl nach unten beschrankt ist, dann kovergiert eine Teilfolge von (®(¢,,, T))nen
gegen ein y € w*(x). Das widerspricht der Annahme, dass inf,c =) dx (P (tn, 2),y)
durch eine positive Zahl nach unten beschréankt ist. Also sind alle Haufungspunkte von
infy eyt (2) dx (P (tn, x),y) Null, und alle solchen Folgen konvergieren gegen Null. q.e.d.

Satz 2.30. Sei ® : W — X ein stetiger lokaler Fluss und L : X — R eine stetige
Ljapunovfunktion. Dann ist L auf w™(x) konstant.

Beweis: Seien y,z € w'(x). Dann gibt es zwei streng monoton wachsende Folgen
(tn)nen und (Sp)peny mit ¢, — 00, s, — oo und t, < s, < t,4q fir alle n € N so
dass (®(tn,x))nen gegen y und (P(s,,x))nen gegen z konvergiert. Weil L stetig ist,
konvergieren die Folgen (L(®(t,,x)))nen gegen L(y) und (L(P(s,, x)))nen gegen L(z).
Aus der Monotonie von t +— L(®(t,z)), folgt L(y) > L(z) > L(y). q.e.d.

In bestimmten Féllen kann man mit Ljapunovfunktionen die Stabilitdt oder asym-
ptotische Stabilitdt eines Fixpunktes eines lokalen Flusses zeigen. Im Folgenden sei
® : W — X ein lokaler stetiger Fluss auf einer offenen Teilmenge X eines endlichdi-
mensionalen Banachraumes V' und xy € X ein Fixpunkt von .

Satz 2.31. Sei xy € X ein Fizpunkt eines stetigen lokalen Flusses ® : W — X auf
einer offenen Teilmenge X eines endlichdimensionalen Banachraumes und L : X — R
eine stetige Ljapunovfunktion. Dann gilt

(i) Wenn L(z) > L(xo) fir x € X \ {zo} gilt, dann ist xy stabil.

(ii) Ist zusdtzlich zu (i) L eine strikte Ljapunovfunktion und xy die einizige Ruhelage
von @, so ist xo asymptotisch stabil.

(iii) Sind zusitzlich zu (i)-(i) die Mengen L™'[(—o0,y|] fir alle y > L(xy) kompakt,
dann ist xo global asymptotisch stabil, d.h. limy_,., ®(t,z) = xo fir alle x € X.

Beweis (i): Sei € > 0 so klein, dass der abgschlossene Ball B(xg,€) von V in X
enthalten ist. Dann besitzt L einen minimalen Wert y > L(zo) auf der kompakten
Menge {x € X | ||z — mo|| = €}. Wegen der Stetigkeit von L enthilt die Menge
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{z € B(xo,€) | L(z) < y} einen Ball B(xzy, ). Fiir alle z € B(zq,d) gilt dann L(z) < y
und deshalb auch L(®(t,x)) < y fur alle t > 0 mit (t,z) € W. Insbesondere wird
|®(t, ) — ]| fiir solche t nie gleich € und ®(¢, x) bleibt in B(xy, €). Das zeigt (i).
(ii): Wegen Lemma und wegen (i) gibt es ein § > 0, so dass [0,00) x B(x,0)
in W enthalten ist. Fiir hinreichend kleine 0 sind ®(t, ) wegen dem vorangehenden
Beweis fiir alle (¢,z) € [0,00) x B(xg,0) in einem kompakten Ball B(xzg,€) enthalten.
Wegen Lemma[2.29]ist w™ () dann fiir alle z € B(zo, §) nicht leer und positiv invariant.
Wegen Satz ist wt(z) = {xo}. Insbesondere ist fiir x € B(xp,d) und jede Folge
positiver Zahlen t, mit ¢, — oo die Folge ®(t,,z) beschrankt und besitzt nur den
Héaufungspunkt xg. Also konvergieren alle diese Folgen gegen xy und z ist attraktiv.
(iii): Fiir alle z € X sind ®(¢,z) in der kompakten Menge L™'[(—o0o, L(x)]] enthalten.
Dann zeigen die Argumente vom Beweis von (ii) dass wieder mit Lemma und
Satz [2.30) - 0lwt(z) = {zo} und limy_, D(¢,x) = xp gilt. q.e.d.

Die Bedmgung in (i) kann man fiir den lokalen Fluss eines lokal lipschitzstetigen
Vektorfeldes F' : X — V und eine differenzierbare Ljapunovfuncktion L : X — R z.B.
dadurch garantieren, dass VL(x) - Fi(x) < 0 auf X \ {zo} gilt. Dann hat insbesondere
F nur eine Nullstelle bei zg.

2.5 Linearisierungen

In diesem Abschnitt sind (V|| - ||) ein endlichdimensionaler Banachraum, X C V ei-
ne offene Teilmenge und f € C*(X,V). Wir wollen den von f erzeugten Flufl @ in
der Nihe eines kritischen Punktes xy in Situationen studieren, in denen das Prinzip
der linearisierten Stabilitdt Korollar nur aussagt, dass der kritische Punkt nicht
asymptotische stabil ist. Wir werden sehen, dass fiir jeden kritischen Punkt zy, an dem
die Linearisierung f’(xq) einen hyperbolischen Fluss erzeugt, diese Linearisierung das
Langzeitverhalten des Flusses in einer Umgebung von xy beschreibt: d.h. in der Né&he
von zg, der Flu ® fluiquivalent zum linearen Fluf e*/'®0) ist, und die Sattelpunkt-
struktur qualitativ erhalten bleibt. Im folgenden Abschnitt werden wir dann prézise
Aussagen iiber die “stabilen und instabilen Manmgfaltlgkelten” W und W, herleiten.

Sind X und Y metrische Riume und ® : W — X sowie ® : W — Y Fliisse auf X
bzw. Y, so sagen wir, ® istin 2o € X zu @ inyy € Y (lokal) C*-fluBiquivalent, oder
kurz: ®|zq ist zu (i>|y0 Ck-fluBaquivalent, 0 < k < oo, wenn es Umgebungen U von x
und V' von y, gibt, derart, dafl der von ® auf U (durch Restriktion) induzierte lokale
FluB zu dem von ® auf V induzierten lokalen Fluf C*-fluiquivalent ist.

Im Folgenden sei ®; : W — X stets der von f auf X erzeugte FluB. Wir wollen den
FluB in der Nahe eines hyperbolischen kritischen Punktes z( studieren. Hierbei heif3t
der kritische Punkt xy des von f erzeugten Flusses hyperbolisch, wenn o, (f(z0)) = 0
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ist, d.h. wenn der lineare FluB e*/'(*0) hyperbolisch ist.

Es besteht ein enger Zusammenhang zwischen Fliissen und Hom&éomorphismen.
Nach Lemm ist ndmlich ®(¢, ) fiir jedes ¢t € R ein lokaler Homéomorphismus. Ins-
besondere ist fiir den linearen Fluf} ' fiir jedes ¢t € R ein Automorphismus von V. Aus
diesen Griinden ist es sinnvoll (und fiir Anwendungen auf andere Probleme niitzlich),
zuerst den Fall von Homoéomorphismen zu betrachten. Zur Motivierung der folgenden
Definition beweisen wir zuerst den folgenden Spezialfall des Spektralabbildungssatzes.

Lemma 2.32. Fiir A € L(V) gilt o(e?) = "™ = {M\ € 0(A)}.

Beweis: Wegen o(A4) = o(Ac) kénnen wir - durch Ubergang zur Komplexifizierung -
annehmen, dafl V' ein komplexer Banachraum ist. Sind dann Ay, ..., \; die paareweise
verschiedenen Eigenwerte von A, so besitzt V' die direkte Summenzerlegung V = V; &

. @ V4, die sowohl A als auch e? reduziert. Es geniigt also, o(e?i) = e’4i) mit
Aj = Aly, fiir j = 1,..., k zu beweisen. Wir konnen somit annehmen, dafl o(A) = {A}
und A = A1y + N mit einem nilpotenten Operator N € L(V') gilt. Es gibt folglich ein
z € V\ {0} mit Az = Az, d.h. Nz = 0. Hieraus folgt

d.h. o(e?) D e?™ . Gilt umgekehrt ey = py fiir ein 4 € C und y € V' \ {0}, so folgt

ml
_ AN, _
py =e‘e’y = ,;k'

Dann gibt es einen kleinsten Index [ mit 0 <! < m und Ny = 0. Durch Anwenden
von N'! auf obige Gleichung erhalten wir

pN'y = e*N'y,

also 1 = e wegen N'y # 0, was o(e?) C e impliziert. q.e.d.

Es sei nun A € £(V), und A erzeuge einen hyperbolischen linearen Flufl e4, d.h.
o,(A) = o(A)NiR = ). Dann folgt aus dem vorangehenden Lemma, dafl o(e)NS! = ()
gilt, wobei S' = {z € C | |z| = 1} die Einheitskreislinie der komplexen Ebene ist. Mit
anderen Worten e € L(V) besitzt keine Eigenwerte vom Betrag 1. Allgemein heifit
ein T' € L(V) hyperbolisch, wenn T" keine Eigenwerte vom Betrag 1 besitzt, d.h. wenn
o(T)NS' =0 gilt. Ist T € L(V) hyperbolisch, so gilt

oo(T) U o(T) mit
oo(T) = {A e a(T) | [A < 1} 0oo(T) ={A € o(T) | [A] > 1},
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Bezeichnen wir wieder mit m(\) die algebraische Multiplizitit des Eigenwertes A €
o(T), dann sind fir K = C

Vo= @D {zeV[A-T)"Ve=0} Vie= @ {zeV|(A-T)"Vz=0}.
)\an(T) )\EO'OO(T)
invariante Untervektorrdume von V| die T' reduzieren, d.h.
V=VWoVe uwdT=T®T, undo(Ty)=00(T) undo(Tx)=0x(T).

Ist K = R, so wenden wir diese Zerlegung auf die Komplexifizierung an und restringie-
ren anschlieffend auf die reellen Teilrdume, d.h.

Vo=Ve)oNV und Vo = (Vo) NV sowie Ty = (Tc)oly, und T = (1) o vi. -

Dann folgt wie im Beweis von Satz die Aussage, weil A — A S! invariant 1a8t.
Das folgende Lemma stellt ein Analogon zu Lemma dar. Zur einfacheren For-
mulierung verwenden wir die vereinfachende Schreibweise

lo(A)| < a < [N <a firalle A € o(A).
Andere Ungleichungen sind analog zu interpretieren.
Lemma 2.33. Es sei T € L(V) invertierbar und hyperbolisch, und fir o € (0,1) gelte
lo(To)| < a und |o((Ts) )| < a.
Dann gibt es eine Hilbertnorm || - || auf V' so dafi Vi und V, orthogonal sind und mit
max{[[Toll, [(Toe) [} < c.

Beweis: Wegen || Ac|| = ||A|| (vgl. den Beweis von Lemma[2.5 kénnen wir 0.B.A. K = C
annehmen. Nach dem Beweis von Lemma [2.5] wissen wir dann, dafl 7o = D + N ist,
mit einem nilpotenten Operator N € £(V) und einem Diagonaloperator (bzgl. einer
geeigneten Basis) D = diag(u1, ..., fg), wobei uq, ..., ug die geméB ihrer Vielfachheit
gezihlten Eigenwerte von Tj sind. Auflerdem wissen wir, dafl wir die Basis so wéahlen
konnen, daf fiir die zugehorige euklidische Norm || - ||o auf V; gilt

[Nllo < a —max{|u;| | j=1,....k}.
Hieraus folgt unmittelbar
[Tollo < 1Dflo + [[Nllo < max{p;] |1 <5 <k} + [|N]jo < .

Analog finden wir eine Hilbertnorm || - [|o auf V.., so daB fiir die zugehorige Operator-
norm gilt: |75 |oc < o. Dann wird durch

2]1* = llzollg + llzscll3  fiir alle 2 = 29 + 200 € Vo B Voo =V

die gewiinschte Hilbertnorm auf V' definiert. q.e.d.
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Bemerkung 2.34. I[st T € L(V) invertierbar und hyperbolisch, so ist
loo(T)] < 1 < |oao(T)].
Da fiir jedes invertierbare B € L(V') trivialerweise
o(B ) =0 (B) = (A | A€ o(B))

gilt, folgt |o(T )| < 1. Also existieren ein o < 1 und eine Norm || - || auf V' mit

|70 < o<1 und [T <a< 1.
Fiir x € Vg folgt hieraus

TFx = (Ty)*x — 0 fiir k — oo,

und fiir y € Vo ergibt sich

Ty = (Ts) Fy — 0 fiir k — oo.

In Analogie zu linearen Flissen nennt man deshalb Vi den stabilen und Vy, den insta-
bilen Untervektorraum von T (oder genauer: des von T erzeugten diskreten Flusses).

Fiir einen metrischen Raum sei C,(X, V') der Banachraum der beschriankten stetigen
Funktionen von X nach V mit der Supremumsnorm. Ist X kompakt, so ist natiirlich
Cy(X,V)=C(X,V) und

lulloo = max[|u(z)]]

Auflerdem ist es klar, dafl wir eine dquivalente Norm auf C,(X, V') erhalten, wenn wir
die Norm in V' durch eine dquivalente Norm ersetzen. Es sei nun V' = V| & V5 eine
direkte Summenzerlegung von V', und fiir die zugehorigen Projektionen P; : V. — V;
gelte || P;|| < 1. Dann a8t sich jedes Element u € V als u = Pyu + Pyu schreiben, mit
Pu e Cy(X,V;). AuBlerdem gilt trivialerweise

| Piulloc = sup [[Pru(z)|| < [|B]] - [ullo < full
zeX

fiir i = 1,2. Folglich werden durch (Pu)(x) = Pu(z) fiir alle z € X stetige Projek-
tionen P; : Cy(X,V) — Co(X, V), mit P, + P, = 1 definiert, d.h. es gilt Cp(X,V) =
Co(X, V1) ® Cp(X, Vo), und P; : Cp(X, V) — Cp(X,V;) sind die zugehorigen Projektio-
nen. Setzen wir

[ulleyxvy = max{| Prulloo, || Prulloo },
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so folgt aus

slltllee = 3l1P1u + Poulloe < 51 Prullos + [ Pate]loc)

= s ([[Prullc,xn) + 1Paulleyxve) < lulleyxvy < llullss

daB || - ||c,(x,v) eine dquivalente Norm auf Cy(X, V) ist.

Schliellich bendtigen wir noch das Analogon zum Begriff der “Fluliquivalenz” fiir
den Fall topologischer Abbildungen. Sind X und Y topologische Rdume und A : X —
X sowie B : Y — Y Homoomorphismen, so heiffit ein Homéomorphismus ¥ : X — Y
eine topologische Konjugation von A nach B, falls ¥ o A = B o V¥ gilt. Sind X und
Y offene Teilmengen von Banachriumen und sind A, B und ¥ C*-Diffeomorphismen,
1 < k < o0, so heit ¥ eine C*-Konjugation. SchlieSlich heilen A und B topolo-
gisch (bzw. C*-)konjugiert, falls eine topologische (bzw. C*-)Konjugation von A nach
B existiert. Hierdurch wird trivialerweise eine Aquivalenzrelation in der Klasse der
Homdoomorphismen (bzw. der C*-Diffeomorphismen) definiert. Nach diesen Vorberei-
tungen konnen wir nun den globalen Hartmannschen Linearisierungssatz beweisen.

Satz 2.35. Fir ein invertierbares und hyperbolisches T € L(V'), und fir jede lip-
schitzstetige Funktion g € Cy(V, V') mit geniigend kleiner Lipschitzkonstanten, sind die
Abbildungen T und T + g topologisch konjugiert.

Beweis: Wegen dem vorangehenden Lemma und der Bemerkung danach gibt es eine
Hilbertnorm || - || auf V' mit

max{|[ o, 7'} < o < 1.

Da beim Ubergang zu einer dquivalenten Norm auf V' die Lipschitzkonstante von ¢ mit
einem positiven Faktor multipliziert wird, konnen wir die Norm || - || auf V' verwenden
und annehmen, daB fiir ein 2\ < min{l — o, ||| 7'} gilt:

lg(x) =gl < Az =yl fir alle 2,y € V.

(i) Wir zeigen zuerst, dafl T+ g € C(V,V) ein Homéomorphismus ist. Da, fiir jedes
z € V, die Gleichung Tz + g(x) = 2z dquivalent zur Fixpunktgleichung

v=T""(z—g(z)) = f(2)

ist, ist T'+ g bijektiv, falls f, : V' — V genau einen Fixpunkt z(z) hat. Wegen

1) = L) < NTH] - Nlg(y) — g(@)l] < M7l =yl

<
< iz -y fir alle z,y € V
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folgt dies aus dem Banachschen Fixpunktsatz. Wir erhalten fiir 2,z € V

l2(2) = 2(2)[| = If=(x(2)) = f2(z(2))]
< fo(2(2) = L@@ + [[£2(2(2) = f(=(2)]]

< slle(z) = @1+ 177 - 12 = 21

also ||z(2) —z(2)|| < 2IT7|||z — Z||. Alsoist x(-) = (T +g)~' : V — V lipschitzstetig.
(ii) Es sei nun h € Cy(V, V) eine zweite lipschitzstetige Funktion mit der Lipschitz-

konstanten A. Ferner nehmen wir an, daf es zu jedem Paar (g, h) solcher Funktionen
genau ein H = H(g,h) € C(V,V) gibt mit

H—-1y € G,(V,V) und (T'+g)o H=Ho (T +h).
Dann gilt fiir a = H(g,0)
(T+g)oa=aoT,

und fiir b = H(0, g)
Tob=bo(T+g).

Es folgt
(T'+g)oaob=aoTob=aobo (T +g).

Wegen aob— 1y = (a—1y)ob+ (b—1y) € Cp(V, V) und der Eindeutigkeit von H ist
aob= H(g,g) = 1y ist. Analog folgt b o a = 1y. Folglich ist a ein Homémorphismus
von V' auf sich, also eine topologische Konjugation von 7"+ g nach T

(iii) Mit H = 1y + u bleibt zu zeigen, dafl es genau ein u € Cy(V, V') gibt mit

(T+g)o(ly +u) = (Iy +u) o (T + h).
Da nach (i) T'+ h ein Homéomorphismus ist, ist das dquivalent zu

Iy +u=(T+g)o(ly +u)o (T +h)"
=go(ly+u)o(T+h)+To(T+h) " +Touo(T+h)"

Wegen T o (T +h)™' =1y — ho (T + h)~! ist die letzte Gleichung dquivalent zu

w=Fu)=Touo(T+h) ' +G(u) mit
Gu)=go(ly +u)o(T+h) —ho(T+h)"

Offensichtlich bildet F den Banachraum Cy,(V, V) in sich ab. Es bleibt zu zeigen, daf
F genau einen Fixpunkt in C,(V, V') hat.
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Wegen V' = Vy @ V,, und da Vj und V., orthogonal sind, folgt ||Fp]|, HPOOH <1
fiir die zugehorigen orthogonalen Projektionen. Die Fixpunktgleichung fiir F' ist somit
aquivalent zu dem Paar von Gleichungen

POOU:Fo(U):TOOPOOUO(T—i—h)il—i—POoG(U)
Pyou="TyoPyouo(T+h)" + PyoGu).

Da die letzte Gleichung durch Multiplikation von links mit 7' und von rechts mit
T + h in die dquivalente Gleichung

Pyoou=Fy(u)=T oPyxouo(T+h)—T. oPyoG(u)o (T +h)

iibergeht, ist die Fixpunktgleichung fiir £ #iquivalent zu der letzten und der vorvor-
letzten Gleichung. Nach den vorangehenden Betrachtungen induziert die Zerlegung
V =V @V die Zerlegung Cp(V, V') = Cy(V, Vi) @ Cp(V, Vi) mit

[ullcyvvy = max{|| Foul|oo, || Pootsl|oc }
Yulloo < lulle,vvy < llullse fiir alle u € Cy(V, V).

Also wird durch F' = Fy+ F, eine Abbildung von C(V, V') in sich definiert, derart, daf
die beiden Fixpunktgleichungen u = F(u) und u = F(u) dquivalent sind. Fiir u,v €
Cy(V,V) und x € V erhalten wir mit y = (T + h)~'(z) und z = (T + h)(x) und unter
Verwendung von der Abschétzung an die Normen von Ty und 7T, die Abschitzungen

[Fo(u)(z) — Fo(v)(2)| < afFouly) — Pov(y)[| + [lg(y +uly)) — g(y +v(y))]
< al[Py(u =)o + Allu = v][es < (a+2M)[[u = vllc,wvy,
[ Foo(u)(z) — Foo(0)(2)|| < | Poou(z) — Poov(2)|| + allg(z + u(z)) — g(z +v(2))|
< al[Poo(u = 0)oo + Al = v][es < (a+ 2M)[[u = vllc,wvy,

woraus wegen Fo(Cyp(V, V) C Cp(V, Vo) und Foo (Co(V, V) C Cy(V, Vi)
|F(u) — F(v)|le,vivy < (@ +20)[Ju —vlle,vyy  fir alle u,v € Co(V, V)

folgt. Wegen a + 2\ < 1 folgt die Existenz eines eindeutigen Fixpunktes von F' aus
dem Banachschen Fixpunktsatz. q.e.d.

Bemerkung 2.36. (i) Der obige Beweis zeigt, daf$ es genau eine topologische Konju-
gation H von T nach T + g gibt, welche H — 1y € Cy,(V, V') erfiillt (falls natirlich
die Lipschitzkonstante von g hinreichend klein ist).

(ii) Fiir g € C*(V,V),1 < k < oo kdnnte man erwarten, dafy die topologische Konju-
gation H von T+ g nach T auch in C*(V, V) liegt. Dies ist jedoch im allgemeinen
nicht richtig. Fir Ergebnisse in dieser Richtung verweisen wir auf Hartmann.



78 KAPITEL 2. STABILITAT VON DYNAMISCHEN SYSTEMEN

Zur Lokalisierung des obigen Linearisierungssatzes benotigen wir das folgende

Lemma 2.37. Es sei F' ein beliebiger normierter Vektorraum, und rs : F' — B(0,0)
set die radiale Retraktion:

(z) = x fir x| <4
A I R

[l]
Dann st rs lipschitzstetig mit der Lipschitzkonstanten 2.

Beweis: Fir [|z|| > § > ||y|| gilt

Irs(2) = rs()ll = |||z 7'z — y]| < dll=lI7 |z — yll + (|2 ~"y — v]]
< llz =yl + Iz gl (=] - o)
< lz =yl + (=l = lyll) < 2llz = yl.

Sind ||z|| > ¢ und |ly|| > 9, erhalten wir

Irs(x) = rs()ll = [[oll= ]~ = — dlly ]~y
< dllal =Ml =yl + dllyll - [l = = Iyl
< llz =yl +all=I"* Iyl = =/l < 2flz - y].-

Hieraus folgt die Behauptung. q.e.d.
Nach diesen Vorbereitungen beweisen wir das Hauptresultat dieses Abschnittes.

Satz 2.38 (Grobman und Hartmann). Sei X eine offene Teilmenge des endlichdime-
nisonalen Banachraums V, f € CY(X,V) und zo ein hyperbolischer kritischer Punkt
von @ (d.h. f(xo) =0 und o,(f(x0)) = 0). Dann gibt es Umgebungen O C V wvon 0
und U C X von xg so dass iy, und @y, flupdquivalent sind.

O

Beweis: Der Beweis unterteilt sich in drei Schritte. Zuerst konstruieren wir einen
globalen Fluss auf V', der in einer Umgebung mit ®; {ibereinstimmt. Danach zeigen wir
die Aussage zuerst fiir die entsprechenden zeitdiskreten Systeme, die wir erhalten wenn
wir die Zeit auf Z C R einschrianken. Als letztes zeigen wir, dass die so konstruierte
Flussidquiavlenz auch eine Flussdquivalenz fiir die zeitkontinuierlichen Systeme ist.

(i) Mithilfe einer Translation kénnen wir 0.B.d.A. zy = 0 annehmen. Fiir alle A > 0
existiert ein 4 > 0 mit || f/(z)— f'(0)|| < 4 fiir allez € B(0,6). Aufgrund des Mittelwert-

satzes ist die © — f(z) — f'(0)z auf B(0,0) lipschitzstetig mit der Lipschitzkonstanten
2. Wir definieren g € Cy(V, V) mittels der radialen Retraktion rs : V — B(0,d) durch

g=(f—r(0))ors.
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Wegen dem vorangehenden Lemma ist g lipschitzstetig ist mit der Lipschitzkonstanten
A Mit A = f'(0) € L(V) gilt

(A+9)|Bos) = flB0.S):

Der von A + g auf V erzeugte FluBl ® 4, stimmt also auf dem Definitionsbreich von
D504 Mit @y iiberein. Weil g und A+g lipschitzstetig sind, ist ® 414 nach Satz (v)
ein globaler Fluss. Es geniigt also zu zeigen, daf§ ® 4,4, und ® 4 fluBéquivalent sind.
(ii) Wegen & = Ax + g(z) folgt aus der Variation der Konstanten

t
Dayy(t,r) = o+ /e(t_S)Ag(q)A+g(s,x))ds fiir alle t € R.

0

Diese Formel wenden wir jetzt dreimal an. In der ersten Anwendung benutzen wir die
Beschréanktheit von g € Cy(V, V') und erhalten fiir t € R und z € V-

t

1P asg(t, ) — €] < [lglloc /e(t_s)Ads _
0

Deshalb liegt ®4.,(t,-) — e fiir alle ¢ € R in C,(V, V).
In der zweiten Anwendung zeigen wir die Lipschitzstetigkeit von ® 4 4(¢, -):

t

1@ arg(t,2) = @asy(t,y)ll < Mz —y| + / MmN (5, 2) = @ay(s, y)ll ds
0

fir t > 0 und z,y € V. Wir multiplizieren jetzt diese Ungleichung mit e~*4ll

1@ asg(t, z)e M — @4y (t,y)e 14| <

t
< ||ZL‘ _ y” + )\/ ||(DA+9(S,$)6_SHAH _ <I>A+g($,y>€_sllAH||d3
0

und wenden Lemma [1.58] auf diese Ungleichung an:

t
@t )e 10 = @y )e M) < o =yl 14 [ A0 | = flo =yl
0
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Daraus folgt zuerst die Lipschitzstetigkeit von ® 444(¢,-):
D asg(t,z) — Pary(t,y)| < |lz — yl| eI fiir alle 2,y € V und ¢ > 0.

Diese Ungleichung setzten wir in die dritte Anwendung der Formel ein, nachdem wir
uns zuerst die Lipschitzstetigkeit von g zunutze machen:

t

(@ asg(t,2) — o = (Rary(t,y) — eyl < /e(tS)A'AH@Aw(S, 7) = Patye(s,y)llds

0
t

< M|z — gyt /e’\sds = ||z =yt (e — 1) fiir t >0 und z,y € V.

0

Also ist ® 4, (t,-) — et lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante etl4l (e} —1). Da xq = 0
nach Voraussetzung ein hyperbolischer kritischer Punkt ist, ist o,,(A) = 0. Also folgt
aus Lemma , daB T = e” ein hyperbolischer Automorphismus von V ist. Fiir
hinreichend kleines A wird die Lipschitzkonstante el4l(e* — 1) von §g = ®4,,(1,:) = T
beliebig klein. Mit g € Cy,(V, V) folgt aus dem Hartmannschen Linearisierungssatz, daf3
T und ®4.4(1,-) = T + g topologisch konjugiert sind. Wir wissen auerdem, daf§ es
genau eine Flussédquivalenz ¥ von 7" nach ®4,(1,-) gibt mit ¥ — 1y, € C(V, V).

(iii) Aus W o T = @4, ,(1,-) o U folgt fiir jedes t € R (mit 7% = ')

cI)A-i—g(l? ) © (CI)A-l-g(tv ) oWo T_t> = (I)A-l—g(t’ ) © CI)A-i-g(lv ) oWoT™
=®y (t,)oVoToT™
= (Payy(t,)oWoT ") oT.

Also ist @ a44(t,-) o U o T eine Flussiquivalenz von T nach ®4,(1,-). Wegen
arg(L) o WoT™ — 1y = (Oapy(t,) =T o Wo T + T o (¥ — 1) 0 T~

liegt dann mit @4 4(¢,-) — e und ¥ — 1y auch @4 4(¢,-) o W o T — 1y in Cy(V, V).
Also ist @4, (t,-) oW o Tt = ¥ und somit ®a,,(¢,-) o ¥ = U o e fiir jedes t € R,
d.h. @4, und ¢ sind fluiquivalent.

Wir fassen zuletzt zusammen, in welcher Reihenfolge wir die Voraussetzungen erfiil-
len. Fiir gegebenes f € C*(X,V) mit hyperbolischem kritischen Punkt zy = 0 und
A = f/(0) withlen wir zuerst ein o € (max{o(e?*)Uc(e )}, 1) und eine entsprechende
Hilbertnorm || - || auf V' mit max{||e4=||, [[e=**||} < a. Dann withlen wir A > 0 so klein,
dass 2el4l(e* —1) < min{1 —a, [|e=*||7*} gilt. Dann wihlen wir § > 0, so dass f — f’(0)
auf B(0,0) lipschitzstetig ist mit Lipschitzkonstante % Das entsprechende W bildet die
Ruhelage zg = 0 auf sich selber, und O = ¥~![B(0,4)] auf U = B(0, ) ab. q.e.d.
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2.6 Stabile Mannigfaltigkeiten

Der letzte Satz besagt, dafl in der Néhe eines hyperbolischen kritischen Punktes x( das
Phasenportrét des Flusses ® die gleiche topologische Struktur wie das Phasenportrét
der Linearisierung in der Ndhe von 0 hat. In Analogie zum stabilen Untervektorraum
V, bzw. instabilen Untervektorraum V,, eines linearen Flusses definiert man die stabile
Mannigfaltigkeit Wy (zo) bzw. die instabile Mannigfaltigkeit W, (x) von ®; in z, als

Ws(xo) ={z € V | t = @s(t, z) existiert fiir ¢t € [0, 00) und tlim Qs(t,x) =z}
—00
Wy(zo) ={x € V |t — (¢, 2) existiert fiir t € (—o0,0] und tlim Qp(t,x) =20}
——00
Offensichtlich gilt o € W(xo) N W, (z0). Wir wollen nun zeigen, daB, in der Nahe von
xg, die Mengen W(zg) und W, (x) tatsichlich differenzierbare Untermannigfaltigkei-

ten von V sind, die sich in xq transversal schneiden, und daf§ die Tangentialrdume an
Wi(xg) bzw. W, (o) parallel zu V; bzw. V,, sind:

TwOWs('rO) = 29 + ‘/; ngwu(xO) = 29 + Vu

Zum Beweis betrachten wir wieder zuerst zeitdiskrete Systeme, d.h. Homéomorphismen
von V' auf sich. Ist h: V' — V ein Homéomorphismus mit 4(0) = 0, so heifit

Wo:={x eV |h"(z) =0 fiir n — oo}

die stabile Menge von h in 0, wobei A" die n-fache Iterierte von h bezeichnet. Analog
definiert man die instabile Menge von h in 0 durch

We :={z eV |h"(x)— 0 fir n — oo},

wobei h™" := (h™!)" gesetzt ist. Offensichtlich gehen W, und W, ineinander iiber,
wenn wir h durch h=! ersetzen. Folglich geniigt es, Wy zu betrachten.

Sei T' € L(V) invertierbar und hyperbolisch, und V =V, @ V., T = Ty ® T, sei die
oben eingefiihrte Zerlegung in den stabilen und den instabilen Untervektorraum.

Satz 2.39. Sei g : V — V lipschitzstetig mit g(0) = 0. Besitzt g eine geniigend kleine
Lipschitzkonstante, so existiert eine eindeutig bestimmte gleichmdf$ig lipschitzstetige
Funktion h : Vo — Vo, so daff der Graph von h die stabile Menge Wy von T + g in 0
ist. Ist g auf einer Umgebung von 0 [-mal stetig differenzierbar fir ein 1 <1 < oo, so
auch die Funktion h. Dann gibt es eine offene Umgebung Y von 0 in Vy, derart, dafs

Wy ={(z,h(z)) |z €Y}

eine C'-Mannigfaltigkeit ist. Gilt aufierdem ¢'(0) = 0, so ist TyWy = V.
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Beweis: Es sei

By ={u:Ny— V |u(k) — 0 fir k — oo}.

Ein u € B(Ny, V) liegt genau dann nicht in By, wenn es einen Haufungspunkt v €
V '\ {0} hat. Dann haben alle Elemente von w € B(u, 1) ¢ B(N,, V) auch einen

)
Héufungspunkt in B(v, HQLH) C V. Also ist By ein abgeschlossener Untervektorraum des
Banachraums B(Np, V') und damit selber ein Banachraum. Offenbar gilt

Wo={z e V[ (T + g9)*z)ren, € Bo}
={zx eV |3Jue By mit z =u(0) und u(k + 1) = (T + g)(u(k))Vk € No}.

Mit den Projektionen Py : V — Vy und P, : V — V wird die Bedingung an u zu

Pou(k + 1) = ToPyu(k) + Pog(u(k)) Psu(k + 1) = Too Piou(k) + Psog(u(k)), und
Pou(k + 1) = Ty Pou(k) + Pog(u(k)) Poou(k) = T ' Pou(k 4+ 1) — T Pog(u(k))

fir £ € Ny. Wir ergéinzen in der ersten Gleichung der unteren Zeile fiir £ = —1 die
Gleichung Pyu(0) = Pyz und definieren fiir z € Vy und u € By: F(z,u)(k) =

| ToPou(k — 1) + T Pau(k 4 1) + Pog(u(k — 1)) — T Pog(u(k))  fiir k> 0
| Pz 4+ T (Paot(1) — Paog(u(0))) fiir k = 0,

Dann gibt es genau dann ein Element u(0) € Wy mit Pyu(0) = z, wenn v ein Fixpunkt
von F(z,-) in By ist. Wie im Beweis des Hartmannschen Linearisierungssatzes sei

max{[|To[, |7} € @ <1 max{||Rl,[[Pxll} <1 [lg(x) — g(»)ll < Allz — yl|
fiir alle z,y € V und fiir ein 2\ < 1 — a. Wir benutzen in B, die dquivalente Norm
[ullp = max{|| Fyu]| oo, || Poctrlloo } mit gl[uflee < Jlulls < [Jufle

fir alle u € By. Fiir v € V und u,v € By schitzen wir || Py(F(x,u) — F(z,v))| und
| Poo (F(x,u) — F(x,v))|| getrennt ab und erhalten die Abschatzungen

[1F(z,u) = F(z,0)||p < allu=vllz + Mlu = vl < (@ + 2))[Ju —v]5,
1 (2, w) ()] < (e + Mfulk = D + eA[[u(k)]| + aflulk + D] fir k> 0.

Es folgt, daf§ F(z,-) den Banachraum By in sich abbildet, und F(z,-) : By — By eine
Kontraktion mit der von z € V unabhingigen Kontraktionskonstanten a 4+ 2\ < 1
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ist. Der Banachsche Fixpunktsatz impliziert die Existenz eines eindeutig bestimmten
Fixpunktes U(x) von F(z,-) in By. Wir erhalten die Abschétzung

1U(x) = U@l = [|1F(z,U(z)) = Fy, Uy)) |z
< |[F(z, U(z)) = Fz, Uy)lls + 1F(, Uy) = Fy, Uy))l s
< (a+20)[|U(z) = U(y)lls + [1Pox — oy

120z — Poyl|

1U() — Uyl < 22

fiir alle z,y € V.

Deshalb definieren wir
h(z) = PoU(x)(0) fiir alle x € V4,
Dann bildet A den Raum V| lipschitzstetig in V, ab, und
Wy =A{z,h(x)) | x € Vo } = Graph(h).
Wir bezeichnen mit S, 5_; : By — By die Verschiebungsoperatoren

u(k—1) firallekeN

(S_yu)(k) = u(k + 1) fiir alle k € Ng  (S1u)(k) = {O fir ko — 0.

Dann sind S_; und S; stetig mit max{||S_1||5, ||S1||s} < 1. Zuletzt definieren wir
G : By — By, mit G(u)(k) = g(u(k)) fir alle k € Ny.

Gilt dann g € CYBy(0,8),V) fiir ein f > 0 und ein [ € N U {cc}, so folgt G €
CYBg,(0,0), By) und fiir ¢'(0) = 0 auch G’(0) = 0. Mit dem Einheitsvektor ey =
(1,0,...) € By kann F(x,-) in folgender Form geschrieben werden:

F(z,)) = (Pyx)eg + ToPo(S1 + G o 1) + T Po(S_y — G)

Mit H(x,u) = u — F(x,u) erhalten wir H € C*(V x Bpg,(0, ), By)

OH
K - ]lBo - %(O, 0) == T(]P()Sl -+ T;IPOOS,L

Mithilfe von max{||S_1||5, ||S1]|s} < 1 folgt die Abschitzung

||K||L(Bo) <a<l.
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Wegen der Neumannschen Reihe ist 22(0,0) € £(By) invertierbar. Wegen H(0,0) = 0,
und da U(zx) € By fiir jedes x € V; die eindeutige Losung der Gleichung

H(z,u)=0
ist, folgt aus dem Satz iiber implizite Funktionen, dafi die Abbildung
Vo = By, x+— U(x)

in einer Umgebung von = = 0 k-mal stetig differenzierbar ist. Da die Auswertungs-
abbildung By — V,u + u(0) linear und stetig ist, ist die Funktion h : V5 — V in
einer offenen Umgebung Y von 0 auch k-mal stetig differenzierbar. Folglich ist W, als
Graph einer C*-Funktion eine C*-Mannigfaltigkeit der Dimension dimg Vy. Da durch

VoD Y 2x— (z,h(x))

eine Parametrisierung von Wy gegeben wird, ist der Tangentialraum T,W3 das Bild
von Vo unter (1y, x A'(0)) in Vj x Vi, wobei wir 0.B.d.A. K = R annehmen konnen.
Durch Differenzieren der Identitat H(z, U(z)) = 0 im Punkt x = 0 folgt

OH OH o ,
oH

U'(0) € £L(Vp, By) und %(0,0K = —(Py&)ey fiir alle £ € V.

Wir erhalten POO%—I;(O, 0)¢ = 0 und mit der Definition von K und Anwenden von P,
PU(0) = T 1S, U'(0) = 0, d.h. Po(U'(0)2)(k) = T MU' (0)z) (k + 1)
fiir alle k € Ny und x € V. Hieraus folgt
[Poo (U (0)2) ()| < el PoU" (0)l| 2vo.80) Il fiir alle k€ N
1P U (0l 2vo,80) < @l PocU"(0) | £(v6,50);

d.h. P,.U'(0) =0, da o < 1 ist. Wegen h/(0) = Py (U'(0)£)(0) fiir alle £ € Vj erhalten

wir A/(0) = 0 und somit die Behauptung. q.e.d.
Ist Y eine Umgebung eines kritischen Punktes z des Flusses ®¢, so definieren wir

die lokalen stabilen bzw. instabilen Mannigfaltigkeiten von ®; in xy bzgl. ¥ durch

WY (20) = {x € Wy(x) | ®4(t,2) €Y fiir t > 0}
WY (x0) = {x € Wy(zo) | @4(t,2) € Y fiir t < 0}.
La. gilt WY (z0) # W,(20)NY und WY (x4) # W, (20) NY. Nach diesen Vorbereitungen

kénnen wir den angekiindigten Satz iiber die lokalen stabilen und instabilen Mannig-
faltigkeiten beweisen, der im wesentlichen auf Hadamard und Perron zuriickgeht.



2.6. STABILE MANNIGFALTIGKEITEN 85

Satz 2.40. Es sei X C V eine offene Teilmenge eines endlichdimensionalen reellen
Banachraums und f € C*(X,V) fiir ein k € NU{oo}. Ferner sei zq ein hyperbolischer
kritischer Punkt des von f erzeugten Flusses . Dann gibt es eine Umgebung Y wvon
xg, derart, daff WY (zo) C*-Mannigfaltigkeiten sind. Auferdem gilt

To WY (20) = 20 + Vi und Ty W) (20) = 20 + Vi,
Wobei V, und V, die stabilen und instabilen Untervektorrdiume von et (0) gind.

Beweis: O.B.d.A. konnen wir o = 0 annehmen. Wir setzen wieder

g= (f_f/<0)) oTs,

wobei rs : V. — B(0,0) die radiale Retraktion bezeichnet. Dann ist g gleichméfBig
lipschitzstetig, g(0) = 0, und g € C*(B(0,4),V) mit ¢’(0) = 0. Durch geeignete Wahl
von § > 0 wird die Lipschitzkonstante von g beliebig klein. Mit A = f/(0) € L(V) gilt

(A+9)IBo0,s) = flB05):

Also stimmt auf B(0,d) der von A + g erzeugte globale Flul ®4,, mit dem von f
erzeugten FluB ®; {iberein. Wir setzen nun 7' = e, Dann ist T ein hyperbolischer
Automorphismus, und wie im Beweis vom Satz von Grobman und Hartmann folgt,
dal § = ®ayy(1,-) — T global lipschitzstetig ist, wobei die Lipschitzkonstante von §
durch geeignete Wahl von ¢ beliebig klein wird. Wegen ¢(0) = 0 ist = 0 eine Ruhelage
von @444, also §(0) = 0. Aus der Variation der Konstanten folgt wieder

t
Dyt ) = o+ /e(t_s)Ag(CI>A+g(s, x))ds fir alle t € R.

0

Wegen Satz ist ® 444 genauso oft differenzierbar wie g, und deshalb auch g. AuB-

derdem ist 5-®414(-,0) die Losung des folgenden Anfangswertproblems:
z2=(A+4'(0)z= Az, z(0)=1y.

Daraus folgt §'(0) = 0, gilt. Folglich erfiillen 7" und g die Voraussetzungen des voran-
gehenden Satzes. Somit ist die stabile Menge Wy von ®444(1,) = T + § als Graph
einer global lipschitzstetigen Abbildung h : Vj — V., darstellbar. Auflerdem gibt es
eine offene Umgebung Y von 0 in Vy mit h € C*(Y, V), derart, daf

Wy ={(x,h(z)) €V |2z €Y}
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eine C*-Mannigfaltigkeit mit T,W3 = Vi = V, ist. Wir behaupten nun, dafi W, =
W,(0) gilt, wobei W,(0) die stabile Mannigfaltigkeit von ® Atg im Punkt 0 ist. Da aus
limy oo Patg(t, ) = 0 auch limy_ oo Payy(k, z) = 0 folgt, ist W(0) C Wy. Zum Beweis
der umgekehrten Inklusion bemerken wir, da8 ® 4, fiir hinreichend kleines § > 0 auf

den kompakten Mengen (¢, x) € [—1, 1] x B(0, ) gleichmé&fig stetig ist, und es deshalb
zu jedem € > 0 ein § > 0 existiert mit

|Paty(t, )] <efiir [t <1 und ||z <.

Es sei € > 0 beliebig und es gelte limy_,o, ®(k, ) = 0. Dann existiert ein k(e) € N mit
|Parqy(k,x)|| < fir k > k(e), wobei § > 0 wie oben gewé&hlt ist. Also folgt

|Paty(t, )] = || Paty(t — k, Pary(k,x))|| <e firt>k(e)undt e [k k+1),

dh. @4 ,(t, ) — 0 fiir t — oo, und somit Wy C W,(0).
Nach dem Beweis von dem vorangehenden Satz ist h(z) = P,U(x)(0) fir z € 1,

wobei die Funktion
V — B07 ) — U(y)

stetig ist, in y = 0 verschwindet und U(y)(k) = (T + §)*(y) = ®a44(k,y) fiir alle k € N
erfiillt. Also existiert zu jedem € > 0 ein ¢ > 0 mit

{(z, h(2)) [ l=]] <0} C{y € Wo | [|[Patg(k,y)l| < e fiiralle k € N}.

Aus [|®ay,4(t, )| < e fiir [t < 1 und |z <6 folgt wie im Beweis der Inklusion Wy C
Ws(0), daB8 wir zu vorgegebenem e > 0 die Zahl § > 0 so wihlen kénnen, dafl

{(z, h()) [l=]] <0} C{y € Wo | [|Paty(t,y)| <€ fiiralle ¢ € N}.

gilt. Wegen W, = W,(0) existieren also Nullumgebungen Y in V und Y C V; in Vj
mit WY c WY (0). Da in der Niihe von 0 die Fliisse iibereinstimmen, kénnen wir Y so
klein wihlen, daB WY (0) = WY (0) gilt. Insbesondere ist WY (0) € Wp, und da Wy der
Graph einer auf Vj definierten Funktion ist, gilt WY (0) C WOV ° fiir eine geniigend kleine
Umgebung Y von 0. Also ist WY (0) eine C*-Mannigfaltigkeit mit T,, WY (0) = V. Die
Behauptung fiir WY (0) folgt nun durch Zeitumkehr ¢ <> —t. q.e.d.



	Gewöhnliche Differentialgleichungen
	Einführung
	Gewöhnliche Differentialgleichungen
	Gewöhnliche Differentialgleichungssysteme
	Existenz und Eindeutigkeit
	Flüsse und Vektorfelder
	Elementare Lösungsverfahren
	Lineare Differentialgleichungen
	Floquettheorie

	Stabilität von dynamischen Systemen
	Die Klassifikation linearer ebener Flüsse
	Hyperbolische lineare Flüsse
	Prinzip der linearisierten Stabilität
	Die direkte Methode von Ljapunov
	Linearisierungen
	Stabile Mannigfaltigkeiten


