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Dynamische Systeme

6. Übung

15. Diverse Differentialgleichungen

Finden Sie die (allgemeinen bzw. ggf. eindeutigen) Lösungen der folgenden Differentialgleichungen
bzw. Anfangswertprobleme:

(a) y′(x) = (x+ y(x))2 (6 Punkte)

(b) y′(x) =
y(x)

x
− x2

y(x)2
mit y(1) = 1 (6 Punkte)

16. Exakte Differentialgleichungen
Zeigen Sie, dass die Differentialgleichung

e3x · y′(x) + 3e3x y(x)− 2x = 0

exakt ist und bestimmen Sie eine Lösung zum Anfangswert y(0) = 2. Ist diese Lösung eindeutig
auf einer Umgebung von x0 := 0? (kurze Begründung) (6 +1 Punkte)

17. Eulersche Multiplikatoren

(a) Wir betrachten die Differentialgleichung

u̇(t) · h(t, u(t)) + g(t, u(t)) = 0 , (∗)

wobei g, h : IR × IR → IR stetig differenzierbare Funktionen in den Variablen t und u

sein mögen. Zeigen Sie: Hängt β := ( ∂g∂u −
∂h
∂t )/g allein von u ab (nicht aber von t), so ist

M(u) := exp(−
∫ u
u0
β(s)ds) (mit u0 ∈ IR) ein Eulerscher Multiplikator für (∗). (3 Punkte)

[Es darf ignoriert werden, dass β an eventuellen Nullstellen von g nicht definiert ist.]

(b) Finden Sie für die Differentialgleichung

(3t2 − u2(t)) · u̇(t)− 2t · u(t) = 0

einen Eulerschen Multiplikator, sowie eine Funktion F : IR2 → IR, die die Lösung t 7→ u(t)

der Differentialgleichung durch F (t, u(t)) ≡ const. charakterisiert. (6 Punkte)

18. Lineare Unabhängigkeit von Lösungen linearer Differentialgleichungen
Sei I ⊂ R ein offenes Intervall, A : I → Cn×n stetig und y1, . . . , ym : I → Cn seien linear
unabhängige Lösungen der homogenen linearen Differentialgleichung y′(t) = A(t) · y(t). Zeigen
Sie, dass dann für alle t0 ∈ I die Vektoren y1(t0), . . . , ym(t0) ∈ Cn ebenfalls linear unabhängig
sind. (5 Punkte)
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