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1. Zur Neumannschen Reihe.

Für eine Matrix A ∈ IKn×n ist auf ihrer
”
Resolventenmenge“

Res(A) := {z ∈ C | z1−A ∈ Kn×n invertierbar} ⊂ C

die Resolvente R(z) := (z1 − A)−1 definiert. Zudem wird die Menge der Eigenwerte von A als

das Spektrum σ(A) bezeichnet.

(a) Zeige mit Hilfe von σ(A), dass Res(A) offen ist.

(b) Zeige mit Hilfe des Satzes über die Neumannschen Reihe, dass die Resolvente R(z) :=

(A − z1)−1 auf Res(A) stetig und auf jeder kompakten Teilmenge von Res(A) Lipschitz-

stetig ist.

2. Differenzierbarkeit und Polarkoordinaten.

Die Abbildung

IR+ × IR/2πZZ→ IR2 \ {0}, (r, ϕ) 7→ r(cosϕ, sinϕ)

heißt Polarkoordinaten von IR2 . Hier beschreibt IR/2πZZ den Raum aller Äquivalenzklassen von

IR, welche definiert sind durch

x ∼ y ⇔ x− y ∈ 2πZZ.

(a) Veranschauliche die Polarkoordinaten und begründe, warum man manchmal Stetigkeit und

Differenzierbarkeit einer Funktion f : IR2 → IR, (x, y) 7→ f(x, y) in (0, 0) mit Hilfe dieser

Koordinaten zeigen kann.

(b) Zeige, dass die Funktion

f : IR2 → IR, (x, y) 7→


x3y

x2+y2
für (x, y) 6= (0, 0)

0 für (x, y) = (0, 0)

auf ganz IR2 differenzierbar ist.

(c) Gegeben sei die Funktion

f : IR2 → IR, (x, y) 7→


x3y−xy3

x2+y2
für (x, y) 6= (0, 0)

0 für (x, y) = (0, 0).
.

Zeige, dass f überall stetig differenzierbar ist.



3. Zwischenwertsatz für Zusammenhängende Mengen.

In der großen Übung wurde definiert, wann eine Menge zusammenhängend ist. Sei f : D ⊂
IKn → IR stetig und D zusammenhängend.

(a) Zeige, dass das Bild f [D] zusammenängend ist.

(b) Zwischenwertsatz für zusammenhängende Mengen: Zeige, dass f dann für je zwei

Punkte a, b ∈ D jeden Wert zwischen f(a) und f(b) annimmt und folgere hieraus, dass f

für f(a)f(b) < 0 eine Nullstelle in D besitzt.
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