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1. Der Banachsche Fixpunktsatz.
(a) (i) Zeige mit Hilfe des Banachschen Fixpunksatzes 11.1, dass die Funktion

fR—=>1RR, Trre I —g

im Intervall [0, 1] genau eine Nullstelle besitzt. (5 Punkte)

(ii) Verwende einen Taschenrechner, um die ersten drei Nidherungen der Nullstelle 2* von
f(z) mit Startwert o = 0 zu berechnen. Nach wievielen Schritten wire eine Genauigkeit
von 10710 erreicht? (4 Punkte)

(b) Wir betrachten die Funktion
£ X 0,1 5 T, (o) (1- % 12,

Zeige, dass f genau einen Fixpunkt (z*,y*) € [0,1] x [0, 1] besitzt und folgere, dass die
Gleichung x* — 822 + 487 — 32 = 0 genau eine Losung in [0, 1] besitzt. (5 Punkte)
[Tipp: Man verwende die Maximumsnorm || - ||« auf IR?.]

2. Picard-Iteration.

Gegeben ist das Anfangswertproblem

a(t) = wu(t), w0)=1. (%)
(a) Verwende das Iterationsverfahren von Picard
t
uo(t) =1, Un41(t) =1 +/ un(s) ds,
0
um die ersten fiinf Glieder uq,...,us einer Folge zu bestimmen, welche nach dem Banach-
schen Fixpunktsatz gegen die Losung u von (%) konvergiert. (5 Punkte)

[Dazu: Die Konvergenz der Picard-Iteration fiir kleine ¢ wurde im Beweis von Satz 11.3
gezeigt.]
(b) Wie lautet die Losung von (*)? (2 Punkte)

3. Zum Satz 11.8 iiber die inverse Funktion.

Wir betrachten die Funktion

:v—i—a:z-sin(l) fiir x # 0,

T

0 fir z = 0.

fR=1R, z+—

(a) Zeige, dass f auf IR differenzierbar mit f'(0) = 1, aber in x = 0 nicht stetig differenzierbar
ist. (5 Punkte)
[Tipp: Fiir die Untersuchung bei z = 0 kann man Aufgabe 41(b) aus Analysis 1 auf f(z)—z

anwenden.]



(b) Zeige, dass f auf keiner Umgebung von = = 0 injektiv ist. (5 Punkte)
[Tipp: Angenommen, f|_. . wire injektiv fiir ein ¢ > 0. Dann wire f|_. ) nach Satz 6.3
streng monoton und deshalb wiirde f'|(_..) > 0 bzw. f'|(_., < 0 gelten. Indem man
nun fiir eine geschickt gewihlte Nullfolge (ap)nen die Werte f/(ay,) und f”(a,) ausrechnet

erhéilt man einen Widerspruch.|

4. Zum Satz iiber die implizite Funktion.

(a) Wir betrachten eine stetig differenzierbare Funktion f : IR x IR — TR.

(1) Zeige, dass die durch f(z,y) = c lokal bestimmte implizite Funktion y = g(x) einen
kritischen Punkt in (x,y) € IR? besitzt, wenn

flx,y) =c, %(x,y) =0 und g”;(a:,y) # 0. (5 Punkte)

[Tipp: Man differenziere die Abbildung = — f(z, g(x)) mit Hilfe der Kettenregel und
benutze, dass f(z, g(z)) = ¢.]
(ii) Sei nun f zudem zweimal differenzierbar. Zeige, dass in (z,y) ein lokales Maximum

vorliegt, wenn
2 f

W(w,y)
IR ()
dy
(4 Punkte)

Bemerkung: Analog zeigt man dieselbe Aussage auch fiir ein lokales Minimum mit

»< 0“ anstelle von ,,> 0“ in (x).

(b) Wir betrachten die Funktion

1
f:RxR—IR, (x,y)»—>62y+y3+§x3—x2+l.

(i) Bestimme, fiir welche (z,%) € IR? die Gleichung f(z,y) = 0 lokal in der Form y = g(z)
auflosbar ist. (4 Punkte)
(ii) Bestimme mit Hilfe von (a) die kritischen Punkte von g und entscheide jeweils, ob es
sich um ein lokales Maximum, ein lokales Minimum oder weder noch handelt.
(8 Punkte)
(c) Zeige, dass man die Schnittmenge S C IR?® der beiden Niveaumengen, die durch

2 —zy+1yP—22=0 und ¥ T—2=0

gegeben sind, in der Ndhe des Punktes (1,1,1) € S durch eine Kurve in Abhéngigkeit von
x parametrisieren kann, d.h. dass es eine offene Umgebung O von 1 in IR und eine offene
Umgebung U’ von (1,1,1) in IR? sowie eine stetig differenzierbare Abbildung o : O — IR?
(eine ,,Kurve*) gibt, so dass gilt:

SNU ={(t,a(t))|te O} (8 Punkte)



5. Wiederholungsaufgaben.

(a) Noch einmal metrische Rdume.

Untersuche die folgenden Teilmengen von IR bzw. IR? (versehen mit der euklidischen Norm

bzw. Metrik) darauf, ob sie offen und/oder abgeschlossen und/oder beschriankt und/oder

kompakt und/oder vollstéindig sind. Dabei geniigt jeweils eine knappe Begriindung der

Behauptung.

(i)
(ii)
(iii)

{(z,y) e R*[23 +y3 <1} (8 Zusatzpunkte)
{(z,y) e R*[22+y* <1 und y#0} (8 Zusatzpunkte)
UnEIN[%v 1] (3 Zusatzpunkte)

(b) Noch einmal Extremwertsuche und Differentialrechnung.

()

(ii)

Bestimme die kritischen Punkte von f : IR?> — IR und entscheide, ob es sich dabei
um lokale Maxima, Minima oder werder noch handelt. Sind die lokalen Extrema auch

globale Extrema?
L flz,y) =2 +y° —ay® + 2 + 3, 2. f(z,y) =32(1 - y?) - 2°.

(4+4 Zusatzpunkte)

Bestimme das Taylorpolynom zweiter Ordnung von
f:R*=> R, f(z,y):=cos (ﬁ—i—x—ky) .
T

an dem Punkt (7, —). (4 Zusatzpunkte)

(c) Noch einmal Dunstkreis des Banachschen Fixpunktsatzes.

()

(ii)

(iii)

Wir betrachten (IR?, || - ||l ) und

1(1 2 2
:R? - ]RQ7 — + .

Zeige, dass f die Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes erfiillt. Berechne
zudem die ersten zwei Schritte der Fixpunktiteration fiir z9 = (16,16)7 sowie den
Fixpunkt von f. (4 Zusatzpunkte)
Das Inverse der komplexen Ezponentialfunktion.
1. Bestimme fiir z = x 4+ 1y € C mit =,y € IR eine Abbildung F : R? — IR?,
(z,y) — (u(z,y),v(z,y)) := (Re(e?), Im(e?)). (4 Zusatzpunkte)
2. Zeige, dass F bei allen (z,y) € IR? die Voraussetzungen des Satzes der inversen
Funktion erfiillt und bestimme die Ableitung der Umkehrfunktion von F bei (a,b) =
F(z,y). (6 Zusatzpunkte)
Bestimme die Menge S aller Punkte (xo,%0,20) € R3, so dass durch den Satz der
impliziten Funktion auf einer Umgebung von (zo,yo) eine Funktion ¢(x,y) existiert

mit zg = ¢(zo,yo) und alle Losungen von
flz,y,2) =ay® + 42’2+ 2%y° =0

von der Form (z,y, ¢(x,y)) sind. Bestimme zudem den Gradienten Vg (z,y) fir einen
Punkt der zu S gehort. (5 Zusatzpunkte)



6. Ein Kriterium fiir die Definitheit symmetrischer (2 X 2)-Matrizen.

Es sei A := (‘g Ié) eine symmetrische (2 x 2)-Matrix. Bekanntlich ist dann die Determinante

bzw. die Spur von A
det(A) := ac — b* bzw. Spur(A):=a+c.

Wir nennen A positiv bzw. negativ definit, wenn die durch A beschriebene symmetrische Bili-

nearform f(x,y) := x - Ay diese Eigenschaft hat.

(a) Zeige, dass eine symmetrische Matrix genau dann positiv (negativ) definit ist, wenn alle
ihre Eigenwerte grofier (kleiner) als Null sind. (4 Zusatzpunkte)
[Tipp: Es darf ohne Beweis verwendet werden, dass fiir eine symmetrische Matrix A stets

eine orthogonale Matrix B (d.h. BT = B™!) exisitiert, so dass
A0
A=pBT (™ B mit A, Ay € R.]
0 A

(b) (i) A ist genau dann positiv definit, wenn det(A) > 0 und Spur(A) > 0 ist.
(2 Zusatzpunkte)

(ii) A ist genau dann negativ definit, wenn det(A) > 0 und Spur(A4) < 0 ist.
(2 Zusatzpunkte)

(iii) A ist genau dann indefinit (d.h. es gibt z,7 € IR? mit f(x,z) > 0 und B(%,7) < 0),
wenn det(A) < 0 ist. (2 Zusatzpunkte)
[Tipp: In den Aufgabenteilen (b) (i)-(iii) verwende man das charakteristische Polynom von A.]

Bemerkung. Diese Kriterien sind vor allem hilfreich, um zu untersuchen, ob die Hessematrix einer
Funktion f : U € IR? — IR in einem kritischen Punkt die Voraussetzung von Aufgabe 7.2(b)
erfiillt.

Die Losungen der Aufgaben 1 bis 4 sind bis Mittwoch, den 26. April 2017, um 8.30 Uhr
in die Briefkisten in A5 einzuwerfen, die Lésungen der Aufgaben 5 und 6 bis Mittwoch,
den 3. Mai 2017, um 8.30 Uhr.



