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Kapitel 1

Mengen und Abbildungen

1.1 Mengen

Georg Cantor (1845-1918) hat den Begriff der Menge definiert als ,eine Zusammen-
fassung von wohlbestimmten und wohlunterschiedenen Objekten unserer Anschauung
oder unseres Denkens zu einem Ganzen®. Diese Objekte werden Elemente der Menge
genannt. Um ein Objekt a als Element der Menge A zu kennzeichnen, schreiben wir
a € A. Ist a dagegen kein Element der Menge A, so schreiben wir a & A.

Wir konnen Mengen dadurch beschreiben, dass wir alle ihre Elemente angeben, also
z.B. ist

A= {a}

die Menge, die nur das Element a enthélt und B
B ={a,b,c}

die Menge, die drei Elemente a,b und ¢ enthélt. Dabei kann auch ein Element einer
Menge wieder eine Menge sein:

C ={a,{a}}.
M = {z € X | x hat die Eigenschaft p} oder nur M = {x | x hat die Eigenschaft p}

bezeichnet die Menge aller Elemente x (von der Menge X ), die die Eigenschaft p habenE]
A ist eine Teilmenge von B, wenn alle Elemente von A auch Elemente von B sind.
In Symbolen A C B.

Bei dieser Beschreibung muss man allerdings Vorsicht walten lassen, um die Russellsche Antinomie
zu vermeiden. Lat man ndmlich die Menge aller Mengen zu, die sich nicht selbst als Element enthalten,
so wird nicht entscheidbar, ob diese Menge sich selbst als Element enthilt oder nicht. Als Ausweg
wird in der axiomatischen Mengenlehre die Frage, ob eine Menge Element einer Menge ist, nicht in
allen Fillen als sinnvoll zugelassen.
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1.2 Operationen von Mengen

Die Vereinigung zweier Mengen A und B ist die Menge A U B aller Elemente, die in
mindestens einer der beiden Mengen A und B enthalten sind. Der Durchschnitt zweier
Mengen A und B ist die Menge A N B aller Elemente, die sowohl Element von A als
auch Element von B sind. Die Differenzmenge A\ B ist die Menge aller Elemente von
A, die nicht Element von B sind. Das kartesische Produkt der Mengen A und B ist die
Menge aller geordneten Paare (a,b) von Elementen von A und B.

Ax B={(a,b)|a€ Aund b€ B}

Die Potenzmenge P (M) einer Menge M ist die Menge aller Teilmengen von M. Dabei
ist die leere Menge () stets ein Element der Potenzmenge.

z.B. P({a,{a}}) = {0, {a}, {{a}},{a, {a}}}.

Wenn wir nur Teilmengen einer vorgegebenen Menge M betrachten, dann wird fiir
eine solche Menge A € P(M) die Menge M\ A auch als das Komplement A€ bezeichnet.
Diese Operationen erfiillen die folgenden Regeln:

(Idempotenz) AUA=A ANA=A
(Kommutativitét) AUB=BUA ANB=BNA
(Assoziativitit) AN (BNC)=(ANnB)NC AUu(BuC)=(AUuB)UC
(Distributivitdt)  AN(BUC) = (ANB)U(ANC)  AU(BNC) = (AUB)N(AUC)
)

(de Morgan (AN B) = A°U B° (AUB) = A°N B°

ACAUB ANBCA
Aupd=A ANO=10
A\NA=1 A\D=A
(A9)°=A ACB<«= B°C A

(AC Bund B C A) = A=2EB
AUuB=B — ACB
ANB=A = ACB
(ACcCund B C C) — (AUB) CC
(CcAund C C B) = Cc(ANB)

AxD=0xA=0

(AxC)U(BxC)=(AUB)xC (AxC)N(BxC)=(ANB) x C.
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1.3 Relationen

Als Relationen auf einer Menge bezeichnet man Aussagen iiber mehrere Elemente der
Menge, die entweder wahr oder falsch sind. Wir wollen hier nur Aussagen iiber zwei
Elemente einer Menge A betrachten. Jede solche Relation beschreiben wir durch eine
Teilmenge R aller geordneten Paare in A x A, in der wir alle die Paare zusammenfassen,
fiir die die Aussage der Relation wahr ist. Wir sagen dann, dass (a,b) € A x A diese
Relation erfiillt, wenn (a,b) zu der Teilmenge R gehort. Andernfalls erfiillt (a,b) die
Relation nicht. Wir fiithren jetzt folgende Eigenschaften einer Relation ein:

Reflexivitét: fiir alle a € A erfiillt (a,a) die Relation.
Symmetrie: falls (a,b) die Relation erfiillt, dann auch (b, a).

Transitivitat: falls (a,b) und (b, c) die Relation erfiillen, dann auch (a, c).

Definition 1.1. Eine Aquivalenzrelation ist eine Relation, die reflexiv, symmetrisch
und transitiv ist.

Eine Aquivalenzrelation definiert dann sogenannte Aquivalenzklassen. Fiir jedes
a € A ist die Aquivalenzklasse [a] von a die Teilmengen aller Elemente b € A, so
dass (a,b) die Relation erfiillt. Die Transitivitdt impliziert, dass fiir jedes Element
b € [a] die entsprechende Aquivalenzklasse [b] eine Teilmenge von [a] ist. Wenn zwei
Aquivalenzklassen [a] und [b] beide ein Element ¢ € A enthalten, dann sind wegen der
Symmetrie sowohl a als auch b in [¢] enthalten. Also ist [a] C [¢] C [a] und [b] C [¢] C [b].
Damit gilt [a] = [c] = [b]. Also sind zwei Aquivalenzklassen entweder disjunkt oder
gleich. Wegen der Reflexivitit ist jedes Element in einer Aquivalenzklasse enthalten.
Also zerfillt A in eine disjunkte Vereinigung von Aquivalenzklassen, d.h. jedes Element
von A gehort zu genau einer Aquivalenzklasse.

1.4 Abbildungen

Eine Abbildung f : X — Y ist eine Zuordnungsvorschrift, die jedem Element x von X
genau ein Element f(x) aus Y zuordnet:

f:X=Y, o f(x)

Die Menge X der Argumente wird Definitionsbereich genannt und die Menge Y, in
denen die Abbilde liegen, Wertebereich. Das Bild einer Teilmenge A C X ist die Teil-
menge aller Elemente y des Wertebereichs Y, die Abbild eines Arguments in A sind:

Bild f[A] ={y € Y | 3z € A mit f(z) =y}. 3 steht fiir “es gibt (mindestens) ein”
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Definition 1.2. Eine Abbildung f: X —Y, x> f(z) heifst

(i) injektiv, wenn je zwei verschiedene Elemente x,x" € X auch auf verschiedene Ele-
mente von Y abgebildet werden:

Vo, 2" € X folgt aus x # x' auch f(x) # f(2'). ¥ steht fiir “fir alle”

(ii) surjektiv, wenn das Bild f[X] der ganze Wertebereich Y ist.
VyeY 3dxe X mit f(z)=y.

(iii) bijektiv, wenn sie injektiv und surjektiv ist.

Fiir jede Teilmenge B C Y ist das Urbild von B unter f die Menge aller Elemente
von X, die nach B abgebildet werden:

Bl ={ze X | f(x) € B}.

Fiir eine bijektive Abbildung f : X — Y, x +— f(z) besteht fiir jedes y € Y das Urbild
/7' {y}] nur aus genau einem Element. Also existiert auch die Umkehrabbildung

Y = X0 ye [ ) mit f{yd = {7 ()}
Offenbar gilt dann f~1(f(z)) = x fiir alle z € X und f(f~!(y)) =y fir alley € Y.

1.5 Komposition von Abbildungen
Seien f: X - Y, z+— f(z)und g: Y — Z, y — ¢(y) Abbildungen, dann definiert
gof: X —Z xw g(f(x)) die sogenannte Komposition (Verkettung) von f und g.

Satz 1.3. Die Komposition von Abbildungen ist assoziativ, d.h. fir Abbildungen f :
X=>Y o flx), g:Y—>Z y—gly) undh:Z —V, z+— h(z) gilt

ho(gef)=(hog)of.

Sei f X =Y, x — f(x) eine Abbildung und seien 1x : X — X, x — x und
1y : Y =Y, y = y die identischen Abbildungen von den Mengen X und Y . Dann gilt

Jolx=f=1lyof=f

Ist die Abbildung f bijektiv, dann gilt auch foft=1y und flof=1x.
Beweis: (ho(goef))(x) =h(g(f(x))) = (hog)o f(z) VreX
folx(z)= f(z) = (1y o f)(z) Ve e X
ol =1 ) =y=1r(y) Vyeyvy
flof(x)=f1f(x) =2=1x(z) Vo e X. q.e.d.



Kapitel 2

Reelle Zahlen

2.1 Axiome von angeordneten Korpern
Zunéchst charakterisieren wir angeordnete Koérper K durch folgende Axiome:c

A1l. Axiome der Addition
A2. Axiome der Multiplikation
A3. Distributivgesetz

A4. Ordnungsaxiome

Es gibt meherere angeordnete Korper. Der wichtigste ist der Korper der reellen Zahlen
R. Er wird spéter als der eindeutige angeordnete Korper charkterisiert, der zusétzlich
das A5. Vollstandigkeitsaxiom erfiillt.

A1l. Axiome der Addition 2.1. FEs gibt eine Operation
+: KxK—=K, (zr,y)—x+y mit

(1) Kommutativgesetz: x +y =y + x fir alle z,y € K.

(i) Assoziativgesetz: v + (y + z) = (x +y) + 2z fir alle x,y, z € K.

(iii) Ewistenz der Null: es gibt eine Zahl 0 € K mit x + 0 = x fiir alle v € K

(iv) Ezistenz des Negativen: zu jedem x € K g¢ibt es ein —x € K mit x + (—z) = 0.

A2. Axiome der Multiplikation 2.2. Es gibt eine Operation
KxK—K, (z,y)—x- -y mit

(1) Kommutativgesetz: x -y =y - x fir alle z,y € K.

(i) Assoziativgesetz: x - (y-z) = (z-y) - z fir alle z,y,z € K.

11
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(iii) Ewistenz der Fins: es gibt eine Zahl1 € K, 1 # 0 mit x -1 =z fir alle x € K
(iv) Emistenz des Inversen: zu jedem x € K\ {0} gibt es ein x™' € K mit x - 27! = 1.

A3. Distributivgesetz 2.3.
r-(y+2)=(x-y)+(x-2)=z-y+x- 2z firalexy,zeK.

Definition 2.4. Allgemein heifit eine Menge K, die die Aziome A1-A3 erfillt Korper.
Fiir Kérper gelten daher auch alle Folgerungen aus A1-A3. Es gibt viele Korper.

Beispiel 2.5. Der kleinste Kiorper besteht aus zwei Elementen Zo = {0,1}. Die Ope-
rationen + und - sind dann definiert durch:

0+0=0 0+1=1 0-0=0 0-1=0
1+40=1 1+1=0 1-0=0 1-1=1

Zeige dass diese Definitionen von + und - auf Z, die Axiome A1-A3 erfiillen und
umgekehrt durch A1-A3 eindeutig bestimmt sind. In einem angeordneten Kérper K
soll aber 14+ 1 > 0, also 1 + 1 # 0 gelten, so dass wir noch weitere Axiome benétigen
um angeordnete Korper zu charakterisieren.

Wir beniitzen folgende Abkiirzungen:

r—y=z+(-y) ay=z-y —ry = —(x-y) vo,y €K
1
_:x*]- y:y.xil VxGK\{O},yGK
T T
r+rytz=a+(y+z) wr=z-(y-2) y+z=(z-y) +2 Vz,y,z € K

Satz 2.6 (Folgerungen aus Al).
(i) Fallsz+y=a+z2, danny =z
(ii) Fallsx+y=x, danny =0
(iii) Fallsz+y =0, danny = —x
(iv) —(—2) =

Bemerkung 2.7. (i) heifit Kiirzungsregel.
(i1) zeigt, dass die Null eindeutig durch die Figenschaft x + 0 = x bestimmdt ist.
(111) zeigt, dass das Negative (—x) eindeutig durch x + (—z) = 0 bestimmdt ist.
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Beweis: (i) Sei z +y = = + 2, dann folgern wir

y=y+0 =0+vy =(x—x)+y
—(wtm by  =—wtlety) =-ct@ts)  =(wta)
=(x—1x)+=z =0+z =240 =z

(ii) Sei x + y = x, dann gilt x + y = x + 0. Also folgt aus (i) y = 0.
(iii) Sei x +y =0, dann gilt = +y = x + (—x). Also folgt aus (i) y = —=.
(iv) -z + 2 =2+ (—z) = 0. Also folgt aus (iii) x = —(—z). q.e.d.

Satz 2.8 (Folgerungen aus A2).

(i) Falls x # 0 und vy = xz, danny = z
(i) Falls x #0 und xy = z, dann y =1
(iii) Fallsz #0 undx-y=1, danny =z~ !
(iv) Falls x #0 und 271 #0, dann (z7') ' =2

Bemerkung 2.9. Die Folgerungen sind analog zu denen aus Al. Wieder heifit (i)
Kiirzungsregel, (ii) impliziert wieder die Eindeutigkeit der Eins und (iii) die Findeu-
tigkeit des Inversen.

Beweis: (i) Sei z # 0 und zy = xz, dann folgern wir

y=1ly= (%) y= Gx) y=(ay) =~ (a7) = (%:) 2= (xé) v=lr=2z

(ii) Sei x # 0 und xy = =z, dann gilt zy = = - 1 Also folgt aus (i) y = 1.
(iii) Sei x # 0 und zy = 1, dann gilt zy = z - z~'. Also folgt aus (i) y = 2~
(iv) Sei x # 0. Dann ist z 7'z = zx~! = 1. Also folgt (iv) aus (iii). q.e.d.

Satz 2.10 (Folgerungen aus A1-A3).

(i) z -0 =0 fiir alle x. Insbesondere gilt x=* # 0 fiir alle © # 0.
(i) 2-y=0<=2x=0o0dery=0

(i) (—2)y = —zy = z(-y).

iv) (-1) -z =—x

(v) (=2)(—y) =y

(vi) 2 # 0,y # 0 dann (zy)~' =y~ lz~.
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Bemerkung 2.11. Die Null hat kein multiplikatives Inverses, sonst wdire wegen (i)
0=0-0"'=1. Daraus und aus (i) wirde x =x-1=1x-0=0 fiir alle z folgen.

Beweis: (i) z-04z-0=x-(0+0) =z -0. Aus (ii) von Satz [2.6 folgt dann z -0 =0
(ii) Sei x -y = 0 und = # 0. Dann gilt wegen (i)

1 1 1

y=y-l=1l-y=(—2) y=--(v-y)=--0=0.

x x x
Wegen der Kommutativitéit folgt aus (i) auch die Umkehrung 0 -y =z -0 = 0.
(i) 0=0-y = (x + (—x))y = zy + (—2)y. Aus (iii) im Satz [2.6] folgt dann

(—2)y = —zy = —yr = (—y)z = 2(-y).

(iv) Setze in (iii) z = 1.

(v) Wegen (iii) und (iv) im Satz [2.6| gilt (—z)(—y) = —(z - (-y)) = —(— xy) = zy.
(vi) 1 = ay(zy) ™ = (zy) tay = (( y)~ 1$) =y((zy)~ x) Wegen Satz [2.8| (iii) folgt
y = (zy) e =y lam = ((wy) w)a Tt = (wy) (@) = (ay) q.e.d.

A4. Ordnungsaxiome 2.12. Es gibt eine Relation < in K mait drei Eigenschaften:

(i) Totalitat der Ordnung: Fir je zwei Zahlen x,y € K gilt genau eine der drei folgen-
den Relationen x <y oder x =y oder y < x.

(ii) Transitivitit: * <y undy < z = x < z

r+c<y+c firaleceK

(iii) Monotonie: x < y = .
x-c<y-c fir alle 0 < ce K
Definition 2.13. FEin Korper, der das Aziom A4 erfillt, heifit angeordneter Kdorper.

Die rationalen Zahlen sind ein angeordneter Korper, und jeder angeordnete Korper
enthélt die rationalen Zahlen als Unterkorper. Wir benutzten folgende Abkiirzungen:

r>y<s=y<c r<y<= (r<yoderx=y) <= y>uzx.
Satz 2.14 (Folgerungen aus A1-A4).
i)0<z= —2<0undz<0= —2>0
(ii) z<y<—=0<y—=x
(iii) z <y und a <0 = ya < za

(iv) 2 #40=2z-2=2>>0
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(V) 2>0=1>0
: 1 1
(vi) 0<z<y=0<,<;

Bemerkung 2.15. Da 1-1 =1 folgt aus (iv) 1 > 0. Dann folgt aus (i) —1 < 0. Also
qilt —1 < 22 fiir jedes x € K. Also gibt es keine Zahl x € K mit 2> = —1.

Beweis: (i) Sei 0 < z. Dann folgt mit Monotonie 0 + (—z) < x + (—z), also —x < 0.
Sei z < 0. Dann folgt mit Monotonie x + (—z) < —z also auch 0 < —uz.

(ii) Sei x < y. Dann folgt mit Monotonie x — z < y — x, also auch 0 < y — .

Sei umgekehrt 0 < y — 2. Dann folgt mit Monotonie x < y.

(iii) Sei z < y und @ < 0. Dann folgt aus (i) —a > 0. Also gilt wegen Monotonie
—za=x-(—a) <y-(—a) =—ya <= 0 < za — ya <= ya < za.

(iv) Sei z > 0. Dann folgt wegen Monotonie 2% > 0 -z = 0.

Sei z < 0. Dann folgt aus (i) —z > 0 und mit Monotonie > = (—z)-(—xz) > 0-(—z) = 0.
(v) Sei z > 0. Dann ist z # 0 und 1 % 0. Aus (iv) folgt < -1 > 0. Mit Monotonie folgt

dann%:x-%-%>0-%-%:().

(vi) Sei 0 < 2 < y. Dann ist > 0 und y > 0 also wegen (v) auch 1 > 0 und i > 0.

Dann folgt mit Monotonie + = 1. 1.5 < 1.1, 1 1., 1 q.e.d.
) y Yy oz r oy x

Satz 2.16 (Arithmetisches Mittel). Seien z,y € K, dann gilt
r+y
T<y=r< <y

Also liegt zwischen zwei verschiedenen Zahlen immer eine weitere.

Beweis: Aus x < y folgt mit Monotonie z +x < z +y < y + y. Weil aber x + x =
x(l—{—l):2;15und2:1—|—1>Ofolgtdann2x<3§+y<2yundx<I—;“y<y q.e.d.

Ubungsaufgabe 2.17. Es gelten auch folgende Regeln:

(i) a<bundc<d=a+c<b+d

(ii) 0<a<bund0<c<d= ac<bd

(iii) ab > 0 <= entweder a > 0,b > 0 oder a < 0,b <0

(iv) ab < 0 <= entweder a > 0,b < 0 oder a < 0,b >0

Definition 2.18 (Betrag). Der Betrag einer Zahl x € K ist die Zahl

z fallsz >0 <= 20>0 <= zx>—x
|z = = max{z, —z}.

—x fallsr <0 <+<— 2<0 <— z<-—x

x  fallsy <zx

max{zx,y} = Vo, y € K.
xie,y} {y falls y > x Y
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Aus der Definition folgt

lz| >0 und || =0 <= 2z =0.
—lz] <z < |z = z<|z|und —az < |z
| — x| = |z] denn | — x| = max{—z, z}.

Satz 2.19 (Eigenschaften des Betrags). Fiir alle x,y € K gilt:
(i) || >0 und |[z| =0<= 2 =0

(ii) |z -yl =[] - |y]

(iii) [z +y| < |z] + [y]

Beweis: (i) haben wir schon gesehen.

(ii) Wegen Satz (ili) und (v) &ndern sich beide Seiten nicht wenn wir x durch —x
bzw. y duch —y ersetzen. Fiir z > 0 und y > 0 ist die Aussage klar.

(iii) Zwei Falle: x +y > 0: [z +y| =2+ y < |z| +y < |z| + |y| wegen Monotonie.
r+y<0:|z+yl=—(r+y)=—2x—y<|z| -y <|z|+ |y| wegen Monotonie.q.e.d.

Korollar 2.20. llz] — |yl| < |z —y|

Beweis: 2] =z =y +yl < |z —y[+ |yl = |2] — [y < [z —y].
Vertausche x und y = |y| — |z| < |y —z| = |z —y|. Also gilt ||| —|y|| < |x —y|.q.e.d.

Definition 2.21 (Abstand).
Der Abstand d(x,y) zweier Zahlen x,y € K ist die nicht negative Zahl d(z,y) = |z —y|.

Satz 2.22 (Eigenschaften des Abstands).
Der Abstand d : K x K — K, (x,y) — d(z,y) hat folgende Eigenschaften:

(i) d(z,y) >0 und d(z,y) =0 <= x =y
(ii) d(z,y) = d(y,z)
(iii) d(z,y) < d(z,z) +d(z,y) fir alle x,y, z € K.

Beweis: folgt aus den Folgerungen der Definition und Satz [2.19]
(iii) [z —y|=lz—2+z2—y| < |z —z|+ |z —y| q.e.d.

Definition 2.23. Sei M C K eine nicht leere Teilmenge von Zahlen.

(i) M heifit nach oben beschrinkt, falls es eine Zahl € K gibt, so dass x < [ fiir
alle x € M gilt. Dann heifst 8 obere Schranke von M.

(ii) M heifit nach unten beschrinkt, falls es eine Zahl o € K gibt, so dass o < x fiir
alle x € M gilt. Dann heifst o untere Schranke von M.
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(iii) M heifit beschrdnkt, wenn M nach oben und unten beschrinkt ist.

Definition 2.24 (Maximum und Minimum). Sei M C K eine nicht leere nach oben
beschrinkte Menge. Ein Element m € M wvon M, das eine obere Schranke von M ist
heifit Maximum. Wir schreiben dann m = max M. Analog heifit ein Element m einer
nicht leeren nach unten beschrinkten Menge M, das eine untere Schranke von M ist
Minimum. Wir schreiben dann m = min M.

Definition 2.25 (Supremum und Infimum einer Menge). Sei M C K eine nicht leere
nach oben beschrdinkte Menge. Ein Minimum s € K der Menge aller oberen Schranken
von M heifit Supremum. Analog heifst ein Maximum t der Menge aller unteren Schran-
ken einer nach unten beschrdinkten Memge M Infimum. Wir schreiben t = inf M.

Bemerkung 2.26. Wenn eine Menge ein Maximum bzw. Minimum besitzt, ist dieses

eindeutig, weil es weder grdofier noch kleiner als ein anderes Mazximum bzw. Minimum

sein kann. Also sind auch Supremum und Infimum eindeutig, wenn sie existieren.
Folgende Charakterisierung erleichtert manche Beweise:

s=supM <= s ist obere Schranke von M und Ve >0 dx € M mits—e <.
t=inf M <= t ist untere Schranke von M und Ve >0 dxr € M mitx <t+e.

Warnung 2.27. Das Supremum sup M bzw. das Infimum inf M muss im Unterschied
zum Mazximum bzw. Minimum kein Element von M sein.

Wir definieren folgende Teilmengen eines angeordneten Korpers K. Nachdem wir R
eingefiihrt haben werden wir diese Symbole nur noch fiir Teilmengen von R benutzen:

[a,b] ={z e K|a <z <b} fir alle a <b e K
la,b) ={r e K|a<z<b} fir alle a < b€ K
(a,b) ={reKl|a<az<b} fir alle a <be K
(a,b) ={r € K|a <z <b} fir alle a < b e K
(—o0,b] ={r e K|z <b} fir alle b € K
(—o0,b) ={x e K|z < b} fir alle b € K
la,00) ={zr €K |a<uz} fir alle a € K
(a,00) ={r e K|a<uz} fir alle a € K
K" = (0, 00) positive Zahlen K™ = (—00,0) negative Zahlen
K¢ = [0, 00) nichtnegative Zahlen Ky = (—00, 0] nichtpositive Zahlen

Offenbar ist b eine obere Schranke von (a, b). Andererseits gibt es wegen Satz fiir

jedes z < b ein y = max{Zt, X2} mit z < y und y € (a,b). Also gibt es keine obere
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Schranke von (a,b), die kleiner ist als b. Damit ist b = sup(a, b). Analog gilt:

a =inf[a,b] =inf[a,b) =inf(a,b] =inf(a,b) = inf[a,o0) = inf(a, 00)

b=supla,b] =supla,b) =sup(a,b] =sup(a,b) =sup(—oo,b] = sup(—o0,bd)

(—00,b] und (—o0,b) sind nicht nach unten beschriankt

[a,00) und (a, 00) sind nicht nach oben beschriankt

Also existiert max|a, b] = max(a, b] = max(—oo,b] = b
min|a, b] = minfa, b) = min|a, co) = a,

wéhrend [a,b) und (a,b) und (—o0, b) kein Maximum besitzen
und (a,b] und (a,b) und (a, c0) kein Minimum.

2.2 Die natiirlichen Zahlen N C K

Wir wollen die natiirlichen Zahlen als Teilmenge eines angeordneten Korpers K cha-
rakterisieren. Aufgrund von A2 gibt es das Element 1 € N C K\ {0}, das wegen (ii)
in Satz eindeutig ist. Aus (iv) im Satz folgt 1 > 0 aus 1 = 1-1. Wegen der

Monotonie ist dann die Nachfolgerabbildung monoton:

K — K, n—n+1>n
l—=14+1=2>1, 2—=24+1=3>2, n—n+1>n,

Definition 2.28. Fine Menge M C K heifst induktiv, falls
(i) 1 € M (FEinselement).
(ii) e € M = a+ 1 € M (invariant unter der Nachfolgerabbildung).

K selber ist offenbar induktiv oder auch [1,00). Offenbar ist der Durchschnitt von
induktiven Mengen wieder induktiv.

Definition 2.29 (Natiirliche Zahlen). N ist die kleinste induktive Teilmenge von K,
also der Durchschnitt aller induktiven Teilmengen von K.

Satz 2.30. Es gilt N = {1}U{n € K | n—1 € N} = {1}UBild der Nachfolgerabbildung.

Beweis: Wegen (1+1)—1=1,(n+1)—1=(n—1)+ 1 und weil N eine induktive
Menge ist, ist auch S = {1} U{n € K | n — 1 € N} eine induktive Menge. Also folgt
S D N. Weil N eine induktive Menge ist, folgt S C Nausn = (n—1) + 1. q.e.d.
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Satz 2.31 (Prinzip der vollstandigen Induktion). Eine Teilmenge S C N erfiille
i)l1es (iij)ae S=a+1es. Dann ist S = N.

Beweis: S ist offenbar eine induktive Menge. Also gilt N C S. Andererseits ist S eine
Teilmenge von N. Also folgt N = S. q.e.d.
Beweis durch vollstdndige Induktion: Um eine Aussage A(n) iiber alle natiirlichen
Zahlen n € N zu beweisen geniigt es also zu zeigen:

(i) die Aussage A(1) ist richtig.
(ii) Falls die Aussage A(n) richtig ist, dann auch A(n + 1).
Ein solcher Beweis heifit Beweis durch vollstédndige Induktion.

Satz 2.32 (Bernoulli Ungleichung). Es gilt
(14+x)">1+4+nx fir alex € (—1,00) und alle n € N.
Gleichheit gilt nur fir x =0 oder n = 1.

Beweis durch vollstindige Induktion: Fiir z = 0 oder n = 1 gilt offenbar die Gleich-
heit. Fiir jede natiirliche Zahl n € N sei A(n) die Aussage

Fiir alle € (—=1,0) U (0,00) gilt (14 2)"™ > 1+ (n+ 1)z

(i) Wenn z # 0 dann folgt (1 + 2)> =1+ 2z + 2% > 1 + 2z. Also gilt A(1).
(ii) Es gelte A(n). Dann folgern wir fiir x € (—1,0) U (0, 00) aufgrund der Monotonie:

Wegen z > —1 gilt 1 +2 >0, und wegen x # 0 folgt daraus

I+z2)1+2)"" > A+2) 1+ n+Dz)=1+n+2)z+ (n+1)2* > 1+ (n+2)z.
Also gilt A(n+1). q.e.d.

Satz 2.33. Fiir allen € N gibt es keine Zahl in N zwischen n — 1 und n.

Beweis durch vollstindige Induktion:

(i) [1,00) ist eine induktive Menge. Also ist NN (0,1) = NN [1,00) N (0,1) = 0.

(ii) Wir nehmen an, dass es fiir ein n € N keine natiirliche Zahl in (n — 1,n) gibt.

Wenn es eine Zahl m € NN (n,n + 1) gibt, dann liegt m wegen Satz auch in

{1}Ju{r e K|z —1 & N}. Wegen 1 < n < m ist m nicht gleich 1. Also liegt m dann

in {n € K |n—1 & N}. Wegen der Monotonie liegt m — 1 dann in NN (n — 1,n), was

der Annahme wiederspricht. Also gibt es keine natiirliche Zahl in NN (n,n + 1).q.e.d.
Fir allen € Nist also {m e N|m <n+1} ={m € N|m <n}U{n+ 1}. Fir

alle n € N schreiben wir deshalb {1,...,n} ={m e N|m <n}.
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Satz 2.34 (Wohlordnungsprinzip). Fir jede nichtleere Menge M C N existiert min M.

Beweis: Wenn n € M C N, dann ist offenbar jedes Minimum von M N{1,...,n} auch
ein Minimum von M und umgekehrt. Deshalb zeigen wir mit vollstédndiger Induktion,
dass fiir alle n € N jede nichtleere Teilmenge M C {1,...,n} ein Minimum besitzt:
(i) Jede nichtleere Teilmenge von {1} ist gleich {1} mit Minumum min{1} = 1.
(ii) Fiir jede nichtleere Teilmenge M C {1,...,n + 1} ist entweder M N {1,...,n}
nichtleer oder M = {n + 1}. Wenn also jede nichtleere Teilmenge von {1,...,n} eine
Minimum hat, dann auch jede nichtleere Teilmenge von {1,...,n+ 1}. q.e.d.
Fiir zwei verschiedene angeordnete Korper K und K’ gibt es eine eindeutige Abbil-
dung, die 1k auf 1g/ abbildet, 1x + 1k auf 1x/ + 1/, 1k + 1k + 1 auf 1 + 1g + 1/
usw. Wegen dem Prinzip der vollstdndigen Induktion ist der Definitionsbereich N,
und das Bild ist Nks. Also sind die natiirlichen Zahlen in dem Sinne eindeutig, dass
Nk auf eindeutige Weise mit Nk identifiziert wird, wenn 1x mit 1, und Nachfolger
mit Nachfolgern identifiziert werden. Analoge Aussagen gelten fiir folgende Mengen:

Definition 2.35 (ganze Zahlen Z, rationale Zahlen Q).
Np NuU {0}
Z = NU{0}u{zreK]|—-zeN}
Q

= {xGK]EImEZundEInENmitx:T}.
n

2.3 Maichtigkeit von Mengen

Definition 2.36. Zwei Mengen heiffen gleichmdchtig, wenn es eine bijektive Abbildung
zwischen thnen gibt.

Die Relation von Mengen gleichméchtig zu sein ist eine Aquivalenzrelation, d.h. re-
flexiv, symmetrisch und transitiv. Wir wollen ihre Aquivalenzklassen bestimmen. Eine
Menge ist genau dann endlich, wenn sie fiir ein n € N gleichméchtig ist zu {1,...,n}.
Fir n < m sind {1,...,n} € {1,...,m} nicht gleichméchtig. Deshalb entsprechen
die Aquivalenzklassen der endlichen Mengen den natiirtlichen Zahlen. Indem wir die
Eins mit der Menge {0} indentifizieren und die Nachfolgerabbildung fiir Mengen durch
A AU{A} definieren, erhalten wir die natiirlichen Zahlen als folgende Mengen:

1 < {0}

2 “ {0,{0}}

3 < {0.{0},{0,{0}}}

4 © {0,{0},{0,{0}},{0,{0},{0,{0}}}}

{0, {03, {0, {03}, ... {0, {0}, {0,{0}},.... }}

Die Menge aller Aquivalenzklassen kann man als eine Erweiterung von N betrachten.



2.3. MACHTIGKEIT VON MENGEN 21

Definition 2.37. Eine nicht leere Menge A heifst

endlich, falls es ein n € N gibt, so dass A gleichmdchtig ist zu {1,2,...,n},
unendlich, falls sie nicht endlich ist,

abzahlbar, falls sie gleichmdchtig ist zu N,

hochstens abzihlbar, wenn sie endlich oder abzdhlbar ist,

iiberabzihlbar, wenn sie weder endlich noch abzdhlbar ist.
Satz 2.38. (i) Jede nichtleere Teilmenge von N ist hichstens abzihlbar.

(ii) FEine Menge A ist genau dann hdchstens abzdhlbar, wenn es eine surjektive Abbil-
dung von N auf A gibt.

Beweis: (i) Mit dem Wohlordnungsprinzip nummerieren wir der GréBe nach mit dem
kleinsten Element anfangend jede Teilmenge M C N durch. Fiir alle n € N sind
alle Elemente von {1,...,n} N M in den ersten n enthalten. Wenn M nach oben
unbeschrankt ist, erhalten wir so eine bijektive Abbildung von N nach M und M ist
abzéhlbar. Andernfalls ist M C {1,...,n} fir ein n € N und damit endlich.
(ii) Sei A eine hochstens abzidhlbare Menge. Wenn A endlich ist, gibt es ein n € N,
so dass A gleichmichtig ist zu {1,2,...,n}. Die Abbildung N — {1,2,...,n}, m—
min{m,n} ist eine surjektive Abbildung, so dass dann auch eine surjektive Abbildung
auf A existiert. Wenn A abzidhlbar ist, gibt es eine bijektive Abbildung von N auf A.
Sei umgekehrt A eine Menge und f eine surjektive Abbildung von N auf A. Dann
existiert eine Abbildung g : A — N, a ~ min f~![{a}], die offenbar eine bijektive
Abbildung von A auf eine Teilmenge von N definiert. Also ist A gleichméchtig zu einer
Teilmenge von N und damit wegen (i) hochstens abzéhlbar. q.e.d.

Ubungsaufgabe 2.39. Zeige, dass jede endliche Teilmenge der reellen Zahlen ein
Mazimum und ein Minimum besitzt.

Satz 2.40. (i) Die Menge N x N ist abzdihlbar.

(ii) Fine hichstens abzihlbare Vereinigung von héchstens abzihlbaren Mengen ist wie-
der héchstens abzihlbar.

Beweis: (i) Wir definieren die sogenannte Diagonalnummerierung als die Abbildung

r+y—2

z+y—2)(r+y—1
fiNXN=N, (x7y)'—>f(w,y)=y+( 4 )2< J )Zy—i-Zn.
n=0

Diese Abbildung ist injektiv. Gilt namlich x +y < 2’ + 3/ so folgt aus

fle,y)—y < fl@'y)—y' =@ +y -2) wdy—y' <y<aos+y—1<2"+y -2
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flay) < f@ ) +y—y — (@ +y —2) < f@'y).
Gilt aber x + y = 2’ + ¢/ so gilt auch f(x,y) — f(«,v) =y — v
Also ist N x N gleichméchtig zum Bild von f. Wegen f(x,y) > y ist das Bild nicht
beschrankt und nicht endllich. Wegen (i) vom vorangehenden Satz ist N x N abzahlbar.
(ii) Wegen (ii) im vorangehenden Satz geniigt es eine surjektive Abbildung n — A,, von
N in die hochstens abzihlbaren Mengen zu betrachten. Wegen (ii) im vorangehenden
Satz gibt es dann fiir alle n € N eine surjektive Abbildung f,, : N — A,,. Dann ist

F:NxN-— UneN A,, (n,m)— f,(m)

eine surjektive Abbildung. Also folgt (ii) aus (i) und dem vorangehenden Satz. q.e.d.
Korollar 2.41. Q ist abzdihlbar.

Beweis: ZxN — Q, (m,n)+ ™ ist eine surjektive Abbildung. Z ist abzihlbar, also
ist Q hochstens abzahlbar. Q ist aber nicht endlich und damit abzahlbar. q.e.d.

2.4 R und das Vollstindigkeitsaxiom

Definition 2.42. Sei R der angeordnete Korper, in dem folgendes Aziom gilt:

A5. Vollstiandigkeitsaxiom 2.43. Fiir jede nicht leere nach oben beschrinkte Menge
M exisitiert das Supremum s = sup M € R.

Wir werden sehen, dass die rationalen Zahlen Q A1-A4 erfiillen aber nicht A5.
Satz 2.44 (Folgerungen aus A5).
(i) Jede nicht leere nach unten beschrinkte Menge M besitzt ein Infimum inf M € R.

(ii) FEine nicht leere nach oben beschrinkte Menge M besitzt genau dann ein Maximum,
wenn sup M € M. In diesem Fall ist max M = sup M.

(iii) Pine nicht leere nach unten beschrinkte Menge M besitzt genau dann ein Mini-
mum, wenn inf M € M. In diesem Fall ist min M = inf M.

Beweis: (i) Weil die Ordnungsrelation nicht symmetrisch ist, erhalten wir dadurch,
dass wir in einer Aussage alle auftauchenden Ordnungsrelationen umkehren, eine andere
Aussage. Zum Beispiel erhalten wir die Definition der unteren Schranke, indem wir in
der Definition der oberen Schranke alle Ordnungsrelationen umdrehen. Dann erhalten
wir aber auch die Definition des Infimums, indem wir in der Definition des Supremums
alle Ordnungsrelationen umkehren. Weil x < y <= —y < —uz, sind also Aussagen
iiber Ordnungsrelationen zwischen reellen Zahlen dquivalent zu den analogen Aussagen,
in denen wir alle Ordnungsrelationen umdrehen und alle reellen Zahlen durch ihre
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Negativen ersetzenﬂ. Insbesondere besitzt die Menge M genau dann ein Infimum, wenn
die Menge —M = {x € R | —x € M} ein Supremum besitzt und es gilt inf M =
—sup —M. Also folgt (i) aus dem Vollstandigkeitsaxiom AS5.

(ii) Wenn sup M € M, dann ist sup M eine obere Schranke von M, die Element von
M ist. Wenn sup M ¢ M, dann gilt fiir alle z € M sogar = < sup M. Dann gilt

x < sup M < s fiir alle x € M und alle oberen Schranken s von M.

Also gibt es in M keine obere Schranke von M.

(iii) analog zu (ii). q.e.d.
Satz 2.45 (Archimedes-Eudoxos).

(i) Fir jede reelle Zahl x € R gibt es eine natirliche Zahl n > x (Archimedes).

(ii) Fiir jedes e > 0 gibt es einn € N mit + < € (Eudozos).

Beweis: (i) Es reicht zu zeigen, dass N keine obere Schranke hat. Wenn N eine obere
Schranke hat, dann existiert sup N, und dn € N mit n > sup N —1, weil sup N —1 keine
obere Schranke von N ist. Dann gilt N 3 n + 1 > sup N, was ein Widerspruch ist.

(ii) Nach (i) gibt es ein n > £. Aus Satz m (v)-(vi) folgt L < e. q.e.d.

Bemerkung 2.46. In einem angeordneten Korper sind die beiden Eigenschaften (i)

und (i) aus Satz wegen Satz (v)-(vi) dquivalent. Ein angeordneter Kérper
heifit archimedisch, wenn (i) gilt. In jedem angeordneten Kérper sind die rationalen

Zahlen archimedisch. Es gibt auch nicht archimedische angeordnete Kérper.
Wegen dem Teil (i) von Archimedes enthalten die Intervalle (a,b) rationale Zahlen:
Satz 2.47. Seia < b. Dann existiert r € Q mit a <r < b.

Beweis: Fiir alle n € Nist a < 7 < b dquivalent zu na < m < nb. Wegen b —a > 0
gibt es nach Satz (i) ein n € N mit n > . Dann gilt na < nb und nb —na > 1.

Wir nehmen zunéchst a > 0 an. Sei m die kleinste natiirliche Zahl, die grofier ist als
na. Wegen Satz sind die natiirlichen Zahlen enthalten in {1}U{z € R | x—1 € N}.
Also ist m — 1 entweder eine natiirliche Zahl oder gleich Null. Dann folgt

m—1<na<m <= na<m<na+1<nb.

Als néchstes nehmen wir b < 0 an. Sei —m die kleinste natiirliche Zahl, die grofier
ist als —nb. Wieder ist —m — 1 entweder eine natiirliche Zahl oder Null. Also folgt

-m—-—1<-nb<-m <= na<nb—1<m<nb.

"Wenn diese Aussagen aber algebraische Operationen benutzen, die nicht vertréglich sind mit der
Abbildung jeder reellen Zahl auf ihre Negative, wie z. B. das Produkt zweier reeller Zahlen, dann
miissen bei dieser Ersetzung auch die algebraischen Operationen entsprechend geéndert werden, also
z. B. das Produkt in das negative des Produktes.
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Wenn a < 0 und b > 0 ist, wihlen wir m = 0. q.e.d.

Wir haben sogar gezeigt, dass Va < b mit b — a > 1 das Intervall (a,b) eine ganze
Zahl enthélt. Also enthélt jedes Intervall mindestens eine und damit sogar unendlich
viele rationale Zahlen. Insbesondere gibt es fiir jede reelle Zahl x und jedes € > 0 eine
rationale Zahl r € (x — e,z +¢€), die dann d(z,r) < € erfiillt. Wir sagen, dass Q dicht in
R liegt. Die rationalen Zahlen erfiillen als Unterkorper der reellen Zahlen die Axiome
A1-A4. Wir werden gleich sehen, dass sie nicht das Vollstandigkeitsaxiom A5 erfiillen.

Satz 2.48 (Quadratwurzeln). Fiir alle a > 0 gibt es genau ein b > 0 mit b* = a.

Wir schreiben b = y/a = az.
Beweis der Eindeutigkeit: Aus 0 < 2 < y folgt aufgrund der Monotonie 2% < xy <
y?. Also gibt es hochstens ein b > 0 mit * = a.
Beweis der Existenz: Die Menge M = {x € R} | 2* < a} enthélt 0. Dann gilt

?>z(a+1)>(a+1)?=a*+2a+1>2a>a fir r>a+l.

Also ist a + 1 eine obere Schranke von M. Sei b = sup M. Aus 0 € M folgt 0 < 0.
Wenn b* < a, folgt 0 < a — b*. Fiir h = min{1, 2b+2} gilt 0 <h<1lundh(2b+1) <
h(2b+ 2) < a — b%. Hieraus folgt

(b+h)>=0>+2bh + h*> <b* +2bh + h=b0>+h(2b+1) < b’ +a —b* =a.

Also ist b < b+ h € M im Widerspruch zu b = sup M
Wenn a < b?, folgt 0 < b, 0> <a—0*> <0und —1 <
Bernoulli Ungleichung

a—0\\> a—b2\?2 a—b?
1 =p (1 >p2(1+2 = a.
(r(1+5")) b(w)—b(+ )=

Dann folgt aus z > b(1 + - ) wieder 22 > b2(1 + 2 o )2 > ¢ und damit auch z & M.
Also ist b(1 + %5 ) < b eine obere Schranke von M im Widerspruch zu b = sup M.
Weil also weder b* < a noch a < b? gilt, folgt b*> = a und b # 0. q.e.d.
Insbesondere gibt es also genau ein v/2 € R. Wir werden in Beispiel fiir jedes
n € N zeigen, dass es fiir jedes a > 0 genau ein b > 0 gibt mit b" = a.

2b2 < 0. Also folgt aus der

Lemma 2.49. /2 & Q. Insbesondere erfillt Q nicht das Vollstindigkeitsaxziom A5.

Beweis: Wir zeigen, dass es nicht zwei natiirliche Zahlen n,m € N geben kann mit
(m)2 = 2. Wenn es zwei solche Zahlen gibt, dann enthélt die Teilmenge

n

M = {n € N|3Im € N mit m? = 2n?}

der natiirlichen Zahlen ein kleinstes Element ny. Sei also mZ = 2n2. Wenn mg ungerade
ist, also mg = 2my—1 mit m; € N, dann ist auch m3 = (2m;—1)% = 2(2m3—2m;+1)—1
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ungerade, im Widerspruch zu m2 = 2n2. Also ist mg gerade mit mg = 2my und my € N.
Dann folgt m2 = 4m3 = 2n2 oder auch 2m?% = n2. Dann gehért my zu M und es gilt
no < my. Das ergibt folgenden Widerspruch m3 < 2m3 = nZ < ngmy < m3. q.e.d.

Satz 2.50 (Intervallschachtelungsprinzip). Seien I, = [an,b,] C R, abgeschlossene
Intervalle a,, < b, firn=1,2,... mit folgenden Figenschaften.

(i) In41 C I, fir allen € N

(ii) Fiir jedes € > 0 gibt es ein n € N, so dass b, — a,, < €.
Dann enthdlt (5, In = {x} der Durchschnitt genau ein x € R.

Dieser Satz ist falsch fiir offene Intervalle. Z.B. 1,5, (0,1) = 0 nach Satz |2
Beweis: Wegen (i) gilt

a1 <ay < <Ly S pgr S Kby by < Kby <Dy

Also besteht die Menge A = {aj,as,...} aus unteren Schranken der Menge B =
{b1,bs, ...} und umgekehrt die Menge B aus oberen Schranken der Menge A. Sei also
x = sup A und y = inf B. Dann sind x und y obere Schranken von A und untere
Schranken von B. Also gilt © < y und z,y € (., . Es gilt sogar (., I, = [z,y].
Andererseits gibt es wegen (ii) fiir alle ¢ > 0 ein n € N mit y — 2 < b, — a,, < €. Dann
muss aber 0 <y — z <inf {¢|e > 0} = 0 und deshalb y = x gelten. q.e.d.

Satz 2.51. In jedem angeordneten archimedischen Koérper folgt aus dem Intervall-
schachtelungsprinzip im Satz[2.50 das Vollstindigkeitsaziom A5.

Beweis*: Sei M eine nicht leere nach oben beschréinkte Menge, a; ein Element von
M und b; > ay eine obere Schranke von M. Wir definieren induktiv eine Folgen a; <
as < ... von Elementen von M und eine Folge b; > by > ... von oberen Schranken
von M. Wenn @ keine obere Schranke von M ist, dann gibt es ein Element a,,,, €
[%, b,) N M und wir setzen b, 1 = b,. Wenn % eine obere Schranke von M ist
setzten wir a,,1 = a, und b, = @ Offenbar gilt

0 S bn+1 — Qn+1 S Qil(bn - an) S 272(bn71 - an71> S s S 27n<b1 - CL1>.

Aus der Bernoulli Ungleichung folgt 2" > n und wegen Satz (ii) gibt es fiir alle
e>0enn € Nmit27"(by —ay) < bl_T‘“ < €. Wegen dem Intervallschachtelungsprinzip
besteht die Schnittmenge der Intervalle (1, oy[an, b,] aus einer Zahl s € R.

Fiir jede Zahl « > s gibt es ein n € N mit ;*=> > = > 27". Daraus folgt b, <
ant1 +27"(b1 —a1) < s+ (x —s) = x. Weil b4 eine obere Schranke von M ist folgt
x & M. Also ist s eine obere Schranke von M. Fiir jede Zahl x < s gibt es einn € N
mit =2 > % > 27" Daraus folgt a,+1 > b1 —27"(by —ay) > s—(s—x) = z. Wegen
any1 € M ist x keine obere Schranke von M. Also ist s = sup M. q.e.d.

Deshalb konnen die reellen Zahlen auch als angeordneter archimedischer Koérper
charakterisert werden, in dem das Intervallschachtelungsprinzip gilt.
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Satz 2.52. Die Menge der reellen Zahlen ist iiberabzdihlbar.

Beweis: Wir nehmen an R ist abzéhlbar. Sei also (x,,)nen eine Durchnumerierung von
R. Wihle a,b € R mit a < b. Sei I} = [a, b]. Wir definieren induktiv eine Folge (I,)nen
von Intervallen. Fiir alle n € N wihlen wir in [, = [a,,b,] als I,,;; eins der beiden
schnittfremden Teilintervalle [ay,, a, + %2=%] und [b, — %23% b,], das x, nicht enthilt.

3 3
Fiir alle n € N liegt dann z,, nicht in 7,,,;. Wegen der Bernoulli Ungleichung gilt

_ _ bp—an __ _ b1—a1 b—a b—a . b—a
b1 — pypy = 25" = ... = 228 < Tron < o < e fiir e >0und n > 252

Wegen dem Intervallschachtelungsprinzip enthélt (1), .y I, ein Element, das nicht zu
{z,, | n € N} gehort. Das widerspricht der Annahme, dass R abzdhlbar ist. q.e.d.

Auch die Potenzmenge der natiirlichen Zahlen ist nicht abzédhlbar. Wir kénnen sie
mit den Folgen identifizieren, die Werte in Zs = {0,1} annehmen, also der Menge
aller Abbildungen von N nach Zs. Diese Folgen werden wir mithilfe der dyadischen
Entwicklung mit der Teilmenge [0, 1) C R identifizieren. Diese ist gleichméchtig zu R.

2.5 Die erweiterte Zahlengerade R
Definition 2.53. Die erweiterte Zahlengerade besteht aus R = R U {+o00} U {—o0}.

Mit oo bezeichnen wir auch +oo. Die Ordnungsrelation laft sich auf R durch
—00 < x < oo fiir alle x € R fortsetzen und erfiillt offensichtlich auch (i) und (ii)
des Ordnungsaxioms. Die Operationen + und - lassen sich nicht auf R fortsetzen, so
dass A1-A4 gilt: Fiir alle z,y € R wiirde aus y—z < 0o wegen der Monotonie y < co+z
folgen. Deshalb miisste oo + x = oo gelten. Aus Satz (ii) wiirde x = 0 folgen. R ist
also kein angeordneter Korper.

Die Definitionen von oberen und unteren Schranken, von Supremum und Infimum,
und von Maximum und Infimum iibertragen sich auf die erweiterte Zahlengerade. Of-
fenbar ist oo das Maximum und —oo das Minimum von R. Insbesondere ist oo eine
obere Schranke und —oo eine untere Schranke von jeder Teilmenge von R. Weil oo die
einzige obere Schranke einer nicht leeren Teilmenge M von R C R ist, die in R keine
obere Schranke hat, ist co dann das Supremum von M als Teilmenge von R. Analog ist
—00 das Infimum einer nicht leeren Teilmenge von R C R, die keine untere Schranke in
R hat. In R gilt sup® = —oco und inf ) = co. Daraus folgt, dass jede Teilmenge von R
ein Supremum und ein Infimum hat. AuBlerdem gilt wieder, dass eine Teilmenge M C R
genau dann ein Maximum bzw. Infimum hat, wenn sup M € M bzw. inf M € M gilt.
In diesen Féllen ist wieder max M = sup M bzw. min M = inf M. Wir benutzen die
Symbole sup, inf, max und min sowohl fiir Teilmengen von R als auch fiir Teilmengen
von R, so dass aus dem Zusammenhang klar werden muss, was genau gemeint ist.
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2.6 Die Peano Axiome

Es gibt andere Moglichkeiten die reellen Zahlen einzufithren. Man kann zuerst die
natiirlichen Zahlen einfithren und danach der Reihe nach die ganzen Zahlen, die ra-
tionalen Zahlen und die reellen Zahlen. Dabei kann man die natiirlichen Zahlen im
Rahmen der Mengenlehre einfithren oder sie durch die Peano Axiome charakterisieren:

1. Peano Axiom: 1 € N (Einselement).
2. Peano Axiom: Vn € N 3 genau einen Nachfolger n’ € N (Nachfolgerabbildung).
3. Peano Axiom: Fiir alle n € N gilt n’ # 1 (Eins ¢ Bild der Nachfolgerabbildung).

4. Peano Axiom: Fiir alle n,m € N folgt n = m aus n’ = m’ (Injektivitat der
Nachfolgerabbildung).

5. Peano Axiom: Jede induktive Teilmenge S C N, d.h. jede Teilmenge mit folgen-
den Eigenschaften umfafit die natiirlichen Zahlen N C S

(i)1es. (ii) Falls n € S, dann ist auch n’ € S.

Man kann die natiirlichen Zahlen durch diese Axiome charakterisieren und damit die
reellen Zahlen einfiiren. Dafiir muss viel Schlussfolgerungsarbeit geleistet werden, bevor
die reellen Zahlen eingefiihrt sind (vgl. E. Landau: Grundlagen der Analysis). Wir
skizzieren in diesem Abschnitt, wodurch sich diese zweite Einfithrung der reellen Zahlen,
von der von uns gewéhlten unterscheidet, und stellen sie in ihren Grundziigen vor.
Die Addition von natiirlichen Zahlen n + m wird Vn, m € N so eingefiihrt, dass
(i) n+1=n'fir alle n € N und (ii) n 4+ m' = (n+m)’ fir alle n,m € N gilt.
Fiirn =1 gilt 1+1 = 1’ und fiir alle m € N folgt aus 1+m = m’ auch 1+m/ = (m’)’ =
(1+m)". Wegen dem 5. Peano Axiom ist also 1+ m fiir alle m € N durch m’ definiert.
Wenn fiir ein n € N durch diese Bedingungen n + m fiir alle m € N definiert ist, dann
folgt aus (i) n' +1 = (') = (n 4+ 1)’. Wenn n/ + m fiir ein m € N definiert ist, dann
folgt aus (ii) n’ +m’ = (n’ +m)’ also ist dann wegen dem 5. Peano Axiom n’ + m fiir
alle m € N definiert. Also ist wegen dem 5. Peano Axiom die Menge aller n € N, fiir
die n + m durch diese Bedingungen fiir alle m € N definiert ist gleich N. Deshalb ist
dadurch die Addition zwischen allen natiirlichen Zahlen definiert. Mit Hilfe der Peano
Axiome kann man dann folgern, dass die Addition kommutativ und assoziativ ist.
Die Multiplikation von natiirlichen Zahlen nm wird Vn,m € N so eingefiihrt,
dass (i) nl = n fir alle n € N und (ii) nm’ = n-m+ n fir alle n,m € N gilt.
Wieder kann man aus den Peano Axiomen folgern, dass diese Bedingungen eine Mul-
tiplikation n - m fiir alle n, m € N definiert. Danach zeigt man, dass auch die Multipli-
kation kommutativ, assoziativ und zusammen mit der Addition distributiv ist.

Die Ordnungsrelation wird auf den natiirlichen Zahlen durch n < n+m und m <
n+m Vn,m € N eingefiihrt. Sie erfiillt A4 wobei alle n € N als positiv gelten.
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Ganze Zahlen: Die ganzen Zahlen werden als formale Differenzen n — m eingefiihrt.
Wegen n —m =n —m < n+m = n+ m sind das Aquivalenzklassen in N x N

(n,m) ~ (R, m) = n+m=n+m V(n,m), (n,m) € N x N

Die Addition, Multiplikation und Ordnungsrelation von N wird auf Z fortgesetzt.
Rationale Zahlen: Die rationalen Zahlen werden als formale Briiche ™ mit (m,n) €
Z x N eingefiihrt. Wegen ™ = % & mi, = mn sind das Aquivalenzklassen in Z x N

(m,n) ~ (m,n) = mn = mn Y(m,n), (m,n) € Z x N

Addition, Multiplikation, Ordnungsrelation wird auf Q definiert, so dass A1-A4 gilt.
Reelle Zahlen werden als Dedekindsche Schnitte eingefiihrt, also Mengen A C Q mit

(i) A#0,Q (i) pe Aund g<p=qe€ A (iii) A hat kein Maximum.
Addition, Multiplikation, Ordnungsrelation wird auf R definiert, so dass A1-Ab5 gilt.

2.7 Der Korper der komplexen Zahlen

Motivation: Wir hatten aus der Ordnungsrelation gefolgert, dass 2% > 0 gilt, falls o # 0.
Deshalb existieren in den reellen Zahlen keine Quadratwurzeln von negativen Zahlen.
Erweitert man die reellen Zahlen durch eine Quadratwurzel :+ von —1, so erhélt man
die komplexen Zahlen, in denen sich dann alle algebraischen Gleichungen 16sen lassen.

Definition 2.54 (Komplexe Zahlen). Die Komplezen Zahlen C ist die Menge R x R
aller geordneten Paare (x,y) von reellen Zahlen zusammen mit den Operationen

+: CxC—C, (z,9), (u,v)) = (z,y) + (u,v) = (x +u,y +v)
CxC—C, ((z,y), (u,v)) = (zu — yv,zv + yu)

Mit dieser Definition erfiillt C die Koérperaxiome A1-A3. Dabei ist

Null : 0c = (0,0) Eins : lc = (1,0)
negatives Element : —(z,y) = (—z, —y)
inverses Element : (z,y) = (x2 j_ 7 x2_—|—yy2) fir (z,y) # (0,0).

Wir bezeichnen komplexe Zahlen meistens durch einen Buchstaben, iiblicherweise z. Die
Null und die Eins bezeichnen wir auch durch 0 und 1, so dass aus dem Zusammenhang
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klar werden muss, ob es sich um die Null bzw. Eins der reellen oder komplexen Zahlen
handelt. Aulerdem benutzen wir dieselben Abkiirzungen wie bei den reellen Zahlen:

1
-=1 USwW.
z

1
24+ (—2)=2—2=0 27 == X
z

Da die komplexen Zahlen eine Erweiterung der reellen Zahlen sind, wollen wir R als
Teilmenge von C auffassen. Dafiir definieren wir eine injektive Abbildung

R—C, z~(z,0)

Offenbar ist diese Abbildung vertréglich mit den Operationen 4 und - von R und C:

(0,0) = 0 (1,0) =1
—(z,0) = (—=x,0) (z,0)"! = (z71,0)

Definition 2.55 (Imaginire Einheit). » = (0,1) € C mit * = (—1,0) = —1.
Wir schreiben also (z,y) = x + 1y. Dann ergeben sich die Operationen + und -

r+wtut+w = x+u+(y,v)
(z+uw)(u+w) = zut+i(yu+ 2v) +Pyv = 2u — yo +1(yu + 2v)

Fiir die komplexe Zahl z = x 4 1y heif3t

r = R(z) Realteil von z y = ¥(z) Imaginérteil von z
z heift reell, falls S(2) =0 2z heifit imaginér, falls R(z) =0

Definition 2.56 (komplexe Konjugation). Die Abbildung C — C, z=z+wy+ z =
x —wy heifst komplexe Konjugation oder einfach nur Konjugation

Die komplexen Zahlen erhalten wir aus den reellen Zahlen, indem wir reelle Vielfa-
che einer Wurzel aus —1 hinzufiigen. Weil aber (—1) - (—1) = 1 ist das Negative einer
Wurzel aus —1 wieder eine Wurzel aus —1. Welche dieser beiden Wurzeln aus —1 wir
zur imagindren Einheit machen ist aber eine Konvention. Das legt nahe, dass die Kon-
jugation ein Endomorphismus der komplexen Zahlen, d.h. eine bijektive Abbildung,
die mit den Operationen + und - vertréaglich ist, die die reellen Zahlen invariant 1483t:

Satz 2.57. (i) (2) ==

(i) zFw=z2+w

(iii) zzw=z-w
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(iv) z+ 2 =2Rz und z — z = 213(2)

(v) z -z ist reell und nicht negativ.

Beweis: (i)-(iv) nachrechnen. (v) (z +wy)(x —w) = 22 + y* > 0. q.e.d.
Definition 2.58 (Betrag). Der Betrag einer komplexen Zahl z = x + wy ist definiert

als die reelle nicht negative Wurzel aus z-z: |- |C =R, 2z |z| =z Z.
Satz 2.59 (Eigenschaften des Betrags).

(i) |2|>0und |z2|=0<=2=0

(ii) [z w|=|2| - |w|

(iii) |z + w| < |z| + |w| (Dreiecksungleichung)

(iv) [[z] = Jw]] < |z = w]

(v) [zl = [4|
(Vi) [R(2)] < |z] und [3(2)] < |2]
Beweis: (i) Fiir # # 0 oder y # 0 gilt |z +1y| = \/2? + y? > 0 und andernfalls |0] = 0.
(ii) folgt wegen der Eindeutigkeit der Wurzel aus |z-w|? = 2w (zw) = zzww = (|z||w])?.
(v) folgt wegen der Eindeutigkeit der Wurzel aus |z|? = zz = |z|2.
(vi) Fiir z = 0 gilt die Aussage. Sei also z = z + 2y # 0. Dann gilt 22 < 2 + 2.
Aus 0 < y/22 + y? < x folgt aber mit Monotonie 22 + % < z4/22 + y? < 22. Also gilt
r < /22 + y? und damit |R(z)| < |z|. Vertauschen von x und y ergibt |3(z)| < |z|.
(iii) |z +w|)? = (z +w)(Z + w) =22+ 20+ wZ +ww = zZ + 2R(2w) + ww
< el +2lz@] + Jwl* = |2 + 2l2|lw] + [w* = (J2] + |w])*.

Aus 0 < |z]+|w| < |z+w]| folgt mit Monotonie (|z|+|w])? < (|z|+|w|)|z+w| < |z+w]|?.
Also gilt |z + w| < |z| + |w].
(iv) folgt aus (i)-(iii) genau wie im reellen Fall. q.e.d.
Definition 2.60 (Abstand). Der Abstand zweier komplexer Zahlen ist die nicht nega-
tive Zahld: Cx C = R, (z,w) — d(z,w) = |z — w|

Aus den Eigenschaften des Betrages folgt genau wie fiir die reellen Zahlen
Satz 2.61 (Eigenschaften des Abstandes).
(i) d(z,w) >0 und d(z,w) =0 <= z=w
(ii) d(z,w) =d(w,2)
(iii) d(z,w) < d(z,u) + d(u,w). (Dreiecksungleichung).

Wir veranschaulichen die komplexen Zahlen in der zweidimensionalen Ebene. Der
Abstand ist der euklidische Abstand zwischen den entsprechenden Punkten der Ebene.



Kapitel 3

Zahlenfolgen

3.1 Konvergenz

Im folgenden werden wir des ofteren Aussagen vorstellen, die sowohl fiir die reellen
Zahlen als auch fiir die komplexen Zahlen gelten. Wir benutzen dann das Symbol K
um entweder die reellen oder die komplexen Zahlen zusammen mit den entsprechenden
Abbildungen und Operationen zu bezeichnen. Die Elemente von K wollen wir dann ein-
fach Zahlen nennen. Eine Folge ist eine Abbildung N — K, n + a,,. Wir bezeichnen sie
mit (an)nen. Wir interessieren uns vorwiegend fiir die Grenzwerte solcher Zahlenfolgen.

Definition 3.1. Die Folge (a,)nen heifit konvergent, wenn es eine Zahl a € K gibt und
fiir jedes € > 0 ein N € N, so dass |a, — a| < € fiir alle natirlichen Zahlen n > N gilt.
Die Zahl a heifit dann Grenzwert der Folge (ay,)nen

Wir schreiben dann lim,,_.., a,, = a oder lim a,, = a oder auch a,, — a fiir n — oo.
Beispiel 3.2. lim % =0 (Folgen, die gegen 0 konvergieren heiffen Nullfolgen).
n—o0

Beweis: Nach dem Satz von Archimedes-Eudoxos gibt es fiir jedes € > 0 ein N € N
mit + < e. Dann gilt wegen Satz (vi) fiir alle n > N auch [+ — 0] <e. q.e.d.

Satz 3.3. (i) Der Grenzwert einer konvergenten Folge ist eindeutig.

(ii) FEine kompleze Folge konvergiert genau dann, wenn die entsprechenden Folgen der
Realteile und Imagindrteile konvergieren.

(iii) Fir jede konvergente Zahlenfolge (an)nen ist {|a,| | n € N} C R beschrankt.
Beweis: (i) Seien a und b zwei Grenzwerte einer konvergenten Folge (ay,)nen, so dass
lan, —a| < § fiir alle n > N und |a,, — b| < § fiir alle n > M gilt. Dann folgt

€

5 =€ fir alle n > max{N, M }.

Og]a—b]§|a—an\+\an—b|<§+

31
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Dann gilt auch 0 < |a — b| < inf(0,00) = 0. Also ist |a — b| = 0 und damit auch a = b.
(ii) Die Realteile und Imaginérteile einer komplexen Folge (2, )nen bilden zwei reelle
Folgen (x,)nen und (yn)neny mit z, = x, + w, fir alle n € N. Sei z = x + wy die
Zerlegung einer komplexen Zahl in Realteil und Imaginérteil. Wegen Satz m (vi)

max{|zn — |, [yn — y[} < [zn — 2]

konvergieren die Real- bzw. Imaginérteile einer konvergenten komplexen Folge gegen
den Realteil bzw. Imaginérteil des Grenzwertes. Konvergieren umgekehrt die Folgen
(Zn)nen bZW. (Yn)nen gegen = bzw. y, dann gibt es fiir jedes € > 0 zwei natiirliche
Zahlen N, M € N so dass |z, — | < § fiir alle n > N gilt, und |y, —y| < § fiir alle
n > M. Dann gilt fiir alle n > max{N, M}

[Zn + 1 — (@ + )| < |zn — 2|+ [1(Yn —y)| = |20 — 2|+ 2 |yn —y] <

Also konvergiert eine komplexe Folge mit ihren Realteilen und Imaginérteilen.

(iii) Sei (an)nen eine konvergente Folge mit Grenzwert a. Dann gibt es ein N € N, so

dass |a, —al < 1 fiir alle n > N gilt und damit auch |a,| < |a, —a+a| < 1+4|a|. Daraus

folgt la,| < max{|a| + 1, |a1], |az],...,|an—1|} fir alle n € N. q.ed.
Eine Folge (a,)nen heiBit divergent, wenn sie nicht konvergiert, wenn es also kein

a € K gibt, so dass lim,,_, a, = a. Wenn es fiir eine reelle Folge fiir jedes b € R ein

N € N gibt, so dass fiir alle natiirlichen Zahlen n > N gilt a,, > b bzw. a,, < b dann

schreiben wir lim,, .o, a,, = 0o bzw. lim,,_,, a,, = —oc Weil in beiden Féllen die Folgen
nicht beschrankt sind, konnen sie wegen dem vorangehenden Satz nicht konvergieren.
Es gilt offenbar lim,, ., n = oo und lim,, ,,, —n = —o0.

Satz 3.4. (i) Sei|z| <1 dann gilt lim, 2" =0
(ii) Sei |z| > 1 dann ist (2")nen divergent.

(iii) Sei x =1 dann gilt lim,, ., 2™ =1

(iv) Seiz € (1,00) dann gilt lim,,_,., 2" = 0.

(v) Sei|x| =1 und x # 1 dann ist (x")pen divergent.

Beweis: (i) Fiir x = 0 gilt lim,, o 2™ = 0. Sei also 0 < |z| < 1. Dann ist 1 < ﬁ =14y

mit y = 1|_x“x|. Aus der Bernoulli Ungleichung folgt # = (14+y)" > 14ny > ny = nla‘x'
und |z|" < %1lf\Ll’ Aus dem Satz von Archimedes-Eudoxos folgt dann, dass es fiir jedes
e >0ein N € N gibt, so dass % <e€- 1|_m||x‘. Daraus folgt fiir alle n > N
1 |a] 1 x|
"0 =" < = < — <e.
[z =l nl—|z| = N1—|z| ‘
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(iii) Wegen 1™ = 1 ist lim, o 1" = 1.
(iv) Seiz > 1. Dannist y = x—1 > 0. Fiir jedes b € R gibt es ein N € N mit N > ﬁ
Dann folgt fiir alle n > N aufgrund der Bernoulli Ungleichung

" =1+y)">1+ny>ny=n(xr—1) > N(z—1) >b.

Also gilt lim,,_, 2™ = o0.
(ii) Fiir |z| > 1 gilt wegen (iv) lim,_, |2"] = c0. Also ist (2"),en nicht beschrénkt.
(v) Fir alle y € K und alle natiirlichen Zahlen n gilt

2" =yl +ly — 2" = 2" —y +y — 2" =1 - 2)2"| = |1 -] f2]™.
1 — 2]

2
Also kann es fiir x # 1 keinen Grenzwert geben. q.e.d.

Fiir |x] = 1 gilt also max{|z" — yl,|z"T" —y|} >

Satz 3.5 (Rechenregeln). Fiir konvergente Zahlenfolgen (xy,)nen und (Yn)nen gilt
(i) lim (z, +y,) = lim z, + lim y,

n—00 n—00 n—00
(i) lim Az, = A lim =, fir alle X € K.

n—oo n—oo

(iii) lim z,y, = (lim z,)(lim y,)
n— o0 n—oo

n—o0
(iv) Wenn z, # 0 fir allen € N und lim z, # 0, dann gilt auch lim - = ——.
n—oo n—oo n—oo
(V) Jig bl = 1 50, el

(vi) Wenn zwei reelle konvergente Folgen (xy,)nen und (Yn)nen fir allen € N z, < y,

erfillen, dann gilt auch lim z, < lim y,.
n—oo n—oo

(vii) Wenn zwei reelle konvergente Folgen (xy,)nen und (Yn)nen fir allen € N z, <y,
erfiillen und den gleichen Grenzwert haben, dann gilt fiir jede reelle Folge (z)nen,

die x,, < z, <y, fir alle n € N erfillt, lim z, = lim x, = lim y,.
n—oo n—oo n—ro0

Beweis: Seien x = lim z,, und y = lim y,. (i) Fiir jedes € > 0 gibt es natiirliche
n—oo n—oo

Zahlen N,M € N, so dass |z, — x| < § fiir alle n > N und |y, — y| < § fiir alle

n > M gilt. Dann gilt |z, +yn — (z +y)| < |2p — 2| + |yn —y| < §+ § = € fiir alle
n > max{N, M}. Also konvergiert (x,, + ¥, )nen gegen x + y.
(ii) Fir A =0 gilt lim Az,, = A+ lim x,,. Sei also A # 0 und damit 0 < |A|. Dann gibt

n—oo n—00
€

es fiir jedes € > 0 ein N € N, so dass |z, — z| < my fiir alle n > N gilt. Daraus folgt:

Az, — Ax| = || - |z, — x| <€ fiir alle n > N.
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(iii) Weil (x,,)nen konvergiert, gibt es ein A > 0 mit |z, | < A fiir alle n 6 N. Also gibt

es fiir alle € > 0 zwei natiirliche Zahlen N, M € N, so dass |z, — 2| < g7 fir n > N

gilt und [y, — y| < 55 fiir alle n > M. Dann gilt fiir alle n > max{N, M}

i~ 0] = [~ 2+~ 23] < [l 9] ]l < S0 <
2 2y +1

(iv) Aufgrund der Voraussetzungen gibt es ein N € N, so dass |z, — x| < 5 2 fiir alle
n > N gilt. Aus |z| = |z — z,, + z,,| < |z — 2| + |2, folgt dann

1 2
|| > x| — |z — x| > l2] und — < — fiirallen > N.
2 |zn| [
Dann gibt es fiir jedes € > 0 ein M € N, so dass |z, — z| < “E- * fiir alle n > M gilt.

Dann gilt fiir alle n > max{N, M} auch

1 1

T, X

r—x,| |r—wx,| ez 21

wat | |zl -l 2 Jaflaf

(v) folgt aus der Ungleichung ||z,| — |z|| < |z, — z|.
(vi) Fiir alle € > 0 gibt es zwei natiirliche Zahlen N und M, so dass |z, — x| < § fiir
alle n > N gilt und |y, —y| < § fiir alle n > M. Dann gilt fiir alle n > max{N, M}

Ty <(x—2n) + Yn —y) + (Tp —yn) <€

Also ist z — y < inf(0, 00) = 0. Daraus folgt = < y.
(vii) Fiir alle € > 0 gibt es zwei natiirliche Zahlen N, M € N, so dass |z, — z| < € fiir
alle n > N gilt und |y, — x| < € fiir alle n > M. Fiir alle n > max{N, M} gilt dann

—e<zp,—2<zp—x<y,—xr<E€

Daraus folgt |z, — z| < e. q.e.d.
Offenbar gilt fiir alle n € Ny

Q+z+22+.. +2")(1—2)=04+a+... +2") - (x+2°+... + 2" =1 - 2"

1_ n+1
Also gilt 1—|—3L'—{—...—|—x’"”:1—3j fiir £ # 1 und n € Ny.
-

Aus Satz folgt, dass die Folge y,, = 1+z+...+2" fiir |z] < 1 gegen ﬁ konvergiert.

- 1
Satz 3.6. li m= — I < 1. .e.d.
atz nl_)HC}OZ:Z’ - fir || q.e
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3.2 Konvergenzprinzipien
Wir stellen 3 Methoden vor, um zu entscheiden, ob eine Folge konvergiert oder nicht.

Definition 3.7 (Monotonie). Eine reelle Folge (a,), - heifst:

neN
monoton wachsend, wenn a,1 > a, fir alle n € N.
streng monoton wachsend, wenn a, 1 > a, fir alle n € N.
monoton fallend, wenn a,1 < a, fir alle n € N.

streng monoton fallend, wenn a, 1 < a, fir alle n € N.

Satz 3.8 (Monotonieprinzip). (i) Eine monoton wachsende (fallende) beschrdinkte re-
elle Folge (an)nen ist konvergent, und es gilt

lim a, =sup{a, |n € N} bzw. lim a, = inf{a, |n € N}.
n—00 n—oo

(ii) Fir eine monoton wachsende (fallende) unbeschrinkte reelle Folge gilt

lim a, = oo  bzw. lim a, = —oc.
n—oo n—oo

Beweis: (i) Sei (a,)nen eine monoton wachsende (fallende) beschrinkte reelle Folge.
Dann existiert sup{a, | n € N} bzw. inf{a,, | n € N}. Fiir alle ¢ > 0 gibt es N € N mit

sup{a, | n € N} —e <ay < a,, <sup{a, | n € N} fir alle m > N bzw.
inf{a, | n € N} <a,, <ay < inf{a, |n € N} +€¢ fiir alle m > N.

Daraus folgt |a,, —sup{a, | n € N}| < € bzw. |a,, — inf{a, | n € N}| <e.
(ii) Sei (an)nen eine monoton wachsende (fallende) unbeschrinkte reelle Folge. Fiir
jedes b € R gibt es N € N mit a,, > ay > b bzw. a,, < ay < b. fiir alle m > N.q.e.d.

Beispiel 3.9 (Existenz und Konstruktion der k-ten Wurzel). Fir alle a > 0 und alle
k € N\ {1} definieren wir die Folge (ay)nen, rekursiv durch

a—a* .
(pi1 = ap | 1+ ") fiir alle n € Ny.
k- ak

n

a—1

k

CLO:1+

Fira =1 ist dann a, =1 fir alle n € N. Fir a # 1 gilt fir allen € N

k

0<a, < agp, ay < Ap_1 und a<a,.

Beweis durch vollstandige Induktion:
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(i) Fira>0und a # 1ist —1 < —% < %1 # 0. Wegen der Bernoulli Ungleichung gilt

af = (1+%)k> 1+a—1=ua. Esfolgt -1 < —% < ak_cfﬁ < 0. Also gilt 0 < a1 < ag
g
‘ - - k_ k a— af ’ % a—ak
und mit der Bernoulli Ungleichung a7 = a; | 1 + ok >ap | 1+k k) =@
o o

(ii) Wir nehmen an es gilt 0 < a,, < ag, a, < a,_; und a < a® fiir ein n € N. Dann

folgt —1 < —% < “kf:,fb < 0. Daraus folgt 0 < a,41 < a, < ag und wegen der Bernoulli
k

k k
. ok k a—a, k a—ap\
Ungleichung: a,  , = a, <1 + Fak ) > a, (1 +k o ) = a. q.e.d.
Die Folge (a,)nen ist monoton fallend und beschrankt. Wegen dem Monotonieprin-
zip konvergiert sie gegen b > 0. Wir formulieren die Rekursionsgleichung um zu

gy - ka"™' = (k= 1)a" +a.
Bilden wir links und rechts den Grenzwert n — oo so erhalten wir mit Satz 3.5
kb* = (k — 1)b* + a oder auch b* = a.

Also existiert eine positive Zahl b mit b* = a. Diese Folge konvergiert sehr schnell.
Auflerdem sind fiir rationale a alle Folgenglieder rational.

Satz 3.10. (i) Fir jede positive Zahl a > 0 und jede rationale Zahl r gibt es genau
eine positive Zahl a”. Fiir r=0 setzen wir a® = 1.

(ii) Fir jede positive rationale Zahl r > 0 und 0 < a < b gilt auch 0 < a” < 1".

(iii) Fir jede negative rationale Zahlr < 0 und 0 < a < b gilt auch 0 < b" < a’.

Beweis: (i) Fiir 7 = £ definieren wir o = Var. Offenbar ist a” eine positive Losung
der Gleichungen (a")? = (a?)" = aP™ fiir alle n € N. Wir zeigen, dass fiir a,b € RT
und fiir n € N die Ungleichung a < b dquivalent ist zu o™ < b™. Fiir n € N\ {1} gilt

V' —a" = (b—a)" T+ 0" 2a+ ... +ba"? +a" ).

Also folgt aus 0 < a < b auch a” < b und aus 0 < b < a auch a™ < b". Also ist fiir
a > 0 und b > 0 die Ungleichung a < b dquivalent zu der Ungleichung a™ < b™. Also
gibt es fiir alle n € N und alle r = § > () genau eine positive Losung a” der Gleichung

(a")® = gP". Fiir r < 0 ist a” = - die entsprechende positive Zahl.

a="

(ii) Sei r = § > (. Dann ist fiir a,b € RT die Ungleichung a < b dquivalent zu a? < b?

und das wiederum &dquivalent zu as < ba.
(iii) Sei r = -2 < 0. Dann folgt (iii) aus (i) wegen Satz m (vi). q.e.d.

Definition 3.11 (Teilfolge). Fine Teilfolge einer Folge (ap)nen ist eine Folge (by,)men
von der Form b,, = a,,, wobei 0 < ny < ng < ... eine streng monoton wachsende
Folge von natiirlichen Zahlen ist.
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Z.B. hat die divergente Folge a,, = (—1)" zwei konvergente Teilfolgen b,, = as,, = 1
und ¢, = agme1 = —1.

Satz 3.12 (monotone Teilfolgen). Jede reelle Folge enthdlt eine monotone Teilfolge.

Beweis: Sei (a,,),en eine reelle Folge und A die Menge A = {n € N | a,, > a,,Ym > n}.
Wenn A eine unendliche Menge ist, dann sei n; < ng < ... eine Abzidhlung der Elemente
von A. Die Teilfolge (by)men = (@n,, Jmen ist dann monoton fallend.

Wenn A eine endliche Menge ist besitzt sie ein Maximum N. Dann gibt es also
zu jedem n > N ein m > n, so dass a,, > a, ist. Also definieren wir induktiv eine
Teilfolge (b, )men, so dass by = ayy1 und fiir alle m € N b, > b, gilt. Diese Folge
ist streng monoton steigend. Also besitzt (a,),en entweder eine monoton fallende oder
eine streng monoton steigende Teilfolge. Umgekehrt gilt auch, dass (a,)nen entweder
eine monoton steigende oder eine streng monoton fallende Teilfolge besitzt. q.e.d.

Satz 3.13 (Auswahlprinzip von Bolzano—Weierstrafl). Jede beschrinkte reelle Folge
besitzt eine konvergente Teilfolge.

Beweis: Wegen dem vorangehenden Satz besitzt jede Folge (a,)nen eine monotone
Teilfolge (b, )nen. Wenn die urspriingliche Folge beschrénkt ist, ist auch die Teilfolge
beschrénkt. Diese konvergiert dann wegen dem Monotonieprinzip. q.e.d.

Korollar 3.14. Jede beschrinkte komplexe Folge besitzt eine konvergente Teilfolge.

Beweis: Wegen max{|z|, |y|} < |z + wy| sind die reellen Folgen der Realteile und Ima-
ginérteile einer komplexen beschrénkten Folge beschrankt. Wegen dem Auswahlprinzip
von Bolzano—Weierstrafl besitzt die Folge der Realteile eine konvergente Teilfolge, und
dann auch die entsprechende Teilfolge der Imaginérteile. Wegen Satz|3.3|(ii) konvergiert
die der zweiten Teilfolge entsprechende komplexe Teilfolge. q.e.d.

Definition 3.15 (Cauchyfolge). Eine Folge (ay)nen heifit Cauchyfolge, wenn es fiir
jedes € > 0 ein N € N gibt, so dass |a, — an| < € fir alle n,m > N gilt.

Satz 3.16 (Kriterium von Cauchy). Fine Zahlenfolge konvergiert genau dann, wenn
sie eine Cauchyfolge ist.

Beweis: Sei (a,)nen eine konvergente Folge. Dann gibt es fiir jedes € > 0 ein N € N,
so dass alle m > N die Ungleichung |a,, — lim,_, a,| < 5 erfiillen. Also gilt auch

lam — ai| < |ap, — lim a,| +| lim a, —a;| <€ fiir alle m,l > N.

Sei umgekehrt (a,)n,en eine Cauchyfolge. Dann gibt es ein N € N, so dass fiir alle
m > N gilt |a,, — ay| < 1, und damit auch |a,,| < |an|+ |am — an| < |an| + 1. Fir
alle n € N gilt dann aber |a,| < max{|a1|,...,|an_1],|an| + 1} Deshalb ist die Folge
a, beschrankt und besitzt wegen dem Auswahlprinzip von Bolzano—Weierstrafl eine
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konvergente Teilfolge (by)nen. Sei a = lim,, o b,. Dann gibt es fiir jedes € > 0 zwei
natiirliche Zahlen N, M € N, so dass alle n,m > N die Ungleichung |a, — a,| < §
erfiilllen und alle n > M die Ungleichung |b, — a| < §. Weil (b, )nen eine Teilfolge von

(@n)nen ist, folgt |a, — al <|a, — by| + |b, — a] < € fiir alle n > max{N,M}. q.e.d.
Satz 3.17. Fir einen angeordneten archimedischen Korper ist folgendes dquivalent:
Vollstindigkeitsaxiom AS5.

(i) aus dem Monotonieprinzip.

Auswahlprinzip von Bolzano—Weierstrai3.

Jede Cauchyfolge konvergiert.

Intervallschachtelungsprinzip.

Beweis: Wegen der Beweise des Monotonieprinzips, des Auswahlprinzips von Bolzano—
Weierstral und des Kriteriums von Cauchy und wegen Satz geniigt es zu zeigen,
dass aus dem Kriterium von Cauchy das Vollstandigkeitsaxiom A5 folgt.

Sei M eine nicht leere nach oben beschrinkte Menge. Sei a; € M und by > a;
eine obere Schranke von M. Wir konstruieren wie im Beweis von Satz eine Folge
a1 < as...in M und eine Folge by > by > ... von oberen Schranken von M mit

0 <bpy1 — Gpy1 <27"(b1 — a1).

Dann sind (a,)nen und (b,)neny Cauchyfolgen und konvergieren gegen den gleichen
Grenzwert s. Fiir alle z € M gilt x < b, fiir allen € N. Aus dem Beweis von Satz3.5| (vi)
folgt x < lim,,_,o b, = s. Also ist s eine obere Schranke von M. Fiir alle z < s gibt es
ein a, > x. Deshalb ist s das Minimum der oberen Schranken von M. q.e.d.
Insbesondere sind die reelllen Zahlen auch als der angeordnete archimedische Kérper
charakterisiert, in dem jede Cauchyfolge konvergiert. Wir werden die reellen Zahlen
spater auch als Aquivalenzklasse von Cauchyfolgen von rationalen Zahlen auffassen,
wobei zwei Cauchyfolgen dquivalent heiflen, wenn ihre Differenz eine Nullfolge ist.

3.3 Hiufungspunkte

Definition 3.18 (Haufungspunkt). Die Grenzwerte von konvergenten Teilfolgen hei-
Ben Héiufungspunkte. Bei reellen Folgen sind in R zusditzlich 400 bzw. —oo Hdufungs-
punkte, wenn es Teilfolgen mit diesen Grenzwerten in R gibt.

Satz 3.19 (Limes superior und Limes inferior). Ist die Menge der reellen Hiufungs-
punkte einer reellen Folge nicht leer und nach oben (unten) in R beschrdnkt, so besitzt
sie ein Maximum (Minimum) in R.



3.3. HAUFUNGSPUNKTE 39

Beweis: Sei die Menge der Haufungspunkte der reellen Folge (a,)en in R nach oben
beschrénkt. Sei a € R das Supremum der Héufungspunkte, und b, fiir jedes m € N
ein Haufungspunkt b, € (a — 5, a]. Wir definieren induktiv eine Teilfolge (Cp,)men
von (ay)neny mit [¢, — by| < 5- fiir alle m € N. Fiir alle m € N gilt [¢,, — a] <
e — bim| + by — a] < L. Also ist a ein Haufungspunkt von (a,),en und damit das
Maximum der Haufungspunkte. Der Beweis fiir das Minimum ist analog. q.e.d.

Definition 3.20. Fir eine nach oben (unten) beschrinkte reelle Folge heifit das Supre-
mum (bzw. Infimum) der Hiufungspunkte Limes superior bzw. inferior. Wir bezeichnen
es mit lima,, = lim sup a, bzw. lima,, = liminf a,,.
n—oo n—oo
Satz 3.21. (i) a ist genau dann der Limes superior einer nach oben beschrinkten
reellen Folge (a,)nen, wenn fir alle € > 0 unendlich viele Elemente der Folge
a, > a — € erfillen, aber hochstens endlich viele a, > a + €.

(ii) a ist genau dann der Limes inferior einer nach unten beschrdnkten reellen Folge
(an)nen, wenn fir alle € > 0 unendlich viele Elemente a, < a + € erfiillen, aber
hdochstens endliche viele a, < a — €.

Beweis: Wir beweisen wieder nur (i), weil (ii) analog zu beweisen ist. Sei (ay,)nen
eine nach oben beschrénkte reelle Folge. Wegen dem Auswahlprinzip von Bolzano—
Weierstra$ ist jede untere Schranke einer Teilfolge von (a,,),en auch eine untere Schran-
ke von mindestens einem Haufungspunkt. Aus der Charakterisierung der Zahl a in (i)
folgt also, dass a—2e keine obere Schranke, aber a+¢€ eine obere Schranke der Haufungs-
punkte von (a,)nen ist. Umgekehrt folgt sie daraus, dass a — € keine obere Schranke,
aber a eine obere Schranke der Héfungspunkte ist. Damit ist ihre Giitigkeit fiir alle
e > 0 adquivalent dazu, dass a das Supremum der Haufungspunkte ist. q.e.d.

Korollar 3.22. Eine reelle Folge konvergiert genau dann, wenn sie beschrinkt ist und
wenn lima,, = lima,, ¢ilt, sie also nur einen Hdaufungspunkt hat.

Weil lima,, und lima, das Maximum und das Minimum der Hiufungspunkte sind,
ist lima,, = lima,, dquivalent zu der Bedingung, dass es nur einen Haufungspunkt gibt.
Beweis: Wenn (ay,),en beschrinkt ist und lima,, = lima,, = a gilt, dann folgt aus dem
vorangehenden Satz, dass es fiir jedes € > 0 ein N gibt, so dass lima,, — < a,, < lima,+¢
fir alle n > N gilt. Also gilt |a,, — a| < e und (a,),en konvergiert gegen a.

Wenn (a,)nen konvergiert, dann konvergiert jede Teilfolge gegen a = lim,, o a,,. Also
besitzt (a,)neny nur einen Haufungspunkt und es gilt lima,, = lima,, = a. q.e.d.

Korollar 3.23. Seien (an)nen und (bn)nen nach unten (bzw. oben) beschrinkte reelle
Folgen, die fir allen € N a,, < b, erfillen. Dann gilt lima,, < limb,, bzw. lima,, < limb,.

Beweis: Sei (d,)en eine Teilfolge von (bp)nen, die gegen limb, (bzw. (¢,)nen eine
Teilfolge von (a,)nen die gegen lima,,) konvergiert. Dann gibt es eine Teilfolge (¢, )nen
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von (Gp)nen (bzw. (dy)nen von (by)nen), die fir alle n € N auch ¢, < d, erfiillt. Diese
Teilfolge ist beschrankt und besitzt eine konvergente Teilfolge. Wir kénnen also ohne
Beschriankung der Allgemeinheit annehmen, dass (¢, )nen (bzw. (d,)nen) konvergiert.
Dann ist aber lim,, ,, ¢, ein Hiufungspunkt von (a, )nen (bzw. lim,, . d,, ein Hafungs-

punkt von (b,)nen). Also gilt lima,, < lim ¢, < lim d,, = limb,
n—oo n—o0
(bzw. lima, = lim ¢, < lim d,, < limb,). q.e.d.
n—oo n—o0

3.4 Beispiele

(i) Fiir alle z € Cist lim % = 0.

n—oo

Beweis: Wegen dem Satz von Archimedes—Endoxes gibt es ein N € N mit |z| < N.
Dann gilt fiir alle n > N

I N | PR | A 4 I A _ =M1
n'| (N-1! N---n = (N-DI'\N n (N-1! n
Weil aber % eine Nullfolge ist, konvergiert dann ‘%‘ auch gegen Null. q.e.d.

(ii) Fiir alle positiven rationalen Zahlen r > 0 gilt lim nl =0.

T
n—oo

Beweis: Nach dem Satz von Archimedes—Eudoxos, gibt es fiir alle € > 0 ein N € N
mit N > 2. Fiir alle n > N folgt # < # < €. Also konvergiert # nach Null. q.e.d.

€T

(iii) Fir alle z € R gilt lim /z = 1.
n—oo
Beweis: Sei zunichst x > 1. Sei also y,, = ¥z — 1 > 0. Wegen der Bernoulli Unglei-
chung gilt dann z = (1+y,)™ > 1+ ny,,. Daraus folgt 0 < y,, < 9%1 Dann konvergiert
Y, aber gegen Null. lim {/xr =1+ lim y, = 1.
n—oo n—oo

1
Sei jetzt 0 < x < 1. Dann ist % > 1. Also gilt lim /2 = ——— = 1. q.e.d.

n—oo .
lim /1
n—o0 z

Binomische Formel 3.24. Fiir alle n € N und alle Zahlen z,y € K gilt

(z+y)" = zn: (Z) 2y 7k, wobei <Z) _nln=b)- k'(n “RHD o =1 = (g)

k=0

Beweis: durch vollstéindige Induktion:
(i) Offenbar ist ((1]) = () = 1, und die binomische Formel ist fiir n = 1 richtig.
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(ii) Wenn die binomische Formel fiir n € N gilt, dann folgt

n

@™ = ety = @Y ()

k=0

1
_ n kn-i—lk kn+1k
= () ()

3
+

k=1
(=1 =k+2) nn=1)- =k o,
= E k + vy
k! k!
k=0
n+1
(n+Dn---(n=k+2)\ 4 11
= "y )
k!
k=0
Also gilt sie auch fiir n + 1. q.e.d.

(iv) lim {/n=1.
n—oo

Beweis: Sei y, = /n — 1 > 0. Wegen der binomischen Formel gilt fiir alle n € N

n:(%)":uw)”:i(@yﬁ

n(n—l) 2 2

Fiir alle n > 2 folgt n>1+ 5 Y, = U

Wegen (ii) ist dann y,, eine Nullfolge.

(v) lim V/n! = occ.

n—oo

Beweis: Wegen (i) gibt es fiir alle z € R* ein N, so dass fiir alle n > N gilt & < 1.
Dann gilt auch ,\fﬁ <1<= z < V/nl. Also folgt lim V/n! = cc. q.e.d.
n: n—00

Satz 3.25. Sei (ay)nen eine reelle positive Folge, dann gilt

lim (a"“) < lim{/a, lim/a, < lim (a"“) .

Qn an

Wenn die Folge {/a, also einen reellen Haufungspunkt hat, dann hat auch die Folge “***

einen reellen Haufungspunkt. Und wenn ¢ilt im (‘“T) < oo dann auch lim /a,, < co.

gibt es wegen Satz (ii) ein a > 0, und fiir alle 0 < € < a ein N € N gibt, so dass
alle n > N auch “2 > q — ¢ erfiillen. Dann gilt fiir alle n > N

Beweis: Wenn lim “Z—:l) = 0 ist, ist die erste Aussage richtig. Fiir lim <a321> >0

Qn, AN+1 Qp,

— = a—e)" N a a (a—o)" Ya r an a—e
ax T any a2 )T = m vy = Va2 (T g e,
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Wegen (iii) und Korollar gilt dann lim/a, > (a — €). Weil dies fiir alle € >
0 gilt, folgt auch lim/a, > a. Also ist lim/a, > a nicht kleiner als der kleinste
Haufungspunkt von (GZ:l Jnen. Und fiir lim ":1 =0 gilt auch lim /a,, = oco.

a 'l = hm( an) ' We-

-1

Fiir die Folge (a,!)nen g

gen Satz|2.14|(vi) und Satz (iv) ist fiir eine positlve Folge (bn)nen lim llmb ' = (limb,)
(mit = =0 und § = 00). Also folgt die zweite Ungleichung aus Satz [2.14] (vi). q.e.d.

(vi) (Z %) ist streng monoton wachsend und beschrénkt. Fiir n > 2 gilt
k=0 neN

n

SRR - 1 1
- < — <2 — =2 _—— = —— =2 1——.
SRS S R D C= B ELI D RS
k=0 k=2 k=2
Also konvergiert diese Folge. Der Grenzwert heifit Eulersche Zahl e € (g, 3.
e . l n —
(vii) nh_g)lo (1+4)" =e.

Beweis: Wegen der binomischen Formel gilt fiir alle n € N

" /(1 ~=nnh—-1)-n-k+1) 1 1
(+3) =2 (w2 - HELmse

k=0 k=0 ) k=0
. : . (n _.oonm—=1)-(n—-k+1) 1 1
Fiir alle k£ € N gilt nlggo (k,’) = nhjgo ” i
Also gilt fiir alle m € N lim (1 + > > Z nlgglo (k) i = X

n

(viii) nhj& v = €

Beweis: Sei (an)nen die positive Folge ;. Dann gilt fntl — ((77‘;11);; = (1+4H)"
Wegen (vii) folgt lim,, o “2** = e Dann folgt aus Satz
. Ontl T 0nt1
e= h_m < lim < lim < lim =e.
gt S S
Daraus folgt =e. q.e.d.

n—o0 \/ '



Kapitel 4

Reihen

4.1 Konvergenzkriterien

Definition 4.1. Sei (a,)nen eine Folge. Dann heifit die Folge (Sy)nen mit s, = > a;
i—1

die zu (an)nen gehorende Reihe. Diese Folge bezeichnen wir mit () ap),,cy-

Wenn die Reihe () a,,),, oy konvergiert, dann bezeichnen wir den Grenzwert mit

lim Z aj; = Z a, = Y. a,. Analog definieren wir Z a, = hm Z aj.

n—xw neN n=m 0 j=m

Beispiel 4.2. () Geometrische Reihe (3 q"),en,- Fiir ¢ # 1 hatten wir berechnet:

n+
Z ¢ =

. Dann folgt aus dem letzten Abschnitt

- 1
Fiir <1 st ( ") konvergent: M= —
gl 20" g D=1 p

Friir > 1 ist < ") divergent.
| > > d") . divers

Fiir reelles g > 1 st (Z q”) divergent: Z q" = oo.

n€eNp

o0

(ii) Die ¢-Funktion ist definiert als ((s) = . = der Grenzwert (wenn er existiert)

der Reihe (Y —)neN

n=1
Zundchst ist diese Reihe nur fir alle rationalen Zahlen
s € Q definiert. Fiir s =1 ust (Z #)neN divergent.

Beweis: Diese Reihe ist monoton wachsend. Also ist nur die Frage, ob sie beschrankt

1 1 1 1
ist oder nicht. Fiir alle n € N gilt aber + + ...+ > o —. Also
n+1 n+2 n+n 2n 2

43
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2n n—1 2m+l

sind fiir alle n € Ny jeweils die Summen Z -=1+

=17 m=0 j=2m+1

q.e.d.

(iii) Fur & € N konvergiert die Reihe <Z m> oy Segen Z m =1
Beweis:

n+k—n
nn+1)---(n+k)

NE
| =

Znn+1 (n+ k) B

n=1

NE

1 w 1
n--(n+k-1) “~n-(ntk-1)
1
(H_(m+1)..-(m+k))

Die Folge Sy e konvergiert aber gegen Null. q.e.d.
Wir wenden é &auchykrlterlum und das Monotonieprinzip auf Reihen an.

=1
)

T = ﬁ

Satz 4.3 (Cauchykriterium fiir Reihen). Die Reihe (3} ay), oy konvergiert genau dann,
wenn es fir jedes € > 0 ein N gibt, so dass ‘Zm

j=n

aj‘ < € fir alle m > n > N gilt.

Insbesondere ist (a,)nen eine Nullfolge, wenn die Reihe (D an)nen konvergiert. q.e.d.

Satz 4.4 (Monotonieprinzip fiir Reihen). Sei (a,)nen eine Folge von nicht negativen
reellen Zahlen. Dann konvergiert die Reihe () an), oy genau dann, wenn sie beschrinkt
ist. Fiir den Grenzwert gilt dann Y~ a, =sup{> -, a, | m € N}. q.e.d.

Definition 4.5 (absolut konvergent). Die Reihe () ay), oy heift absolut konvergent,
wenn die Reihe (3 |an|),cn konvergiert.

Satz 4.6. Jede absolut konvergente Reihe konvergiert. Und es gilt

[e's) 0o
D <Dl
n=1 n=1

Beweis: Aus der Dreiecksungleichung folgt )Z;n:n aj‘ < >, laj| fiir alle m > n.

Also ist die Reihe einer absolut konvergenten Reihe eine Cauchyfolge und konvergiert.

Insbesondere gilt fiir alle m € N auch | a,| < >, |a,|. Dann erfiillen auch die

Grenzwerte |y 07 a,| < 307 |ay). q.e.d.
Aus dem Monotonieprinzip und Satz folgt das

Satz 4.7 (Majoranten Kriterium). Die Folgen von mnicht negativen reellen Zahlen
(an)nen und (by)nen erfillen b, < a,, fir alle n € N.

(i) Wenn auflerdem (> an)nen konvergiert, dann konvergiert auch (D by)nen
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(ii) Wenn auferdem (3 bp)nen divergiert, dann gilt Y " b, =00 => " a,. q.e.d.

Beispiel 4.8. Fir alle n,k € N st (n+k1:)k+1 < n~-~(711+k)' Also folgt aus der Konvergenz

von (Y m) auch die Konvergenz von (3 — )nen.

Satz 4.9 (Wurzeltest). Sei (an)nen eine Folge und sei o = lim {/|a,|, wenn (Jan|)nen
nach oben beschrdinkt ist und ansonsten o = oo.

(i) Falls a <1, dann konvergiert (3 an), oy absolut.

(ii) Falls a > 1, dann divergieren (Y ay), ey und (3 |an|),en-

Im Fall lim{/|a,| = 1 kann die Reihe () an) cny sowohl konvergent als auch diver-
gent sein. Soist z.B. lim {/= =1= lim ,/ . Aber die Reihe (Z ) nen 18t divergent,

n—oo n—oo

wahrend die Reihe (Z #)neN konvergent ist.

Beweis: (i) Sei @ < 1. Dann gibt es fiir jedes a < 8 < 1 aufgrund von Satz [3.2]] (i)
ein N € N, so dass fiir alle n > N gilt {/|a,| < 8 <= |a,| < " Weil aber (> 8")
konvergiert, ist auch (3 a,), oy absolut konvergent.

(ii) Sei o > 1. Dann gibt es wieder aufgrund von Satz (i) unendlich viele {/|a,| >
1. Also kann die Folge (|an|)nen nicht gegen Null konvergieren. Dann sind Reihen
(D an) ey und (3 |an|), ey keine Cauchyfolgen, also divergent. q.e.d.

neN

Satz 4.10 (Exponentialfunktion). Fir alle x € K definieren wir

[e.9]

exp(z) : K— K, z~—exp(z Zm—'zl—i—z%
— nl — n!

Aufgrund des Beispiels (v) im letzten Kapitel ist lim V/nl = oco. Fire > 0 gibt es also

n—o0
n ]_ n n
N eN mit n!>|$|+ fir n>N = |$|: kd < |z]e e
€ nl o nl |zl +1

Deshalb ist lim {’ ‘x =0 und die Reihe (3 %7 )pen, konvergiert absolut.

an+41

Qn

Satz 4.11 (Quotiententest). Sei (a,)nen eine Folge in K\ {0} und sei a = lim

(i) Falls a <1, dann konvergiert (3 an), oy absolut.

An+41

(ii) Falls es ein N € N gibt, so dass alle n > N auch
divergieren (3 an), ey und (3 an|)en-

> 1 erfiillen, dann
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_ —la, 41 .
Beweis: (i) Wegen lim{/|a,| < lim ‘ n T (Satz|3.25|) folgt (i) aus dem Wurzeltest.
(ii) Aus |22 > 1 folgt |ay11] = k2 B L P LY lan| > |an| > 0. Also ist
" Qp, (p—1

|an| keine Nullfolge und, die Reihen () ay), o und (3 |an|), oy sind divergent. q.e.d.

Satz 4.12 (Cauchy’s Verdichtungssatz). Sei (a,)nen eine nicht negative monoton fal-
lende Folge. Dann konvergiert (3 an), oy genav dann, wenn (3 2"agn), .y konvergiert.

Beweis: Fiir alle n € N sei s, = Y. a; und t,, = Y 27ay;. Wegen der Monotonie von
j=1 j=0
(an)nen gilt fiir alle j € N:

A9j =+ a2j+1 4+ ...+ A9ji+1_1 S 2‘ja2j S 2(a2j71+1 + azj—1+2 + ...+ (1,23’)
und fiir j = 0 gilt: a1 < a; < 2a;. Deshalb gilt fiir alle n € N
0 < son+1g <ty < 289n.

Also ist die Beschrénktheit von der Folge (t,),en dquivalent zu der von (s,)nen.q-€.d.
Die Reihe (3 #)HGN ist fiir s € Q\ {0} genau dann konvergent, wenn die Reihe

(E ).~ ()

konvergent ist, also fiir s > 1. = Fiir alle s € Q mit s > 1 ist ((s) wohl definiert.

Satz 4.13 (Alternierende Reihe von Leibniz). Sei (a,)nen, eine monoton fallende reelle
Nullfolge. Dann konvergiert (> (—1)"ay)

neNg

Beweis: Wegen dem Monotonieprinzip sind die Glieder einer monoton fallenden Null-

folge nicht negativ. Sei s, = Y (—1)™a,, fir alle n € Ny. Aus der Monotonie folgt:

m=0

81SSgS...§82n+1S...§82n<...§82§80.

Also ist die Folge (S2541)nen, monoton wachsend und beschréankt und (sa,)nen, mono-
ton fallend und beschrankt. Dann konvergieren aber beide Folgen und es gilt

lim sy, — lim 89,11 = — lim (=1)*""ay, 1 = lim ag,1 =0
n—oo n—oo n—oo n—oo

Also konvergiert die Reihe (D (—1)"an),,cy-
Also ist Y o2, % konvergent, aber nicht absolut konvergent, weil Y>>+ = co.

q.e.d.
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4.2 Dezimalbruchdarstellung von reellen Zahlen

Als Ziffern wéhlen wir Z = {0, 1,...,9} (bzw. {0,1,...,p—1} mit p € N\{1}). Fiir jede
Folge (2, )neny mit Werten in Z definieren wir die Zahlenfolge (> 2, )nen mit x, = ;—’;
fiir alle n € N. Dann ist (}_ 2,), oy Wegen dem Majorantenkriterium und wegen

~p—1_p-1~1 _p-1 1
Z pr - an_ p 11— =1

1
n=1 p n=0 p

absolut konvergent. Also definiert z = > 7 | x,, eine reelle Zahl in [0, 1]. Sei jetzt M die
Menge aller Folgen M = {(z,)nen|(2n)nen konvergiert mcht gegen p — 1}. Wir zeigen
jetzt, dass die Abbildung M — [0, 1), (2,)nen — Do Lo 2 gurjektiv und injektiv ist

Bemerkung 4.14. Wir kénnen auch fordern, dass (z,)nen nicht gegen Null konver-
giert. Reellen Zahlen, deren Ziffernfolge gegen O konvergiert, haben auch eine Dezimal-
bruchdarstellung, deren Ziffernfolge gegen 9 konvergiert, z.B. % =0,500...=0,499....
Surjektiv: Sei z € [0,1). Wir definieren (2, )nen induktiv, so dass fiir jedes n € N

n—1

+sz Z”+1+ z_:>

Zn — zn—i—l 1
0< < S x €
Z pn—l

< |

mlp

1
gilt. Es folgtogx—z < — und Z——x Weil fiir alle n € N

pmp"

m=1

-1 -1 1
Z p P = — gilt, konvergiert (z,)nen nicht gegen p — 1.
m=n+1 anrl (1 — l) pn
p

Injektiv: Seien (z,)neny und (wy,)nen zwel Ziffernfolgen, mit > —n => ;’" Sei

also n € N der kleinste Index mit z, # w, und 0.B.d.A. z, > wn Aus

an’“’=2"” - <Zp —pnﬂzp—mzz;ﬁl_—fﬁ

m=n-+1 m=n+1 m=0 p

folgt z, — w, < 1. Sei also z, = w, + 1. Fiir alle m > n gilt dann w,, — z,, =

p—1=z,=0und w,, =p—1 :éﬂowm =p—1und (wy)neny € M.q.e.d.
Ubungsaufgabe 4.15. Wir ordnen den Teilmengen A C N die Folgen mit Werten
in {0,1} zu, die nur auf den Elementen von A 1 sind. Zeige mithilfe der bijektiven
Abbildung M ~ [0,1) fiirp = 2, dass die Potenzmenge von N gleichmdchtig zu (0, 1) und
2u R ist (Tipp: Zeige zuerst mit Satz dass jede unendliche Menge gleichmdchtig
ist zu threr disjunkten Vereinigung mit einer hichstens abzahlbaren Menge).
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4.3 Addition, Multiplikation, Umordnung

Aus dem Satz [3.5] folgt

Satz 4.16 (Rechenregeln fiir Reihen). Die Reihen (3 an), ey und (D bn),cy seien
konvergent, dann konvergieren auch die Rethen

(Ytan+b) - and (Yo Aan) fiiralle A€ K. qe.d.

Definition 4.17. Fir gegebene Reihen (3 an),cy, und (3 bn),cy, heifit die Reihe
(X Cn)pen, Mit cn = Y axb,y fiir n € Ng das (Cauchy-)Produkt der beiden Reihen.

k=0

Diese Definition stammt aus der Theorie der Potenzreihen. Das Produkt der beiden
Potenzreihen () a,2"), oy, und (32 bn2"),cy, ist die Potenzreihe (3 cn2™),cy,, d-h.

wir haben alle Summanden des Produktes mit gleichen Potenzen zusammengefasst.

Satz 4.18 (Konvergenz des Produktes). Wenn die Reihe () an), oy, absolut konver-
giert und die Reihe (3 bn),cy, konvergiert, dann konvergiert das Produkt (3 cn),en,
der beiden Reihen. Wenn auch (3 b)), oy, absolut konvergiert, dann auch (3 cn), e, -

Beweis: Mit ¢,, = Z apbp_i, A Z ag, B, = > by und C,, = > ¢ fiir n € Ny gilt
k=0 k=0
Cn = agbo + (a0b1 + albo) + ...+ (aobn + ...+ anbo)
== CLOBn + aan_l + ..+ CLnBO
= ao(B —By) +ai(B— fpo1) + ...+ an(B = Bo)

Hierbei ist B = lim B, = z b, und 5, = B — B, = Z bi. Daraus ergibt sich

n—o0 n=0 k=n+1
Cn = An . B — (aoﬁn + alﬂn_l —I— e —f- anﬁo).

Also gilt lim,, .o, C,, = lim, . A, B, wenn aoS, + ... + a,0p im Grenzwert n — oo
gegen Null konvergiert. Dann gibt es «, f > 0 und fiir jedes ¢ > 0 N, M € N mit

|80l Sﬁund;;]ak] <afirneNy, |[8.]< ifﬁrnzl\/, la,| < Tﬁfurn> M.

Dann gilt fir allen > N+ M —1,alson— N+ 1> M:

|a0ﬂn+~~+anﬂ[}| S |a05n+--'+an—NﬂN|+|an—N+lﬂN—1+---+anBO|

¢ n—N
< R
°a lar| + N3 -

£ 2N5 =
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Also konvergiert (3 cn)nen, gegen das Produkt der Gernzwerte von (3 ay), oy, und
(2~ bn)pen, Wenn beide konvergieren und eine absolut konvergiert. Wenn beide Reihen
absolut konvergieren, dann gilt fiir alle N € Ny

N N N [e's) )
>l < (3t} (o) < (S} ()
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0

Also ist dann das Produkt absolut konvergent. q.e.d.

Beispiel 4.19. Das Quadrat der Reihe (Z %) st nicht konvergent, obwohl
n n€Np

die Reihe als Beispiel einer alternierenden Reihe nach Leibniz konvergiert, aber nicht
absolut konvergiert. Die Koeffizienten des Quadrates sind gegeben durch:

Z VDT s 1
\/k+1\/n—k+1 kzo\/k?+1\/n—k3+1

- 1 u 1
Es qilt aber > = 1. Also ist das Quadrat der
I kz_ox/k—l—l\/n—k—i-l_kz_o\/n—i-lvn—i-l ©
Reihe keine Cauchyfolge. q.e.d.

Satz 4.20 (Eigenschaften der Exponentialfunktion).
(1) fir alle x,y € K gilt exp(x 4+ y) = exp(z) exp(y).
(i) Fir alle v € K ist exp(x) # 0 und fir alle x € R sogar exp(x) > 0.

(iii) Fir alle x € R und alle r € Q ist exp(rx) = (exp(z)").

(iv) Fir alle x € C ist exp(Z) = exp(x).
(v) Fir alle x € R ist |exp(uz)| = 1.

Die Zahl exp(1) wird Eulersche Zahl genannt und mit e bezeichnet. Wegen (iii) gilt dann
fir alle r € Q: exp(r) = exp(r- 1) = ¢e". Deshalb schreiben wir auch e* fir exp(z).

Beweis: (i) Wir hatten schon gesehen, dass die Reihe exp(z) = Y £; fiir alle z € K

n=0
absolut konvergiert. Dann ist das Produkt von exp(x) - exp(y) = > 2 > 1, k,knn kl;,.
Wegen der binomischen Formel gilt

k
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Dann folgt exp(x) exp(y Z (z+ y = exp(z + y).

(ii) Wegen (i) gilt exp(x) exp(— $) Also besitzt exp(x) fiir alle z € K ein Inverses
und ist ungleich Null. Wegen (i) gilt ex p( )= (exp (92—6))2 > 0 fiir alle x € R.

(iii) Offenbar ist fiir alle n € N;m € Z (exp( )" = exp(x - m) = (exp(x))™. Also
gilt auch wegen (ii) exp (22) = (exp(z))n.

(iv) exp(z) = Y L = Y~ L = exp(z) wegen Satz [2.56 und Satz 4.16]
n=0 n=0
(v) Fiir z € R gilt exp(wz)exp(1z) = exp(ix) exp(—wz) = 1. q.e.d.

Wir kénnen jetzt fiir jede Zahl y > 0, fir die es ein = € R gibt, so dass y = exp(x)
gilt, und fiir jedes z € R die Zahl y* = exp(zz) definieren. Wir werden spéter sehen,
dass wir so fiir alle y € R* und alle z € R y* definieren koénnen.

Definition 4.21 (Umordnen von Reihen). Sei 7 : N — N eine bijektive Abbildung
von den natiirlichen Zahlen auf sich selber. Dann heifit die Reihe (Z &T(”))neN eine
Umordnung der Reihe (Y an),cx-

Analog konnten wir auch die Umordnung von Folgen bilden. Letztere sind aber
weniger interessant, weil jede Umordnung einer konvergenten Folge wieder gegen den
gleichen Grenzwert konvergiert (Ubungsaufgabe). Dagegen gilt dies bei Reihen nicht.

Satz 4.22. Konvergiert eine Reihe (Y an), oy absolut, so konvergiert auch jede Um-

ordnung (Z aT("))neN absolut. In diesem Fall gilt Z ap = Z Ar(n)

Beweis: Sei also 7 eine gegebene bijektive Abbildung 7 : N — N. Wenn (3 a,),,cn
absolut konvergent, dann gibt es fiir jedes € > 0 ein N € N, so dass Y - |ax| < € fiir
alle m > n > N gilt. Dann gibt es auch ein M = max7'[{1,..., N}] € N, so dass
7(n) > N fiir alle n > M gilt. Dann folgt fiir alle m >n > M

max{7(n),7(n+1),...,7(m)}

D larw] < > x| < e.
k=n

k=N+1

Also ist (3 |ar() |)n <y eine Cauchyfolge und die Umordnung konvergiert sogar absolut.
Mit denselben N und M in Abhéngigkeit von € > 0 gilt fiir alle n > N and m > M

max{7(1),7(2),...,7(m),n}
Z Zak < Z |ak| < €
k=1 k=N+1

Also konvergiert (3 ar-(n))nen gegen den gleichen Grenzwert wie (D ap)nen.  q.e.d.
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Satz 4.23 (Riemann). Sei (Y ay), oy €ine konvergente reelle Reihe, die nicht absolut
konvergiert, und o < 3 zwei reelle Zahlen. Dann gibt es eine Umordnung (Z aT(”))neN’
die als Reihe beschrdnkt ist und fir die o der Limes inferior der Reihe ist und B der
Limes superior. Wenn o # 8 konvergiert die Reihe also nicht.

Beweis*: Weil (Y ay), o konvergiert, ist die Folge (ay,)nen eine Nullfolge. Wir betrach-
ten im folgenden die beiden Teilfolgen aller nichtnegativen Elemente (b,,),en und aller
negativen Elemente (¢, )nen. Weil (> ap )nen nicht absolut konvergiert, und (> 2b,, )nen
genau dann konvergiert, wenn () a,,+|an|)nen konvergiert, bzw. (3 2¢,)nen ganu dann
konvergiert, wenn (3 a, — |a,|)nen konvergiert, konvergieren die beiden monotonen
Reihen (> by)nen und (3 ¢;)nen nicht und sind auch nicht beschrinkt.

Wir setzen die umgeordnete Folge (aT(n))neN abwechselnd jeweils der Reihe nach
aus den Folgen (by,)nen und (¢;)nen zusammen. Wenn die Summe aller bisherigen Fol-
genglieder grofer ist als 3, dann fahren wir solange mit Folgengliedern aus ¢, fort, bis
die Summe kleiner als « ist. Wenn die Summe aller bisherigen Folgenglieder kleiner als
« ist, dann fahren wir solange mit Folgengliedern aus b,, fort, bis die Summe grofler als
B ist. Wenn 0 € [« 5] starten wir mit Folgengliedern aus b,,, bis die Summe grofier als 3
ist. Fiir jedes € > 0 gibt es nur endlich viele Glieder von (a,)nen, deren Absolutbetrag
nicht kleiner als e ist. Deshalb gibt es ein N € N, so dass die Summen ) ;' | a-( fiir
allen > N in (a— ¢, B+ ¢€) liegen. Es gibt unendich viele Glieder von (3" a, n))neN die
kleiner als « sind und unendlich viele, die grofler als § sind. Die umgeordnete Reihe
(Z af(n))neN hat also als Limes inferior o und als Limes superior /5. q.e.d.

Weil fiir jedes € > 0 und z € [«, 5] unendlich viele Glieder von (Z aT(n))neN in

(x — €,x + €) liegen, ist die Menge der Haufungspunkte dieser Reihe gleich [« 5].

Definition 4.24. Sei (a,)en, eine Folge, dann heifst (3 ana™), oy, die entsprechende
Potenzreihe mit Koeffizienten (an)nen, -

Aus dem Wurzeltest folgt sofort

Satz 4.25 (Konvergenzradius von Potenzreihen). Seien (an)nen, die Koeffizienten der
Potenzreihe (3 anx™)pen, und o = lim {/|a,| wenn ({/|an|)nen, nach oben beschrinkt
ist und sonst a = oo, und sei R=1 (R =0 fiir a = co und R = oo fiira =0).

(i) Fir |z| < R konvergiert (Y anx™), oy, absolut.
(i) Fir |z| > R divergiert (3 ana™),en, -
Wenn o < oo definiert die Potenzreihe also eine folgende Funktion:

f: {zeK||z| <R} =K, :U»—)Zana:". q.e.d.

n=0
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= 2" —.]1 1
Beispiel 4.26. (i) exp(x) = —,a=lim{/— =———=0=— R = o0.
@ (z) nZ:o n! n! lim, . Vn!

(ii) (Zx”)ne also o =TmV/1=1= R=1. Fir |z| <1 gilt 3 2" = .

No n=0

" — /1 1
1ii — alsooz—lim&/i =1=—= R=1.
(1) (Z n )neN n lim,_ e \/_

Fiir |x| < 1 ist die Potenzreihe also konvergent, aber fir x =1 divergent und fir
x = —1 konvergent (alternierende Reihe von Leibniz).

) " — /1 1 2
(IV) (Z E)HEN also o = lim ﬁ = (m) =1— R=1.
Fiir |x| <1 also konvergent und fir |z| > 1 divergent.

Satz 4.27 (Eigenschaften von Potenzreihenfunktionen).

(i) Seien (3 ana™), ey, und (3 bnx"), oy, Potenzreihen mit Konvergenzradius Ry bzw.
Ry. Dann konvergieren fir |x| < min{Ry, Ro} die Summe (D (an + by)x™)nen,
und das Cauchyprodukt () c,x™), o der beiden Potenzreihen und es gilt

S + by)a” _ZW +be und chx _ (Zan )(im)

n=0

oo
> apa™

n=0

(ii) Firr < Ry gibt es ein M(r) € R, so dass < M(r) fiir alle |z| < r gilt.

(iii) Firr < Ry und fir e > 0 gibt es ein N € N, so dass fir |x| < r folgendes gilt:

o) N
E anx’ — E anx"

< €.

(iv) Firr < Ry gibt es ein L > 0, so dass fir x,y mit |x| < r und |y| < r folgendes

qgilt:
Zanx” - Z ay"| < Llx —yl.
n=0 n=0

Beweis: (i) Folgt aus den Rechenregeln fiir Reihen und der Konvergenz des Cauchy-

produktes.
> o

n=0

e}

Zanlr = M(r) < oo.

n=0

(ii) Fir |z| < r gilt




4.3. ADDITION, MULTIPLIKATION, UMORDNUNG 23

(iii) Weil die Reihe >~ 7 |a,|r™ absolut konvergiert gibt es fiir jedes € > 0 ein N € N,
so dass Y7 v |an|r™ < e gilt. Dann folgt fir |z <r

00 N 00
g apx’ — E a, x| < g la,|r™ < e.
n=0 n=0 n=N-+1

(iv) (2" —y") = (z —y) (@™ P+ 2" Py + . oy 2 +y" ). Fir |z <rund |y <7
folgt also |2™ — y"| < |z — y|nr"~!. Weil aber gilt

Tim ¢/nay| :m(%. \"/|an|) - (lim ﬁ)ﬁ lan] = Tm /Jan)],
n—oo

haben die Reihen (3 a,2™), o, und (37 - apaz™)
Also gilt fur |z] <7 und |y| <7

nen, den gleichen Konvergenzradius.

o0 oo o o0
Yo =Y any"| <D an| e =y < eyl Y an| -0
n=0 n=0 n=0 n=1
e.9]
Wihle also L = Y nla,|r"! < co. q.e.d.
n=1

Satz 4.28 (Identitéssatz fiir Potenzreihenfunktionen).

(i) Sei Y > anx™ eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0, die nicht identisch
verschwindet, dann hat die Potenzreihenfunktion fir ein 0 < r < R in {z € K |
0 < |x| <7} keine Nullstelle.

(ii) Sei Y . ° ,anx” eine Potenzreihenfunktion mit Konvergenzradius R > 0. Fir alle
xo mit |zo| < R und alle n € Ny konvergiert b, = >, ("zk)an%x’g. Auferdem
ist der Konvergenzradius der Potenzrethenfunktion Y~ b,z" nicht kleiner als
R — |xo| und fiir alle |x| < R — |z|o gilt auch Y " byx™ =" s an(z + xo)™.

(iii) Seien Y °  anx™ undy " b,x™ zwei Potenzrethenfunktionen, deren Konvergenz-
radien gréfler sind alsr > 0. Falls {x € K | |x| < r} unendliche viele verschiedene
Elemente enthdlt, an denen die beiden Potenzreihenfunktionen tbereinstimmen,
dann gilt a, = b, fir alle n € Ny, d.h. sie stimmen als Potenzreihen tiberein.

Beweis: (i) Sei N € Ny der kleinste Index, so dass ay # 0. Wenn alle anderen
Koeffizienten (a,),>n verschwinden, hat die Potenzreihe hochstens Nullstellen bei x =
0. Andernfalls gilt fiir ein 0 < r < R und alle |z| <r

o (o) o
Zanx” —anzN| < Z la,| - |z]" < |x|N+1 (Z |an+N+1|r”> )
n=0 n=N+1 n=0
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Also gilt fiir alle Nullstellen z,,, mit |z,,| < r der Potenzreihenfunktionen

00
|aN| ) |xm|N < |=77m|N+1 (Z |an+N+1lrn> .

n=0

Wenn |z,,| # 0 ist folgt daraus 0 < |ay| < |2, —¢ lansn+1]r™). Also hat die
Potenzreihenfunktion keine Nullstelle in

o0 _1
{x e K| 0<|z| <min {r, lan| <Z » ’an+N+1’7“n> } } :

(ii) Fiir zp = 0 trivial. Sei 0 < |z9| = r < R. Dann ist fiir alle 0 < s < R — r die Reihe

ZWH Zzan( Jrtsrt <o

n=0 k=0

absolut summierbar. Dann gilt fiir alle m =n — k € Ny und K € Nj:
s A, rk < an ( ) < 0.
> LY > e

Fiir alle m = n — k € Ny konvergiert also b,, = > @ik (m:k) xy' absolut. Und es gilt
=0

fiir alle M € Ny. Also ist auch Z |6y |s™ < Z |an|(r + s)" < o0

—0 —
Also ist Y, by,a™ fiir alle |z| < R — r konvergent, und der Konvergenzradius nicht
kleiner als R — r = R — |zg|. Fir |z| < R — |z¢| und alle M, K € Ny gilt dann

M K m—l—k; M+K M+K
Y (" e = L ey < X lanl(el + el
m=0 k=0 n=0 n=min{M+1,K+1}

Also folgt im Grenzwert K — oo

(o]
™ =S a7 < S Janl(e] + frol)" < oo
n=0 n=M+1

und im Grenzwert M — oo auch Z bpx™ — Z an(z + x9)" = 0.
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(iii) Sei (2,)men eine Folge von paarweise verschiedenen Nullstellen der Potenzreihen-
funktion = — Y 7 (a, — b,)z" in {x € K | |z| < r}. Dann hat die Folge (z,)men
einen Haufungspunkt zo mit |zo| < 7 und fiir alle € > 0 unendlich viele Glieder in
{z € K| |z — x| < €}. Sei R das Minimum der Konvergenzradien von (> a,)nen,
und (3 by)nen,- Dann hat aufgrund der Voraussetzung und wegen (ii) die Potenzreihe
> o(an—by)(y+x0)", als Potenzreihe in y mindestens den Konvergenzradius R—r > 0,
und fiir alle 0 < ¢ < R — r unendlich viele Nullstellen auf {y € C | |y| < €}. Also
verschwindet wegen (i) diese Potenzreihe in y identisch. Dann stimmen wegen (ii) die
beiden Potenzreihen > ja,z™ und > 7 b,z™ auf dem Ball {z € K | |z —z| < R—1}
tiberein. Also gibt es eine Folge (Z,,),,.y von paarweise verschiedenen Nullstellen von
x> 2 (@, —by)x", die gegen ein To mit |Z9| = max{r — (R —r),0} < r konvergiert.
Dabei ist R —|Zo| > R—r. Sei 7%= < N € N. Indem wir die beiden Potenzreihe immer
wieder an einer Stelle mit minimalem Radius in dem Bereich entwickeln, in dem wir
schon die Gleichheit beider Potenzreihen gezeigt haben, erhalten wir nach héchstens N
Schritten, dass beide Potenzreihen auf einer Nullfoge iibereinstimmen. Wegen (i) sind

dann die beiden Potenzreihen (> a,2™)nen, und (3 byz™)pnen, identisch. q.e.d.

4.4 Sinus und Cosinus

Definition 4.29. Fiir alle x € K set

exp(wr) + exp(—r)
N 2

_ exp(wr) — exp(—wx)
sin(x) = 5;

cos(x)

Also gilt fiir reelle x  cos(z) = R(exp(ezr)) sin(x) = I(exp(1x))
und fiir alle z € K die Eulersche Formel:  exp(iwx) = cos(x) + ¢sin(z).
Auflerdem gilt fiir alle € K

_exp(2wr) + 2 +exp(—2wr)  exp(2wr) — 2 +exp(—2wx) .
a 1 4 -
cos(—z) = cos(z) und sin(—z) = —sin(x).

cos®(x) + sin’(z)

Satz 4.30 (Additionstheorem). Fiir alle x,y € K gilt:

cos(x +y) = cos(x)cos(y) — sin(x) sin(y)
sin(zx +y) = sin(z)cos(y) + cos(x) sin(y)

Beweis: exp(i(x + y)) = exp(wr) exp(1y).

cos(z + y) + esin(x + y) = (cos(x) + 2sin(x))(cos(y) + ¢sin(y))
= cos(z) cos(y) — sin(x) sin(y) + +(sin(x) cos(y) + cos(z) sin(y)).
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Ersetzen wir x und y durch —z und —y und benutzen cos(—x) = cos(z) und sin(—x) =
—sin(z), dann erhalten wir

cos(x +y) —esin(x +y) = cos(x) cos(y) — sin(z) sin(y) — o(sin(z) cos(y) + cos(x) sin(y)).
Die Summe und die Differenz dieser beiden Gleichungen ergibt

cos(x +y) = cos(x)cos(y) — sin(x) sin(y)
sin(z +y) = sin(z)cos(y) + cos(z) sin(y). q.ed.

Durch Einsetzen von (z,y) und (z, —y) erhalten wir fiir alle z,y € K

cos(z +y) +cos(x —y) = 2cos(x)cos(y)
cos(x —y) —cos(z+y) = 2sin(z)sin(y)
sin(z 4+ y) +sin(z —y) = 2sin(x) cos(y)

Satz 4.31 (Potenzreihen von Sinus und Cosinus).

cos(x) = Z(— sin(x Z 2k: kT

k=0 ) k=0

Beweis: Weil > = —1 gilt fiir alle k € Ny ¢** = (—1)* und 2*™ = o(=1)*. Also gilt
auch fiir alle x € K:

coste) = SRl Eewion) 57 (L8, L) s et
2 ! ! !

2

_ exp(1z) — exp(—1x) =1 ()" (—w)" s P
@) = = 2 : :ZZ( al al ):Z<_1) 2k +1)!




Kapitel 5

Stetigkeit

5.1 Teilmengen von K

In diesem Abschnitt betrachten wir Teilmengen X von K, also von R oder C. Der
Absolutbetrag |x — y| der Differenz zweier Elemente z,y € X definiert einen Abstand.
Wir hatten in den Sétzen und folgende Eigenschaften hergeleitet:

(i) Fir alle z,y € X ist |t —y| > 0 und |z — y| = 0 <= 2 = y (Positivitét).
(ii) Fir alle z,y € X ist | — y| = |y — x| (Symmetrie).
(iii) Fur alle z,y,z € X ist |z —y| < |x — z| + |z — y| (Dreiecksungleichung).

Definition 5.1 (offener Ball, Umgebung, offene Menge). Sei X C K. Ein offener Ball
in X mit Zentrum x € X und Radius r > 0 ist die Menge B(z,r) ={y € X | |[z—y| <
r}. Eine Umgebung eines Punktes v € X ist eine Menge U C X, die fir ein € > 0 den
Ball B(x,€) enthdlt. Eine offene Menge O C X ist eine Teilmenge, die eine Umgebung
aller ihrer Punkte ist, d.h. fir alle x € O gibt es ein € > 0, so dass B(x,e) C O.

Beispiel 5.2. In R bestehen die Bille B(x,r) aus den Intervallen (x —r,z+1r). In C
bestehen die Bille B(x,r) aus Kreisscheiben um x mit Radius r ohne den Rand.

In [0,00) ist [0,1) eine Umgebung von 0, weil sie der offene Ball B(0,1) ist. In R
ist [0,1) keine Umgebung von 0, weil sie keinen Ball B(0,r) mit r > 0 von R enthilt.

Alle offenen Bille B(z, ) sind offenbar Umgebungen von z. Sei y € B(x,r). Dann ist
|z —y| < r.Seiz € B(y,r — | —y|). Dann gilt |z — z| < |z —y| + |y — 2| < r, also
auch B(y,r — |z —y|) C B(xz,r). Deshalb sind die offenen Bélle offene Mengen.

Insbesondere ist [0,1) in [0, c0) offen aber in R nicht.

Offenbar ist eine beliebige Vereinigung von offenen Mengen offen. Seien O und O’
zwei offene Mengen und x € ONO’. Dann gibt es > 0 und 7’ > 0 so dass B(x,r) C O
und B(z,r") € O'. Also ist B(z,min{r,7'}) = B(x,r) N B(x,r’) C ONO'". Also ist
ONO’ offen. Damit ist auch die Schnittmenge von endlich vielen offenen Mengen offen.

27



o8 KAPITEL 5. STETIGKEIT

Definition 5.3 (abgeschlossene Mengen, Abschluss). Sei X C K. Die abgeschlossenen
Teilmengen von X sind die Komplemente der offenen. Der Abschluss A einer Teilmen-
ge A C X ist die Schnittmenge aller abgeschlossenen Teilmengen, die A enthalten.

Wegen der Regel von de Morgan, sind beliebige Schnitte und endliche Vereinigungen
von abgeschlossenen Teilmengen von X abgeschlossen. Deshalb ist der Abschluss einer
beliebigen Teilmenge von X abgeschlossen und der Abschluss einer abgeschlossenen
Teilmenge gleich der Menge.

Ein Punkt 2 € X gehort genau dann zu dem Abschluss A in X, wenn es keine offene
Teilmenge von X gibt, die x enthélt aber mit A schnittfremd ist. Dies ist dquivalent
dazu, dass fiir alle n € N die offenen Bélle B(z, +) in X ein Element a,, aus A enthalten,
oder auch dazu, dass es eine Folge (a,),en in A gibt, die gegen z konvergiert. Wir sagen,
dass eine Folge (2,)nen in X konvergiert, wenn sie konvergiert, und der Grenzwert in
X liegt. Damit haben wir gezeigt:

Lemma 5.4. Der Abschluss A einer Teilmenge A C X besteht aus den Grenzwerten
von allen Folgen in A, die in X konvergieren. A C X ist genau dann abgeschlossen,
wenn die Grenzwerte von allen Folgen in A, die in X konvergieren, in A liegen.q.e.d.

Wegen Satz [3.5)ist in K der Abschluss der offenen Bille B(z,r) ={y | [y —z| < r}.

5.2 Vollstindigkeit und Kompaktheit

Wenn eine Folge (z,,)nen in X konvergiert, dann auch in K. Deshalb gilt
Satz 5.5. In X C K st jede konvergente Folge eine Cauchyfolge. q.e.d.
Definition 5.6. X C K heifst vollstindig, wenn jede Cauchyfolge in X konvergiert.

Wegen dem Vollstandigkeitsaxiom sind R und C vollstéindig. Wegen Lemma ist
A C K genau dann vollstdndige, wenn A in K abgeschlossen ist.

Weil jede reelle Zahl der Grenzwert einer Folge von rationalen Zahlen ist, sind die
reellen Zahlen der Abschluss der rationalen Zahlen Q C R. Anstelle unserer axiomati-
schen Charakterisierung der reellen Zahlen kénnen wir also die reellen Zahlen auch aus
den rationalen Zahlen konstruieren als Aquivalenzklassen von rationalen Cauchyfolgen,
wobei zwei Cauchyfolgen als dquivalent gelten, wenn ihre Differenz eine Nullfolge ist.

Definition 5.7 (Kompakte Mengen). Fine Teilmenge X C K heifst kompakt, wenn
jede Folge in X eine in X konvergente Teilfolge besitzt.

Definition 5.8. Fine Teilmenge X C K heifit beschrinkt, wenn fir ein x € X, die
Menge der Abstinde {|x —y| | y € X} beschrdnkt ist.

Wegen der Dreiecksungleichung ist diese Bedingung dquivalent dazu, dass fiir jedes
z € K die Menge der Absténde {|x — y| | y € X} beschrénkt ist.
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Satz 5.9 (Heine-Borel). Eine Teilmenge X C K ist genau dann kompakt, wenn sie
abgeschlossen und beschrdnkt ist.

Beweis: Wegen dem Auswahlprinzip von Bolzano Weierstrafl besitzt jede Folge (2, )nen
in einer beschriankten Menge X C K eine in K konvergente Teilfolge. Der Grenzwert
einer Folge in einer kompakten Teilmenge X C K, die in K konvergiert, muss in X
liegen. Wegen Lemma ist also eine beschrinkte Menge X C K genau dann kom-
pakt, wenn sie abgeschlossen ist. Weil umgekehrt eine unbeschrankte Menge X C K
nicht in endlich vielen Béllen B(x;,4) U...U B(z,,4) enthalten ist, gibt es fiir endli-
che viele paarweise disjunkte Bélle B(z1,2),..., B(z,,2) ein x,,1 € X, so dass auch
B(x1,2),...,B(x,11,2) paarweise disjunkt sind. Fiir x € X folgt B(x,1) C B(x,,2)
aus ,, € B(x,1). Also hat eine solche Folge (z,,)nen in X keinen Haufungspunkt.q.e.d.

Korollar 5.10. Teilmengen A C X einer kompakten Teilmenge X C K sind genau
dann kompakt, wenn sie abgeschlossen sind.

Beweis: Eine Folge (z,)nen in einer Teilmenge A C X einer kompakten Menge X C K
konvergiert wegen Lemma genau dann in X, wenn sie in K konvergiert. Wegen
Lemma ist A genau dann abgeschlossen in X, wenn sie es in K ist. q.e.d.

Korollar 5.11. Die kompakten Teilmengen von R besitzen Minimum und Mazximum.

Beweis: Fiir jede beschrinkte nicht leere Teilmenge A C R und fiir jedes n € N ist
sup A — % keine obere Schranke von A und inf A + % keine untere Schranke. Deshalb
gibt es ein a, € (sup A — L, sup AN A und ein b, € [inf A,inf A — 2) N A. Die Folgen
(an)neny und (b, )nen konvergieren gegen sup A bzw. inf A. Also liegen sup A und inf A
im Abschluss von A. Kompakte Teilmengen besitzen Minimum und Maximum. q.e.d.

Beispiel 5.12. In K sind die abgeschlossenen Bille B(x,r) fir r > 0 kompakt.

5.3 Stetigkeit

Definition 5.13. Seien X und Y jeweils eine Teilmenge entweder von R oder von C.
Fine Abbildung f: X =Y, x> f(x) heifit stetig in x € X, wenn es fir jedes ¢ > 0
ein 6 > 0 gibt, so dass |f(x) — f(y)| < € fir alle y € X gilt, die |x —y| < § erfillen.
Die Abbildung f heifst stetig, wenn sie in allen Punkten von X stetig ist.

Stetig im Punkt x heifit also, dass alle Punkte, die hinreichend nahe bei x liegen,
auf Werte abgebildet werden, die beliebig nahe bei f(z) liegen.

Satz 5.14. Fiir eine Abbildung f : X — Y, xw f(x) zwischen zwei Teilmengen X
und Y jeweils von R oder C st folgendes dquivalent: (1) f ist stetig in x.

(ii) Das Urbild jeder Umgebung von f(x) ist eine Umgebung von x.
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(iii) Fir gegen x konvergente Folgen (xy,)nen in X konvergiert (f(z,))nen gegen f(x).

Beweis: (i)« (ii): Umgebungen von x bzw. f(x) sind Mengen, die B(z,d) mit § > 0
bzw. B(f(x),€) mit € > 0 enthalten. Also ist (ii) Aquivalent dazu, dass das Urbild jeder
Menge, die B(f(z),€) fiir ein € > 0 enthélt, B(z,0) mit 6 > 0 enthélt und dazu, dass
F7YB(f(x),€)] fiir alle € > 0 ein B(x,d) mit § > 0 enhilt. Das ist dquivalent zu (i).

(ii)<(iii): Folgen (z,)neny und (f(x,,))nen konvergieren genau dann gegen x bzw. f(x),
wenn jede Umgebung von z bzw. f(z) alle bis auf endlich viele Folgenglieder enthilt.
Wenn also (ii) gilt und (z,,),en gegen = konvergiert, dann konvergiert (f(z,))nen gegen
f(x) und (iii) folgt aus (ii). Wenn umgekehrt das Urbild einer Umgebung von f(x)
keine Umgebung von z enthélt, dann gibt es fiir alle n € N ein x,, € B (a:, %), SO
dass (f(x,))nen im Komplement der Umgebung von f(z), also fiir ein € > 0 nicht in
B(f(z), €) liegt. Dann konvergiert (z,)nen gegen z, aber f(x,) nicht gegen f(z).q.e.d.

Korollar 5.15. Fiir eine Funktion f : X — Y zwischen zwei Teilmengen X und Y
jeweils von R oder C ist folgendes dquivalent: (1) f ist stetig.

(ii) Firin X konvergente Folge (x,,)nen konvergiert (f(x,))nen gegen f(limy, o ).
(iii) Das Urbild jeder offenen Teilmenge von Y ist offen in X.
(iv) Das Urbild jeder abgeschlossenen Teilmenge von'Y ist abgeschlossen in X .

Beweis: Wegen dem vorangehenden Satz sind (i) und (ii) dquivalent. Weil eine Menge
genau dann offen ist, wenn sie eine Umgebung von allen ihren Punkten ist, zeigt der
vorangehende Satz, dass aus (i) bzw. (ii) auch (iii) folgt. Weil jede Umgebung eines
Punktes auch eine offene Umgebung des Punktes enthélt, folgt wieder wegen dem
vorangehenden Satz aus (iii) auch (i) bzw. (ii). Weil nun die abgeschlossenen Mengen
gerade die Komplemente der offenen Mengen sind und das Urbild eines Komplementes
gerade gleich dem Komplement des Urbildes ist, ist (iii) zu (iv) dquivalent. q.e.d.

Korollar 5.16. Die Komposition zweier stetiger Abbildungen f : X — Y undg:Y —
Z st stetig. Die analoge punktweise Aussage gilt auch.

Beweis: g(f(lim z,)) = g(lim f(z,)) = lim g(f(z,)) fur (z,)nen konvergent. q.e.d.
n—o00 n—o0 n—0o0

Korollar 5.17. Das Bild einer kompakten Menge unter einer stetigen Abbildung f :
X =Y zwischen zwei Teilmengen X und Y jeweils von R oder C ist kompakt.

Beweis: Sei f: X — Y, x> f(z) eine stetige Abbildung zwischen zwei Teilmengen
X und Y jeweils von R oder C und A C X eine kompakte Menge. Fiir jede Folge
(Yn)nen in f[A] gibt es eine Folge (,)nen in A mit f(z,) = y, fir alle n € N. Weil
A kompakt ist, besitzt (x,),en eine konvergente Teilfolge. Die entsprechende Teilfolge
von (Yn)nen = (f(2n))nen konvergiert wegen der Stetigkeit von f. Also besitzt jede
Folge in f[A] eine konvergente Teilfolge. q.e.d.
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Korollar 5.18. Sei f eine bijektive stetige Abbildung von einer kompakten Teilmenge
X auf eine Teilmenge Y jeweils von R oder C. Dann ist die Umkehrabbildung stetig.

Beweis: Wegen dem vorangehenden Korollar ist das Bild f[X] =Y kompakt und we-
gen Korollar das Bild f[A] jeder abgeschlossenen Teilmenge A C X abgeschlossen.
Wegen (f~1)7HA] = f[A] folgt die Aussage aus Korollar (iv). q.e.d.

Beispiel 5.19. (i) Auf jeder Teilmenge X C K ist die identische Abbildung 1x stetig.
(i) Die konstante Abbildung, die alle x € X auf einen Punkt y abbildet ist stetig.
(iii) Aus den Rechenregeln fiir Folgen Satzfolgt, dass fiir jede Teilmenge X von R
oder C und alle stetigen Abbildungen f,g: X — K auch die Abbildungen

f+g:X =K, z— f(z)+ g(x) fg:X =K, z— f(z)-g(x)

stetig sind. Das gilt auch fiir die Abbildungen

FX K oo —f(2) und % X\SH0N S KA {0), aes %
Definition 5.20 (GleichméBige Stetigkeit, Lipschitzstetigkeit). Fine Abbildung f :
X =Y, xw— f(z) zwischen den beiden Teilmengen X und Y jeweils von R oder C
heift gleichmdflig stetig auf einer Teilmenge A C X, wenn es fiir alle e > 0 ein 6 > 0
gibt, so dass |f(x) — f(y)| < e fir alle x,y € A mit |v —y| < d gilt.

Die Abbildung heif$t lipschitzstetig auf A, wenn es eine Konstante L > 0(Lipschitz-
konstante) gibt, so dass |f(x) — f(y)| < L|x — y| fir alle z,y € A gilt.

Beispiel 5.21. (i) Eine Potenzreihenfunktion f : x v 3 . anz™ mit Konvergenz-

radius R ist nach Satz (i) fir alle 0 < r < R auf B(0,r) lipschitzstetig. Auf der
Vereinigung B(0, R) = Uy, r B(0,7) der offenen Bdlle B(0,r) ist f dann stetig.
(if) Wegen Korollar[2.20] und Satz[2.59 (iv) ist x — |x| lipschitzstetig mit L = 1.

Offenbar ist jede lipschitzstetige Abbildung auch gleichméflig stetig und jede gleich-
méfig stetige Abbildung auch stetig. Es gilt auch folgende Umkehrung:

Satz 5.22. FEine Abbildung f : X — Y wvon einer kompakten Teilmenge X von R oder
C auf eine Teilmenge Y C K st genau dann stetig, wenn sie gleichmdfiig stetig ist.

Beweis: Sei X kompakt und f: X — Y, z+— f(z) eine Abbildung. Wenn f nicht
gleichméfBig stetig ist, dann gibt es ein € > 0 so dass fiir alle n € N zwei Punkte z,, und
Yn in X existieren, mit |z, — y,| < + und |f(z,) — f(yn)| > €. Die Folge (2, — Yn)nen
ist also eine Nullfolge. Weil X kompakt ist, besitzt (z,)n,eny mindestens eine in X
konvergente Teilfoge, also mindestens einen Hiufungspunkt in X. Dann konvergiert
auch die entsprechende Teilfolge von (y,)nen gegen den gleichen Grenzwert. Wegen
|f(zy) — f(ya)] > € konvergieren die beiden Folgen (f(z,)neny und (f(2,)nen nicht
gegen den gleichen Grenzwert, und f ist an allen Haufungspunkten von (x,,),en nicht
stetig. Wenn f ungekehrt gleichméfig stetig ist, dann ist f auch stetig. q.e.d.
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Definition 5.23. Eine Folge von Funktionen (f,)nen von X nach K heifst

punktweise konvergent, wenn die Folgen (f,(x))nen fir jedes x € X konvergieren.
Die Grenzwerte definieren eine Funktion f: X — K, x+ lim, o fo(x).

gleichméflig konvergent, wenn es eine Funktion f: X — K, x— f(x) gibt, und
fir alle e >0 ein N € N, so dass |f.(x) — f(x)| <€ firn> N und x € X gilt.

GleichmiBig konvergente Folgen sind punktweise konvergent, aber nicht umgekehrt.

Beispiel 5.24. Die Folge von Funktionen (fn)nen mit f, : [0,1] — R, x — a"
konvergiert wegen Satz[3.4] punktweise gegen die Funktion

. 1
f:0,1] >R, =z 0 fz.t.rxe 0,1)
1 firx=1
Fiir alle n € N gilt lim, 0o (1—1/m)" = 1 und damit sup{| f.(z) — f(z)| | z € [0,1]} =
sup{z" | x € [0,1)} = 1. Also konvergiert die Folge (f)nen nicht gleichmafig gegen f.

Definition 5.25. Seir X eine Teilmenge von R oder C. Die Menge aller stetigen Funk-
tionen von X nach K bezeichnen wir mit C(X,K). Eine Funktion f : X - K, x~
f(z) heifit beschrinkt, wenn das Bild f[X] eine beschrinkte Menge ist. B(X,K), be-
zeichne die Menge aller beschrinkten Funktionen auf X. C(X,K) und B(X,K) sind
offenbar K-Algebren. Auf B(X,K) bezeichne || - ||« folgende Abbildung:

[ lloo : BIX,K) = R, f = [[flloo = sup{[f(2)] [ x € X}

Satz 5.26. Alle stetigen reellen Funktionen auf einer kompakten Teilmenge X C K
sind beschrinkt. Das Bild einer reellen stetigen Funktion auf einer kompakten Teilmen-
ge X C K besitzt ein Minimum und ein Mazimum.

Beweis: Wegen Satz ist das Bild jeder kompakten Teilmenge X C K unter einer

stetigen Abbildung kompakt und wegen Heine-Borel beschréinkt. Fiir reelle Funktionen

besitzt es wegen Korollar [5.11| ein Maximum und ein Minimum. q.e.d.
Dieser Satz hat viele Anwendungen, z.B. den Fundamentalsatz der Algebra.

Satz 5.27. Sei X eine Teilmenge von R oder C. Dann ist der Grenzwert f einer
gleichmapig konvergenten Folge (fn)nen in C(X,K) auch stetig.

Beweis: Fiir alle ¢ > 0 gibt es ein IV, so dass |f(y) — fu(y)| < 3 fiir alle n > N und
alle y € X gilt. Dann gibt es fiir alle z € X ein § > 0, so dass |fnx(7) — fn(y)| < § fiir
alle y € X mit |x — y| < 6 gilt. Dann folgt fir diese  und y

|f(2) = fW)l < [f(@) = (o) + (@) = Fn(m)| + v (y) = Fy)] <e q.ed.



Kapitel 6

Stetige Funktionen f: R — R

6.1 Umkehrfunktionen

Satz 6.1 (Zwischenwertsatz). Sei f : [a,b] = R, x> f(z) stetig. Dann enthdlt das
Bild f[[a,b]] das abgeschlossene Intervall [min{ f(a), f(b)}, max{f(a), f(b)}].

Beweis: Fiir f(a) = f(b) ist die Aussage trivial. Sei y eine reelle Zahl im offenen Inter-
vall zwischen f(a) und f(b) und A = f~![(—o0,y]] fiir f(a) < f(b) bzw. A = f~H{[y, 00)]
fir f(a) > f(b). Diese Menge enthilt a, ist beschrankt und wegen der Stetigkeit von f
abgeschlossen. Also ist A kompakt und besitzt ein Maximum x = max A mit f(z) <y
fir f(a) < f(b) bzw. f(x) >y fiir f(a) > f(b). Weil y zwischen f(a) und f(b) liegt, ist
x < bund fiir alle z € (z,b] liegt f(2) auf der selben Seite von y wie f(b). Sei (z,,), eine
Folge in (z,b], die gegen = konvergiert. Dann gilt lim,, ., f(z,) = f(z) und f(z) >y
fir f(a) < f(b) bzw. f(z) <y fir f(a) > f(b). Also ist f(z) = y und das Bild von f
enthélt neben f(a) und f(b) alle reellen Zahlen zwischen f(a) und f(b). q.e.d.

Mit diesem Satz 1d8t sich von vielen stetigen reellen Funktionen die Surjektivitéat
zeigen oder ihr Bild bestimmen. Die Injektivitit von solchen stetigen reellen Funktionen
ist dagegen dquivalent zur strengen Monotonie.

Definition 6.2 (Monotonie). Eine Funktion f : X — R, x — f(x) auf einer Teil-
menge X von R heifit

monoton wachsend, wenn f(z) < f(2') fir alle x,2" € X mit x <z’ gilt

streng monoton wachsend, wenn f(x) < f(z') fir alle z,2" € X mit x < 2 gilt.
monoton fallend, wenn f(x) > f(2') fir alle z,2" € X mit v < 2’ gilt.

streng monoton fallend, wenn f(x) > f(z') fir alle z,2" € X mit x < 2’ gilt.

Satz 6.3. Eine stetige reelle Funktion f auf einem Intervall ist genau dann injektiv,
wenn [ entweder streng monoton wachsend oder streng monoton fallend ist.

63



64 KAPITEL 6. STETIGE FUNKTIONEN F :R — R

Beweis: Sei f: I — R auf einem Intervall I stetig und injektiv. Offenbar ist f genau
dann streng monoton (wachsend oder fallend), wenn fiir je drei verschiedenen Punkte
a < x < bin I entweder f(a) < f(z) < f(b) oder f(a) > f(xz) > f(b) gilt, wenn
also die offenen Intervalle zwischen f(a) und f(x) und zwischen f(z) und f(b) disjunkt
sind. Wenn es andernfalls ein zy € (a,b) C I gibt, dessen Funktionswert f(x,) nicht
zwischen f(a) und f(b) liegt, dann folgt aus dem Zwischenwertsatz, dass jeder Wert,
der sowohl zwischen f(x¢) und f(a) als auch zwischen f(zo) und f(b) liegt, einmal auf
(@, xp) und einmal auf (z¢,b) angenommen wird, was der Injektivitét widerspricht.
Umgekehrt ist jede streng monotone Funktion injektiv. q.e.d.

Korollar 6.4. Die Umkehrfunktion einer bijektiven stetigen Funktion von einem In-
tervall auf ein Intervall ist stetig.

Beweis: Offenbar besitzt jeder Punkt x eines Intervalls, das mehr als einen Punkt
enthilt, eine Umgebung in diesem Intervall, die ein abgeschlossenes beschrinktes In-
tervall ist. Das Bild solcher kompakter Intervalle ist wegen dem Zwischenwertsatz und
dem vorangehenden Satz eine Umgebung von f(x) im Bild von f. Dann ist f~! wegen
Korollar bei y = f(x) stetig. Weil f surjektiv ist, ist damit f~! stetig. q.e.d.

Beispiel 6.5. Fiirk € N ist RT — Ry, z — a* streng monoton wachsend. Dann ist die
Umkehrabbildung Ry — RS,z Tk stetig und streng monoton wachsend. Dasselbe gilt
fiir die Abbildung RE — RE,  +— x1 mit Umkehrabbildung RT — RE, z — v, p,q € N.
Fiir negative § sind diese Abbildungen von RT nach RT streng monoton fallend.

Satz 6.6. Sei f eine monoton wachsende (fallende) Funktion von einem Interval I
nach R. Dann ist die Menge aller Unstetigkeitstellen von f hochstens abzdhlbar.

Beweis*: Wir betrachten monoton wachsende Funktionen. Fiir monoton fallende Funk-
tionen verlauft der Beweis analog. Fiir jeden inneren Punkt ¢ von I sei f({_) =
sup{f(z) | € Tundxz < &} und f({1)} = inf{f(z) | v € T und £ < z}. Wenn
f(&2) = f(&y), dann gibt es fiir jedes € > 0 Punkte z_,z, € I mit x_ < £ < x, und

flay) —e < f(&) = f(&-) < flz-) +e
Wegen der Monotonie gilt f(£_) < f(§) < f(&§,). Dann gilt fur alle x € [x_, z,] auch

—e < flo) = f(&) < fz) = (&) < flay) = f(§4) <e

Also ist f bei solchen ¢ stetig. Wenn f bei € stetig ist gilt f(£-) = f(§) = f(&,). Die Un-
stetigkeitsstellen im Inneren von I bestehen also aus den £ mit f(£_) < f(£4). Wegen
der Monotonie sind die offenen Intervall (f(£-), f(&4+)) parrweise disjunkt. Wir wéhlen
in jedem eine rationale Zahl und erhalten eine injektive Abbildung von den Unstetig-
keitsstellen im Inneren von I nach Q. Damit sind die Unstetigkeitsstellen gleichméchtig
zu einer Teilmenge der rationalen Zahlen also héchstens abzéhlbar. q.e.d.
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6.2 Die reellen Funktionen e* Inzx,a", log, x.

Satz 6.7 (Eigenschaften von exp). (i) €’ = exp(0) =1 und e' = exp(1) = e.
(ii) e* > > 2_;: fiir jedes n € Ny und x > 0.
k=0

(iii) Fir z,y € R folgt e* < eV aus x < y.
(iv) exp: R = R*, x> e” ist bijektiv.

Beweis: (i) und (ii) folgen aus der Definition.

(iii) Aus z < y folgt y —x > 0. Dann gilt wegen (ii) eV~ > 1. Wegen Satz (i) und
(ii) gilt dann e¥ —e” = (e¥~* — 1)e” > 0. Also folgt e” < ev.

(iv) Offenbar ist die Funktion wegen (iii) injektiv. Wegen e > 1 und Satz|3.4|gibt es fiir
jedes y € RT zwei n,m € N mit e < y < ™. Wegen dem Zwischenwertsatz gehort
dann y zum Bild von [—n,m] — R*, 1z e”. q.e.d.

Definition 6.8 (natiirlicher Logarithmus). Die Umkehrfunktion von exp : R — RT,
x > e* heifit natirlicher Logarithmus: In : Rt — R, z — Inx.

Wegen Korollar ist der Logarithmus stetig.
Satz 6.9 (Eigenschaften von In). (i) In(1) = 0.
(ii) In(e) = 1.

(iii) In(zy) =In(z) + In(y) fir alle z,y € RT.
(iv) a" = @7 fir alle r € Q und a € RY.

(v) In(e™@*) = x1n(a) fir alle a € R*,z € R.
(vi) Firz,y € RT folgt In(x) < In(y) aus x < y.
(vii) In: RT = R, x> In(z) ist bijektiv.

Beweis: (i) < ¢’ =1 und (ii) & ¢! = e und (iii) <= @0 = (@) (),
(iv) Fiir r = £ mit p € Z und ¢ € N gilt (@00 = (@ = g7 und ™@4 > 0. Wegen
der Eindeutigkeit der k-ten Wurzel folgt ¢™®4 = qa.

(v) ist offensichtlich.

(vi) folgt aus (iii) des vorhergehenden Satzes.

(vii) folgt aus (iv) des vorhergehenden Satzes. q.e.d.

Definition 6.10. Fiir alle a > 0 und alle z € R sei a® = *™@
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Satz 6.11 (Eigenschaften von a*). (i) a*t¥ = a®a? fir alle a € RT,z,y € R.
(ii) (a™)¥ =a™ fir alle a € RY 2,y € R.

(iii) Fira > 1 und x,y € R folgt a® < a¥ aus x < y.

(iv) Fir0<a<1 undz,y € R folgt a® > a¥ aus x < y.

(v) FiraeRT\ {1} ista : R — RY, x> a® bijektiv und stetig.

Beweis:(i) a=ty — 6xln(a)+y1n(a) — e:pln(a)ey-ln(a) — a®av.

(i) (a)? = V™) = ratate) — gov

(iii) Fiir @ > 1 ist In(a) > 0. Also folgt zIn(a) < yIn(a) und a® < a¥ aus z < y.
(iv) Fiir @ < 1 ist In(a) < 0. Also folgt xIn(a) > y1In(a) und a® > a¥ aus x < y.

(v) Fir a € R*\ {1} ist In(a) # 0. Also ist R - R, x> In(a)z bijektiv und stetig,
und damit auch auch R — Rt 2 — exp(In(a)x). q.e.d.

Definition 6.12 (des Logarithmus zur Basis a). Fir alle a € RT\ {1} seilog, : RT —

R, x> log,(z)= }EE”Z% die Umkehrfunktion von a .

Satz 6.13 (Eigenschaften des Logarithmus zur Basis a). (i) log,(1) =0
(ii) log,(a) =1

(iii) log,(zy) = log,(z) + log,(y)

(iv) Fira>1 und x,y € RT folgt log,(z) < log,(y) aus x < y.

(V) Fir0<a<1undz,yeR" folgtlog,(x) > log,(y) aus x < y.

(vi) log, : Rt - R, x> log,(x) ist bijektiv und stetig.

Beweis analog zum Beweis der Eigenschaften von In. q.e.d.

6.3 Die reellen Funktionen sin, cos, arcsin, arccos

4

Satz 6.14. (i) Fir alle v € [-5,5] \ {0} gilt 1 — % <cosx <1-— % + L
(i) Fir alle v € [~4,4]\ {0} gilt 1 — & < e < 28 4 o0 <],
(iii) cos: [0,v/6] = R, x> cos(x) ist streng monoton fallend.

(iv) cos hat auf [0,2] genau eine Nullstelle, die wir mit 5 bezeichnen.

(v) sin(3) =1, exp(:Z) =1
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(vi) cos(nm) = (—1)" sin(nm) =0 fir alle n € N.

(vii) cos ((n+3)7) =0 sin((n+3)7) = (—1)" fir allen € N.
(viii) cos(z +nmw) = (—=1)"cos(z) sin(x +nr) = (—1)"sin(x)
(ix) cos(z+ (n—3)7) = (=1)"sin(z) sin(z+ (n+3)7) = (—=1)"cos(z).

(x) sin: [-%,2] = [-1,1], x> sin(x) ist streng monoton steigend und bijektiv.
(xi) cos:[0,7] = [—1,1], x> cos(x) ist streng monton fallend und bijektiv.
Beweis-(i) Fiir alle & € [=5,5] und k € N\ {1} gilt 0 < iy

€ [-5,5]\ {0} die Folge ( 2k)|>k5€N0\{071} streng monoton fallend und positiv. Fiir diese
€ [-5,5] \ {0} folgt dann 1 — —2 < cos(r) <1-— % + % wie im Beweis zu Satz m
(ii) Fiir € [-4,4 und k € N gﬂt 0 < Grarrs < 1 Also ist fiir = € [—4,4]\ {0} die
Folge (%)kem\{o} streng monoton fallend und positiv. Fiir diese x € [—4,4] \ {0}

folgt wieder 1 — %2 < s‘% <1- % + % < 1 wie im Beweis von Satz @I

(iii) Wegen dem Additionstheorem gilt: cos(z) — cos(y) = cos(*F2 — L5F) — cos(*F2 +
©-2) = 2sin(ZEY) sin(452) > 0 wegen (ii) fiir z,y € [0,v6] und = < y.

(iv) sin und cos sind wegen Beispiel [5.2]] stetig auf ganz R. Wegen (i) ist cos(2) <
1 —2+ 2 = —3. Dann folgt aus dem Zwischenwertsatz, dass es eine Nullstelle in [0, 2]
gibt. Wegen (iii) kann es hochstens eine Nullstelle geben.

(v) Wegen sin®*(z) + cos?(z) = 1 folgt aus (iv) sin*(3) = 1 und aus (ii) sin(3) > 0. Also
gilt sin(%) = 1. Dann folgt aus der Eulerschen Formel exp(:3) = 2.

(vi) Wegen (v) folgt aus der Eulerschen Formel exp(nir) = (2)*" = (—1)", also
cos(nm) = (—1)" und sin(nm) = 0.

(vii) Wegen (v) folgt aus der Eulerschen Formel: exp((n+ 3)ur) = (—1)" also cos((n+
$)m) =0 und sin((n + 3)7) = (—1)™

(viii) Aus dem Additionstheorem und (vi) folgt (viii).

(ix) Aus dem Additionstheorem und (vii) folgt (ix).

—cos(x + %) fir z € [-Z,0]

—sin(—z) = cos(§ —x) firz € [0, 5].

< 1. Also ist fur

(x) Aus (ix) folgt sin(z) =

Dann folgt (x) aus (iii).

i 0.z
(xi) Aus (viii) folgt cos(x) = cos(z) iz € [0, 3]
cos(—x) = —cos(m —x) firz €[5, ).
Dann folgt (xi) aus (iii). q.e.d.
Die Umkehrfunktionen von (xi) und (x) heiflen
Arcuscosinus arccos : [—1,1] — [0, 7], x +— arccos(z)
Arcussinus arcsin : [—1,1] — [ — g, g}, x +— arcsin(z).
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Arcuscosinus ist wegen (xi) streng monoton fallend und Arcussinus wegen (x) streng
monoton wachsend. Beide sind wegen Korollar stetig. Wegen (ix) gilt sin(—xz) =
—sin(z) = cos(§ + x) und arccos(x) = § + arcsin(—x) = § — arcsin(x).

Satz 6.15 (Polardasrstellung von z € C). Jede komplexe Zahl hat die Darstellung:
z=r-e¥ mitr=|z] und ¢ € R.
Fiir z # 0 ist ¢ bis auf Addition von 2mn eindeutig und heifst Argument von z.

Beweis: Der Fall z = 0 ist trivial. Sei z = 2 4w € C\ {0}. Fir y > 0 sei ¢

arccos(\/xnyQ) € [0, 7] und r = /22 + y%. Dann gilt x = r - cos(p) und rsin(y) > 0.

Aus ny—ny + mf—ny =1 folgt y = rsin(¢). Wegen der Eulerschen Formel gilt dann
z=r1-e% =rcos(p)+wrsin(p) =z + 1.
Fir y < 0 sel ¢ = — arccos(ﬁ) € [-m,0] und r = /22 +y% Wegen = =

rcos(—p) = 1 cos(p) und rsin(p) < 0 folgt wieder
z=re¥ =rcos(p) +wsin(yp) =z + 1.

Fiir (r, ¢), (s,9) € R xR folgt r = |[re*| = |se*?| = s aus re*” = se” und fiir r = s # 0
auch e = ¢!¥=Y) = 1 was #quivalent ist zu ¢ — 9 = 2mn. q.e.d.

Die Multiplikation mit e*? wirkt auf z = x4y wie () — ( Z?j((g)) ;z;r(lg‘)’)> (3). Diese
lineare Abbildung der komplexen Zahlenebene interpretieren wir als Drehung, weil sie
die Langen /22 4+ y? = |z| = |€"?z]| erhilt. Weil 1 auf ¥ abgebildet wird, entspricht
¢ dem Winkel zwischen 1 und e'¥. Dann ist im rechtwinkligen Dreieck mit einem ¢
entsprechenden Winkel und auf 1 normierter Hypothenuse cos(y) die gerichtete Lange
der Ankathete und sin(y) die gerichtete Lange der Gegenkathete.

Fiir kleine ¢ > 0 gilt ¢ — 506—3 < sin(p) < L(p) < sin(p)+1—cos(p) < p+ 5‘;—2 fiir die
Léange L(p) des Kreisegmentes zwischen 1 und e¥. Wir unterteilen dieses Kreisegment
in n Kreissegemente mit Winkel £ und erhalten L(p) = lim, o nL(2) = ¢. Also
entspricht ¢ einem Winkel, dessen Kreisegment im Einheitskreis die Lange ¢ hat.

Korollar 6.16. exp : C — C\ {0} ist surjektiv und exp(z) = exp(z') < 2z — 2’ € 2miZ.

Beweis: Sei z = x + 1y € C. Dann gilt e* = e¥e". Also folgt das Korollar aus dem
Satz und weil exp : R — RT bijektiv ist. q.e.d.

Korollar 6.17. Firz € C\{0} undn € N gibt es genaun wy, ..., w, € C mit w" = z.

Beweis: Seien (1, ¢) die Polarkoordinaten von z. Dann miissen die Polarkoordinaten
(s,9) € Rt x R der Losungen von w™ = z die Gleichungen nd = ¢ + 2rm mit m € Z
und s” = r erfiillen. Also sind die Losungen gegeben durch s = {/r und 4,, = £ + %Tm,
wobei zwei Losungen (s, 9,,,) und (s, 9,,/) genau dann iibereinstimmen, wenn ™= ¢ 7.

Also ergeben m = 0,...,n — 1 alle Losungen. ! q.e.d.
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Satz 6.18 (Fundamentalsatz der Algebra). Jedes komplexe Polynom p(z) = a,z" +
..+ ag mit a, # 0 und n € N hat mindestens eine Nullstelle auf z € C.

Beweis: Fiir [2| > R=1+2 Dbl 422 > 1 gilt
z z Ay a Uy a
p()zp()-i-’— L ——0—‘—%( Ly 0)‘
Al Al z Al Ap 2 Ay 2™
el e S g
Ay " n 1
> | = |an] [ == + .+ —| > a,] [ 1 -2 : > =
anZ anz" 2] 2

Also ist [p(2)| > ll|z|n > lanl|) 5 lanlglaol — 401 = |p(0)] fiir alle 2 ¢ B(0, R). Auf

|an|
der kompakten Menge B(0, R) nimmt z — |[p(z)| wegen Satz das Minimum bei
einem zy an. Dieses liegt in B(0, R) und ist dann das Minimum auf ganz z € C.
Wir zeigen jetzt p(z9) = 0. Andernfalls sei p(y + z0) = b,y™ + ... + by das entspre-
chende Polynom in y = z — zy mit b, = a,, # (i und by = p(zp) # 0. Sei m das kleinste

m > 0 mit b, # 0. Fir |y| <r = < 1 gilt dann

bm by
1+2‘—b;1 +ot2|
b1 y™ 4 by | < bl (b_ﬂ o+t |2 |y|> < !2| ™
Also gilt [plz0 + )| < lbo + bay™| + 20

Sei w eine Losung der Gleichung w™b,, = —by. Dann gilt fiir alle t € C mit |[tw| < r

m b m
o + )] < [boll1 =] 4+ 2,

tm
Insbesondere gilt  |p(zo + tw)| < |bo| | 1 — 5 ) < |bg| fiir alle 0 < ¢t < min {1 L}

! wl
Also sind alle zg € C mit p(zp) # 0 keine Minima von z — |p(z)]. q.e.d.

Korollar 6.19. Jedes komplexe Polynom vom Grad n € N zerfdllt in ein Produkt von
Polynomen ersten Grades.

Beweis durch vollstandige Induktion:
(i) fiir n =1 ist die Aussage trivial.

(ii) Die Aussage gelte fiir n € N. Sei p ein beliebiges Polynom (n + 1)-ten Grades.
Wegen dem Fundamentalsatz der Algebra hat p eine Nullstelle bei zy € C. Wenn
wir p als Polynom in z — zy schreiben, erhalten wir p als Produkt von (z — z) mit
einem Polynom n-ten Grades. Wegen der Induktionsvoraussetzung zerfallt dieses
in ein Produkt von Polynomen ersten Grades, also auch p. q.e.d.
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Definition 6.20 (Tangens und Cotangens).

tan : C\ ( + Zﬂ') —-C, =~ sin(z) cot : C\ (Zn) - C, z— C9S(x).
cos(z) sin(z)
Beachte tan(z + ) = 2:;((21 )) :i:;(( % tan(z) und cot(x + 7) = cot(x).

Satz 6.21. (i) tan: (—%, %) — R st streng monoton steigend, stetig und bijektiv.
(ii) cot: (0,7) = R, x> cot(z) ist streng monoton fallend, stetig und bijektiv.

Beweis: Auf z € (0, §) ist sin streng monoton steigend und cos streng monoton fallend
und beide positiv. Also ist tan streng monoton steigend und positiv. Aus tan(—z) =
—tan(z) folgt, dass tan auf (—% %) streng monoton steigend ist.

Fiir v ¢ 57 gilt cot(x) = tan(x) und fiir ¢ 77 wegen Satz [6.14| (ix) tan(z — §) =
—cot(z). Also ist cot auf (0, 7) streng monoton fallend.

Beide Funktionen tan und cot sind wegen Beispiel (iii) stetig. Dann sind die
FOlgen (tan<%))n€Na ( tan(w - l))nENa (COt(g - %))nEN und (_ COt(_% + %))neN iden-
tische streng monoton fallende positive Nullfolgen. Dann gilt auch

lim tan(—3 + ) = lim cot(m — %) = —o0 lim Cot(TlL) = lim tan(§ — %) = 0

n—oo n—oo n—oo n—oo

Also sind tan : (=%, %) — R und cot : (0,7) — R wegen Satz surjektiv. q-e.d.

Die Umkehrfunktion von tan : (—3 %) — R und cot : (0,7) — R heiflen
Arcustangens : R — (=7, 7), x +— arctan(z)
Arcuscotangens : R — (0, 7), x —arccot(z).

Beide Funktionen sind wegen Satz streng monoton und wegen Korollar stetig.



Kapitel 7

Differenzierbare Funktionen
f R—K

7.1 Definition der Ableitung

Definition 7.1. Sei f : X — K eine Funktion auf einer Teilmenge X von R (bzw. C),
die eine Umgebung von xg € X ist. Dann heifit f im Punkt xo (komplex) differenzierbar,
wenn es ein f'(xg) € K gibt, so dass die folgende Funktion stetig in xq ist:

f@)—f(=zo) r

X =K z~ ra U T 7 To

fl(xo)  fiirx = xg
Wenn X offen und f in allen x € X differenzierbar ist, heifit f differenzierbar und die
Funktion f': X - K, xw— f'(z)= %(x) heifit Ableitung von f.

Satz 7.2. Sei f im Punkt xq differenzierbar, dann ist f im Punkt xq auch stetig.

Beweis: F(a) — f(ao)
x)— f(x
f(x) = f(wo) + (w — wo) —————=.
r — Tg
Also folgt die Aussage aus den Rechenregeln fiir Folgen und daraus, dass = +— (z — z¢)
stetig ist. Hierbei benutzen wir das Kriterium (iii) aus Satz [5.14] q.e.d.

Definition 7.3. Das Differential von f im Punkt xq ist die lineare Abbildung
df (zo) : R =K, hws f'(zo)h. Die Gerade {(z,y) € R? | y = f(xo) + (x — x0) f'(x0)}
heifit fir K =R Tangente an den Graphen von f im Punkt (xq, f(zo)). Dabei ist

Graph(f) = {(z,y) € R* | y = f(x)}.
Die Sekante durch zwei Punkte (xq, f(xo)) # (21, f(x1)) des Graphen ist gegeben durch
{(z,y) e R? |y = f(z0) + £=25(f(21) — f(=0))}-

71
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Im Grenzwert x; — zo 'konvergiert’ die Sekante durch (xo, f(zo)) und (z1, f(x1))
gegen die Tangente an den Graphen von f im Punkt (xo, f(z0)).

_ 1 "
Beispiel 7.4. (i) f(x) = |z|. Fir zo = 0 st Jl@) = J(0) = fZ.L'T’SL’ >0 Also
x—0 -1 fiirx <0.
st f im Punkt xq = 0 stetig aber nicht differenzierbar.
(i) f(z) = ¢ = {82 — o fiir glle & # xo. Also ist f differenzierbar mit f'(x) = 0.

T—x0

(iii) f(z)=2= L@=1w0) — 1 fiir alle x # xo. Also ist f differenzierbar mit fl(x)=1.

T—xQ

(iv) f(z) =a"™ firn e N, = L@=S@0) — yn—1 4 g ign=2 4 4 2= fiir alle @ # .

T—x0

Also ist f differenzierbar mit f'(z) = nz™ '

(v) Sei f(z) = > ", a,a" eine Potenzreihenfunktion mit Konvergenzradius R > 0.
Dann ist %:g(o) =30 apx™ =32 Jany12" auch ein Potenzreihe mit Kon-
vergenzradius R und wegen Satz (iv) stetig. Deshalb ist f in x = 0 diffe-
renzierbar mit f'(0) = ai. Aus Satz[4.2§ (ii) folgt, dass f fir alle z € B(0, R)
in x differenzierbar und die Ableitung f'(x) gegeben ist durch die Potenzreihe
fz) =300 (" anpa™ = 3007 naya™t mit Konvergenzradius R.

(vi)

(vii)

(viii)

B e (_1)k2kx2k—1 & (_1)lx2l+1 B .
_Z— ;W——Sm(x).

7.2 Rechenregeln der Ableitung

Satz 7.5 (Leibnizregel). Seien f,g : X — K in xy differenzierbar und A € K. Dann
sind auch die Funktionen \f, f + g und f - g in x¢ differenzierbar und es gilt

(Af) (zo) = Af' (o) (f +9)(20) = f'(20) + ¢'(20)
(f - 9) (x0) = f'(w0)g(x0) + f(0) - ' (w0).
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Wenn f(xo) # 0 dann ist X' = f~1K \ {0}] wegen Satz[7.9 eine Umgebung von x

und % X =K, o+ % in xo differenzierbar mit (%)/ (20) = _J{;((i(())))

Beweis: Es gilt

Af () — Af (o) _ )\f(fﬂ) — f(xo) und
£(0) + 9(x) ~ (o) + ga0)) _ 1)~ J(oo)  ga) — gla) -
f(I)g(Il—_J;(Oxo)g(xo) _ f(“;): : islio)g@) 4 9(2 : i(()x())f(xo) und
< 11 ) 1 fl@)— f(#o)
f(x)  f(xo) ) x— o f(@) f(wo) (2 — wo)
Also folgt die Aussage aus Beispiel und Satz[7.2] q.e.d.

Satz 7.6 (Kettenregel). Seien f: X — Y und g : Y — K Funktionen und X C R eine
Umgebung von xo und Y C R eine Umgebung von f(xy). Wenn f in xy differenzierbar
ist und g in f(xo), dann ist g o f in xo differenzierbar mit

(g0 f) (o) = g'(f(x0))f (o).
g(f(x)) = 9(f(xo)) _ g(f(x)) = 9(f(x0)) f(x) = f(xo)

—9(
T — X f(z) — f(xg) T — X
ken Faktor fur f(x) = f(xg) = yo durch ¢'(yo) ersetzen. Dieser linke Faktor ist die
Komposition von z — f(z) mit y — g(y)fz(()yo) fiir y # yo und yo — ¢'(vo), also wegen

Beweis: , wobei wir den lin-

Satz und Satz in x( stetig. Also folgt die Behauptung aus Beispiel [5.19.q.e.d.

Satz 7.7 (Ableitung der Umkehrfunktion). Sei f : X — Y eine bijektive Funktion von
einer Umgebung X C R wvon xg auf eine Umgebung Y C R von yo = f(zo). Wenn f
in xo differenzierbar ist mit f'(xq) # 0 und entweder f auf X oder f=1 in yo stetig ist,
dann ist auch f~' in yo differenzierbar mit (f=1) (yo) = m

') = o) @ — o

Y — Y _f(ﬁ)—f(fo)

beiden folgenden Funktionen ist die Komposition von y — f~!(y) mit der zweiten

Bewelis:

fir y = f(z) und yo = f(xg). Die erste der

1

-1 _fr—1 .. T—T =
o [ wygn | [y e 0 4
o fiir y = yo :

yaen) fiir x = g

Der Satz folgt aus Korollar [5.16] Beispiel (iii) und Korollar [6.4] q.e.d.
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Beispiel 7.8. (i) hRT - R, =z~ In(z)

1 1 1
In'(x) = = = — mit exp(y) = x.
oxp'(y)  exply) @
(ii) arcsin: [~1,1] = [~7,5], o+ arcsin(x)
. 1 . 5
arcsin’(z) = = = mit sin(y) =z und z° # 1.

cos(y) 1—1x

(iii) arccos: [—1,1] — [0,7], x — arccos(x)

-1 ~1
aI"CCOS/ T) = — = mit cos =x und CEQ 1.
() ) - ie (y) 7#

(iv) “: Rt >R, z—a2*ack

= Qx

581Q

(-%)'(z) = exp(eIn(z))" = exp(avIn(x)) -
(V) a :R—=R, z+—a",a€cR".
(@) (z) = exp(z - In(a)) = exp(zIn(a)) - In(a) = In(a) - a®.

(vi) Quotientenregel. Seien f und g in xo differenzierbar und g(xy) # 0. Dann ist

% mn xq differenzierbar und es gilt

(5)'(%) _ <f ' é)'(m _ ['(wo) (o) /(o) = f'(x0)g(0) — f(xo)g'(x0)

glz0) ~ g%(x0))” g2(o)
(vii) x> tan(z) = 2:;((?)
tan(z) = S2@) Cos(x)cgsf(i;l)("”)(_Si“(x)) — 1 4 tan2(z) = Cosi =
(viii) = — cot(z) = ::E:f))
ot () — —5) sinig?(—x():os(x)cos(x) - eott(e) sir;(lx)
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(ix) arctan:R — (%,2), z +~ arctan(z)

1 1

=13 —y =152 mit tan(y) = .

arctan’(z)

(x) arccot : R — (0,7), x> arccot(x)

= T it cotl(y)
= = mit cot(y) = x.
1+ cot?(y) 1+ 22 Y

arccot’ ()

1 ’ 1
(xi) log,R" - R, x> log,(z) log (x)= ( n(a:)) = —
(xii) z*:RT - RY, x> a”

(2%) = exp(z - In(z)) = exp(z - In(z)) (ln(x) + xi) = (In(z) +1) - 2".

a?sin (L) fir o #0

T

(i) () = {0 fiir x = 0.

) — xlirgli xQSiZ(%) = xlirélixsin (H)=0 firz=0 ‘
2x sin (%) — oS (%) fiir x # 0.

Diese Funktion ist zwar differenzierbar, aber f' ist im Punkt x = 0 nicht stetig.

7.3 Mittelwertsatz und Monotonie

Definition 7.9 (lokale Maxima und Minima). Eine reelle Funktion f : (a,b) —
R, x— f(x) hat bei zy € (a,b) ein lokales Mazimum bzw. Minimum, falls es ein
e > 0 gibt, so dass f(x) < f(xo) bzw. f(x) > f(wo) fir alle x € (xg — €,z + €) gilt.

Wenn fiir eine bei z differenzierbaren Funktion f’(z() nicht verschwindet, dann
gibt es ein € > 0, so dass |%ﬁ:§x°) — fl(xo)| < |f'(mo)] fiir alle z € (z9 — €, x0 +€) gilt.
Dort hat %ﬁéx“) das gleiche Vorzeichen wie f’(z¢). Dann gilt entweder f(z) < f(zo)
fir z € (zg — €,m9) und f(z) > f(xo) fir x € (xg,70 + €) oder f(x) > f(xo) fir
x € (z9 — €,20) und f(z) < f(xo) fiir x € (x9, o + €). Eine differenzierbare Funktion
kann also nur an den Nullstellen der Ableitung lokale Extremwerte besitzen.

Definition 7.10 (kritischer Punkt und kritischer Wert). Eine Nullstelle der Ableitung
einer differenzierbaren Funktion heifst kritischer Punkt. Der entsprechende Funktions-
wert heifst kritischer Wert.
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Kanditaten fiir die Minima und Maxima einer stetigen Funktion f : [a,b] — R sind
(i) Kritische Punkte in (a,b)
(ii) Randpunkte, also entweder a oder b
(iii) Punkte in (a,b) an denen f nicht differenzierbar ist.

Satz 7.11 (Satz von Rolle). Sei f : [a,b] — R stetig und auf (a,b) differenzierbar.
Falls f(a) = f(b), dann ezistiert ein xo € (a,b) mit f'(xy) = 0.

Beweis: Wegen Korollar [5.17] gibt es z1, 22 € [a,b] mit f(z1) < f(z) < f(z2) fiir alle
x € [a,b]. Wenn z; und x5 beide am Rand liegen x1, 22 € {a,b} dann muss f konstant
gleich f(a) = f(b) sein. Also gilt dann f’(z) = 0 fiir alle x € (a,b). Andernfalls muss
es einen lokalen Extremwert in (a,b) geben, an dem die Ableitung verschwindet.q.e.d.

Satz 7.12 (Verallgemeinerter Mittelwertsatz). Seien f,g : [a,b] — R stetig und auf
(a,b) differenzierbar. Dann existiert ein xo € (a,b) mit

(f(B)=f(@)g (z0) = (9(b)=g(@)) f'(w0) fiir g(b) # g(a), g'(wo) #0 Lp=Lled — Llro,

Die Tangente an {(f(z),g(z)) € R* | z € [a,b]} in (f(z0),g(z0)) verlduft also
parallel zu der Verbindungsgeraden der Endpunkte (f(a),g(a)) und (f(b), g(b)).
Beweis: z — (f(b) — f(a))g(x) — (g(b) — g(a))f(z) erfiillt die Vorraussetzungen von

Satz [7.11] Die Ableitung ist Null fiir f(b) — f(a))g'(zo) = (9(b) — g(a))f' (o). q.e.d.

Satz 7.13 (Mittelwertsatz). Sei f : [a,b] — R, =z — f(x) stetig und auf (a,b)
f(®)—f(a)

differenzierbar. Dann existiert ein xo € (a,b) mit f'(x) = Z5=-".

Beweis: Wende den verallgemeinerten Mittelwertsatz auf f und 1,4 an. q.e.d.

Satz 7.14 (Schrankensatz). Eine auf (a,b) differenzierbare stetige Funktion f : [a,b] —
R ist genau dann lipschitzstetig, wenn die Lipschitzkonst. L > |f'(x)| fir alle z € (a,b).

Beweis: Fiir x < y € [a, b] gibt es wegen dem Mittelwertsatz ein x¢ € (x,y) mit f(y)—
f(z) = f'(x0)(y — x). Dann folgt |f(y) — f(z)| < Lly — 2| aus |f'(xo)| < L. Umgekehrt
folgt | f(x)] = limy, |[{=L2) < L aus |f(y) — f(x)| < Lly — 2|, q.e.d.

Satz 7.15 (Ableitung und Monotonie). Sei f : [a,b] — R stetig und auf (a,b) diffe-
renzierbar. Dann gilt

(i) f'(x) =0 fir alle x € (a,b) <= f ist konstant.
(ii) f'(z) > 0 fir alle x € (a,b) <= [ ist monoton steigend.

(iii) f'(z) <0 fir alle x € (a,b) <= f ist monoton fallend.
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(iv) f'(x) >0 fir alle x € (a,b) und der Abschluss der Menge {x € (a,b) | f'(x) > 0}
ist [a,b] <= f ist streng monoton steigend.

(v) f'(z) <0 fir alle x € (a,b) und der Abschluss der Menge {z € (a,b) | f'(x) < 0}
ist la,b] <= f ist streng monoton fallend.

Beweis: Weil eine Funktion genau dann konstant ist, wenn sie monoton steigend und
monoton fallend ist, folgt (i) aus (ii) und (iii). Wir beweisen nur (ii) und (iv). Fur
a <z <y<berfillt f: [z,y] - R die Voraussetzungen des Mittelwertsatzes. Aus
f'(xo) > 0 fir alle zy € (a,b) folgt f(y) — f(z) > 0, und f ist monoton wachsend.
Umgekehrt folgt f(xzo) > f(x) fir ein x > xg aus f'(zg) < 0 und f ist nicht monoton
steigend. Es folgt (ii). Monoton wachsende f sind genau dann streng monoton, wenn es
kein a <z <y < b gibt mit f(z) = f(y). Auf [x,y] ist dann f konstant und f'(z) =0
fir z € (z,y). Weil jede offene Menge ein solches Intervall enthélt folgt (iv).  q.e.d.

Korollar 7.16 (Isolierte kritische Punkte). Sei f : (a,b) — R differenzierbar und
xo € (a,b) ein kritischer Punkt.

(1) Sei f" bei xq differenzierbar und f"(x¢) > 0. Dann ist xy ein lokales Minimum.
(ii) Sei f' bei xy differenzierbar und f"(x¢) < 0. Dann ist xo ein lokales Mazimum.

(iii) Wenn es ein € > 0 gibt, so dass f'(x) <0 fir x € (xg — €,x0) und f'(x) >0 fir
x € (xo,x0 + €) gilt, dann ist xo ein lokales Minimum.

(iv) Wenn es ein € > 0 gibt, so dass f'(x) > 0 fir z € (xg — €, 20) und f'(x) <0 fir
x € (xo,x0 + €) gilt, dann ist xo ein lokales Maximum. q.e.d.

Beispiel 7.17. Die Funktion f : R - R, x> (x+ 1)e™® hat die Ableitung f'(x) =
(1= (z+1))e ™ =—ze ™. Also ist sie auf (—o0,0] streng monoton wachsend und auf
[0,00) streng monoton fallend. Insbesondere ist f(0) = 1 ein globales Mazimum. Also
gilt v +1 < €® fiir allex € R und y < e¥~! fiir alley =z +1 € R.

7.4 Regel von de L’Hopital

Definition 7.18 (Grenzwerte von Funktionswerten). Fir eine Funktion f : (a,0) — K
existiert der Grenzwert lierf(x) genau dann, wenn fir ein f(a) € K die Funktion
T—a

" b
T {f(x) fiir € (a,) stetig bei © = a ist. Wir schreiben dann lim f(z) = f(a).

fla) firz=a z—ra+

Der analoge Grenzwert x — b wird mit lim, ,,_ f(z) bezeichnet. Aufgrund der
Definition der Stetigkeit existiert der Grenzwert lim,_,,. f(x) also genau dann, wenn
es ein f(a) € K gibt, so dass fiir jedes € > 0 ein 6 > 0 gibt mit den aus |z — a| <
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folgt |f(z) — f(a)| < e. Wegen Satz ist das aquivalent dazu, dass fiir jede Folge
(Zn)nen in (a, b), die gegen a konvergiert, die Folge (f(z,))nen gegen f(a) konvergiert.

Satz 7.19 (1. Regel von de L’Hopital). Seien oo < a < b < oo und f und g auf
(a,b) differenzierbare Funktionen mit limJr flz)=0= 1im+g(x). Wenn der Grenzwert
T—ra Tr—a

lim m existsiert, dann existiert auch lim @) und es gilt lim f@) _ iy L :(x).
z—a+ 9 z) r—ra+ 9(z) r—a+ 9(z) z—a+ 9 (z)
Bemerkung 7.20. Wenn die Grenzwerte lim f'(z) und hm+ g'(z) existieren und der
ZD—}CL r—ra
F@ e f@) _ ae ] @
zweite nicht verschwindet, dann existiert auch lim == mit lim =
s—at+ 9 () r—at 9 @) L g’ (@)

Beweis: Wenn der Grenzwert lim,_,,+ % existiert, ist ¢'(x) # 0 fiir € (a,V’) mit
a <O <b. Aus dem Mittelwertsatz folgt g(x) = g(x) — g(a) # 0 fiir © € (a,V'). Die
auf [a,b') stetig fortgesetzten Funktionen f und g erfiillen die Voraussetzungen des
Verallgemeinerten Mittelwertsatzes. Deshalb gibt es fiir jedes x € (a,¥) ein xy € (a,x)

so dass % = ’; Eig:g ((Z)) =g E;O) gilt. Wenn also der Grenzw/ert lim, .y f ,83 existiert,
dann existiert auch der Grenzwert lim, ., gEa:) = lim,_qy ch /Eg q.e.d.

Satz 7.21 (2. Regel von de L’Hopital). Unter derselben Voraussetzung wie bei der

1.Regel von de L’Hopital, nur gelte lim g(x) = oo statt lim f(z) = lim g(z) =0,
r—a-+ r—a+ r—a+

qgilt dieselbe Schluffolgerung.

Beweis*: Wenn lim,_,,4 % existiert, gibt es b’ € (a,b) mit ¢'(z) # 0 fir x € (a,b’).

Fira < z <y < b folgt g(y) # g(r) aus dem Mittelwertssatz, und wegen dem

verallgemeinerten Mittelwertsatz gibt es o € (z,y) mit L=/ — 7 (@0) Wenn f und g

g(@)—g(y) — g'(zo)
die Vorraussetzungen der 2. Regel von de L’ Hopltal erfiillen, dann gibt os fiir jedes e > 0

ein y € (a,b'), so dass es fiir alle zg € (a,y) gilt |f x(’) — o] < § mit o =limg %.
Dann folgt a — § < % < a+ 3§ firalle v € (a, y). Wegen lim, ., g(z) = oo gibt

es ein yy € (a,y) so dass fiir alle z € (a,yo) gilt g(x) > max{g(y),0}. Daraus folgt

<a - f) (g(x) — g(y) + f(y) < f(z) < (a - g) (9(x) = g(y)) + f(y) oder

2
ey JW -9 (a-5) fl=) e\ fly) —9ly) (a+5)
AR R A ) R T
Wegen lim,_,, g(x) = oo gibt es dann auch ein y; € (a, ), so dass fiir alle z € (a,y;)

gilt  —e < fgz; < a+ e Also gilt limg,q Hzo) limg, —yart ];Emgg q.e.d.

g(m
Die analogen Aussagen fiir die Grenzwerte Oflmxﬁb_ gelten natiirlich auch. Grenz-
werte der Form lim,, . f(x) bzw. lim,_,._ f(z) definieren wir als die Grenzwerte
lim, ,o_ f(1/x) bzw. lim, o, f(1/2). Wegen der Kettenregel gilt dann

? (%) = 2 G (FIE) =100,
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Deshalb gelten die analogen Aussagen auch fiir diese Grenzwerte.

7.5 Konvexitit und Ableitungen

Definition 7.22. Eine reelle Funktion auf einem Intervall heifst konvex bzw. streng
konvex, wenn fir alle a # b im Definitionsbereich und alle t € (0,1) folgendes gilt

f((1=t)a+tb) < (1 —t)f(a)+tf(b) bzw. f((1—1t)a+1tb) < (1—1t)f(a)+tf(D).
Satz 7.23. Fiir eine reelle Funktion f auf einem Intervall I ist folgendes dquivalent:

(i) [ ist konvex
f@) = fa) _ S0~ fla)

<

(ii) Fir [a,b] C I und x € (a,b) gilt

T—a b—a
(i) Fir [a,b) C T und « € (a,b) gilt L (bg) - Z: @/ (bl)) - i @),
(iv) Firla,b] C I und x € (a,b) gilt f@; : g(a) < f(b[)) : i(m)

Die analogen Aquivalenzen zu streng konvex gelten, wenn < durch < ersetzt wird.

Beweis: Wir konnen wegen der Symmetrie (a, b, t) <> (b,a,1—t) in (i) a < b annehmen.
Dann sei v = (1 —t)a+tb € (a,b) &t = =2 € (0,1). Also ist (i) dquivalent zu

b—x T —a

b—af<a>+ b—a

flz) < fo) e (b-a)f(x) <(b—2)f(a)+ (x—a)f ).

Ersetzen wir entweder (b—z) = (b—a) — (x —a), oder (x —a) = (b—a) — (b—z) oder
(b—a)=(b—x)+ (z — a), dann ist diese Ungleichung dquivalent zu

(b—a)(f(z) = f(a)) < (x = a)(f(b) = f(a)) & (i)
(b —a)(f(z) — f(b)) < (b—2)(f(a) — f(D)) & (i)
(b—z)(f(z) = f(a)) < (z —a)(f(b) — f(x)) & (iv).
Die analogen Aussagen fiir streng konvex lassen sich genauso beweisen, wenn wir alle
Ungleichungen < durch < ersetzen. q.e.d.

Korollar 7.24. Fiir eine stetige reelle Funktion auf einem Intervall I, die im Inneren
von I differenzierbar ist, ist folgendes dquivalent:

(i) f ist (streng) konvex
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(ii) f' ist (streng) monoton wachsend

Beweis: (i)=-(ii): Seien a < x < b Punkte im Inneren von I. Die Grenzwerte © — a+

in (ii) und = — b— in (iii) aus Satz[7.23|zeigen f'(a) < % < f'(b) und damit (ii).

(il)=(i): Fiir [a,b] C I und z € (a, b) gibt es wegen dem Mittelwertsatz y € (a,x) und
z € (z,b) mit % = f'(y) < f(z) = % Aus Satz|7.23| (iv) folgt (i). q.e.d.

Korollar 7.25. Fiir eine stetige reelle Funktion auf einem Intervall, die im Inneren
zweimal differenzierbar ist, ist folgendes dquivalent

(1) f ist (streng) konver.

(i) f"(x) > 0 im Inneren des Intervalls (und der Abschluss der Menge {z | f"(x) > 0}
ist das ganze Intervall).

Dieses Korollar folgt sofort aus Korollar und Satz [7.15] q.e.d.

Wenn wir die Ungleichungen zwischen den Funktionswerten alle umdrehen, so er-
halten wir die analogen Aussagen fiir konkave Funktionen. Also ist eine Funktion f
genau dann (streng) konkav, wenn die negative Funktion — f (streng) konvex ist.

Ubungsaufgabe 7.26. Zeige, dass die Umkehrfunktion einer (streng) konvexen bijek-
tiven (streng) monoton wachsenden Funktion (streng) konkav ist.

Beispiel 7.27. (i) f(z) = 2?> = f” = 2. Also ist [ streng konvez.
(i) f:Rf - Rf, 2~ Vo= f"= 4;71/2. Also ist f streng konkav.
(iii) exp: R = R, 1z exp(x) = exp” = exp. Also ist exp streng konvez.

(iv) In:RT - R, 2~ In(z) = In"(z) = —=. Also ist In streng konkav.

7.6 Konvexitit und Ungleichungen

Satz 7.28 (Ungleichung von Jensen)® Sei f eine reelle konvere Funktion auf einem
Intervall. Seien x1,...,x, im Definitionsbereich und \i,...,\, positive Zahlen, die
A+ ...+ A, =1 erfillen. Dann gilt

Wenn f streng konvex ist, dann gilt Gleichheit nur fir x1 = x9 = ... = x,.
Beweis™: durch vollstdndige Induktion:

(i) Fiir n =1 muss A\; = 1 sein, so dass die Aussage klar ist.
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(ii) Die Aussage gelte fiir n € N. Seien @1,...,2,41 und Ay, ..., Ay wie gefordert.
Dann definieren wir A = A\ +... + A, und = = %xl + ...+ )‘T”:Cn Also gilt
Aps1 =1—Aund % +...+ AT” = 1. Dann folgt aus der Induktionsvoraussetzung
flz) < % f(@1)+...+ 3 f(x,). Wenn [ streng konvex ist, dann gilt Gleichhheit

nur fir x; = ... = x,. Weil f konvex ist folgt aber f(Az + (1 — N)xpq1) <
AM(x)+ (1 =N f(zpy1) < AMif(xr) + ..o+ A1 f(2n41). Wenn f streng konvex
ist, dann gilt Gleichheit wieder nur fir x, .1 =r =2, = ... = x,. q.e.d.

Korollar 7.29 (Ungleichung arithmetisches-geometrisches Mittel)* Seien Ai,..., A\,
positive Zahlen mit \1 + ...+ X, = 1. Dann qilt fir positive Zahlen x4, ..., x,

x?lxég . x;\l" < Mz 4+ .. F AT
Insbesondere qilt /xy---x, < W Gleichheit gilt nun fir x1 = xo... = x,.
Beweis*: — In ist streng konvex. Also folgt aus Jensen’s Ungleichung

—In(Mzy+ ..o+ zy) < —Ailnzp — .= N\ Inx,
< Mlnz;+ ...+ A Inz, <In(Ajzg + ... 4+ \xy)

Wegen der Monotonie von exp folgt:

xi\l st =exp(MInzy 4.+ N Inay) < May L+ A, q.e.d.
Ersetzen wir zq,...,z, durch yi/h, e ,y;,/)‘" so erhalten wir

Korollar 7.30% Seien Aq,..., \, positive Zahlen mit Ay + ...+ X\, = 1. Dann gilt

Yo Yy < Alyi//\l + o Ayt
fiir alle yq, . ..,y, € RT. Gleichheit gilt nur fiir yi/’\l = y21/’\2 =...= y,l/)‘". q.e.d.

Korollar 7.31 (Young’sche Ungleichung). Seien p,q € Rt mit i + é = 1. Dann gilt

1 1
vy < —aP + —y?  fiir alle z,y € RY und Gleichheit nur ¥ = 3.
p q

Beweis: Wegen der strengen Monotonie von In ist diese Ungleichung dquivalent zu
In(zy) = ]%ln(a) + %ln(b) <In (%a + éb) =In (é:rp + %yq) mit a = 2P und b = y*.

WEeil In streng konkav ist, gilt diese Ungleichung und Gleichheit nur fiir a = b. q.e.d.
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7.7 Taylorreihen

Auf offenen Intervallen I (Teilmenge von R) ist die Ableitung f’ einer differenzierbaren
Funktion f wieder eine Funktion auf I. Die Bildung der Ableitung ist also eine lineare
Abbildung %, die differenzierbaren Funktionen auf I, Funktionen auf I zuordnet. Wenn
die Ableitung wieder differenzierbar ist, kénnen wir diese Abbildung nochmal anwenden
und erhalten (%)2 f = f" die zweite Ableitung von f. Durch n—faches Anwenden
erhalten wir gegebenenfalls dann die n-te Ableitung (-£)" f = f(").

Definition 7.32. Fir alle n € Ny und alle offenen Teilmengen I C R sei C™(I) die

Menge aller n-mal stetig differenzierbaren reellen Funktionen auf I, und C*(I) die

Menge aller beliebig oft differenzierbaren reellen Funktionen auf I.
Cy=C')>CYI)>...oC™I)>...>C>®()

Beispiel 7.33. (i) exp € C*°(R), weil exp™ = exp.

(ii) fir allen € Ny ist x — 2™ € C®°(R), weil (™)™ = n! und (2™)™ = 0 fir m > n.

(iii) fir allen € N ist x+— 27" € C®(R\ {0}), weil (z +— 7)™ =

. (—n)(—n—1)...(—mn—m+1) _(—1)

(m+m—-1)(n+m—2)...n
pntm ’

$n+m

1) — 1)!
(iv) In € C®(R) weil In™ (z) = (=)™ (m = 1) firm > 1 und mit 0! = 1.
:L-m

Ubungsaufgabe 7.34. Zeige mit vollstindiger Induktion fir alle n € N:

d” .
(i) d—f = E <Z) F® =) fiir alle f,g € C™(I) (Verallgemeinerte Leibnizregel).
xn
k=0

(ii) C™(1) ist eine Unteralgebra von C(I).
Aus der Rechenregel und der Kettenregel folgt auch

Korollar 7.35. (i) Die Komposition von n-mal (stetig) differenzierbaren Funktionen
ist wieder n-mal (stetig) differenzierbar.

(ii) Die Umkehrfunktion einer n-mal (stetig) differenzierbaren bijektiven Funktion ist

n-mal (stetig) differenzierbar, wenn die Ableitung keine Nullstellen hat. q.e.d.

Definition 7.36. (Taylor-Polynom) Sei f : 1 — R in xq n-mal differenzierbar, d.h.
es gibt eine offene Umgebung O C I von xg, so dass die Einschrinkung von f auf O
in C"1(O) liegt, und fV in xy differenzierbar ist. Dann heift

L) = flan) + (2 = m0) () + 2700

das Taylorpolynom von f der Ordnung n in xg.

fP o) + ..+ @;#)nf(”) (20)
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Offenbar hat das Taylorpolynom der Ordnung n in z die gleichen Ableitungen bis
zur Ordnung n wie f an dem Punkt xg. Es ist das eindeutig bestimmte Polynom vom
Grad n, das an der Stelle 7 die Ableitungen f(x), f(z0), ..., f™(x0) besitzt:

p(x) = cotcr(x—z0)+. . ACp(z—10)" = p(0) = co, pV(w0) = ¢4, ..., p™ (20) = nley.

Satz 7.37 (Taylorformel). Sei f € C"((a,b)) auf (a,b) n+1-mal differenzierbar. Dann
gibt es fir jedes o # x € (a,b) ein £ € (xo, ) bzw. £ € (x,20), so dass

FD(E)
(n+1)!

f(x) =T (z) + (z — o)™ gilt.

Beweis: Sei = € (a,b) und g(t) =3 ,_, %(w — t)* fiir t € (a,b). Dann gilt

n o p(k+1) n (k) (n+1)
e D e (R

k=0 k=1

AuBlerdem sei h(t) = (z — )" und W (t) = —(n + 1)(z — t)". Dann folgt aus dem
verallgemeinerten Mittelwertsatz, dass es ein € € (g, x) bzw. £ € (zg, x) gibt mit

(9(x) = g(w0)) ' (§) = (A(x) — h(x0))g'(€)-

Es gilt aber g(x) — g(:c(})(: {((x))(— Tn’? ((x) und)h(m) —Jil((x(]g(:)—(x — )", Also
n+1€ .T—£n$—$0n+1 n—i—lg
folgt - J(x) = Tnan(z) = nl(n+1)(z =& T (n+1)

n+1

(x —x0)""". q.e.d.

Definition 7.38 (Taylorreihe). Fir f € C*((a,b)) und xy € (a,b) heifit die Potenz-

rethe %(x — x9)" Taylorreihe von f in xy.
n=0

Fir f € C*((a,b)) und xg,z € (a,b) gibt es drei Moglichkeiten:
(i) Die Taylorreihe von f in xy konvergiert an dem Punkt x gegen f(x).
(ii) Die Taylorreihe von f in xy konvergiert an dem Punkt z, aber nicht gegen f(x).
(iii) Die Taylorreihe von f in zg konvergiert an dem Punkt z nicht.

Korollar 7.39. Sei f € C*((a,b)) und x # o € (a,b). Dann konvergiert die Taylor-
rethe von f in xo an dem Punkt x gegen f(x), wenn auf & € (xg,x) bzw. (x,x0) die
Folge ('ﬂ;ﬂm — 29" )nen, gleichmdfig gegen Null konvergiert. q.e.d.
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Beispiel 7.40.

0 firz <0

{e_alc fiir x >0

1y —1 .
fW(z) = pu(5)e”=  firz >0
0 firx <0
mit einem Polynom p, vom Grad 2n, das induktiv definiert ist durch
Par1(3) = 2 (0a(3) = p0(3))s po = 1.

Wegen der 2. Regel von L’Hopital und der Monotonie von e* gilt fiir o, B > 0:

i oz _ _z —exp(—x_‘*) — i — Inz) ) _
xli%i e zg%l+ a 0’ :vlif(I)lJr gjﬁ - P (JL%L v (1 + Bma)) =0
Lo firx >0
Fiir allen € N ist dann x — < *" ) stetig, und wegen dem Mittelwertsatz
0 firx <0

f € C*(R). Die Taylorreihe von f verschwindet bei xqg = 0 mit allen Ableitungen.

Satz 7.41% Sei (fn)nen eine Folge von Funktionen in C((a,b)) eines beschrinkten
Intervalles (a,b), die fir ein xo € (a,b) punktweise konvergiert. Wenn die Folge (f])nen

aufSerdem gleichmdfSig gegen g konvergiert, dann konvergiert (fy)nen gleichmdfig gegen
eine Funktion f € C'((a,b)) und es gilt f' = g.

Beweis*: Wegen dem Mittelwertsatz gilt fiir alle z, 29 € (a,b) und alle n,m € N

(@) = [ (@) < [ fulwo) = fin(2o)| + |2 — ol sup{[ [ (y) = £, ()] | y € (a,b)}.

Wegen Satz konvergiert (f,)nen gleichmifBig gegen eine Funktion f € C((a,b)).
Wegen dem Mittelwertsatz gibt es fiir alle z # =1 € (a,b) eine Folge (&,)nen in (x, 1)
bzw. (x1,x), so dass f,(x) — fo(x1) = (x — 21) f} (&) fiir alle n € N gilt. Wegen dem
Auswahlprinzipien von Bolzano-Weierstra$ gibt es eine konvergente Teilfolge von (&, ),
mit Grenzwert & € [z, x| bzw. £ € [z, z]. Wegen

(&) = 9(O] < [£1(&n) — 9(&a)| + l9(&n) — 9();

und weil g wegen Satz stetig ist, konvergiert die Folge (f;,(&,)),n gegen g(§). Also
konvergiert (f,(x)),cy gegen f(z) = f(z1) + (# — 21)g(§). Aus der Stetigkeit von g
folgt, dass f bei x; differenzierbar ist und g(z;) die Ableitung f'(x;) ist. q.e.d.

Korollar 7.42% Sei (3 f!)nen eine gleichmaflig konvergente Reihe in C(I) auf einem
beschranktem Intervall I und (Y fu(%o))nen konvergent mit xo € I. Dann konvergiert

(3~ fa)nen gleichmifiig gegen eine Funktion f € CY(I) und (3. f!)nen gegen f'.q.e.d.
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Korollar 7.43 (Satz von Borel)! Sei (ay)nen, eine beliebige Folge in R. Dann gibt es
eine Funktion, deren Taylorreihe bei xo = 0 gleich >, sax™ ist, und die auferhalb von
(—2,2) verschwindet. D.h. alle Potenzreihen sind Taylorreihen einer solchen Funktion.

Beweis™:
1 fir |z] <1
Sei  h(x) =< exp <exp <|$_|_11> : 2:‘193') fir 1 < |z| <2
0 fir 2 < |z|

Dann ist A € C*°(R) eine 'Hutfunktion’, die aulerhalb von (—2,2) verschwindet, und
die auf [—1, 1] gleich 1 ist. Fiir alle n € N existiert dann eine Konstante M,, > 0

Mn = ma’X{thHooa ||h/n||<>07 ) ||h£Ln_1)||OO}

mit h, : R - R, x+ 2" h(z). Dann sei fiir eine beliebige reelle Folge (ay,)nen,

I (Co-x)  fiir alle n € Ny,

Cp = |an|M, +1 und falz) = 1o

0 firm#n

Auflerdem gilt
a, firm=n.

mmmmmemgummﬁ@@z{

m Qn CTTLn m Ay, MnCZLn C;n—i_l
1, = 190l o < Janl MaC

nlCn < — fiir alle n > m € Nj.

1
n!Cn nlCr — nl

Also konvergiert fiir alle m € Ny (2 f}bm))neNO gleichméBig. Wegen Korollar m konver-
gieren also fiir alle m € Ny die Reihen (Sf,)nengs (S )nengs - - - » (S Jnen, gleichmii-
Big gegen f, f/,..., f™. Also ist der Grenzwert f = > > f, eine Funktion in C*(R)
und es gilt f7™(0) = a,, fiir alle m € Ny. q.e.d.

Satz 7.44. Fir jede Potenzreihenfunktion f(x) = >~ a,x™ mit Konvergenzradius
R > 0 und jedes |zo| < R hat die Taylorreihe von f(x) in xy einen Konvergenzradius
nicht kleiner als R — |zo|, und konvergiert auf B(xo, R — |xo|) gegen f.

Beweis: Wegen Beispiel (v) stimmen bei zy = 0 die Ableitungen von f bis zur
Ordnung N mit den entsprechenden Ableitungen von Zg:o a,x™ iiberein. Deshalb sind

Tho = Ziv:o a,x™ die Taylorpolynome von f bei xqg = 0 und f ist dort die Taylorreihe.
Dann folgt die Aussage aus dem Identitétssatz fiir Potenzreihenfunktionen (ii). q.e.d.

Satz 7.45 (Abelscher Grenzwertsatz). Wenn die Potenzreihe (Y. anx™)nen, fir ein
x € K konvergiert, dann konvergiert die Potenzreihenfunktion t — a,(tz)" auf
t € [0, 1] gleichmdfig gegen eine stetige Funktion von [0,1] nach K.

n€Np
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Beweis: Indem wir a,, durch a,x™ ersetzen kénnen wir x weglassen. Zur Abkiirzung
setzen wir Sy, = ZT:nli +1 Gn- Wegen dem Cauchykriterium fiir Reihen gibt es fiir jedes
€>0ein N € N so dass |Sy,x| < € fiir alle m > N und alle k € N gilt. Dann folgt

m-+k
> ant" = Spat™ ! + (Sma = St 4 (S — Smp—)

n=m+1

— SmJ(tm—H o tm+2) + Sm,2 (tm+2 . tm+3) N Sm,k—l(tm+k—1 o tm+k) + Sm’ktm—l—k.

Fiir t € [0, 1] sind die hinteren Faktoren ¢™+1 —¢m+2 ¢m+2_ym+3 - gmtk=1_gm+k ymtk
alle nicht negativ und ihre Summe gleich "™ < 1. Aus |S,, x| < € folgt also

m—+k

Z oznzf'€

n=m-+1

< (T g gmA2 . gmrk g gmthy — gL < e fiir alle t € [0, 1]

Also konvergiert die Potenzreihe auf t € [0, 1] gleichméBig, und damit wegen Satz
gegen eine stetige Funktion. q.e.d.

Definition 7.46. Eine Funktion f € C*°(I) heifit reellanalytisch bei xq, falls die Tay-
lorrethe bei x¢ einen Konvergenzradius grofer als Null hat und auf einer Umgebung
von o gegen f(x) konvergiert. Sie heifit reellanalytisch, wenn das fir alle xo € I gilt.

Also sind alle Potenzreihenfunktionen im Inneren ihres Kovergenzbereiches reell-
analytisch. Umgekehrt sind alle reellanalytischen Funktionen Potenzreihenfunktionen.
Aus dem Identitéatssatz fiir Potenzreihenfunktionen folgt

Korollar 7.47% Zwei reellanalytische Funktionen in C*°((a,b)) stimmen genau dann
auf (a,b) dberein, wenn ihre Taylorreihen fir ein xo € (a,b) tibereinstimmen. q.e.d.

Beispiel 7.48. (i) Die Funktionen exp,sin, cos, x +— a®* und alle Polynome sind reell-
analytische Funktionen auf ganz R.

(ii) Wegen Satz[§.27 (iv) gibt es fir jede Potenzreihenfunktion f mit f(0) # 0 und
Konvergenzradius R > 0 ein r > 0, so dass |f(0}(_0];($)| < Lrl < 1 fir alle x € B(0,r)

= |£(0)
gilt. Weil v — Y 02 2" = = auf z € [0,1) stetig ist, konvergiert die Potenzreihen-
L1 oo (fO—f@)\n £ 1 1 _ 1
funktion w6y 3 oy )" fir @ € B(0,r) gegen wo5 o ez = - AU

dem Identitissatz fiir Potenzreihenfunktionen folgt, dass der Quotient zweier Potenz-
rethenfunktionen reellanalytisch ist, solange beide Potenzreihenfunktionen absolut kon-
vergieren und der Nenner nicht verschwindet. Also sind tan und cot und alle rationalen
Funktionen auf dem Definitionsbereich reellanalytisch.

(iii) Fir o € R und o € RY (fir a € Z auch xy € R™) hat die Potenzreihenfunktion

v f(z) = i (z) xg "™ mit (Z‘) _ola _71(121_1()0( = 1% +1)

n=0
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wegen dem Quotiententest den Konvergenzradius R = ———— =|zg|.  Die

lim o=

= [«  [a—1
Ableitung ist  x — E ( )nxg‘_"a:”_l =« E ( )xg‘_l_”x". Wegen
n n
n=1 n=0

(a;l)_ﬁ_(z:i):(a—1)(04—23;!..(04—71—1—1)(&_”_'_”):(z)

ist (zo + ) Yoo, (4 Ny e = 3000 (Y)ag"a". Dann erfillt f die Differential-

n=0 n n=0 \n

gleichung (zo + x)f' = af mit f(0) = af. Also verschwindet die Ableitung von

(& + 20) ['(x) — af ()

J(x) = (@ + 29)° 11 =0 mit g(0) =1.

_ [

xo + )

Dann folgt aus Satz[7.15 (i), dass f(z) = (x +x0)* fir alle |x| < zy gilt. Also sind fir
a € R die Funktionen x — x% auf R und fir o € Z auf R\ {0} reellanalytisch.

(iv) Fir alle xg € RT hat die Potenzreihenfunktion x — f(z) = — Z (—xz im Kon-

“—~ nzj

. _ . = (=) 1 , ,
veregemzbereich |x| < xzo die Ableitung f'(x) = HZ:; e R Also stimmt sie
mit f(x) = In(x+x¢)—In(zg) dberein. Deshalb sind sowohlIn also auchlog, auf R reel-

lanalytisch. Insbesondere folgt aus dem Abelschen Grenzwertsatz Y - (—n1)" = —1In(2).

(v) Die Ableitungen der Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktionen sind we-
gen (iii) im Inneren ihrer Definitionsbereiche reellanalytisch. Fiir alle |x| < 1 gilt

arcsin’(z) = i (_n%) (—=1)"z?" arccos’ () = — i (_n%) (1)

n=0 n=0
arctan’(z) = » _(—1)"2>" arccot'(z) = — » _(—=1)"z”".
n=0 n=0

Wegen Beispiel[T.4] (v) sind sie selber dann auch reellanalytisch. Fiir alle |x| < 1 gilt

O /—L\ (=1 np2ntl O /LN (L1 )ngp2ntl
arcsin(x) = Z ( n2) % arccos(x) = g — Z < n2) %

n=0 n=0
o (_1)nx2n+l T o (_1)nx2n+l
t =y tr)==—-y 2
arctan(z) Z 1 arccot(z) 5 Z ot 1

n=0 n=0
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Wegen Beispz'el gilt x > In(1 4 z) fir x > —1. Dann folgt
-1 13 2n-1 1 1 1
—1\" 2 —Inl==... — S — ... N
n(cr () m i)~ ((-2) 0=5) - (-30)

S A S A ST S R AN 1
=73 2 ) =T\ 12 n ) "\ Unti/):

Dann konvergieren aber die ersten beiden Potenzreihen auch fiir x = +1 und die letzten
beiden wegen der alternierenden Reihe von Leibniz. Wegen dem Abelschen Grenzwert-
satz gelten die obigen Gleichungen dann auch fir x = +1. Insbesondere ist

(1) (—h) ()
=4 =92 2 .
T ;Qn—i-l nZ:% n/)2n+1

(vi) 7 e s firxz >0
0 firx <0

(vii) Die Funktion x — > ", (nf’f;ll)! = <=L st auf ganz R reellanalytisch und hat dort
keine Nullstellen. Deshalb definiert f : R — R, x> eine Funktion in C*°(R).
er —

Die Ableitungen bei x = 0 heiffen Bernoulli Zahlen By = f(0) = 1,B; = f'(0) =
—2,.... Dann hat f die Taylorreihe f(zx) =Y o0  Bu= Aus (e — 1) f(z) = z folgt

ist reellanalytisch auf R\ {0}, aber nicht bei xq = 0.

n=0 n!
00 " o'} ann co n—1 Bk .
(=5) (E5) - S =

Wegen (ii) ist f reellanalytisch und es folgt fiir alle n € N die Rekursionsformel

n n—1
1 n+1 1 n+1
—_— B, =0 also B,, = — B d By = 1.
<n+1>!,§( . ) R ke n+1z< k > e und o

k=0
Aus f(z) — f(—2) = 55 + =5 = =5 + f_e; = —x folgt Ba,y1 =0 fiir alle n € N.
(viii) Die Funktion tan ist wegen (i) reellanalytisch. Sie hat bei xo = 0 die Taylorreihe
W, 2wz 1—=2 2 2 1 2 2wz 1) =4
tan(m):e e _ e _ e )—z: 1 +1) v
Z(ezx + ew;) e +1 64113 —1 64113 —1
1 21x dx = 22 42
= — -9 — —_1an2n—1'
x (62””—1 +w—i_e““"’—l zx) ; (2n)! (=1)"Bonz

(ix)* Die Funktion x cot(z) ist wegen (i) reellanalytisch mit der Taylorreihe bei xq = 0:

ew + e W esz + 1 2 + 62133 -1 N
zeot(r) =1w———— =10 = 1r— = - +r =
e — et ezz_l ewc_l ezm_l
0 2n 2n
2 2

(-1)”Bgnl'2n = (-1)”82n$2n

= 2B+ + Z
n=0

Eﬂg

(2n)! 2n)!

n=0
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o0

1 2271
Also folgt cot(x) = = T 2; (2n)!

(_l)nBan%z—l

1 1 1 1
(x)* Wir betrachten die Reihe f(x) = " —i—Z (x — ﬁ) = +Z m
neZ\{0} nezZ\{0} "™
Sie konvergiert fiir kleine € > 0 auf x € B(0,2) \ U,.cz B(n, |nle) gleichmipig mit

2 1 2 o
P@=G+2 saom T e

nez\{0} n,meZ\{0}
1 2 x—n)?+2n(x—n)+n? z(x—m)n — x(x—n)m
Ly P ) | a—min = ale—n
2 (xr—n) n?(x—mn)? nm#x—n)(m—m)(n—m)
neZ\{0} n,meZ\{0},n#

1 1 1—-4 2 2\ [2 1 1
_ﬁjLZ (:U—n)2+ n? +<x—n+ﬁ) ﬁ—i_z (E_m—n>

neZ\{0} meZ\{0,n}

:é—FZ (%—i) =—f'(z) —a® mit a2:62%.

nez\{0} (z=n) neN

Zuletzt haben wir Satz[7.41] benutzt. Durch Integration iber dx folgt

Lz "dx
Iy _ | o™ — _
arccot (L) = /( 1 a/f2+a2_a/dx—ozx+0.

Weil f Polstellen bei x € Z hat folgt C' =0 und o = 7 und damit auch

Q =

11 21 |
f(z) = weot(mx) cot(x) :%f(—) _E+Zm (Partialbruchzerlegung von cot ).

T
neN

Durch mehrmaliges Anwenden von Satz erhalten wir dann fir alle v € R\ Z

oL ¥ () by ()

neN

cot (1) = = - ((x —17m)2 e +1m)2> |

cot® (z) = <;1)k+2(( (=D (=DM )

r—mn)kl (x4 wn)ktl
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Der Vergleich mit der in (iz) berechneten Taylorreihe bei xo = 0 ergibt

4

((Q)ZZLZ_W_M:”_ CM)ZZLZ m2'B, _

n? 2 2! 6’ nt 2 4l 90’
neN neN
1 7T2k 22k(_1)k82k (—1>k_122k_1B2k7T2k )
S S (2k)! firk &R
neN

(xi)* Fir eine Nullfolge (an)nen konvergiert das Produkt [], (1 + a,) wegen den
Figenschaften von In genau dann, wenn die Reihe (Y In(1+4ay,))nen konvergiert. Wegen
(iv) und Satz gilt fiir alle k € Ny und fir alle z mit |z| < 1

k

(_1)n71 Ck k41 . k! k
In(1+2) -y "l < it O = sup ——— = 2F1E),
n(l+z) w S Gt mt G wes L+ aF

n=1

Also konvergiert das Produkt [], (14 ay), wenn fir ein k € Ny die Reihen

" an)nens -+ O aF)pen und (5 |an|k+1)n€N konvergieren. )

Insbeondere konvergiert das Produkt f(z) = x H (1 — —> fiir alle x € K mit

neN
() o 1 1 1
L) b z—ﬁ_nfﬁz(m_”“n):mm).
nEN neN neN

Also verschwindet die Ableitung von @) ynd wegen f'(0) = 1 = sin’(0) folgt

sin(7z)

sin(mx)

fx) =

2
, sin(z) =nf() == H (1 - x—ﬂz) (Produktzerlequng von sin ).

™

Fiir x = 5 erhalten wir die sogenannte Formel von Wallis:

oo —1 T
I f eI ( S S
133557 Hon-1@n+1) 11 4n2 sin(Z) 2



Kapitel 8

Das Integral von Funktionen
f R—K

8.1 Regelfunktionen

Zunichst definieren wir das Integral fiir sogenannte Treppenfunktionen.

Definition 8.1 (Treppenfunktion). Sei [a,b] C R ein kompaktes Intervall. Fiir jedes
Intervall I C [a,b] einschlieflich der Intervalle, die nur aus einem Punkt bestehen, sei

s a, b - K,
XI[ ] 0 sonst

1 Il I
x»—>{ falls x €

die charakteristische Funktion von I. Endliche Linearkombinationen solcher Funktio-
nen heiffen Treppenfunktionen. Sie bilden eine Unteralgebra von B([a,b],K). Wir de-
finieren die Integrale fab xrdr = — fba xrdx als die Intervalllinge von I, und setzen sie
linear auf alle Treppenfunktionen fort. Die Grenzwerte in B([a,b],K) von gleichmdfig
konvergenten Folgen von Treppenfunktionen heiffen Regelfunktionen.

Ubungsaufgabe 8.2. Fiir jede Treppenfunktion f € B([a,b],K) kénnen wir die ent-

sprechenden Intervalle als paarweise disjunkt wihlen, und fab f(x)dx ist unabhdngig von
der Wahl der Linearkombination von charakteristischen Funktionen von Intervallen.

Satz 8.3 (Integral und Hauptsatz fiir Regelfunktionen).

(i) Eine Funktion f : [a,b] — K ist genau dann eine Regelfunktion, wenn es Funktionen
v:(a,b] = K and w : [a,b) — K gibt, und fir jedes x € [a,b] und jedes € > 0 ein
0 >0, sodass |f(y)—v(x)| < e firalley € (x—46,2)N]a,b] und | f(y) —w(z)| <€
fir alle y € (x,x + 0) N [a,b] gilt. Regelfunktionen bilden eine Unteralgebra von
B(la,b],K), die C(]a,b],K) enthdlt.

91
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(ii) Jede Regelfunktion hat hichstens abzihlbar viele Unstetigkeitsstellen.

(iii) Das Integral setzt sich zu einer eindeutigen linearen Abbildung von der Unteral-
gebra aller Regelfunktionen in B([a,b],K) nach K fort, die folgendes erfillt:

/abf($)dx

(iv) Fir eine Regelfunktion f € B(la,b],K) ist F : [a,b] = K mit F(y) = [? f(x)dx
lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante || f|l« und genau bei den x € (a,b) diffe-
renzierbar, bei denen v(x) = w(x) gilt. Dort gilt F'(x) = v(x). Also ist F genau
dann differenzierbar, wenn F' € C([a,b],K) und wir f = F'" wdhlen kinnen.

b
< / f(@)]dz < (b= )| f]loo-

Beweis: (i): Sei f : [a,b] — K eine Funktion, so dass es fiir ein € > 0 keine Treppen-
funktion g auf [a, b] gibt, die fir z € [a, b] folgendes erfiillt:

|f(z) —g()] <e.

Aus Treppenfunktionen g auf [a, 2] und auf [%2, 5] die diese Ungleichung auf ihren

Definitionsbreichen erfiillen, kénnen wir eine solche Treppenfunktion g auf [a,b] zu-
sammensetzten. Also gibt es eine Folge von Intervallen ([ay,b,])nen auf denen keine
solche Treppenfunktion existiert, so dass [a,11,bn11] jeweils entweder [a,, %] oder
[@ntba b1 und [a1,bi] = [a,b] ist. Wegen dem Intervallschachtelungsprinzip enthélt
MNnenl@n, bn] genau ein x € [a,b]. Dann ist die Bedingung in (i) bei z nicht erfiillt, weil
fiir hinreichend grofies n sonst die Funktion g, die auf (—oo, x) N[ay, b,] gleich v(z), auf
(x,00]N[ay, by] gleich w(x), und bei x gleich f(x) ist, obige Ungleichung auf = € [a,,, by,
erfiillt. Jede Funktion f, die die Bedingung in (i) erfiillt, ist also eine Regelfunktion.
Fiir jede Regelfunktion f € B([a, b],K) gibt es fiir jedes € > 0 eine Treppenfunktion
g € B([a,b], K) mit ||f — g|lc < 5. Fiir jedes = € [a, b] wihlen wir § > 0 so, dass g auf
(x—9d,2)N[a,b] und (z,z+ ) N|a, b] konstant ist. Dann ist der Abstand zwischen zwei
Funktionswerten von f auf (x—4, z)N[a, b] oder (z, z+0)N[a, b] jeweils kleiner als e. Das
gilt fiir jedes € > 0 mit einem geeignet gewéhlten § > 0. Fiir gegen = konvergierende
Folgen (x,,)nen in (—00, ) N [a, b] bzw. in (x,00) N [a, b] sind (f(z,))nen Cauchyfolgen
mit Grenzwerten v(z) bzw. w(z). Dann gilt (i) fiir f. Die letzte Aussage von (i) folgt.
(ii): Wenn z nicht zu den abzdhlbar vielen Unstetigkeitsstellen einer gleichméBig gegen
f konvergierenden Folge von Treppenfunktionen gehort, dann gibt es fiir jedes € > 0 ein
d > 0so dass die Absténde zwischen zwei Funktionswerten von f auf (x—d, x+9)N|a, ]
kleiner als € sind. Deshalb ist f an hochstens abzéhbar vielen Punkten unstetig.
(iii): Fiir Treppenfunktionen folgt die Ungleichung in (iii) aus der Dreiecksungleichung.
Fiir eine Regelfunktion f konvergieren dann die Integrale von allen Folgen von Trep-
penfunktionen, die gleichméfig gegen f konvergieren, gegen die gleiche Zahl. Deshalb
setzt sich das Integral eindeutig zu einer Abbildung von den Regelfunktionen nach K
fort, und diese Fortsetzung ist auch linear und erfiillt die Ungleichung in (iii).
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(iv): Fiir y,z € [a,0] gilt [F(y) — F(x)] < [J]f(t)]dt < |y — 2| - ||l Also ist F
lipschitzstetig. Aus |f(t) — z| < e fir t € (x,y) N [a,b] bzw. t € (y,z) N [a, ] folgt

F(y) — F(z)
y—

1
ly — x|

y
—Z‘S / |f(t) — z|dt < e.
Die Grenzwerte limyy,_ mit z = v(z) und lim, ,+ mit z = w(x) sind wegen (i) Null.
Also ist F' genau bei den z € (a, b) differenzierbar, bei denen v(z) = w(x) = F'(z) gilt.
Gilt das fiir alle z € (a,b), dann definieren wir f(z) = v(z) = w(x) fiir z € (a,b) und
f(a) = w(a) und f(b) = v(b). Wegen (ii) enthiilt jedes in [a, b] offene Intervall Punkte,
an denen f mit f iibereinstimmt. Dann wird (i) von f mit den gleichen v und w wie f
erfiillt. Dann ist f stetig und fiihrt in (iv) zu dem gleichen F = F mit F' = f. q.e.d.

Ubungsaufgabe 8.4. Zeige, dass reelle monotone Funktionen Regelfunktionen sind.

8.2 Technik des Integrierens

R)
R

In Definition (8.16)) wird das Integral auf eine Unteralgebra R|a,b] von B([a,b]
[a, 0], R)

erweitert, die die Regelfunktionen enthélt. Wenn fiir ein f € R[a, ] ein F' € C([a,
existiert, das auf (a, b) differenzierbar ist mit F’ = f, dann gilt fiir alle [zg, z] C [a, b]

Y

/x F(O)dt = F(z) — F(xo).

Definition 8.5 (Stammfunktion). Fine differenzierbare Funktion F' mit F' = f heifst
Stammfunktion von f. Die Differenz zweier Stammfunktionen von f ist eine konstante
Funktion. Wir bezeichnen eine Stammfunktion von f als [ f(x)dz.

xa+l

Beispiel 8.6. (i) [2%dz =25

+ C fiir o # —1 und entweder a € N oder x € R*.
(ii) [ ldr=1In|z|+C firz #0.

(iii) [e*dr =e* + C.

(iv) [a*de = o5+ C fira e R\ {1}.

(v) [ cos(x)dx = sin(z) + C.

(vi) [sin(z)dz = — cos(z) + C.

(vii) [tan(z)dz = —In|cos(z)| + C firz ¢ {(n+ 1)m | n € Z}.

(viii) [ cot(z)dx =In|sin(x)| + C fir z & {n7w|n € Z}.

(ix) [ 5zde = arctan(z) + C.
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(x) [ s=sdz = arcsin(z) + C fir v € [-1,1].

Substitutionsregel 8.7. Sei f € C([a,b]) und ¢ : [a, B] — [a,b] eine stetige auf (o, B)
differenzierbare Funktion, so dass ¢' € R[a, 5]. Dann gilt

/ FO)d (1)dt = < / f(a:)da:) ch+C, /a T o) ()t = /¢ jj) F(@)da.

Beweis: Wegen dem Hauptsatz hat f eine stetig differenzierbare Stammfunktion

F. Also ist (Fo @) = (F'o¢)-¢'. Weil R[a,b] eine Unteralgebra von B([a, b],R) ist,

die C([a,b]) enthilt, folgt (F" o @) ¢ = (fo¢) ¢ € Rla, ] und die Aussage. q.e.d.
Wenn ¢ bijektiv ist, konen wir auch umgekehrt schlieflen:

Korollar 8.8 (Transformation der Variablen). Sei ¢ : [, 5] — [a,b] bijektiv, stetig
und auf (o, B) differenzierbar mit ¢ € Rlo, f] und f € C([a,b]). Dann gilt

/ )d = ( / o dt)o¢ e / Fa)da = /¢ ¢(()b) F(O(0) (D) dt.q.e.d.

Beispiel 8.9. (i)
b 1 ab+8
/a flat+ p)dt = a/a f(z)dx

a+pB
Insbesondere ist das Restglied der Taylorformel in Satz mit t = xo+s(x—1x0)

x 1
F@)— T (2) = / 1000 (4 pyn gy = o / P (ot s(z—10))(1—5)"ds.

x0 0
(ii)
/R(x, \"/ax—H?) dx:/ (5=28) 2 ldt 4+ C

firn € Nya,b € R,a # 0 und einer Funktion R( -) in zwei Variablen. Wir

substituieren t = VJar +b = ar +b=1" =z = % und dx = %t”_ldt.
(iii)

/R (w, Va4 1> dx = /R(sinh t,cosht)coshtdt + C

mit der Substitution x = sinht,v/x2 4+ 1 = cosht und dx = cosh tdt.

(iv)

/ R (x Vai? = 1) dr = + / R(% cosh t, sinh ) sinh tdt + C

mit der Substitution x = =+ cosht, je nachdem ob x in [1,00) oder (—oo, —1] liegt.
Dann gilt /x> — 1 = sinht und dx = =+ sinh tdt.
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(v)
/R <x, v1-— x2> dr = :F/R(:t cost,sint)sintdt + C.

mit der Substitution x = £ cost,/1 — x? = sint und dx = F sin tdt.

' 1—t> 2t 2dt
/R(cosx,&nm)dm:/R(l_i_tQa1+t2) 1—1—t2+0

2dt
14+t27

(vi)

mit der Substition t = tan (%) ,x = 2arctan(t) und dx = so dass gilt

1—t2 cos? (

3
1+12  cos? (%) + sin?

N
|
0
=
=
no
—~
~—

— cos(z) und 2t 2 cos () 31'112(
1+t cos? (%) + sin

N8 (o8
SN—"

~—

(vii)

241 21
/R(Coshx,sinhx)dx:/R(t - ,t )£+C’

2t 2t t

dt

L.

Partielle Integration 8.10. Seien f,g € C([a,b]) auf (a,b) differenzierbar mit ', g €
Rla,b]. Dann gilt

mit der Substition t = e*,x = In(t) und dx =

b b
[tddo=tg- [ rotsvc. [ sode=p®)0) - f@gta) - [ o
Beweis folgt aus dem Hauptsatz der Differentialrechnung und der Leibnizregel.q.e.d.

Beispiel 8.11. (i) [In(z)dz = zIn(z) — [ z2dz = z(In(z) — 1) + C.

(ii) [ V1 —a2de =2v1— 22+ V%dx%—C =av1—a?—| \}%dm—i—f —ﬁdm—l—C’
= [V1—22dz = =2 4 arcs;n(x) +C  also f_ll V1—a2de = 3.

(iii) [a"e"dx = z"e” —n [a" te"dx

(iv) [a"coszdr = z"sinz —n [ 2" ' sinzde.

(v) [a"sinzdr = —a"cosz +n [ 2" ! cosad.

Partialbruchzerlegung 8.12 (Integration von rationalen Funktionen f(z) = ggg)
1. Faktorisierung des Nenners. In der Algebra Klz| der reellen bzw. komplexen
Polynome heifit q(x) € Klz] Teiler von p(x) € Klz|, wenn es ein r(x) € Klz] mit
p(x) = q(z)r(x) gibt. Wegen dem Fundamentalsatz der Algebra zerfillt Q(z) € Clx] in
ein Produkt von Polynomen ersten Grades. R[z] ist in Clx] enthalten, und Q(x) € C|z]
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ist genau dann reell, wenn Q(x) = Q(Z) fir alle x € C gilt. Deshalb sind die komplezen
Nullstellen von Q(z) € Rx] entweder reell oder komplex konjugierte Paare. Dabei ist
(x — xo)(z — To) = 2% — 2R(z0)z + |20|?* € Rlx]. Also zerfillt Q(z) in Rlx] in

CHm—xl Hx + pjr + q;)Y mz’tpf.—4qj<0.

Wenn wir P(x) und Q(z) durch den Koeffizienten C' von Q(x) teilen, wird C = 1.
2. Polynomdivision.

Lemma 8.13. (i) FEine rationale Funktion ggg mit komplezen Koeffizienten laf$t sich

schreiben als eine Summe eines komplexen Polynoms S(x) und Summanden von
der Form o2z, wobei (x — z;)F Teiler von Q(x) sind und c;, € C.

(ii) Eine reelle rationale Funktion % laft sich schreiben als eine Summe eines reellen

Polynoms S(z) und Summanden von der Form o

b, .
#)k und ! 7 wobei

(z — z)F und (2% + pjx + q;)" reelle Teiler von Q(z) sind mit a]l, bii, cir € R.

Beweis: (i) Sei z; eine k-fache Nullstelle vom Nennerpolynom Q(zx), d.h. Q(z) =
(x — z;)*q(x) mit q(x;) # 0. Dann hat P(x) — s((fii))q(:v) bei x = x; eine Nullstelle.

Deshalb gibt es ein p(z) € Clz] mit P(z) = 2% q(2) + (x — x;)p(x). Es folgt

q(z:)

Pz) 1;((55))(1(17) + (2 — 24)p(2) B % N p(z)
Qz) (z — z:)'q(x) (= m) () lg(x)

Der Grad des Nenners von dem zweiten Summanden ist dabei um Eins kleiner als der
Grad von Q(zx). Indem wir diese Formel mehrfach bei allen Nullstellen von Q(x) auf
diesen Rest anwenden erhhalten wir als letzten Summanden ein Polynom S(x).

(ii) Fir reelle Nullstellen x; von Q(z) sind die Koeffizienten in (i) reell. Deshalb geniigt
es ein analoges Vorgehen fiir Teiler Q(x) = (2? + p;x + ¢;)'q(x) von Q(x) anzugeben,

4+ —
wobei q(x) an den komplexen Nullstellen x15 = V] von z* + p;x + q; nicht

verschwindet. Dort verschwindet P(x) — (ax 4 b)q(x) genau dann, wenn

P(z1) _ P(z2)
o) = a1+ qz) — 0T2 1D

a 1 (P(m)_P(xz)) p— 1 <$1P(x2>_x213<x1>>

z1—z2 \ q(®1) q(z2) r1—T2 q(z2) q(z1)

gilt. Weil P(x) und q(z) reelle Koeffzienten haben, gilt P(x) = P(Z) und q(x) = q(%).

Dann folgt (1;((;11))) = ];((ij)) aus Ty = To. Deshalb sind a und b reell mit

a =

P(z1) _ P(z1) P oy P@)
(q (z1) ) b=R( a(z1 )+ \/4qj-—pf\s( q(z1) )-

\/4qg—p M
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Wieder gibt es ein p(z) € Rlx] mit P(z) = (ax + b)q(x) + (z* + pjx + ¢;)p(x) und
P(zx) ar+b p(z)
Q) (@ +pw+q) (@ +pw+g) )

Nach mehrmaligem Anwenden erhalten wir als Rest ein reelles Polynom S(z). q.e.d.

dx _{ln|:1:—:ci\+C firk=1

3. Termweise Integration. /

(x — x;)k W +C  sonst.

/ (az + b)dx {%1n($2 torta) T (0= F) [aiig + O firl=1
(22 4+ px + q)! T T et T (b—2) [ m +C  sonst.

dx —=2— arctan ( 2otp ) +C [=1
/ (22 + px + q) - o 22+ e 2(21-3)
EOaE = T o | @ O LA L
In der Polynomdivison ist es meist einfacher zuerst das Polynom S(z) zu bestimmen.
Wenn der Grad des Zéhlers P(z) nicht kleiner ist als der Grad des Nenners, dann
subtrahieren wir von P(z) der Reihe nach das Produkt von solchen Monomen S;x! mit
Q(z), so dass sich jeweils der Grad der Differenz um Eins erniedrigt. Damit kénnen
wir solange fortfahren, bis der Grad der Differenz niedriger ist als der von Q(z). Dann
haben wir das Polynome S(z) und ein Polynom R(z) bestimmt, dessen Grad kleiner ist

als der von Q(x), so dass P(z)—S(z)Q(x) = R(x) bzw. ggg =S(z)+ szEx; gilt. Weil im

Grenzwert |z| — oo alle anderen Summanden in Lemma [8.13 und x% verschwinden,

stimmt dieses Polynom S(x) mit dem aus Lemma [8.13] {iberein.
Danach betsimmt man die Koeffizienten aj;, bj; und ¢;; mit dem Ansatz

R(x) a1+ by
(x) XZ:Z (x — ;) Ej:z x2jtpjx%:qj)l

Wenn wir beide Seiten mit @(z) multiplizieren, erhalten wir eine Gleichung zwischen
2 reellen Polynomen. Durch Einsetzen von geeigneten Werten von x (Nullstellen von
Q(z)) und druch Koeffizientenvergleich erhalten wir die Zahlen aj;, bj; und cy.

Beispiel 8.14. [ f(z)dz mit f(x) = 2 +a'+a’+20-2

41

1. Faktorisierung des Nenners. z* —1 = (z — 1)(x + 1)(z* + 1).
2. Polynomdivision.

205+t +t 420 —2= 20+ 1)(z* —1) +2? + 42— 1

—2z(2* — 1)
=2t + 2%+ 4x -2
—(* - 1)

=2’ +4r—1
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2 4dr —1=ci(x+1)(2®+ 1)+l — 1)(2® + 1) + (az + b)(z — 1)(x + 1)
Finsetzen von x = 1 und x = —1 ergibt 4 = 4c; und —4 = —4c¢y alsoc; = 1 und co = 1.
Koeffizientenvergleich von x3 und 2° ergibt 0 = ¢; +cy +a und —1 = ¢; —cy — b. Dann
folgt a=—-2,b=1 undf(x):2x+1+ﬁ+m+rl+%ﬁl.

3. Termweise Integration.

/f(a:)da: =2 +2+1In|z — 1| +In|z + 1| — In(z® + 1) + arctan(x) + C.

8.3 Riemannintegrable Funktionen

In diesem Abschnitt erweitern wir das Integral auf eine gréfiere Klasse von Funktionen.
Dabei machen wir wesentlichen Gebrauch von der Monotonie des Inte%rals von reellen
Treppenfunktionen: fiir Treppenfunktionen f < g in B([a,b],R) gilt [/ fdx < fab gdx.

Definition 8.15 (Unterintegral und Oberintegral). Fir f € B([a,b],R) heifst

fo-on{ [
7f:inf{/abgdx

Offenbar gilt [f < 7 f. Unserer Zugang zum Riemannintegral iiber Treppenfunk-
tionen weicht von dem Standardzugang etwas ab, ist aber dquivalent zu ihm.

Definition 8.16 (Riemannintegral). Eine Funktion f € B([a,b],R) heifit riemannin-
tegrabel, wenn [ f = [f gilt. Diese Zahl heifit Riemannintegral fab fdz von f iiber [a,b].
Die Menge aller riemannintegrablen Funktionen auf [a,b] bezeichnen wir mit Rla,b].

Fir f € Rla,b] definieren wir [, f(x)dx = — fab f(x)dz.

Der Flacheninhalt zwischen dem Graphen von f und der z-Achse liegt offenbar in
dem Intervall [[ f, [ f]. Deshalb interpretieren wir fiir f € R[a, b] das Riemannintegral

fab f(x)dz als diesen Flicheninhalt.

Definition 8.17 (Partition). Eine Partition p von |a,b] ist eine Zerlegung von [a,b] in
eine endliche Vereinigung von paarweise disjunkten Teilintervallen [a,b] = [;U...UL,.
Die Feinheit ||p|| der Partition p ist das Mazimum der Intervallingen. Die Menge aller
Partitionen von [a,b] bezeichnen wir mit Pla, b].

g Treppenfunktion mit g < f } Unterintegral von f und

g Treppenfunktion mit g > f } Oberintegral von f.

Fiir jede Partition p € Pla,b] bilden die Linearkombinationen von xy,,..., X7,
einen endlichdimensionaler Teilraum von B([a, b], R). Fiir f € B([a, b], R) enthélt dieser
Teilraum ein kleinstes Element g mit g > f und ein grofites Element A mit h < f:

g=> sup f(z)xy, h=2)_ if f(z)x,

P z€el;
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Ihre Integrale heiflen Obersummen S(f, p)= fab gdz und Untersummen s(f, p)= f; hdzx.

Definition 8.18 (Verfeinerung). p’ € Pla,b] heifit Verfeinerung von p € Pla,b], wenn
alle Intervalle von p' in einem Intervall von p enthalten sind. Wir schreiben dann p’ C p.
Fir p,...,pn € Pla,b] besteht die gemeinsame Verfeinerung pyN...Np, € Pla,b] aus
allen nichtleeren Schnittmengen I, N ... NI, von Intervallen Iy € py,..., 1, € py,.

Lemma 8.19. (i) Wenn p' C p gilt s(p, f) < s(p', f) und S(p', f) < S(p, f).

(if) Firp,p’ € Pla,b] gilt s(p, f) < S, f).

Beweis: (i) Die den Partitionen p und p’ entsprechenden Treppenfunktionen erfiillen
mit h < f<gund W' < f < g auch h < ¢ und fiir p’ C psogar h < W < f < ¢ <g.
Dann folgen (i) und (ii) aus der Monotonie des Integrals fiir Treppenfunktionen.q.e.d.

8.4 Kriterien von Darboux und Riemann

Satz 8.20 (Kriterium von Darboux). Fine Funktion f € B([a,b],R) ist genau dann
riemannintegrabel, wenn es fir jedes € > 0 ein p € Pla,b] gibt mit S(p, f)—s(p, f) < €.

Beweis: Fiir f € R[a,b] und € > 0 gibt es p/,p” € Pla,b] mit S(p”, f) — s(p/, f) < e.
Fiir p = p' Np” folgt S(p, f) — s(p, f) < S@", ) — s(p', f) < € aus Lemma [8.19 ().
Wenn es fiir jedes € > 0 ein p. € Pla,b] gibt mit S(p., f) — s(p., f) < € dann ist

0< Tf —if < S(pe, [) — 8(pe, f) < infesge = 0. Also gilt dann auch if = [f.q.e.d.

Beispiel 8.21. (i) Fiir eine Regelfunktion f und eine Treppenfunktion g folgt g —e <
f<g+eaus|f—gl|o <€ Deshalb sind alle Regelfunktionen riemannintegrabel.

(ii) Die Summe Y, oy X1, mit I, = (557, 37) ist auf [0,1] riemannintegrabel, aber

keine Regelfunktion, weil sie bei x = 0 nicht die Bedingung (i) in Satz erfillt.
1 fi b
(i) Pir f(z) = 4. f7o€@in@
0 firzela,b undx &Q
mit positiver Intervalllinge sup,¢; f(x) = 1 und inf,e; f(z) = 0. Also ist [f =0
undff =b—a und f ¢ Rla,b.

ist auf allen Teilintervalle I C [a,b]

Definition 8.22 (Riemannsummen). Fir p € Pla,b] und Zwischenpunkte & € I; X
... x I, heifst R(p, f,&) = f; Yoy f(&)xrdx Riemannsumme von f beziglich p und €.

Aus der Definition von s(p, f) und S(p, f) folgt fiir f € B([a,b],R) und p € Pla,b]

Hlf{R(paf?g) ‘€€[1X'--Xjn} :S(paf) Sup{R(praS) ’fejlxxLz}:S(paf)
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Satz 8.23 (Kriterium von Riemann). f € B([a,b],R) ist genau dann riemannintegra-
bel, wenn es ein A € R und fir jedes e > 0 ein § > 0 gibt, so dass |R(p, f, &) — A| < €

fir alle p € Pla,b] mit ||p|| < 0 und Zwischenpunkte & gilt. Dann gilt A = f: f(x)dx

Beweis: Fiir jede Funktion f € B([a,b],R), die das Kriterium von Riemann erfiillt,
gibt es fiir alle € > 0 eine Partition p € Pla, b] mit S(p, f) —s(p, f) =

=sup{R(p, f,&) | €€ 1 x...x I,} —inf{R(p, f,&) | £ € x...x I,} <2e.

Dann ist das Kriterium von Darboux erfiillt. Erfiille umgekehrt f € B([a,b],R) das
Kriterium von Darboux. Dann gibt es fiir jedes € > 0 ein p € Pla, b], so dass S(p, f) —
s(p, f) < § gilt. Seien Iy,..., I, die Teilintervalle von p mit positiven Intervallingen
||, ..., |In], und 6 = min{m, |I1], ..., |In|}. Jedes Teilintervall einer Partition
p' € Pla,b] mit ||p/|| < ¢ ist entweder in einem Teilintervall von p enthalten, oder
enthélt Punkte am linken oder rechten Rand eines der Intervalle I4,..., I,. Also sind
hochstens 2n Teilintervalle von p’ nicht in einem Teilintervall von p enthalten. Es folgt

S f)=s@, f) <SS, f) = s, f) + 2| fllc - 2n-0 < §+ 5 =e

Fiir alle Zwischenpunkte £ von p’ gilt s(p/, f) < R(p', f, &), f: f(x)dx<S(p', f). Es folgt

b
‘R(p’,f, 3 —/ f@)dz| < S(p', f) = s, f) <e q.e.d.

Stimmen von zwei Partitionen p, p’ € Pla, b] die Inneren der Intervalle iiberein, so gilt
R(p, f,€) = R(p/, f,&) fiir gleiche Zwischenpunkte £. Deshalb ist unser Zugang zum
Riemannintegral dquivalent zum Standardzugang.

Korollar 8.24. Sei f € Rla,b]. Dann gilt fir alle t € [0, 1]

P

Beweis: Fiir die Partitionen p,, = {[a a++(b— a)), [a—l—%(b—a), a+2(b-a)),...,,la+
v=L(h—a)), b} baw. p, = {[a,a+(b—a)], (a+1(b—a),a+2(b—a)],...., (a+ 22 (b~

a)),b]} i 111 P[a b] mit mit den ZWlSChenpunkten 51 =a+ = t(b —a) firi=1,. n ist
|lpnll = =2. Die Aussage folgt aus dem Kriterium von Riemann. q.e.d.

Korollar 8.25F Seien f,g € Rla,b]. Wenn f und g auf einer dichten Teilmenge von
la,b] (2.B. QN a,b]) ibereinstimmen, dann gilt f:f(a:)dx = fabg(:c)daf

Beweis*: Weil jedes Teilintervall von positiver Intervallinge einer beliebigen Partition
p € Pla,b] immer Elemente einer dichten Teilmenge von [a,b] enthélt, konnen die
Zwischenpunkte immer aus einer dichten Teilmenge gewéhlt werden. q.e.d.



8.4. KRITERIEN VON DARBOUX UND RIEMANN 101

Satz 8.26 (Eigenschaften des Riemannintegrals).

(i) Rla,b] ist eine Unteralgebra von B([a,b],R) die die Regelfunktionen und C(|a,b])
enthdlt. Die Abbildung Rla,b] = R, [ fab fdz ist R-linear.

(i) Rla,b] enthdlt die monotonen Funktionen, und mit f € Rla,b] auch |f| € R[a,b].

(iii) Monotonie: Fir f,g € Rla,b] folgt aus f < g (d.h. f(x) < g(z) fir alle x € [a,b])
f: fdx < fab gdz. Insbesondere gilt |fab fdz| < ff |fldx < (b—a)|f|leo-

(iv) Normierung: fab ldr =b— a.

(v) Stetigkeit: f € Rla,b] und g € C(R), dann ist go f € R[a,b].

(vi) Intervall Additivitit: Fir jedes ¢ € (a,b) gilt:
b c b
f € Rla, b <= f € Rla,c] N R]c,b] und / fdx —/ fdx—i—/ fdzr.

(vii) Sei f € Rla,b] und (an)nen und (by)nen Folgen in [a,b] mit lim,, o a, = a und
lim,,_,o0 by, = b. Dann konvergiert (f;: fdz)nen gegen fab fdx.

(viii) Gleichmdfige Konvergenz und Stetigkeit des Riemannintegrals: Der Grenzwert
f einer gleichmdfig konvergenten Folge (fn)nen in Rla,b] liegt auch in Rla,b]
und die Folge (fab fndx)nen konvergiert dann gegen fab fdx.

Beweis: (i) Fiir f,g € B([a,b],R) und p € [a, b] gilt
S(p, f+9) <S(p. f)+ S(p,g) und —=s(p, f+9) < —s(p, f) —s(p,9)
Daraus und aus f(x)g(z) — f(y)g(y) = g(=)(f(z) — f(v)) + f(y)(g9(x) — g(y)) folgt

S, f+9) —sp, f+9) <SSO f)—s f)+Spg) —spg)
S, fg) — s, f9) < lgllee(S(p, £) = s(p; £)) + | fllc(S(p, 9) — 5(p,9))

Aus f,g € Rla,b] folgt also wegen dem Darbouxkriterium f + g, fg € Rla,b]. Wegen
Beispiel (i) ist jede Regelfunktion riemannintegrabel und damit wegen Satz
auch jede stetige Funktion. Die Linearitéit des Riemannintegrals folgt aus der Linearitét
des Integrals von Treppenfunktionen.

(ii) Fir p € Pla,b] seien 29 = a < 71 < ... < Ty < T, = b die entsprechenden

Teilintervallendpunkte. Fiir monoton steigende f folgt aus ||p|| < f(b)f ey

S, f) —s(p, f) < Z(f(xz‘) = f(zic) (@i — wia) < ||p]| Zf(ivi) — f(wio1) <.
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Das Kriterium von Darboux zeigt f € Rla,b]. Analoges gilt fiir monoton fallende f.
Fir f € R[a,b] seien f*(zx) = max{f(z),0} und f~(z) = min{ f(z),0}. Dann folgt

0 <sup{f=(z) |z € L} —inf{f(2) | x € I;} <sup{f(x) |z € L}—inf{f(x) |z € L}.

Also gilt S(p, f£) — s(p, f£) < S(p, f) — s(p, f) fiir alle p € Pla,b]. Dann folgt f* €
R[a,b] und damit auch |f| = f* — f~ € Rla,b] aus dem Kriterium von Darboux.
(iii) Aus f,g € Rla,b] mit f < g folgt fab fl)de = [f< [g= fab g(z)dx

(iv) Fiir f = 1(konstant) gilt S(p,1) = s(p,1) = b — a fiir alle p € Pla, b].

(v) Sei f € Rla,b] und g € C(R). Dann ist g auf [—|| f|eo, || flloc] gleichmé&Big stetig.
Also gibt es fiir jedes € > 0 ein 0 > 0, so dass |g(z) — g(2')| < oy AUS |z —2'| < 0 mit
2, 2" € [=[[ flloos [[ flloc] folgt. Sei [|g[|oc = max{[g(x)] [ = &€ [=[| flloo; [[ flloc]}- Wegen dem
Darbouxkriterium gibt es fiir f € R[a,b] ein p € Pla,b] mit S(p, f) — s(p, f) < 4”Zﬁw.
Wir zerlegen die Summe S(p,g o f) — s(p,g o f) in die Summe iiber Teilintervalle I;,
auf denen sup,¢;, f(z) — inf,ey, f(2) < 6 gilt, und die Summe iiber Teilintervalle I;,
auf denen sup,¢;, f(z) — infyer; f(x) > 6 gilt. Aus der Wahl von 4 folgt, dass die erste

Summe nicht grofler ist als ﬁ -(b—a) = 5. Weil die Summe der Teilintervalllingen

in der zweiten Summe nicht grofler ist als w, ist die zweite Summe nicht grofer
als (S(p, f) — s(p, f))z“g”"‘> < 5. Also gilt S(p,go f) —s(p,go f) < eund go f erfiillt
das Darbouxkriterium.

(vi) Fiir jedes p € Pla,b] entspricht die Verfeinerung p N {[a, ¢), [c, b]} € Pla, b] einem
Paar von Partitionen in Pla, c] X Plc,b]. Dann folgt (v) aus dem Darbouxkriterium.
(vii) Wegen (vi) und (iii) gilt | [** f(z)dz — [ f(z)dz] < (a5 — a+b— by)[| ]l
(viii) Aus dem Beweis von (i) folgt fiir f, f, € Rla,b] und p € Pla, b]

1S(p, ) =s(p, [)=(S(p; fu) =5(p, fu))| < S(p, f=fn) =s(p, f=fn) < 200=a)||f = full-

Fiir ein € > 0 wihlen wir zuerst n so grof}, dass || f — fi|lo < 1o 8t und dann p so

dass S(p, fn) — s(p, fn) < 5 gilt. Dann erfiillt f das Kriterium von Darboux.
Andererseits folgt fiir f, f,, € R]a, b] aus der Monotonie | f b f dx - f fo(z)dz| <

(b—a)||f = fullso- Also konvergiert f fn(2)d2) e gegenf f(x g-e.d.

8.5 Differentiation und Integration

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung 8.27. Sei f € R|a,b] und F
eine stetige Funktion auf [a,b], die auf (a,b) differenzierbar ist mit F' = f. Dann gilt

/ o) = / Py = F(5) — Fla)

Umgekehrt ist F(y f Y f(x)dx fiir f € Rla,b] lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante
| flloo und bei den z € (a, b) dzﬁer@nzzerbar mit F'(x) = f(x), bei denen f stetig ist.
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Beweis: Fiir alle p € Pla, b] enthélt wegen dem Mittelwertsatz jedes Teilintervall mit
Abschluss [z;_1,x;] einen Zwischenpunkt & mit f(&)(x; — xio1) = F(a;) — F(zi-1)
und R(p, f,§) = F(b) — F(a). Aus dem Kriterium von Riemann folgt fabf(w)dx =
F(b) — F(a). Die zweite Aussage folgt wie im Satz (iv) aus Satz[8.26] (iii). q.e.d.

lz|*sint  firx #0
0 fiir x = 0.
Dann ist F' fir x € R\ {0} differenzierbar mit

Beispiel 8.28. (i) Seil < a <2 und F(z) =

F'(x) :a%sin(%) — =2 ‘a cos (1).

Wegen w I‘r‘ sm( ) ist F' auch bei x = 0 differenzierbar und dort gilt
F'(0) = 0. Also gibt es differenzierbare Funktionen, deren Ableitungen auf einer

kompakten Teilmenge nicht beschrinkt sind und nicht riemannintegrabel sind.

-1 firx <DO.
mannintegrabel. Offenbar gilt F(x fo = |z|. Also sind nicht alle Inte-
grale von riemannintegrablen Funktzonen dz[ferenzz’erbar.

1 irez >0
(ii) Sei f(x) = { fir @ 2 Dann ist f auf allen kompakten Intervallen rie-

Satz 8.29 (Restglied der Taylorformel in Integralform). Sei f € C([a,b]) auf (a,b)
(n + 1)-mal differenzierbar mit auf [a,b] stetig fortsetzbaren Ableitungen f, ..., f
und f" € Rla,b]. Dann gilt fiir alle zo,z € [a, b]

P 1

m ) (g L [E D) )
1@) = Tama) = @)= - -t = [ LB opa
k=0 ’

Beweis: Wir definieren g(t) = > ") _, f(l:,(t (z —t)* fiir z,t € [a,b]. Dann ist g auf (a, b)
differenzierbar mit ¢’ € R[a, b] und es gilt wie im Beweis von Satz [7.37

gAaRI0

oy (x —t)"dt. q.ed.

f@—nmwzm@_%m:/yﬁmz/

Zo Zo

Satz 8.30 (Mittelwertsatz der Integralrechnung)* 1nf f( < 5 f fdx < sup f(z)
z€|a,b|

gilt fir f € Rla,b] und f fdx = f(xo) fiir f € C([a, b)) mit einem xo € (a,b).

Beweis:* Wegen inf,cpop f(z) < f < supgge[a b] f(z) folgt die erste Aussage aus der
Monotonie. Wenn f stetig 1st folgt fir F'(x f f(t)dt aus dem Mittelwertsatz

f(zo) = F'(x0) = F(b— = f f(z)dx mlt xo € (a,b). q.e.d.
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8.6 Uneigentliches Integral

Wir erweitern das Riemannintegral auf offene und unbeschrankte Intervalle.
Definition 8.31. Eine Funktion [ heifst riemannintegrabel auf dem offenen (nicht
notwendigerweise beschrdankten) Intervall (a,b) C R, wenn f auf allen kompakten

Teilintervallen riemannintegrabel ist, und wenn fir ein ¢ € (a,b) beide Grenzwerte
lim, qy fwcf(t)dt und lim,_p,— fcx f(t)dt existieren.

et + O 1
Beispiel 8.32. (i) / —dgg /—d DeaT T fiir a #
111|$|+C' fira=1

Also existiert der Grenzwert lim,_,_ fl wwdt nur fir o > 1 mat f1 xa dr = ——.

(11)/—dx /—d = xal—kC’ fir o #£ 1
In|z|+C fira=1

1 .
Dann emsttert der Grenzwert llmm_>0+f Ldac genau dann, wenn o < 1 mat

fol xla dr = . Wegen (1) folgt dann, dass fo Il dx fir kein o existiert.
(iii) /OO L4 / iz = arctan(z) + C
iii . = arcta .
22 x 22 x rctan(z
Also folgt f - HxQ ——dr =71 aus lim,_,_ Oo+f 1J:t2 dt =% = lim,_yoo_ fo Htg ——dt.

Verschiedene Kriterien helfen zu entscheiden, ob diese Grenzwerte existieren. Hier
einige Kriterien fiir uneigentliche Integrale lim,_,— [ f(¢)dt

Cauchykriterium: lim,_,;_ f f(t)dt existiert genau dann, wenn es zu jedem € > 0
ein ¢ € (a,b) gibt, so dass fiir alle a < c < d < e <bgilt | [} f(z)dz| <e.

Monotoniekriterium Wenn f > 0, dann existiert lim, - [ f(t)dt genau dann,
wenn F(z) = [ f(t)dt auf © € (a,b) beschrénkt ist.

Majorantenkriterium Wenn f > 0 und f < g, dann existiert lim,_,;_ fax f(t)dt
wenn lim,_,;_ f g(t)dt existiert.

Definition 8.33. Fine Funktion f auf einem offenen (unbeschrdankten) Intervall heifit
absolut riemannintegrabel, wenn |f| riemannintegrabel ist.

Wegen der Dreiecksungleichung gilt dann ‘ f; f (:c)d:v‘ < fab |f(z)|dz.

Alle absolut riemannintegrablen Funktionen sind also auch riemannintegrabel.
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Satz 8.34 (Integralkriterium fiir Reihen). Sei f : [1,00) — R* monoton fallend mit
lim, o f(z) = 0. Dann ist die Folge (3 p_, f(k)— [;" f(x)dac)neN eine monoton fal-
lende konvergente Folge positiver Zahlen. Fir alle m <n € N gilt

—f(m) < f(n) = f(m) < /f )dz < 0.

k= m+1

Die Reihe (3 f(n))nen konvergiert genau dann, wenn [ f(x)dz < co. Dann gilt:

fla d:c<2f < f(1 fla
I )

Beweis: Fiir m < n € N sei p,,,, € P[m,n] die Partition {m, m + 1,...,n}. Dann ist
offenbar s(pmn, f) = D jper J (k) und S(pmn, f) = "l f(k). Also gilt

> s < [ fdrs S (k)

k=m+1

Wenn wir die linke Summe subtrahieren erhalten wir

n—1 n
0< [ fla)da - S HR <Y F0 - Y F) < fm) — fn) < Flm).
k=m+1 k=m k=m+1
Also ist die Folge (>~ _, f f | f(z)dx)en eine monoton fallende beschrinkte Folge,

die wegen dem Monoton1epr1n21p konverglert. Aus den oberen Ungleichungen folgt

/f da:</ fd:r<2f < f( /f

Dann folgt die Aussage aus dem Majorantenkriterium. q.e.d.

Beispiel 8.35. (i) Der Grenzwert (3 -5 )nen heifit Riemannsche ¢-Funktion und ist
genau dann konvergent, wenn fl x—dx emstzert Also fiir s > 1. Dann gilt

1 1 1
< = 1 .
s—1 C(S) Zns s—1

n=1

(ii) Die Folge Y, _; +—In(n) ist eine monoton fallende konvergente Folge positiver Zah-
len. Der Grenzwert v = limy, o0(3 4, +) — In(n) wird Eulersche Konstante genannt.
Bis heute ist nicht bekannt, ob er rational oder irrational ist.
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(iii) Wegen (i) ist die Funktion ((s) =Y ~ n~*® fir s € (1,00) konvergent. Die Folge

"1 " dx
fn(S)—kz:;E—/l gy

ist wegen dem vorangehenden Satz auf s € (0,00) eine monoton fallende Folge von
Funktionen. Weil die folgende Formel auch fir s =1 gilt

-1

Y

"dr  n'*—1  exp((l—s)lnn) i 1—5)

, xs 1—s5 1—5
k=1

1st das eine Folge von stetigen Funktionen auf s € R. Wegen dem vorgangehenden Satz,
Satz[5.27 und weil die Funktion s — m~* fiir alle m € N auf s € R* monoton fallend
ist, konvergiert sie fir alle € > 0 auf [e,00) gleichmdfig gegen eine stetige Funktion auf
[€,00). Auf s € (1,00) ist wegen (i) der Grenzwert gleich

o) [ = -

s s—1°

_ _ R G
Also ist slgﬂ (C(s) s—l) v, weil fir s =1 gilt

(iV) (Zm)n6N<OO = fQ wln dl'_fl 1d$<OO =4 s> 1.

(v) Nach Euler ist die T'-Funktion definiert durch [(x) = / et

0
Dieses Integral ist an beiden Grenzen uneigentlich. Wir zerlegen es in fooo = fol + ffo.
Auf t € (0,1] ist der Integrand beschrinkt durch e 't*=1 < e~ %=t < ¢*=1. Deshalb
konvergiert das erste Integral fiirv—1 > —1 <= x> 0. Wegen e 't*! = exp(—t+
(x—1)1In(t)) und weil fir alle e > 0 im Grenzwert limy;_,o, der Ausdruck—et+(z—1)In(t)
negativ ist, konvergiert das zweite Intgeral fiir alle © € R. Also ist T'(x) fiir alle x € RT
definiert. Durch eine partielle Integration erhalten wir

R R
/ e i dt = —e IZR 1 o / et

Im Grenzwert e — 0 und R — oo erhalten wir folgende Funktionalgleichung:
[(x+1) =al'(2).

MitT(1) = [ e tdt =1 folgt induktiv T'(n) = (n — 1)1,



Kapitel 9

Metrische Raume und
Banachraume

9.1 Metrik und Norm

Definition 9.1. (Metrik auf einer Menge X) FEine Metrik (oder Abstandsfunktion) ist
eine Abbildung d: X x X - R, (z,y) — d(x,y) mit drei Figenschaften

(i) d(xz,y) >0 fir alle x,y € X und d(z,y) =0< x =1y (Positivitit).
(ii) d(z,y) =d(y,z) (Symmetrie).
(iii) d(z,y) < d(x,z) 4+ d(z,y) fir alle x,y,z € X (Dreiecksungleichung).

0 firz=y

Beispiel 9.2. (i) auf jeder Menge X definiert d(x,y) = {1 fiir © #
tir x %y

die sogenannte diskrete Metrik.
(ii)) AufK definiert d(z,y) = |z — y| eine Metrik.

(iii) Auf jeder nicht leeren Teilmenge A C X eines metrischen Raumes (X, d) definiert
die Einschrinkung von d auf A x A — R eine Metrik.

(iv) Auf dem kartesischen Produkt zweier metrischer Riume definiert die Summe bei-
der Metriken eine Metrik. Sie heifit Metrik des kartesischen Produktes.

(v) Die Finschrinkung der Metrik (ii) auf die Vereinigung der inversen der natirli-

chen Zahlen mit {0} definiert eine Metrik auf N = NU{oo} ~ {+ | n € N}U{0}:

— 1
d(n,m) = In—m| d(oco,n) = d(n,00) == d(co,00) =0  fir alle n,m € N.

nm n

107
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Die Menge V' = K" erfiillt mit (xy1,...,2,) + (Y1, Yn) = (@1 + Y1, ., Tp + Yn)
und 0 = (0,...,0) die Axiome Al. Auflerdem besitzt sie eine Skalarmultiplikation

KxV —1V, A (1, ) = N (21, x,) = (Axg, .., Axy,),
so dass sie einen Vektorraum uber dem Koérper K bildet:

Definition 9.3. Fin K-Vektorraum V ist eine Menge V' zusammen mit Abbildungen:
+:VxV =V (v,w) »v+w cKxV =V, (A, 0) = X,
die die Axiome Al der Addition und fir alle \, p € K und v,w € V' folgendes erfillt:

A(v+w)=XA-v+ X w, A+p)-v=Xv+pu-ov,
A-p)-v=X(-v), 1-v=no.

Definition 9.4. Fine Norm auf einem reellen bzw. komplexen Vektorraum V ist eine
Abbildung || - || : V = R, x> ||z|| mit folgenden drei Figenschaften:

(i) |lz]| =0 fir alle x € V und ||z|]| =0 <= x =0

(ii) [|A- x| = |\ ||z]| fir N\ € K und x € V

(iii) [z +yll <zl + llyll fir alle z,y € V

Satz 9.5. Fir jede Norm istd:V xV =R, (z,y)+— d(x,y) = ||x — y|| eine Metrik.

Beweis: (i) folgt aus (i) der Definition einer Norm.

(ii) d(y, =) = lly — 2| = |(=D)(z = y)ll = [ = U}z — || = [z — yl| = d(z,y)

(iii) d(z,y) = [lv —yl| = [lv =2+ 2 =yl < |lz = 2] + ||z — || = d(z, 2) + d(z,y).q.e.d.
Im folgenden werden wir mit der Vorgabe einer Norm auf einem Vektorraum immer

auch die entsprechende induzierte Metrik auf diesem Vektorraum betrachten. Deshalb

fassen wir jeden normierten Vektorraum auch als metrischen Raum auf.

Definition 9.6. (Euklidische Norm und Metrik) AufR™ definiert

I(z1,..., 2| = ]z 2+ ..+ |zn2 = /23 + .. a2
die euklidische Norm. Die entsprechende Metrik heifst dann euklidische Metrik.

Die Eigenschaft (iii) heifit dabei Minkowski—Ungleichung:

\/(x1+y1)2+...+(xn+yn)2§\/x‘{+...+x%+\/yf+...+yg.

Um diese zu beweisen zeigen wir zuerst die
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Cauchy—Schwarzsche Ungleichung 9.7.

\z1y1] 4 -+ | Tayn] < \/x%+...+x%\/y%+...+yg

Beweis: Wegen |z;y;| = |z - |yi|, 2 = |2;]? und y? = |y;|? geniigt es offenbar

x1y1+...+xnyn§\/x%—l—...—kxi\/y%—l—...—l—yg

zu zeigen. Das ist dquivalent zu
(Tas + o+ 2y)® < (@ + ) (Y 4 D).

Fiir y = (y1,...,ys) = 0 ist die Aussage trivial. Fiir y # 0 gilt

2 n 2
T1Y1 + .o T Tnpln T1Y1 + .o Tnln
Iyl - _ (Ilwaz - y)
H Wl 2 ol
xlyl +...+ xnyn)2
Z (W N S et )
(xlyl + ...+ mnyn)Q

— Iylllel? + ] Il = 2150 + . . + ag)?

=yl ll=ll* = (1y1 + . + 2ayn) ™.
Weil diese Ausdriicke nicht negativ sind folgt (z1y1 + ... + x,yn)? < ||z]]?||ly||*. q.e.d.
Beweis der Minkowski Ungleichung:
(@1 +y)" + -+ (@ + )" < 2l + Y17 + 20y + -+ Taya)
< )+ llyl* + 2ll=[ -yl < (l=ll +ly[D* a.e.d.

Analog definiert ||(z1,...,2,)| = V2121 + ... + 2,Z, eine Norm auf C". Identifizieren
wir C mit R? (Realteil und Imaginérteil), dann ist C" ~ (R?)" ~ R?".

Ubungsaufgabe 9.8. Die euklidische Norm auf R*" induziert durch diese Identifika-
tion auf C* die Norm ||(z1,...,%n)|| = V121 + ... + TpZp.

Definition 9.9. Fir x = (z1,...,z,) € K" und 1 < p < oo sei
lzllp = (|21 + ..+ Jza[)?
Wir hatten in einer Ubungsaufgabe gesehen, dass ||x||, im Grenzwert p — oo gegen
[#][cc = max{|ay|,.. ., |zal}
konvergiert. Das Skalarprodukt wird definiert als
<x,y>:x1§1+...+xngn€K, fir z,y € K"

Fiir y € R™ setzen wir hierbei (§1,...,0n) =§ =Y.



110 KAPITEL 9. METRISCHE RAUME UND BANACHRAUME

Satz 9.10. (Héldersche Ungleichung) Seien p > 1 und ¢ > 1 mit i + é =1.
Dann gilt Kz, y)| < |zin| + ..o+ |zoynl < |zl - ylly  fir alle z,y € K"
Fiir p = g = 2 erhalten wir wieder die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung
[zagn| + - A [yl < 2]l - [lyll-
Beweis: Wenn p = 1 und ¢ = oo gilt
ey + - enyn] < (loa] + - 4 o)) max{s ], - Jyal}-

Den Fall p = oo und ¢ = 1 erhalten wir durch vertauschen von z und y. Wir kénnen
also 1 < p, ¢ < co annehmen, und dass ||z||, # 0 # ||y||, gilt, weil die Ungleichung sonst
offensichtlich ist. Dann folgt aus der Young’schen Ungleichung fiir alle k =1,...,n

wryel Lol Jyel L lakl” 1 el
lzllpllylle Nzl lylly = pllzlz g llylla
Nach Summation iiber k£ = 1,...,n erhalten wir
oz 11
|Z1yi] + - 4 [Taynl <iiion qe.d.
Il lq P q

Satz 9.11. (Minkowski Ungleichung) Seip > 1 und z,y € K", dann gilt

[z +yllp < llzllp + [yl

Korollar 9.12. Fir alle1 <p <oo undn € Nist |-, : K* = R eine Norm. q.e.d.
Beweis der Minkowski Ungleichung: Fiir p = 1 oder p = oo folgt sie aus der
Dreiecksungleichung. Sei also 1 < p, ¢ < oo mit }%—l—% =1l ptg=pg=p=(p—1)q.
R T L R T e I o V20 IR 2 B o V71 Al R £ R [P VR VAN |

< (lza] + lyaDles + 3P 4 (2l + a2 + yal”™

< (lzllp + lyllp) (2 4y P09 4 g+ g P00 8
(1]l + yllp) [l + 12/

Die zweite Zeile wurde ausmultlphmert und jeweils die Holdersche Ungleichung benutzt.
Es folgt ||z + ylI5 < (lzll, + llyllp) |z + Il Fir |lz 4y, = O 1st die Aussage trivial.
—) —)
Aus [l +yll, # 0 folgt o+ yll, = lle +uly" * = lle+oly < lall, + lyllp-aed.
Definition 9.13. (offener Ball, Umgebung, offene Menge) FEin offener Ball in (X, d)
mit Zentrum x € X und Radius r > 0 ist die Menge B(z,r) ={y € X | d(z,y) < r}.
FEine Umgebung eines Punktes x € X st eine Menge O C X, die fiir ein r > 0 einen
Ball B(z,r) enthdlt. Eine offene Menge O C X ist eine Teilmenge, die eine Umgebung
aller ihrer Punkte ist, d.h. fir alle x € O gibt es ein € > 0 mit B(x,€) C O.
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Beispiel 9.14. In R besteht der Ball B(x,r) aus (x —r,x+1). Im R™ besteht der Ball
B(z,r) aus allen Punkten, deren euklidischer Abstand zu x kleiner ist als r.

Alle offenen Bille B(x,r) sind tatsdchlich Umgebungen von z: Fiir y € B(z,r) ist
d(x,y) < r.Sei z € B(y,r —d(x,y)). Dann gilt d(z,z) < d(x,y) + d(y,2) < r, also
auch B(y,r — d(z,y)) C B(z,r). Deshalb sind die offenen Bélle tatséchlich offen.

Offenbar ist die beliebige Vereinigung von offenen Mengen wieder offen. Fiir zwei
offene Mengen O und O' und z € ONO’ gibt es r > 0 und 7’ > 0 mit B(x,r) C O und
B(z,r") C O'. Also ist B(xz, min{r,r'}) C B(x,r)NB(x,r") C ONO’, und ONO’ offen.
Damit ist auch die Schnittmenge von endlich vielen offenen Mengen wieder offen.

Definition 9.15. (abgeschlossene Mengen, Absghluss) Die Komplemente von offenen
Mengen heifien abgeschlossen. Der Abschluss A eine Menge A ist die Schnittmenge
aller abgeschlossenen Mengen, die A enthalten.

Wegen der Regel von de Morgan, sind beliebige Schnitte und endliche Vereinigungen
von abgeschlossenen Mengen wieder abgeschlossen. Deshalb ist eine Menge genau dann
abgeschlossen, wenn sie mit ihrem Abschluss iibereinstimmt.

Definition 9.16. Zwei Normen || ||y und || ||2 heiflen dquivalent, wenn es Konstan-
ten C1,Cy > 0 gibt, so dass fiir allev € V' gilt
[olly < Chlfolly und [ol]2 < Coflol]s-

Die Relation zwischen Normen dquivalent zu sein ist eine Aquivalenzrelation, denn aus

[olls < Chllvlla [lollz < Cellv]lx [ol[2 < Csflvlls [v]ls < Caflvll2
folgt vl < C1Cs]jvfls  und  |jv][s < CaChaflv]]s.
Beispiel 9.17. Auf den Vektorrdumen K™ haben wir fir 1 < p < oo die Normen
n 1/p
oo r, oo g, = | (50) R
max{|vi|,...|vn|}  fir p = cc.

eingefiihrt. Offenbar gilt fir alle 1 < p < oo und alle v € K"
[Vllee < Mvlly < (nl0][2)"? = 277 [|v]] .
Also sind alle diese Normen dquivalent.

Aquivalente Normen besitzen offenbar die gleichen offenen Mengen, so dass eine
Folge beziiglich einer Norm genau dann konvergiert, wenn sie beziiglich einer &qui-
valenten Norm konvergiert. Wenn umgekehrt die offenen Mengen von zwei Normen
iibereinstimmen, dann miissen sie dquivalent sein, weil dann jeder Ball um die Null
der einen Norm einen Ball um die Null der anderen Norm enthalten muf}. Wir werden
sehen, dass auch die stetigen Funktionen von dquivalenten Normen iibereinstimmen.
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9.2 Vollstindigkeit und Kompaktheit

Zunéchst verallgemeinern wir einige Aussagen iiber Zahlenfolgen auf allgemeine Folgen
in metrischen Radumen.

Definition 9.18. (Folgen und Cauchyfolgen) FEine Folge (z,)nen in einem metrischen
Raum (X, d) ist eine Abbildung von N nach X, mit n — x,.

Fine Folge (z,)nen in einem metrischen Raum (X, d) konvergiert gegen x € X,
wenn es fir jedes € >0 ein N € N gibt, so dass d(x,,x) < € fir allen > N gilt.

Fine Folge (x,)nen heifit Cauchyfolge, wenn es fir jedes € > 0 ein N € N gibt, so
dass d(xp, ) < € fir alle n,m > N gilt.

Offenbar konvergiert eine Folge (x,)n,en genau dann gegen einen Punkt z, wenn
jede Umgebung von x alle bis auf endlich viele Folgenglieder enthélt. Deshalb hangt
der Begriff der Konvergenz nur von der Wahl der offenen Mengen ab.

Ein Punkt x gehort genau dann zu dem Abschluss A, wenn alle offenen Mengen,
die = enthalten, einen nicht leeren Schnitt mit A haben. Dies ist wiederum dquivalent
dazu, dass es fiir jedes n € N ein Element a,, in dem Ball B(z, %) N A gibt, oder auch
dazu, dass es eine Folge in A gibt, die gegen x konvergiert. Damit haben wir gezeigt:

Lemma 9.19. Der Abschluss einer Teilmenge eines metrischen Raumes besteht aus
allen Grenzwerten von Folgen innerhalb der Teilmenge, die in dem metrischen Raum
konvergieren. Und eine Teilmenge ist genau dann abgeschlossen, wenn die Grenzwerte
von allen konvergenten Folgen in der Teilmenge auch zu der Menge gehoren. q.e.d.

Wenn die Folge (x,)nen gegen x konvergiert, dann gibt es fiir jedes € > 0 ein
N € N, so dass d(z,,r) < § und d(z,,, ) < § fiir alle n,m > N gilt. Dann gilt auch
d(zp, ) < d(T,, ) + d(x, x,,) < €. Damit haben wir gezeigt:

Satz 9.20. In einem metrischen Raum sind konvergente Folgen Cauchyfolgen. q.e.d.

Definition 9.21. Fin metrischer Raum (X, d) heifit vollstindig, wenn auch jede Cau-
chyfolge konvergiert.

Definition 9.22. Fin vollstindiger normierter Vektorraum heifit Banachraum.

Wegen dem Vollstiandigkeitsaxiom sind R™ und C" fiir alle n € N Banachridume.
Wegen Lemma ist eine Teilmenge eines vollsténdigen metrischen Raumes genau
dann ein vollstdndiger metrischer Raum, wenn sie abgeschlossen ist.

Definition 9.23. (kompakt) Eine Teilmenge der offenen Mengen von (X,d), die X
tiiberdeckt, (d.h. jedes Element von X ist in mindestens einer der offenen Mengen ent-
halten) heifit offene Uberdeckung von X. Der metrische Raum heift kompakt, wenn
jede offene Uberdeckung eine endliche Teiliberdeckung besitzt.
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Satz 9.24. Fir einen metrischen Raum (X, d) sind folgende Aussagen dquivalent:
(1) (X,d) ist kompakt.
(ii) Jede Folge in (X,d) besitzt eine konvergente Teilfolge.

(iii) (X,d) ist vollstindig und fiir jedes ¢ > 0 besitzt (X,d) eine endliche Uberdeckung
mit offenen Bdllen vom Radius €.

Beweis: (i)=-(ii): Sei (2,)nen eine Folge ohne Haufungspunkt. Dann sind fiir allen € N
die Mengen F,, = {z,, | m > n} abgeschlossen, weil ihr Abschluss neben den Elementen
von F, nur aus Haufungspunkten von (x,)neny besteht. Weil (), _ £, nur Héufungs-
punkte von (,)en enthilt, bilden die Mengen (X \ F),)nen eine offene Uberdeckung
von X. Offenbar ist der Schnitt von endlich vielen Mengen der Mengen (F,),en nicht
leer. Also besitzt die Uberdeckung (X \ F},)nen keine endliche Teiliiberdeckung.
(ii)=(iii): Sei also (X,d) ein metrischer Raum, der (ii) erfiillt. Dann besitzt je-
de Cauchyfolge (z,)nen einen Haufungspunkt z. Dann gibt es fiir jedes € > 0 eine
natiirliche Zahl N € N, so dass alle m,n > N auch d(z,,r,,) < § erfiillen. Weil z ein
Héaufungspunkt ist, gibt es ein m > N, so dass d(z,,, x) < § gilt. Also gilt

d(xp,x) < d(zp, Tm) + d(x,,x) <€ firallen > N.

Also konvergiert (z,)nen gegen x und damit ist (X, d) vollstédndig. Sei € > 0 so gewahlt,
dass es keine endliche Uberdeckung von X mit Béllen vom Radius e gibt. Wir definieren
induktiv eine Folge (.,)men, so dass z,11 € X \ UL _, B(zm,€) fiir jedes n € N gilt.
Daraus folgt d(x,, z,,) > € fiir alle n # m € N. Also besitzt sie keine Teilfolge, die eine
Cauchyfolge ist, und damit auch keinen Héufungspunkt im Widerspruch zu (ii).
(iii)=-(i): Wir nehmen an (X, d) erfiillt Bedingung (iii) und (Uy)xez sei eine Uber-
deckung von (X, d), die keine endliche Teiliiberdeckung besitzt. Dann definieren wir in-
duktiv eine Folge (2, )nen, so dass die Bélle B(z,,,27™) nicht durch endlich viele (U))aer
iiberdeckt werden und fiir alle n € N die Bille B(x,.1,2~ ")) und B(z,,2™™") nicht
disjunkt sind. Weil namlich (X, d) eine endliche Uberdeckung von Billen vom Radius
2-(+1) hesitzt, und weil B(x,,2™") nicht durch endlich viele (Uy)xey, iiberdeckt wer-
den, gibt es mindestens einen Ball vom Radius 2=V, der nichtleeren Schnitt mit
B(z,,27™) hat und nicht durch endlich viele (Uy)xer tiberdeckt wird. Wegen

o0

3 3 3 1 3
A, 1) <277+ 270D = d - . =
(@, Toi1) + 2.9n un 22.271 2.9m 1_1  9m

n=m 2

ist die Folge (2,)nen eine Cauchyfolge. Der Grenzwert z erfiillt d(x,,z) < 5 fiir alle

n € N und gehort fiir ein A € L zu der offenen Menge U,, die B(x,¢) fiir ein € > 0

1

enthilt. Fiir geniigend grofies m ist dann 5= <€, und wegen d(z,,, ) < 2% auch

B(zpm,27™) C B(x,27™ +3-27™) = B(z,2*™™) C B(x,e).
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Also wird der Ball B(z,,,27™) durch ein (Uy)er iiberdeckt im Widerspruch zu der
Annahme, dass (U))xer keine endliche Teiliiberdeckung besitzt. q.e.d.
Dieser Satz hat einige wichtige Folgerungen:

Korollar 9.25. (i) Kompakte Mengen eines metrischen Raums sind abgeschlossen.
(ii) Abgeschlossene Teilmengen einer kompakten Menge sind wieder kompakt.

Beweis: (i) Kompakte Mengen sind vollstéandig, und stimmen wegen Lemma mit
ihrem Abschluss iiberein.

(ii) Abgeschlossene Teilmengen einer kompakten Menge erfiillen offenbar wieder die
Bedingung (ii) des vorangehenden Satzes. q.e.d.

Definition 9.26. Fine Teilmenge A eines metrischen Raumes (X, d) heifst beschrinkt,
wenn fir ein x € X, die Menge der Abstinde {d(z,y)|ly € A} beschrinkt ist.

Wegen der Dreiecksungleichung ist diese Bedingung &dquivalent dazu, dass fiir alle
xr € X die Mengen {d(z,y) | y € A} beschrénkt sind, aber nicht uniform in z € X.

Der zweite Teil des Beweises vom Satz zeigt dass alle kompakten Teilmengen
eines metrischen Raumes beschriankt sind. Im K" konvergiert eine Folge genau dann,
wenn fiir alle ¢ = 1,... n die jeweilige Folge der i-ten Komponenten konvergieren.
Deshalb {ibertragt sich auch der erste Teil des Beweises des Satzes und zeigt

Satz 9.27. In jedem metrischen Raum ist eine kompakte Teilmenge beschrdinkt.
In K" ist eine Teilmenge beziglich einer der dquivalenten Normen || - ||, mit p €
[1,00] genau dann kompakt, wenn sie abgeschlossen und beschrankt ist.

Beispiel 9.28. (i) Die Intervalle [a,b] sind kompakt.
(ii) N aus Beispiel (vi) ist kompakt.
(iii) Sei (an)nen konvergent mit Grenzwert a. Dann ist {a} U {a,|n € N} kompakt.

9.3 Stetigkeit

Definition 9.29. Fine Abbildung f : X — Y, x— f(x) von einem metrischen Raum
(X,d) in den metrischen Raum (Y,d) heifit stetig in x € X, wenn es fir jedes € > 0
ein § > 0 gibt, so dass alle y € B(x,0) C X auch f(y) € B(f(z),e) CY erfillen. Die
Abbildung f heifit stetig, wenn sie in allen Punkten von X stetig ist.

Stetig im Punkt x heifit also, dass alle Punkte, die hinreichend nahe bei x liegen,
auf Werte abgebildet werden, die beliebig nahe bei f(z) liegen.

Satz 9.30. Fir eine Abbildung f : X — Y, x +— f(x) zwischen den metrischen
Réaumen (X, d) und (Y,d) ist folgendes dquivalent:
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(1) f ist stetig in x.
(ii) Das Urbild jeder Umgebung von f(x) ist eine Umgebung von x.

(iii) Fir jede Folge (xp)nen in (X, d), die gegen x konvergiert, konvergiert auch die
Folge (f(xn))nen gegen f(x).

Beweis: (i)« (ii) Die Umgebungen von x sind gerade die Mengen, die einen §-Ball um
x enthalten. Also ist (ii) dquivalent zu der Aussage, dass das Urbild jedes e-Balles um
f(z) einen 0-Ball um x enthélt. Diese Aussage ist nur eine Umformulierung von (i).

(i)« (iii) Die Folgen (z,)neny und (f(z,))nen konvergieren genau dann gegen x bzw.
f(x), wenn jede Umgebung von x bzw. f(z) alle bis auf endlich viele Folgenglieder
enthdlt. Wenn also (x,)n,en gegen x konvergiert und f (ii) erfiillt, dann konvergiert
auch (f(x,))nen gegen f(x). Also folgt aus (ii) auch (iii). Wenn es umgekehrt einen
e-Ball von f(z) gibt, dessen Urbild keinen §-Ball von x enthélt, dann gibt es eine Folge
(Z)nen von Punkten z, € B (z, 1), so dass die Folge der entsprechenden Werte f(z,,)
im Komplement dieses e-Balles von f(x) liegt: f(x,) € B(f(z),€). Also konvergiert

(Tn)nen gegen x aber f(z,) nicht gegen f(x). q.e.d.

Korollar 9.31. Fir eine Abbildung f : X — Y zwischen den metrischen Rdumen
(X,d) und (Y, d) ist folgendes dquivalent:

(1) f ist stetig.

(ii) Das Bild (f(zn))nen jeder konvergenten Folge (xy,)nen ist konvergent und es gilt

n—oo

(iii) Das Urbild jeder offenen Menge ist offen.
(iv) Das Urbild jeder abgeschlossenen Menge ist abgeschlossen.

Beweis: Wegen dem vorangehenden Satz sind (i) und (ii) dquivalent. Weil eine Menge
genau dann offen ist, wenn sie eine Umgebung von allen ihren Punkten ist, zeigt der
vorangehende Satz, dass aus (i) bzw. (ii) auch (iii) folgt. Weil jede Umgebung eines
Punktes auch eine offene Umgebung des Punktes enthilt, folgt wieder wegen dem
vorangehenden Satz aus (iii) auch (i) bzw. (ii). Weil nun die abgeschlossenen Mengen
gerade die Komplemente der offenen Mengen sind und das Urbild eines Komplementes
gerade gleich dem Komplement des Urbildes ist, ist (iii) zu (iv) dquivalent. q.e.d.

Korollar 9.32. Die Komposition zweier stetiger Abbildungen ist stetig. Die analoge
punktweise Aussage gilt auch.
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Beweis: Benutze die Aquivalenz zwischen (i) und (iii) im vorangehenden Korollar und
die Gleichung

(fog)[Al =g '[f Al
Beispiel 9.33. (i) Aufjedem metrischen Raum ist die identische Abbildung 1x stetig.
(ii) Die konstante Abbildung, die alle x € X auf einen Punkt y abbildet ist stetig.
(iii) Wegen der Dreiecksungleichung gilt
d(z,y) < d(z,u) +d(u,y) < d(z,u) + d(u,v) + d(v,y).

Also gilt auch d(z,y) — d(u,v) < d(x,u) + d(v,y). Durch vertauschen (z,y) <>
(u,v) und unter Benutzung der Symmetrie erhalten wir

d(u,v) —d(z,y) < d(z,u) +d(v,y) = |d(z,y) — d(u,v)| < d(z,u)+d(v,y).
Mit der Metrik aus dem Beispiel[9.9 (v) auf X x X istd : X x X — R also stetig.
(iv) In Bezug auf die induzierte Metrik ist wegen
vl = llwlll < llo —wl fir alle v,w e V
auf jedem normierten Vektorraum V' die Norm || - || eine stetige reelle Funktion.
(v) Wegen der Dreiecksungleichung sind fiir jeden normierten Vektorraum V
+:VxV =V, @wWw—v+w KxV-oK  (Av)—=Awv
stetige Abbildungen. Das gilt auch fiir die Abbildungen
—:K—>K, z—-x und LK\ {0} = K\ {0}, a~al

(vi) Eine Folge (z,)nen in einem metrischen Raum (X,d) ldft sich genau dann zu
einer stetigen Abbildung von N nach X fortsetzen, wenn sie konvergiert. Dann
wird oo auf lim x, abgebildet.

n—oo

Korollar 9.34. Das Bild einer kompakten Menge unter einer stetigen Abbildung ist
kompakt.

Beweis: Sei f : X =Y, x> f(z) eine stetige Abbildung und A C X eine kompakte
Menge. Dann ist das Urbild einer beliebig offenen Uberdeckung von dem Bild

fl[Al={y €Y | Jx € Amit f(z) =y}

eine offene Uberdeckung von A. Diese besitzt, wenn A kompakt ist, eine endliche
Teiliiberdeckung. Also besitzt jede offene Uberdeckung von f[A] eine endliche Teiliiber-
deckung und f[A] ist kompakt. q.e.d.
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Korollar 9.35. Alle stetigen Funktionen auf einem kompakten metrischen Raum sind
beschrinkt. Das Bild einer reellen stetigen Funktion auf einem kompakten metrischen
Raum besitzt ein Minimum und ein Maximum.

Beweis: Sei (X, d) kompakt und f: X =Y, x> f(z) stetig. Wegen Korollar [9.34]
ist f[X] kompakt und wegen Satz beschrankt. Wegen Korollar besitzen die
kompakten Teilmengen von R sowohl ein Minimum als auch ein Maximum. q.e.d.

Korollar 9.36. Sei f eine bijektive stetige Abbildung von einem kompakten metrischen
Raum (X, d) auf einen metrischen Raum (Y,d). Dann ist die Umkehrabbildung stetig.

Beweis: Wegen Korollar ist das Bild f[X] =Y kompakt. Wegen Korollar [9.25]
ist eine Teilmenge eines kompakten metrischen Raumes genau dann abgeschlossen ist,
wenn sie kompakt ist. Weil das Urbild unter der Umkehrabbildung gleich dem Bild
unter f ist, folgt die Aussage aus Korollar und Korollar m (iv). q.e.d.

Satz 9.37. Auf K" sind alle Normen paarweise dquivalent.

Beweis: Es geniigt zu zeigen, dass alle Normen dquivalent sind zu || - ||;. Sei also || - ||
eine beliebige Norm. Sei ey, ..., e, die Basis von K", deren i—tes Element nur an der
i—ten Stelle eine nicht verschwindende Komponente hat, die dann jeweils gleich Eins
ist. Wegen der Dreiecksungleichung gilt dann fiir jedes v = (vy,...,v,) € K"

[0l < foil - flexll + - 4 [on] - l[en]] < max{[lea]],.. . [[en[[}]v]x-
Aus der Dreiecksungleichung folgt dann fiir alle v, w € K"
ol = llwll] < [l — wl| < max{fle]], ..., [enl[}v —w]s.

Also ist die Abbildung v — ||v|| stetig beziiglich der Norm | - ||;, und wegen dem
Satz von Heine-Borel ist die Teilmenge {v € K" | ||v||; = 1} mit der von || - ||;
induzierten Metrik kompakt. Wegen Korollar [9.35 nimmt diese Funktion auf dieser
Menge das Minimum C' an. Wegen der Positivitét von || - || gilt C' > 0. Daraus folgt

v
Cllv]l: < Hm lv]l1 = ||v]| < max{]le1]],- .., |lex]}||v]: fiir alle v € K™\ {0}.q.e.d.

Definition 9.38. (Gleichmdfige Stetigkeit, Lipschitzstetigkeit) FEine Abbildung f :
X =Y zwischen metrischen Rdumen heifit gleichmdf$ig stetig, wenn es fiir alle € > 0
ein 0 > 0 gibt, so dass d(f(x), f(y)) < € fir alle x,y € X mit d(x,y) < ¢ gilt.

Die Abbildung heifit lipschitzstetig auf A, wenn es eine Konstante L > 0 (Lip-
schitzkonstante) gibt, so dass fir alle x,y € A gilt d(f(x), f(y)) < Ld(x,y).

Offenbar ist jede lipschitzstetige Abbildung auch gleichméBig stetig und jede gleich-
méafig stetige Abbildung auch stetig. Es gilt auch folgende Umkehrung:
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Satz 9.39. Sei f : X — Y, x — f(z) eine stetige Abbildung zwischen metrischen
Raumen. Dann ist f auf jeder kompakten Menge A auch gleichmdflig stetig.

Auf kompakten Mengen sind also gleichméfige und einfache Stetigkeit dquivalent.
Beweis: Sei also f : X — Y, x — f(x) stetig und A C X kompakt. Dann
gibt es fiir jedes € > 0 und jedes * € A ein 0(x), so dass f(y) € B(f(z),5) aus
y € B(x,20(x)) folgt. Wir wihlen eine endliche Teiliiberdeckung von der offenen Uber-
deckung {B(z,d(x)) | = € A} von A. Sei ¢ das Minimum der Radien dieser endlichen
Teiliiberdeckung. Dann gibt es fiir alle y, 2z € A mit d(y, z) < J einen Ball B(z,d(x))
der endlichen Teilitberdeckung mit y € B(x,d(x)). Dann folgt

d(z,z) <d(z,y) +d(y,z) <d(x)+d <20(x) alsoze B(z,26(x)).
Daraus folgt d(f(y), f(2)) < d(f(z), f(y)) +d(f(x), f(2)) <e q.e.d.

Ubungsaufgabe 9.40. Zeige in mehreren Schritten, dass sich jeder metrische Raum
(X,d) auf eindeutige Weise vervollstandigen laft.

(i) Auf dem Raum aller Cauchyfolgen in (X,d) ist die Relation
(Zn)nen ~ (Yn)nen <= die reelle Folge (d(Tn, Yn))nen konvergiert gegen Null.

eine Aquz’valenzrelgtion. Die Menge der entsprechenden Aquivalenzklassen be-
zeichnen wir mit X .

(ii) Fir Cauchyfolgen (xn)nen, (Yn)nen ezistiert der Grenzwert d((2n)nen, (Yn)nen) =
lim d(z,,y,) und hingt nur von den Aquivalenzklassen der Cauchyfolgen ab.
n—oo

(iii) Die entsprechende Abbildung d : X x X — R definiert eine Metrik.

(iv) (X,d) ist ein vollstindiger metrischer Raum.

(v) Die konstanten Folgen definieren eine isometrische (mit beiden Metriken vertragli-
che) Abbildung X — X, und das Bild dieser Abbildung liegt dicht in X (d.h. der
Abschluss von dem Bild ist gleich X ).

(vi) Zeige, dass sich jede gleichmafig stetige Abbildung f von (X, d) in einen vollstin-
digen metrischen Raum (Y,d) eindeutig zu einer stetigen Abbildung f von (X, d)
nach (Y, d) fortsetzen lifit. Daraus folgt dann, dass X sich isometrisch und bijek-
tiv auf den Abschluss des Bildes jeder isometrischen Abbildung von X in einen
vollstindigen metrischen Raum abbilden ldfst.

Weil jede reelle Zahl der Grenzwert einer Folge von rationalen Zahlen ist, sind
die reellen Zahlen die Vervollstindigung des metrischen Raums der rationalen Zahlen.
Anstelle unserer axiomatischen Charakterisierung der reellen Zahlen kénnen wir also
die reellen Zahlen auch als die Vervollstdndigung der rationalen Zahlen konstruieren.
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9.4 Funktionenriaume

In diesem Abschnitt sei (Y, d) ein metrischer Raum, ein normierter Vektorraum oder
eine normierte Algebra und spéter auch (X, d) ein metrischer Raum:

Definition 9.41. Eine normierte Algebra ist ein normierter Vektorraum V mit einer
assoziativen und distributiven Multiplikation - -V x V. — V| die folgendes erfiillt:

(v+d") W =v- "+ v () = Av- ) lo-o'|| < o]l - |||
v+ ) =00+ v (W)= ANv-v')  fir alle v, o', 0" € VX e K.

Wenn V' wollstindig ist, heifst V' Banachalgebra.

Wir betrachten in diesem Abschnitt Mengen von Abbildungen von X nach Y.
Wenn Y ein normierter Vektorraum ist, konnen wir solche Abbildungen punktweise
miteinander addieren und mit Elemente von K multiplizieren, und wenn Y eine Algbera
ist, auch punktweise miteinander multiplizieren:

f+g:X =Y, z—=f(z)+ g(x), A X =Y, x = Af(x)
fr9:X =Y, x> f(x) - g(x).
Die Addition erfiillt die Axiome Al und mit der Skalarmultiplikation das Distributiv-
gesetz. Dadurch wird die Menge aller Abbildungen in einen Vektorraum Y zu einem
Vektorraum, und zu einer Algebra, wenn Y eine Algebra ist. Das Inverse einer Funktion
f in eine Algebra mit Eins 1 € Y existiert nur, wenn f(z) fiir alle x € X invertier-

bar ist. Indem wir die Elemente von K mit den entsprechenden Vielfachen der Eins
identifizieren, wird die Skalarmultiplikation zu einem Spezialfall der Multiplikation.

Definition 9.42. Fine Folge von Funktionen (f,)neny von X nach'Y heifst

punktweise konvergent, wenn die Folgen (f,(x))nen fir jedes x € X konvergieren.
Die Grenzwerte definieren wieder eine Funktion f: X =Y, x+— lim,_, fo(2).

gleichmiflig konvergent, wenn es eine Funktion f : X — Y, zw— f(x) gibt, und
fir alle e >0 ein N € N, so dass d(fn(x), f(x)) <€ firn> N und z € X gilt.

Offenbar ist jede gleichméBige konvergente Folge (f,,) auch punktweise konvergent,
aber nicht umgekehrt (siehe Beispiel |5.24]).

Definition 9.43. Fine Abbildung f : X — Y in einen metrischen Raum Y heifit
beschrankt, wenn das Bild f[X] inY beschrinkt ist. B(X,Y), bezeichne die Menge aller
beschrinkten Abbildungen von X nachY . Auf B(X,Y) bezeichne d folgende Abbildung:

d:B(X,Y)x B(X,Y) =R, (f,9)—d(f,g) =sup{d(f(z) g(z)) | z € X}.
Wenn Y ein normierter Vektorraum ist, dann bezeichne || - ||« folgende Abbildung:

[ lloo s BLXL,Y) = R, [ || flloo = sup{[lf ()] | # € X7}
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Satz 9.44. (i) Fir einen metrischen Raum Y ist d eine Metrik auf B(X,Y).

(ii) Wenn Y ein normierter Vektorraum (Algebra) ist, ist B(X,Y) ein normierter
Vektorraum (Algebra) mit Norm || - ||, die die Metrik aus (i) induziert.

(iii) Wenn Y ein vollstindiger metrischer Raum ist, dann auch (B(X,Y),d).

Beweis: (i) und (ii) folgen aus den Eigenschaften der Metrik bzw. Norm || - || von Y,
und weil wegen der Dreiecksungleichung und wegen |[v - w|| < [jv|| - ||w] die Summe
und das Produkt zweier beschrankter Abbildungen wieder beschrankt ist.

(iii) Sei (fy)nen eine Cauchyfolge in B(X,Y"). Fiir alle € > 0 gibt es ein N € N mit

d(fo(2), fm(x)) < d(fn, frm) < g fiir alle n,m > N und alle z € X.

Dann sind fiir alle z € X die Folgen (f,(z))nen Cauchyfolgen. Also konvergieren sie
punktweise gegen eine Funktion f: X — Y, z+— f(z). Fir allee > 0 und alle x € X
gibt es ein M(x) € N, so dass d(f(x), f(x)) < § fiir alle m > M (x) gilt. Damit folgt

d(fn(2), f(2)) < d(fn(2), fn(2)) + d(fm (), f(2)) <€

fir n > N und m > max{N, N(z)}. Also konvergiert (f,)nen gleichmiflig gegen f.
Aus sup{d(fy(z), f(z)) |z € X} <eund fy € B(X,Y) folgt f € B(X,Y). q.e.d.

Definition 9.45. C,(X,Y) sei der Unterraum von B(X,Y) aller stetigen und be-
schrinkten Funktionen von X nach Y.

Satz 9.46. (i) Fir metrische Riume X undY ist Cy(X,Y) abgeschlossen in B(X,Y).
(ii) Wenn Y ein normierter Vektorraum (Algebra) ist, dann auch Cy(X,Y).
(iii) Wenn Y wollstindig ist, dann auch Cy(X,Y).

Beweis: Wegen dem vorangehenden Satz und Lemma[9.19| geniigt es zu zeigen, dass fiir
jede Folge in Cy,(X,Y), die als Folge in B(X,Y') konvergiert, der Grenzwert in Cp,(X,Y’)
liegt. Sei (f,)nen eine Folge in Cy(X,Y)), die in B(X,Y) gegen f konvergiert. Dann
gibt es fiir jedes € > 0 ein n € N mit d(f,, f) < 5. Weil f, stetig bei x € X ist gibt es
ein § > 0, so dass d(fn(z), fu(y)) < § fiir alle y € B(x,0) gilt. Dann folgt

d(f(x), f(y)) < d(f(2), fu(@)) + d(fu(2), fu(y)) + d(fa(y), f () <e

Also ist f bei x € X stetig. q.e.d.
Die gleichméBige Konvergenz der Folge (f,)nen ist notwendig (siehe Beispiel [5.24)).
Wenn Y ein Banachraum ist, dann sind sowohl B(X,Y) als auch C,(X,Y’) Banachriu-
me. Wenn Y eine Banachalgebra ist wie z.B. K, dann sind auch B(X,Y) und Cy(X,Y)
Banachalgebren. Der Fall Y = K wird im folgenden noch o6fter vorkommen. Jetzt
kénnen wir die Vervollstdndigungen aller metrischen Rdume leicht konstruieren:
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Satz 9.47. Seir X ein metrischer Raum und xq € X. Fir alle x € X gehort dann

I(z): X - R y— d(z,y) —d(zo,y) zu Cp(X,R).
Die Abbildung I : X — Cp(X,R) x— I(x)

ist eine isometrische Abbildung von X nach Cy(X,R), d.h. es gilt d(1(x), I(y)) = d(z,y)
fiir alle x,y € X. Fiir jede gleichmdf$ig stetige Abbildung f von X in einen vollstindigen
metrischen Raum Y, gibt es eine stetige Abbildung g von dem Abschluss des Bildes

I[X] € Cy(X,R) nach Y, so dass f gleich go I ist (vergleiche Ubungsaufgabe .

Beweis: Wegen Beispiel (iii) sind die reellen Funktionen I(z) fiir alle z € X stetig.
Wegen der Dreiecksungleichung gilt fiir x,y,z € X

|d(CL’,Z) - d(yv Z)| = max{d(maz) - d(ya Z)vd(y7z> - d(l’, Z)} <

< max{d(z,y) +d(y,z) —d(y, z),d(y,z) + d(x, = d(x,—z)} =d(z,y) und

) _
d(z,y) = d(z,y) —d(y,y) < d(I(z), [(y)) = sup{|d(x, z) —d(y, 2)| | z € X} < d(z,y).

Mit I(zp) = 0 und y = =z folgt ||/(2)|lx = d(z,x¢) und I(z) € Cp(X,R). Also ist
I eine isometrische Abbildung. Sei h € Cp(X,R) ein Element im Abschluss von /[X]
und f: X — Y eine gleichméfig stetige Abbildung in einen vollstdndigen metrischen
Raum Y. Fiir jedes € > 0 gibt es ein § > 0, so dass d(f(x), f(y)) < € aus d(z,y) <
folgt. Insbesondere haben alle Elemente von {f(z) € Y | € X mit d(I(z),h) < 3}
paarweise einen Abstand kleiner als e. Deshalb werden alle Folgen in X, deren Bilder
unter [ gegen h konvergieren, auf Cauchyfolgen in Y abgebildet, die alle gegen das
gleiche Element von Y konvergieren. Indem wir A durch g auf diesen Grenzwert in Y
abbilden, erhalten wir eine Abbildung g mit den gewiinschten Eigenschaften. q.e.d.

Satz 9.48. (Satz von Stone—Weierstrafy) Sei (X, d) ein kompakter metrischer Raum
und A C Cy(X,R) eine Unteralgebra, die die konstanten Funktionen enthdlt und die
Punkte trennt, d.h. fir alle x #y € X gibt es f € A mit f(x) # f(y). Dann ist der
Abschluss von A gleich Cy(X,R).

Lemma 9.49. Auf [0,1] C R konvergiert die induktiv definierte Folge von Polynomen

Pns1(z) = pa(z) + 5(z — p2(x)) mit po = 0, gleichmdfig gegen die Funktion x — \/T.

Beweis : Wir zeigen zunéichst mit vollstdndiger Induktion, dass 0 < p,(z) und 0 <
p2(z) <z fiir z € [0,1] und alle n € Ny gilt. Beides ist fiir n = 0 offensichtlich.

r—pha(r) = x—pi(2) = pale) (z —p2(2)) — < (x — p2(x))”
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Aus p?(z) < 2 < 1 folgt py(2) < 1 und damit 1 — 222 > Lyund (1 — 2222 > 1 > ¢
Deshalb ist die Folge (p,(z)),ey filr € [0, 1] monoton Wachsend und 0 < p?(z) < .
Dann gilt auch (1— p”éw)) —2 < 1—2 und deshalb auch 0 < z — p2(z) < (1 — )"
Wegen 1 T = Yo gE) > 1+ 12 folgt dann aus der Bernoulli Unglelchung (=30 ) >
142 und 0<x—7pi(x) < 1+xnz 1. Also konvergiert (p2(z))nen auf z € [0,1]

gleichméiﬁig gegen z. Die Funktion [0,1] — [0,1], =« + /x ist die Umkehrfunktion
von [0,1] = [0,1], = — 2. Weil die zweite Funktion stetig ist, ist wegen Korollar
die erste stetig und wegen Satz sogar gleichméfig stetig. Dann konvergiert die Folge
(pn(z) = /P2(2))nen gleichmiBig gegen /x. q.e.d.
Beweis des Satzes von Stone—Weierstraf3: Wegen Lemma [9.49| gibt es eine Folge
(Pn)nen von Polynomen, die auf [0, 1] gleichméBig gegen = +— +/z konvergieren. Fiir

jedes f € A konvergiert dann (pn(%))n@g in Cp(X,R) gegen ,/(ﬁ)? Also gehort

lf| = ||f||cm/(Hf|| )2 zu dem Abschluss A von A. Aus Korollar [2.20| folgt mit ||| f] —

lg9lllee < ||f — glloo fiir alle f,g € Cy(X,R) die Stetigkeit von f — |f|. Wegen der
Stetigkeit von + und - ist A eine Algebra mit |f| € A fiir f € A. Fiir f,g € A gehoren

max(f, g) = %(f+9+|f—g|) und  min(f,g) = %(erg— If —gl)

zu A. Weil A die Punkte von X trennt, gibt es fiir alle 2 # y € X und alle o, 8 € R
ein Element f € A mit f(x) = o und f(y) = S. Sei ndmlich g eine Funktion mit
g(x) # g(y). Dann ist f = a + W(g — g(x)) eine solche Funktion.

Sei jetzt f € Cp(X,R) eine fest vorgegebene Funktion und € > 0. Dann gibt es fiir
alle z,y € X eine Funktion g, , € A die bei x und y mit f {ibereinstimmt. Dann gibt
es ein 6,, > 0, so dass g,,(2) < f(2) + € fiir alle z € B(y, 6,,) gilt. Durch Ubergang
zu einer endlichen Teiliiberdeckung von {B(y,d,,) | ¥ € X} und dem Minimum der
entsprechenden Funktionen g,, € A gibt es eine Funktion g, € A, die g.(z) = f(z)
und g, < f + € erfiillt. Wegen der Stetigkeit von f und g, gibt es fiir alle x € X
ein 8, > 0, so dass f(y) — € < g.(y) fiir alle y € B(z,d,) gilt. Durch Ubergang
zu einer endlichen Teilitberdeckung von {B(x,d,) | * € X} und dem Maximum der
entsprechenden Funktionen ¢, finden wir schlielich eine Funktion ¢ in A, die f — € <
g < f + e auf X erfiillt. Weil € beliebig ist folgt f € A. q.e.d.

Fiir jeden metrischen Raum X besitzt die Algebra Cy(X,C) folgende komplexe
Konjugation, die jedes f € Cy(X,C) auf f € Cy(X,C, mit f(x) = f(x) abbildet. Diese
Abbildung ist ein Algebrahomomorphismus, d.h. sie ist linear und erhélt das Produkt.

Korollar 9.50F Sei (X,d) ein kompakter metrischer Raum und A C Cy(X,C) eine
Unteralgebra, die die konstanten Funktionen und fiir jedes f € A auch die komplex
konjugierte Funktion f € A enthdlt und die Punkte trennt, d.h. fir alle x #y € X gibt
es [ € A mit f(z) # f(y). Dann ist der Abschluss von A gleich Cy(X,C).
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Beweis™: Jedes f € A ist die Summe einer reellen Funktion %( f+f) € Aund des
Produktes von 2 mit einer reellen Funktion $(f — f) € A. Also folgt die Aussage aus
dem Satz von Stone-Weierstraf. q.e.d.

Satz 9.51% (Satz von Dini) Auf einem kompakten metrischen Raum (X, d) konvergiert
eine monotone Funktionenfolge (f,)nen von stetigen reellen Funktionen gleichmdfig,
wenn sie punktweise gegen eine stetige Funktion f konvergiert.

Beweis*: Sei ( f,)nen eine monoton wachsende Folge in Cy( X, R), die punktweise gegen
f € Cp(X,R) konvergiert. Dann gibt es zu jedem ¢ > 0 und € X ein n(x) € N, so
dass f(z) — fu@)(2) < § gilt. Da f,) und f stetig sind gibt es ein 0(x), so dass

€

und | f(z) — f(y)| < % fur alle y € B(x,0(x)) gilt.
Dann gilt dort auch f(y) — fu@) (y) < e. Wéhle eine endliche Teilitberdeckung von
{B(z,d(x)) | x € X}. Dann gilt fir m > Maximum der entsprechenden n(z)

W) = fa(y) < fy) = faw(y) <€
auf den Mengen der Teiliiberdeckung. Das zeigt die gleichméflige Konvergenz. q.e.d.

Definition 9.52% (relativkompakt) Eine Teilmenge eines metrischen Raumes heifit re-
lativkompakt, wenn der Abschluss kompakt ist.

Lemma 9.53" Eine Teilmenge A eines metrischen Raumes (X, d) ist genau dann
relativkompakt, wenn jede Folge in A eine in X konvergente Teilfolge besitzt.

Beweis*: Wenn A relativkompakt ist, dann besitzt wegen Satz jede Folge in A eine
konvergente Teilfolge, deren Grenzwert im Abschluss A liegt. Hat umgekehrt jede Folge
in A eine konvergente Teilfolge, dann gibt es wegen Lemma [0.19] fiir jede Folge (2, )nen
im Abschluss von A auch eine Folge (a,)nen in A mit d(z,,a,) < +. Dann konvergiert
die jeder konvergenten Teilfolge von (a,,)nen entsprechende Teilfolge von (x,)nen gegen
den gleichen Grenzwert wie die entsprechende Teilfoge von (a,),en. Wegen Satz m
ist dann der Abschluss von A kompakt. q.e.d.

Satz 9.54% (Arzela—Ascoli) Sei X ein kompakter und Y ein vollstindiger metrischer
Raum. Eine Teilmenge F C Cy(X,Y) ist genau dann relativkompakt, wenn

(i) fir jedes v € X die Menge {f(z) | f € F} relativkompakt ist, und

(ii) fir jedes x € X die Menge F gleichgradig stetig ist in x, d.h. fir jedes x € X und
jedes € > 0 gibt es ein 6 > 0 mit f(2') € B(f(x),€) fir alle 2’ € B(z,9), f € F.
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Beweis*: Zuniichst zeigen wir, dass wenn die Menge F die Bedingungen (i)-(ii) erfillt,
jede Folge (fn)nen in F eine in Cy(X,Y') konvergente Teilfolge (g, )nen besitzt. Dafiir
zeigen wir zuerst, dass F auf X sogar gleichmifBig gleichgradig stetig ist. Fiir jedes
€ > 0 und jedes y € X gibt es wegen (ii) ein 0, > 0, so dass d(f(z), f(y)) < § fiir alle
f e Faus d(z,y) < 26, folgt. Wegen der Kompaktheit von X hat die Uberdeckung
{B(y,6,) | y € X} eine endliche Teiliiberdeckung X = B(y,01) U ... U B(yn, dn). Sei
0 das Minimum von 4y, ...,dy. Dann enthélt fiir alle Paare z, 2’ € X mit d(z,2") < §
einer der Bélle B(y1,d1), ..., B(yy,dy) den einen Punkt 2. Damit sind beide in einem
der Bélle B(y1,201), ..., B(yn,20y) enthalten. Daraus folgt d(f(z), f(2')) < §+5 =€
fiir alle f € F. Also ist F auf ganz X gleichméfig gleichgradig stetig.

Sei (z7)ien eine Folge, die in X dicht liegt. Wegen (i) ist fiir alle [ € N der Abschluss
A; der Menge { f,.(x;) | n € N} eine kompakte Teilmenge von Y. Wir definieren induktiv
eine Teilfolge von (g, )nen von (f)nen und eine Folge (a;)en in Y, so dass d(gn (1), a;) <
% fiir alle [ € N und alle n > [ gilt. Dafiir wiahlen wir zunéchst einen Haufungspunkt
a1 von (f,(1))nen und eine Teilfolge (gn)nen von (fn)nen, so dass d(gn(z1),a1) < =
fir alle n € N gilt. Induktiv wihlen wir fiir jedes L € N\ {1} einen Haufungspunkt
ar, von (gn(xr))nen und ersetzen alle Folgenglieder von (g, )neny mit Indizes > L durch
eine Teilfolge von (gn)n>r, so dass d(g,(zr),ar) < % fiir alle n > L gilt. Dann gilt
d(gn(21), ) < = fiirallel=1,...,Lund n > [.

Dann gibt es fiir jedes € > 0 ein § > 0, so dass d(g,(z), gn(2')) < § fiir allen € N
aus z, 7' € X mit d(z,2') < § folgt. Die Uberdeckung (B(z;,0))ieny von X besitzt eine
endliche Teiliiberdeckung. Also gibt es ein M € N, so dass an den Zentren der Bélle
der Teiliiberdeckung d(g,,(71), gn(21)) < § fiir alle m,n > M gilt. Dann folgt fiir alle
r € X und alle m,n > M

€ € €
—tots=e

d(Gm (), gn(2)) < d(gm (), g (1)) +d(gm (1), gn (1)) +d(gn(21), gn()) < st3tsy =

Also ist (gn)nen in Cy(X,Y) eine Cauchyfolge. Wegen der Bedingung (i) konvergiert
sie dann in B(X,Y’). Wegen Satz liegt der Grenzwert in Cy(X,Y).

Wenn umgekehrt F relativkompakt ist, dann besitzt wegen Lemma [9.53| mit jeder
Folge in F fiir jedes # € X auch die Folge der entsprechenden Funktionswerte eine
konvergente Teilfolge. Also erfiillt F die Bedingung (i).

AuBlerdem gibt es fiir jedes € X und € > 0 endlich viele fi,..., fr im Abschluss
von F, so dass B(fi,¢/3) U...U B(fx,€/3) den Abschluss von F iiberdeckt. Weil
fis- .., fr stetig sind, gibt es dy,...,0; > 0, so dass f;(2') € B(fi(x),¢/3) aus 2’ €
B(z,0;) fur i = 1,...,k folgt. Fiir alle 2’ € B(x,d) und f € F gibt es ein f;, so dass

A(f (), f@) < d(f @), fi@) + d(fle). fi(@) + (@) f@) < 5 + 5+ 5=

gilt mit 6 = min{dy, ..., 0k} q.e.d.
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9.5 Lineare Operatoren

Die Ableitung einer Funktion von mehreren Verénderlichen ist eine lineare Abbildung.
Zur Vorbereitung der Differentialrechnung von Funktionen mehrerer Verédnderlicher
behandeln wir in diesem Abschnitt solche linearen Abbildungen zwischen normierten
Vektorrdumen. Dabei betrachten wir wieder Vektorrdaume iiber dem Korper K.

Definition 9.55. Eine Abbildung A : V. — W won einem Vektorraum V in einen
Vektorraum W heifst linear, wenn fiir alle v,w € V und X € K gilt

Alv+w) =Av+ Aw  und A(M) = NAuw.

Satz 9.56. Seien V und W normierte Vektorrdume und A : 'V — W eine lineare
Abbildung. Dann ist folgendes dquivalent:

(i) A ist stetig in 0.

(i) A st stetig.

(iii) A ist gleichmafig stetig.

(iv) Es gibt ein C > 0, so dass fiir allev € V gilt ||Av|| < C||v]|.

(v) A ist auf B(0,1) beschrankt, d.h. ||Av|| < C fir alle ||v|| <1 mit 0 < C' < oo.

Beweis:(i)=-(v): Wenn A in 0 stetig ist, dann enthélt das Urbild jedes Balles B(0,¢) C
W einen Ball B(0,0) C V. Also gibt es ein § > 0, so dass ||Av|| < 1 aus [|v|| < § folgt.
Wegen der Linearitéit folgt dann [|Av|| = §||Adv|| < 5 aus ||[v]| < 1. Also ist (v) erfiillt.
(v)=-(iv): Wegen der Linearitit folgt aus (v), dass fiir alle v € V' gilt

v v
JAv] = A (2||v|| - —) — 2] 4 (—) < 20]u].

2| 2]l
(iv)=-(iii): Fir v,w € V folgt ||Av — Aw|| = ||A(v — w)|| < C||lv — w|| aus (iv). Also
ist A sogar lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante C'. Dann gilt auch (iii).
(iii)=(ii) und (ii)=-(i): Sind offensichtlich. q.e.d.
Satz 9.57. Jede lineare Abbildung A von K™ in einen normierten Vektorraum ist stetig.
Beweis: Wir benutzen wieder die Basis ey, ..., e, von K". Dann gilt fiir alle v € K"

[Av[] < Jor| - [ Aeall .+ foa| - [[Aenll < Joli max{[[Ae]l,..., [[Aen]]}.

Also folgt die Aussage aus Satz und Satz [9.56] q.e.d.
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Definition 9.58. Seien V,W normierte Vektorrdume. Dann sei L(V,W) die Menge
aller linearen stetigen Abbildungen von V' nach W zusammen mit den Abbildungen:

+: L(V,W)x L(V,W) = LV, W), (A,B)— A+B: V—->W, v Av+ Bo
Kx L(V,W)—= LV,W), (A~ AIA: V=W, v M

1[I £V, W) = R, A= [|A]| = sup{|Av]| [ v € B(0,1)} = sup{[|Av[| | v € B(0,1)}.
Satz 9.59. L(V,W) ist ein normierter Untervektorraum von Cy(B(0,1),W).

Beweis: L(V,W) ist die Menge aller linearen Abbildungen A : V' — W, deren Ein-
schrankungen Alggy in Cy(B(0,1), W) liegen. Aus der Linearitdt zweier solcher Ab-
bildungen A und B folgt die Linearitdt von A + B und X - A fiir A € K. Fiir jeden
linearen Operator A € L(V, W) und v € V'\ {0} gilt Av = ||v]|- A(” ”) Also ist A durch

seine Werte auf B(0, 1) eindeutig bestimmt und die Norm von L(V, W) ist einfach die
Supremumsnorm der stetigen Abbildung von B(0,1) nach W. Also ist £(V, W) ein
normierter Untervektorraum von Cy(B(0, 1), W). q.e.d.

Offenbar gilt ||A| = sup{”ﬁ"” | v e V\{0}} fiir A € L(V, W) und ||Av|] <
| Al - ||v]| fiir alle v € V. Aus der Konvergenz einer Folge (A, )nen in L(V, W) folgt also
die gleichméBige Konvergenz auf B(0,1) und die punktweise Konvergenz auf V. Fir
V = K" ist der Abschluss der Einheitskugel B(0,1) = {v € K™ | ||v|| < 1} kompakt.

Deshalb gibt es also fiir jedes A € L(K™, W) ein v € K*\{0} mit ||A| = HAHU ‘ | = HIII:XJIJIH'

Satz 9.60. Seien V' ein normierter Vektorraum und W ein Banachraum. Dann ist

L(V,W) ein Banachraum.

Beweis: Wir miissen wegen Satz [9.44] (ii)-(iii) und Satz nur zeigen, dass L(V, W)
in Cy(B(0,1), W) abgeschlossen ist. Sel (An)nen eine Cauchyfolge in L(V,W). Fiir jedes
v eV ist (Apv)neny wegen |[(An, — An)vl] < ||An — Al - ||v]] eine Cauchyfolge in .
Der Grenzwert von (A, )nen in C’b( (0,1), W) setzt sich zu folgender Abbildung fort:

A:V->W, ve— Av= lim A,v firalleveV.

n—o0

Wir miissen nur noch zeigen, dass A linear ist. Aus der Linearitdt von A,, folgt

|A(v + w) — (Av + Aw)|| <
< (A = An)(v +w) = (A= Ap)v = (A = Ap)w)) || + [[An(v + w) — (Apv + Ay
< (A= An) (v +w)|[ + I(A = An)oll + [I(A = An)w]|, und
[AAv = A(Av)[| < []AMA = Ap)v = (A = An) (W) || + [[AAnv — An (M)
< [A[(A = An)oll + [[(A = An) (Av) |

fiir alle n € N und alle v, w € V. Im Grenzwert n — oo konvergieren die rechten Seiten
fiir alle v,w € V und X\ € K punktweise gegen Null, so dass A linear ist. q.e.d.
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Satz 9.61. Seien U,V und W normierte Vektorrdume und A € L(U,V) und B €
L(V,W), dann ist Bo A€ LIU,W) und es gilt || Bo A|| < ||B| -||A||. Insbesondere ist
die Abbildung o : L(U, V) x L(V,W) — L(U,W), (A, B)+ Bo A stetig.

Beweis: Fiir alle u € U gilt |(Bo Aull < |B].- | Aull < |B] - | A] - ull. Also folgt
die Ungleichung || B o A|| < ||B]| - ||A|| aus Satz[9.56 Fiir zwei normierte Vektorrdume
V, W mit Normen || - ||y und || - ||y ist

- llvxw : VX W =R, (v,w0) = o]l + [Jwllw

eine Norm auf V x W und induziert die Metrik des kartesischen Produktes der metri-

schen Rdume V und W. Fiir (A, B), (A", B") € L(U,V) x L(V, W) gilt dann

|[BoA—B oA||=||BocA—BoA +BoA —B oA
=||Bo(A—A)+(B—B)o A

<|Bl-I[A= A+ 1B =B - |14

< (A=A +1B=BIHUBI + 14

< (|A= A+ 1B = BIDIBI + 1Al + [[A" = Al)

< (I(4, B) = (A", BHI(IBIl + [IAll + [I(A, B) = (A", BY)[]).
Also ist diese Abbildung im Punkt (A, B) € L(U,V) x L(V, W) stetig. q.e.d.

Wir bezeichnen die Komposition B o A von linearen Operatoren auch mit BA.
Definition 9.62. Auf einem normierten Vektorraum V ist L(V) = L(V, V') mit
o L(V)x L(V) = L(V), (A B)—AB wund | -||:L(V)—=R, A~ |A]

eine normierte Algebra mit Eins 1y, und eine Banachalgebra fiir einen Banachraum V.

Satz 9.63. (Neumannsche Reihe) Sei A eine Banachalgebra mit Eins 1 und A € A
ein Operator mit ||A|| < 1. Dann ist 1 — A invertierbar und es gilt (1 — A)~' = > A™.
n=0

Beweis: Wegen [|A"]| < [|A]|™ ist (D] A™)

N
A
n=M

Also konvergiert diese Reihe gegen ein B € A. Wie im Satz ist wegen ||B - A| <
| B|| - [|A|| die Multiplikation - : A x A — A stetig und es gilt

(1—A)B:§:An—§:,4“:1 und B(]l—A):iA”—iA”:]l.
n=0 n=1 n=0 n=1

nen, fur [|A]] < 1 eine Cauchyfolge mit

N
JAIM — AN At

< All" = < firo< M < N.

‘7;”” | A T IoA
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1
Also ist Y7 /A" das Inverse von 1 — A mit H(]l — A)_1|| < 1—HAH q.e.d.
Jede Potenzreihenfunktion f(z) = > .y, anz™ mit Konvergenzradius R > 0 defi-
niert also auf jeder Banachalgenra A eine Abbildung

fAAA€AlA <R} > A Ae f(A) =) a,A".

n=0

Viele der Aussagen, die wir fiir Potenzreihenfunktionen auf K gezeigt haben, lassen sich
auf Potenzreihenfunktionen auf Banachalgebren A ausdehnen. Aber weil im allgemei-
nen AB # BA fiir A, B € A, gilt im allgemeinen auch exp(A) exp(B) # exp(A + B).

Definition 9.64. Fine Derivation einer Algebra A ist eine lineare Abbildung D : A —
A, die D(A-B) = D(A)-B+ A-D(B) fiir alle A, B € A erfiillt.

Ubungsaufgabe 9.65. (i) Zeige, dass jedes Element A einer Algebra A folgende De-
rivation definiert:
Dy:A— A B+~ AB— BA

(ii) Sei A eine Banachalgebra und D € L(A) eine Derivation von A. Zeige dass
exp(D) ein Algebraisomorphismus von A ist, d.h. ein invertierbares Element von

{CeL(A)|C(A-B)=C(A)-C(B) fir alle A,B € A}.

(iii) Zeige exp(Da)B = exp(A) - B -exp(—A) fir alle A, B in einer Banachalgebra A.

In der Vorlesung Analysis 11 wird gezeigt, dass die Derivationen der Algebra C*°(R)
von der Form f +— gf’ fiir ein g € C*°(R) sind. AuBlerdem werden die entsprechenden
Algebraisomorphismen bestimmt, soweit sie existieren.

In dem Buch L. Gillman, M. Jerison: “Rings of continuous functions” wird gezeigt,
dass fiir jeden kompakten metrischen Raum X die einzigen Algebraisomorphismen von
C(X,R) von der Form f +— fo® fiir einen Homéomorphismus ® : X — X sind. Daraus
lasst sich folgern, dass £(C'(X,R)) nur die triviale Derivation von C'(X,R) enthlt.



Kapitel 10

Differentialrechnung von
Funktionen mehrerer
Veranderlicher

10.1 Ableitungen von f: X — Y

Definition 10.1. (Ableitung) Seien X undY normierte Vektorriume. Eine Abbildung
f von einer offenen Menge U C X nach'Y heifst im Punkt xq € U differenzierbar, wenn
es ein A € L(X,Y) gibt, so dass die folgende Abbildung in xy stetig ist:

II.f ()= f(z0) = A(z—z0)l -
USSR, :m{ = fiir z # 2

0 flir x = xg.

A heiit Ableitung von f bei xy und wird mit f’(xy) oder %(xo) bezeichnet. Wenn
A und A’ beide diese Bedingung erfiillen, dann gibt es fiir alle € > 0 ein § > 0 mit

(A=A a—r0)| < I @)=fG0)-Aw=zo)]| | f@=Fe)-Ae=a)l < ¢ fiiy alle & € B(ag, 6).

lz—=oll llz—=oll llz—o|
Also ist A = A’ und damit die Ableitung, wenn sie existiert, eindeutig.
Satz 10.2. Sei f: U C X — Y in xo € U differenzierbar. Dann ist f in xy stetig.

Beweis: Weil f(z) — f(xo) = A(x — x0) + (f(z) — f(z0) — A(z — 20)) folgt aus der
Differenzierbarkeit von f in xg, dass es ein § > 0 gibt, so dass ||f(z) — f(zo)|| <
(IIA]] + 1)||z — zo]| gilt fiir alle ||z — zo|| < 6. Dann ist f auch stetig. q.e.d.

I1£() = faolll _,

[l = ol

Beispiel 10.3. (i) Sei f konstant. Dann ist
Also ist f differenzierbar mit f'(xq) = 0.

fiir x # xg.

129
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1/ () = f(xo) = flz — o)l

=0.
[l = oll

(ii) Fir f € L(X,Y) und x # xy € X gilt

Also ist f in xq differenzierbar und f'(zq¢) = f.

(iii) Die AbbildungY — L(R,Y), x> Multiplikation mit x besitzt offenbar die Um-
kehrabbildung L(R,Y) =Y, A A(1) und ist ein isometrischer Isomorphismus von
normierten Vektorrdumen. Deshalb konnen wir die Ableitungen von differenzierbaren
Funktionen f : (a,b) — Y auf offenen Intervallen (a,b) C R mit Funktionen auf diesen
Intervallen identifizieren, die wir auch mit f': (a,b) — Y bezeichnen. Fiir x # xq gilt

1 () = flwo) = f'(wo) (= — o)l || f(2) — (o) —f’(xo)‘ .

|z — xo| T — X
Deshalb ist f als Funktion von der Teilmenge (a,b) des normierten Vektorrraumes R
i den normierten Vektorraum R genau dann in xq differenzierbar, wenn f als reelle
Funktion in xo im Sinne von Definition [7.1] differenzierbar ist.

Satz 10.4. (i) Sei f,g:U C X =Y in xg € U differenzierbar. Dann sind f + g und
A f fir alle N € K in xg differenzierbar und es gilt

(f +9)(w0) = f'(w0) + g'(w0)  baw.  (A\f) (zo) = Af' (o).

(ii) Seien f,g : U C X — Y in xy differenzierbar und Y eine normierte Algebra.
Dann ist f - g in xqo differenzierbar und es gilt (Leibnizregel)

(f - 9)(z0) = f'(w0) - g(wo) + f(x0) - g'(wo)  mit
(f'(20) - g(w0))(2) = f'(20)(x) - g(w0) und (f(wo) - g'(x0))(x) = f(20) - g'(w0)().

(iii) Seien f: U CX =Y inzgeUundg:V CY — Zin f(xg) € V differenzierbar
mit f{U] C V. Dann ist go f im Punkt xq differenzierbar mit

(g0 f)(z0) = g'(f(z0)) © f'(0).
Beweis: (i) Wegen der Dreiecksungleichung gilt

1/ () + g(x) = f(w0) = g(x0) = f'(x0)(x = x0) — ¢'(x0) (& — o) |

[l = ol
< 1) - f<x|(|)3;: J;’(ﬁco)(w —2o)ll  flg(@) — g(x|(|)i::i/(ﬁ0)(x — o)l

(ii) Weil in einer normierten Algebra || AB|| < ||A| - || B]| gilt, folgt
1/ (@) - g(x) — f(xo) - g(x0) — ['(w0)(x — z0)g(20) — f(20)g'(z0)(z — o)

I = ol

< ||f($) — f(xo) — f/(zo)(l‘ - $0)|’ ||g(x)|| + ||f/($0)|| . ||g(x) — g($0)||+

||9U —$0||
1 L1 =00 = Tl = 20,
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Weil ¢ in zq stetig ist, gibt es fiir jedes € > 0 ein § > 0, so dass aus ||z — x| < J folgt
lg(z) = g(@o)ll < e baw. [lg(x)]| < l|g(zo)]| + e Dann folgt (ii).
(i) Aus Satepo1] gt 1920 = (82 lao) = ' Gl ol = )] _

[l = o]
< lg(f (@) = 9(f(w0)) = ¢'(f (o)) (f(x) = F(@o)Il [lf(x) = f(wo)]
- 1f () = f (o)l I = ol
L g’ (f (o)) (f(=) = f(z0) — ['(wo)(x — o))

||5f7 —$0||

< l9(f (@) = g(f(x0)) = §'(f(0))(f () = f(z0))]
- 1f () = f (o)
: (||f’(a:o)|| L) -~ f(x|<|);:£0(|f|fo)(ﬂf - wo)ll)
| 1/ () = f(wo) — (o) (z — x0))]

[l = ol

+lg'(f (o))l

Daraus und aus Satz folgt (iii). q.e.d.

10.2 Schrankensatz

Wir verallgemeinern in diesem Abschnitt den Schrankensatz auf differenzierbare Ab-
bildungen zwischen normierten Vektorrdumen.

Lemma 10.5. Seien f eine stetige Abbildung von einem kompakten Intervall [a,b] mit
a < b in einen normierten Vektorraum Y und ¢ eine stetige reelle Funktion auf [a, b).
Wenn im Komplement einer abzihlbaren Teilmenge von (a,b) sowohl f als auch ¢
differenzierbar sind und dort gilt || f'|| < ¢, dann gilt auch || f(b) — f(a)|| < ¢(b) — d(a).

Beweis: Sei (z,,)nen eine Abzdahlung der Punkte in (a, b), an denen entweder f oder ¢
nicht differenzierbar ist oder nicht gilt || f'|| < ¢'. Sei € > 0 und A, C [a, b] die Menge

{

Aus der Stetigkeit von f und ¢ folgt, dass auch fiir y = sup A, gilt

fir alle x € (a,y) gilt || f(z) — f(a)]] < é(x) — d(a) + e(x —a) + € Z 2”} :

Tn<T

1/ (y) = fa)] < ¢(y) — ¢(a) +€(y—a)+68up{z 27" |z € (%y)}

ITn<T

= 6(y) — dla) + ey —a)+e Y 27"

Tn <y
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Deshalb ist A, ein Intervall von der Form A, = [a,y]. Wenn y € (a,b) und f und ¢ in
y differenzierbar sind und || f'(y)| < ¢'(y) gilt, dann gibt es ein § > 0, so dass

‘cb(fﬂ) — o(y) ~ € g W@ = f) = fW) =yl _
x—y

/ €

fir alle x € (y — 6,y + 0) gilt. Dann folgt fiir dieselben x

1) = F@l < 1) = Sl + 1) = F(@)]
< (IFWI+35) I =yl + 6(y) = 6(a) + cly—a) +¢ > 27"

Tn <y

< (d)+3) o=yl +6(y) —6a) +ely—a) +e Y 27"

< (—’(b(ﬁ : Zﬁ|(y)\ + e) [z —yl+¢(y) — ¢la) +e(y —a) + ¢ Z 2™

Fir x € (y,y + 0) folgt ¢(z) > ¢(y) aus ¢'(y) > 0 und damit auch
If(2) = fl@)]| < ¢(x) =d(a) +e(z—a)+e p 27" < ¢(z) —d(a) +e(x—a)+e Y 27"

Woraus y + 0 € A, folgt, im Widerspruch zu y = sup A.. Wenn es andererseits ein
N € N gibt mit 2 = y, dann gibt es ein § > 0, so dass aus = € (y,y + ¢) folgt

1f (@) = fW)ll = (¢(@) — é(y)) < e27".

Dann folgt fiir dieselben z wieder || f(z) — f(a)l| < |[f(z) = fW)Il + 11/ (y) — fa)]

<@ N o) — pla) +ely —a) +e 32 < 9(x) — pla) + ez —a)+e 32

Tn <y Tp<T

Also gilt wieder y + § € A., was y = sup A, widerspricht. Dann muf3 aber sup A, = b
gelten. Weil das fiir alle € > 0 gilt, folgt auch || f(b) — f(a)|| < ¢(b) — ¢(a). q.e.d.

Korollar 10.6. (Schrankensatz) Sei f eine stetige Abbildung von einer offenen Teil-
menge U des normierten Vektorraumes X in den normierten Vektorraum Y. Wenn f
im Komplement einer abzdihlbaren Teilmenge S von D = {(1—t)a+tb |t € [0,1]} C U
differenzierbar ist, und die Ableitung auf D\ S beschrdankt ist, dann gilt

17 (0) = f(a)| < |6 — al sup{[| f"(x)]| | v € D\ S} und
1f(0) = fla) = A(b = a)|| < [|b— all sup{|[f'(z) — Al [z € D\ S} fir A€ L(X,Y).
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Beweis: Sei fiir ein ¢y € (0,1) die Abbildung f in z; = (1—t)a+tb € U differenzierbar.
Dann ist die Abbildung [0,1] — Y, ¢+ f(z;) im Punkt ¢, differenzierbar, und es gilt

@) ~f @)~ (—t) @) =)l e 4 4
t—>{ ir £ # fo

[t—to

0 furt:to

ist stetig. Also ist die Ableitung von dieser Funktion in ¢y gleich s +— sf'(x;,)(b—a) €
L(R,Y). Dann folgt die erste Behauptung aus Lemma mit den beiden Funktionen

0,1] =Y, ¢t~ f(zy) und [0,1] =R, t—t||b—alsup{]|f(z)|||z€ D\ S}
Die zweite Behauptung folgt aus diesem Lemma mit den Funktionen

ts fla) —tA(b—a) €Y tis t|b—allsup{||f'(z) — Al |z € D\ S} €R. qe.d.

10.3 Partielle Ableitungen

Definition 10.7. Fine Abbildung f von einer offenen Teilmenge U eines normierten
Vektorraumes X in einen normierten Vektorraum Y heifit stetig differenzierbar, wenn

(i) f in allen xy € U differenzierbar ist, und
(ii) die Abbildung f': U — L(X,Y), x> f'(x) stetig ist.

Wegen Beispiel (iii) stimmt im Falle von X =Y = R diese Definition mit der
Definition von stetig differenzierbaren reellen Funktionen auf Intervallen in R iiberein.

Definition 10.8. (partielle Ableitung) Sei f eine Funktion von einer offenen Teilmenge
U C X, x Xy des kartesischen Produktes der normierten Vektorraume X, und Xo in
den normierten Vektorraum Y . Dann heifit f im Punkt (z1,x2) € U C X3 x Xy partiell
differenzierbar, falls die Abbildung x w— f(x,xs) im Punkt x = x1, und die Abbildung
x +— f(x1,x) im Punkt x = xo differenzierbar ist. Die Ableitungen heiffen partielle
Ableitungen an der Stelle (x1, x2) und werden mit %(wl, To) und 8%(331, x9) bezeichnet.
Allgemeiner heifit eine Abbildung von einer offenen Menge U C X; X ... x X, eines
n-fachen kartesischen Produktes von normierten Vektorrdumen in einen normierten
Vektorraum Y im Punkt (xy,...,2,) € U partiell differenzierbar, wenn firi=1,...,n
die Abbildungen x — f(x1,...,2;, T, Tit1,...,%,) tm Punkt x = x; differenzierbar sind.

Die wichtigsten Beispiele sind reelle Funktionen auf offenen Teilmengen des R™.
Weil fiir jede stetige lineare Abbildung A € L(X; x X5,Y") die Abbildungen

Al Xy — Y, T = A(.Tl, 0) und A2 X9 — Y, Ty > A(O, (L’g)
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stetig und linear sind, und weil fiir € Xy mit (z,25) € U bzw. z € Xy mit (x1,2) € U

LS (2, w2) = flar, x9) — Al(w, 22) — (21, 22))|| _ |1f (2, 22) = fl21, 29) — Az — 21, 0)
(2, 29) = (21, 22) ] (R

f (1, ) = flan, 22) = Al(wr, ) — (21, 22))[| (21, 2) = flan, 22) — A0, 2 — x|
(21, @) = (21, 22) ] [l = 4]

gilt, folgt aus den Definitionen der folgende

Satz 10.9. Eine im Punkt (x1,25) € U differenzierbar Funktion f von einer offenen
Teilmenge U C X1 X Xy des kartesischen Produktes zweier normierter Vektorriume in
einen normierten Vektorraum Y ist in (x1,x3) auch partiell differenzierbar. q.e.d.

Beispiel 10.10. Die Umkehrung dieses Satzes gilt nicht:

2 fir (z,y) #0

besitzt die partiellen Ableitungen
0 fiir (z,y) =

f:R? >R, (:E,y)r—>{

of _ |t — it fir(wy)#0 Of [ s - gibap fir (x,y) #0
Ox 0 fiir (z,y) =0 Oy 0 fir (z,y) =0

Fiir alle r € (0,00) und alle ¢ € R gilt f(rcos¢,rsin¢g) = 2sin ¢ cos ¢ = sin(2¢), und
deshalb lim, oy f(r cos ¢, rsin @) = sin(2¢). Also ist f im Punkt (x,y) = 0 nicht stetig,

Aber es gilt folgende Umkehrung.

Satz 10.11. Seien X1, X5, Y normierte Vektorrdume, U C X1 x X5 offen und f : U —
Y bei x = (x1,22) € U partiell differenzierbar. Wenn eine der partiellen Ableitungen

af af

axl U — L(Xl, ) und 81‘2

U — L(X2, )

auf U existiert und bei x stetig ist, dann ist f bei x differenzierbar. Also ist f genau
dann auf U stetig differenzierbar, wenn f auf U stetig partiell differenzierbar ist.

Beweis: Wenn A, € £(X;,Y) und Ay € £(X3,Y), dann sind auch die Abbildungen
X1 X Xg — Y, (xl,xg) — A1$1 bzw. X1 X X2 — Yv, (.1’1,.1'2) — AQJZ'Q
linear stetige Abbildungen in £(X; x X5,Y). Also ist

Al X A2 X X Xog — Y <I1,$2> — AlIl + AQI‘Q
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eine stetige lineare Abbildung in £(X; x X5,Y"). Umgekehrt sind fiir jede stetige lineare
Abbildung A € L(X; x X5,Y) die Abbildungen A; : X; — Y, 27 — A(z1,0) und
Ay Xog =Y, 29— A(0, x2) stetig und linear. Und es gilt

[A(z1, 22) || = [[A(21,0) + A0, 22) || < [| A2, 0) | + | AD, 22)[.
Aufgrund der Definition der Norm von £(X; x X5, Y) folgt dann
[Al < | Awl + [| Azl AL < [|A] [ Az < [IA]]

Also ist die Abbildung  £(X3,Y) X L(X5,Y) = L(X; x X3, Y), (A1, 4)— A

eine bijektive Abbildung von normierten Vektorrdumen und die beiden Normen von

L(X1,Y)x L(X2,Y) und L(X; x X5,Y) sind beziiglich dieser Identifikation dquivalent.

Daraus folgt, dass fiir Jede stetig dlfferenmerbare Funktion f : U — Y, die beiden

partiellen Ableltungen U — L(X1,Y) und U — L(X3,Y) stetig sind.
Wenn umgekehrt f i m (ml,xQ) partiell d1fferenz1erbar ist, dann folgt

e R R A
< Hf(y1,y2) — flzr,y2) — %{;@)(yl —z1)|| +
T R e
T2

Wenn g_ai auf U existiert und bei (z1,x2) stetig ist, dann gibt es fiir jedes € > 0 ein
0 > 0, so dass
af

H— Z172’2 (1’17332)
X1

<€

fir (21, 22) € B((21,22),0) gilt. Aus Korollar_folgt fir (y1,y2) € B((z1,x2),06)

af(xh :132)

Hf(ybyz) — f(x1,2) — T(?ﬂ —x1)|| < ellyr — 2.

Weil g—mj; in (21, x9) existiert, gibt es auch ein § > 0, so dass fiir yo € B(x3,0") folgt

3f($1,51?2)

<€ — T2l
- gz — 2

(y2 — 2)

Hf(%a?ﬁ) — [z, 22) —

Dann folgt fiir (y1,y2) € B((x1,x2), min{d, d'}) auch

1f (1, y2) = f (@1, 22) — f (21, 22) (Y1, y2) — (21, 22))|| < €(llyr — 21 ]| + |y — 22])),
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wobei f'(x1,29) = of (g;l“) x 9 (gl 22) qurch die partiellen Ableitungen gegeben ist. Also

ist f differenzierbar, und mit den partiellen Ableitungen stetig differenzierbar. q.e.d.

Durch mehrmaliges Anwenden erhalten wir dann auch die entsprechende Aussage
fiir Abbildungen von offenen Teilmengen U des n-fachen kartesischen Produktes von
normierten Vektorrdumen in einen normierten Vektorraum. Unsere wichtigsten Bei-
spiele sind wieder reelle Funktionen auf offenen Teilmengen des R™.

B iy (2,) £ 0

Beispiel 10.12. (i) f RS R, (z,y) &Y
0 fir (z,y) = 0.

a—f(x y) = Q(yx(zy‘i;w;) fir (z,y) #0 ﬁ(x y) = Q(i:gwj;%zz) fiir (z,y) #0
o ’ fiir (2,y) =0 9y 0 fiir (x,y) = 0

Fiiry =0 ist af =0 und fiir v =0 st g—; =0, so dass diese partiellen Ableitungen fiir
alle (z,y) € ]R2 existieren. Allerdings sind sie in keiner Umgbung von (z,y) = (0,0)
beschrinkt, und deshalb auch nicht stetig. Wir hatten schon im Beispiel[10.1( gesehen,
dass f bei (0,0) nicht stetig und deshalb auch nicht differenzierbar ist.

23—y . 0
(i) ORISR, ()0 MTE07
0 fir (z,y) = 0.
Offenbar gilt | f(x,y)| < xfin + x2+y < x| + |y|. Also ist f stetig.
22 (22 4y?)—2z (23 —y3 x(x34-3xy?+2y3 ..
af { by ) felev) _ s B ) fiiy (2,y) # 0
dr |1 fiir (z,y) =0
20242 23 a3 313024943 .
Of _ [~ _ W) i (2,y) £ 0
Ay -1 fir (z,y) = 0.

Wegen % =1 und %ﬂy’y) = —1 ist f partiell differenzierbar. In Beispiel|10.14| (iii)
werden wir sehen, dass f in (0,0) nicht differenzierbar ist.

(iii) Alle Polynome in endlich vielen Variablen sind partiell unendlich oft stetig diffe-
renzierbar, und deshalb differenzierbar.

Definition 10.13. (Richtungsableitung) Sei f: U — Y eine Funktion von einer offe-
nen Teilmenge U eines normierten Vektorraumes X in einem normierten Vektorraum
Y. Fiir xg € U und x € X heifit die Ableitung in to = 0 der Funktion

(—e,e) =Y, t— f(xg+tx),

wenn sie existiert, die Richtungsableitung von f in xy in Richtung x. Wenn wir wie in
Beispiel [10.9 (ii) L(R,Y) durch A — A(1) mit Y identifizieren, ist diese Richtungs-

ableitung ein Element von Y .
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Beispiel 10.14. (i) Sei f : U — Y in xq differenzierbar. Fir x € X \ {0} gibt es ein
Intervall (—e, €) im Urbild von U unter t — xo + tx. Beit =0 sind die Abbildungen

Lf (@o+ta)—f(xo)—tf" (o) (@) . If (wo+tz)— f(zo)—tf (wo) (@)]] 7
. BIE firt#0 . n firt#0
firt=20 0 firt=20
d t
stetig. Also existiert die Richtungsableitung und es gilt f(mz—:x)‘t_o = f'(z0)(2).

25 i (r,y) £ 0
0 fir (z,y) = 0.
Fiirt # 0 ist dann f(tcos(¢), tsin(¢)) = sin(2¢) und f(t cos(¢), tsin(¢p)) = 0 firt = 0.
Also ist [ ant =0 fiir ¢ ¢ 57 nicht stetig und auch nicht differenzierbar. Fiir ¢ € 57

existieren die Richtungsableitungen und verschwinden.
3 3

23—y ;
(i) FiREDR, (ny) e one S @970

0 fir (z,y) = 0.
Dann gilt f(t(z,y)) = f(tz,ty) = tf(x,y)) fir (r,y) € R? und o = (0,0). Also
existieren alle Richtungsableitungen und setzen sich im Punkt (0,0) zu f zusammen.
Weil diese Abbildung nicht linear ist, ist f im Punkt (0,0) nicht differenzierbar.

(i) f:R* =R, (z,y)~

Wir wollen den wichtigsten Fall von Funktionen R” — R™ genauer betrachten.
Definition 10.15. (Partielle Ableitungen in R™) Sei f : U — R™ eine Funktion von

einer offenen Teilmenge U C R™ in den R™. Dann sind die Komponenten (f1,..., fm)

von [ offenbar reelle Funktionen auf U. Die Funktion f ist in (xq,...,2,) € U genau

dann partiell differenzierbar, wenn fir allei = 1,... . nundj =1,...,m die Funktionen
€T +— fj(!lfl, ey L1, Ty Ljg gy e e ,l'n)

bei x = x; differenzierbar sind. Die entsprechenden Ableitungen heiffen partielle Ablei-
tungen von f und werden mait %(zl, ..., Ty) bezeichnet. Wenn diese partiellen Ablei-
tungen fiir alle x € U existieren, heifit f auf U partiell differenzierbar.

Definition 10.16. (Vektorfeld, Gradient, Divergenz und Rotation)  Fine Abbildung
von einer offenen Menge U C R™ nach R™ wird Vektorfeld genannt. Das Vektorfeld

gradf:Vf:(af 8f)

_’ ]
(91’1 81‘”

der partiellen Ableitungen einer partiell differenzierbaren reellen Funktion f auf einer
offenen Menge U C R"™ heifit Gradient von f. Wenn f ein partiell differenzierbares
Vektofeld ist, dann ist die Divergenz von f folgende reelle Funktion

. afl afn
divf=V-f=22L1 . :
IVf v f 8171 + + 81‘”
. . : *f 0*f
Die lineare Abbildung A : fw— Af =divgrad f= 5 +... +
Oxy Ox2
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auf den zweimal partiell differenzierbaren reellen Funktionen heifst Laplaceoperator.
Im Fall von n = 3 ist die Rotation eines differenzierbaren Vektorfeldes f definiert durch

_(3f3 Of2 0fi  Ofs Ofs (9f1)
rot f = .

81'2 B 82737 8x3 B 81'1’ 01‘1 8I2

Wenn die reelle Funktion f in xq € U differenzierbar ist, dann ist f auch in x
partiell differenzierbar und die partiellen Ableitungen sind die Richtungsableitungen in

Richtung der kanonischen Einheitsvektoren ey, ..., e, aus dem Beweis von Satz [9.37]
Wegen der Linearitdt der Ableitung ist die Ableitung die lineare Abbildung:
df

(o) :R*" =R, (z1,...,2,) — xlﬁ(:vo) +...+ xn%(xo).

dx oy

Wenn wir den R™ mit den Spaltenvektoren bezeichnen, kénnen wir diese Abbildung
durch das Matrixprodukt des Zeilenvektors V f mit dem Spaltenvektor x darstellen:

af

dx(xo) R" >R, 2z~ (Vf(xg))- .

Oder allgemeiner, fiir eine R™-wertige Funktion konnen wir die Ableitung %(1‘0) von
f an der Stelle z; als lineare Abbildung mit der Jacobimatrix identifizieren:

9f1(zo) Of1(zo)
d o1 et OTn d d
d—f(xo) = : : d—f(xo) R* = R™, x+— d—f(:vo) - T.
v Ofn(a)  Ofmlon) . v
1 Tn,

Die lineare Abbildung ist einfach die Matrixmultiplikation der Spaltenvektoren in R"
mit der Jacobimatrix, einer m x n-Matrix. Insbesondere ist also die Richtungsableitung
einer reellen Funktion f auf U an der Stelle 2y € U in Richtung eines Vektors x € R”
das Skalarprodukt des Gradienten V f(xo) von f an der Stelle o mit dem Vektor x:

d
Ef(xo +t2)|1=0 = x - V f(x0).
Satz und Satz [10.11] zeigen insbesondere, dass folgendes gilt:

Korollar 10.17. Sei f : U — R™ eine Funktion auf einer offenen Teilmenge U C R".

(i) Wenn f in xy € U differenzierbar ist, dann existieren in xy alle partiellen Ablei-
tungen 2L d ' ' '
gen Fi- (o) und setzen sich zu der Jacobimatriz zusammen.

(ii) Wenn f auf U stetig differenzierbar ist, dann existieren auf U die partiellen Ab-
leitungen % und setzen sich zusammen zu einer stetigen Funktion von U in die
m X n-Matrizen in R™*™. Diese Matrizen heiffen Jacobimatrizen von f.
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(iii) Wenn f auf U partiell differenzierbar ist, und alle partiellen Ableitungen g—g auf
U stetig sind, dann ist f auf U stetig differenzierbar. Die Ableitung bei xq ist die
9fi(zo)

Multiplikation der Jacobimatriz =5~ mit Spaltenvektoren in R™. q.e.d.
J

Definition 10.18. FEine Nullstelle xo € U der Ableitung f' einer auf einer offenen
Menge U reellen differenzierbaren Funktion f heifst kritischer Punkt.

Satz 10.19. Jedes lokale Mazimum (bzw. Minimum) einer differenzierbaren reellen
Funktion auf einer offenen Menge ist ein kritischer Punkt.

Beweis: Sei 7 ein solches lokales Maximum (bzw. Minimum). Dann ist fiir alle x € X
die entsprechende Abbildung ¢ +— f(z + tx) auf einer Umgebung von 0 € R differen-
zierbar und besitzt dort ein lokales Maximum (bzw. Minimum). Also verschwindet die
entsprechende Richtungsableitung. Dann verschwindet auch %(xg) auf allen z. q.e.d.

10.4 Hohere Ableitungen

Sei f eine auf einer offenen Teilmenge U eines Banachraumes V differenzierbare Funk-
tion in den Banachraum W. Wenn f zweimal differenzierbar ist, dann ist f’ stetig. Die
Ableitung f’ ist dann eine stetige Abbildung von U nach £(V,W). Die zweite Abblei-
tung f”(zo) ist an den Stellen xy € U, wo sie existiert, ein Element von L(V, L(V,W)).

Definition 10.20. Eine Abbildung A : V x V. — W heifit bilinear, wenn fir alle
v, ',V €V und X € K gilt
Alv+0"v") = A(v,v") + A", 0")  und  A(v,v" +0") = A(v,0') + A(v,v")
A(dv,v") = AA(v,v") und A(v, W') = MA(v,v").

Das kartesische Produkt V' x V' von (normierten) Vektorrdumen ist wieder ein nor-
mierter Vektorraum. Die bilinearen Abbildungen von V' x V nach W unterscheiden sich
von den linearen Abbildungen von V' x V nach W. Es gibt einen anderen Vektorraum
V ® V', den man das Tensorprodukt von V' mit V nennt, so dass die lineare Abbildun-

gen von V ® V nach W genau die bilinearen Abbildungen von V' x V nach W sind.
Allerdings besitzt V' ® V keine natiirliche Norm. Fiir die Dimensionen gilt

dim(V x V) = dim(V) + dim(V') dim(V @ V) = dim(V) - dim(V)).

Die bilinearen Abbilungen von V' x V nach W lassen sich mit den linearen Abbildungen
von V' in die linearen Abbildungen von V' nach W identifizieren:

Lemma 10.21. Eine Abbildung A :V xV — W ist genau dann bilinear, wenn
B :V — {Abbildungen V. — W}, v B(v), B):V =W, B(v)(')=A(v,v)

eine lineare Abbildung von V' in die linearen Abbildungen von V nach W ist. q.e.d.
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Satz 10.22. (Satz von Schwarz) Sei f eine differenzierbare Abbildung von einer of-
fenen Teilmenge U C V' eines normierten Vektorraumes V in den normierten Vektor-
raum W. Wenn f im Punkt xy zweimal differenzierbar ist, dann ist die der zweiten
Ableitung entsprechende bilineare Abbildung f"(xo) : V. x V. — W symmetrisch, d.h.

(f"(xo)u)v = (f"(xo)v)u  fiir alle u,v € V.
Beweis: Fiir ¢t € [0,1] und kleine u,v € V sei g(t) = f(xo + tu+v) — f(xo+ tu). Dann
ist g differenzierbar mit der Ableitung mit Werten in W ~ L(R, W):
g (t) = f'(xo + tu+v)u — f'(zo + tu)u
= ((f"(zo + tu+v) = f'(x0)) — (f' (w0 + tu) — f'(x0)))u

Weil f in xy zweimal differenzierbar ist, gibt es zu jedem ¢ > 0 ein 6 > 0, so dass
B(z0,26) C U und auflerdem fiir u,v € B(0,6) C V und ¢ € [0, 1] die Ungleichungen

1f" (o + tw +v) = f'(wo) — f" (o) (bu + ) || < e([lull + [lv])
1F" (o + tw) = f'(wo) — f* (wo)tul] < ef|ul
gelten. Daraus folgt fiir ¢ € [0, 1] lg'(t) — (f" (xo)v)ul| < e||ull(2]|ul| + [|v]]).
Die Anwendung von Korollar auf die Funktion ¢ — g(t) —t(f"(zo)v)u ergibt dann
l9(1) = g(0) = (f"(o)v)ull < sup{llg"(t) — (f"(zo)v)ull | t € [0, 1]} < ellul[2ljull+ [[o])-
Weil ¢g(1) — ¢(0) = f(zo+u+v) — f(xo+u) — f(xo+v)+ f(xo) in u und v symme-
trisch ist gilt dann auch ||g(1) — g(0) — (f"(xo)u)v| < €llv|[(2]|v| + ||u]]). Daraus folgt
ICF" (zo)v)u — (f"(wo)u)vll < 2e(flull® + [lull - o]l + [|v]]*)-

Diese Ungleichung gilt wegen der Linearitédt nicht nur fiir u,v € B(0,d), sondern fiir
u,v € V. Im Grenzwert ¢ — 0 folgt (f"(x¢)v)u = (f"(zo)u)v fir alle u,v € V. q.e.d.
Zusammen mit Satz [[0.11] erhalten wir

Korollar 10.23. Sei f : U — R™ eine zweimal stetig partiell differenzierbare Funk-
tion von einer offenen Teilmenge U C R™ nach R™. Dann vertauschen die partiellen
Ableitungen, d.h. fir allei,j =1,...,nundk=1,...,m gt

Pl P
8.1’1'8%]‘ N (9%8%

Durch mehrfaches Anwenden und differenzieren erhalten wir dann auch

0;0; frr =

= 0;0; fr und rotgrad f =0 firn=3,m=1. q.e.d.

Korollar 10.24. Sei f eine Abbildung von einer offenen Teilmenge U eines normierten
Vektorraumes V' in den normierten Vektorraum W, die in xy € U n mal differenzierbar
ist. Dann ist f™)(xq) eine multilineare symmetrische Abbildung von V xV x ... xV
nach W. D.h. fiir jede Permutation o : {1,...,n} = {1,...,n} undvy,...,v, €V gilt

(o (" @o)v1)v2) - Jvn = (o ((F(20)V0(1)) Vo)) - - ) Vo(m)- q.ed.
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2 2

sy Jir () #

Beispiel 10.25. Sei f : R? = R, (z,y) — f(x,y) mit f(z,y) = a:yx
x
(0,0) und f(0,0) = 0. Dann ist f zweimal partiell differenzierbar.

OF () = =)@ 4 2) 4+ 20%(% +y%) 202 =) a4 day — !
or\"’ (3:2 + y2)2 (332 + y2)2
O ()= @ =N 9D~ 2P ) — 2P ) et ey
Jy ’ (51:2 + y2)2 (562 + y2)2
92 5 , ,
f o°f P f 92 f
_ _ 1 . 0f .
. . 2 . . . ] 82][‘ a2f
Also existieren auf R* alle zweiten partiellen Ableitungen, mit (0,0) # (0,0).
dydx 0xdy

Definition 10.26. Sei f : U — R eine reelle Funktion auf einer offenen Teilmenge
U des normierten Vektorraumes V', die bei xo € U zweimal differenzierbar ist. Dann
definiert die zweite Ableitung eine symmetrische Bilinearform auf V' :

(1) : V xV =R, (v, w) — f"(x0) (v, w).

Fir V.= R" identifizieren wir die Elemente von V wieder mit den Spaltenvektoren.
Dann ist diese Bilinearform durch die sogenannte Hessematrix gegeben:

f”(l'o)('l},U)):'wt' d2f($0) v — Z

dx?

Wi axj 8:5Z

i,7=1

Satz 10.27. Sei f : U — R eine auf einer offenen Menge zweimal differenzierbare
reelle Funktion f. Dann ist die zweite Ableitung bei allen lokalen Minima (Maxima)
eine nicht negative (nicht positive) Bilinearform: f"(xo)(z,z) > 0 bzw. < 0 fir alle
x € V. Gibt es umgekehrt einen kritischen Punkt xo € U und ein € > 0 mit

f'(@o) (2, ) > ellz||®  baw, f"(@o)(x, x) < —el|x]|*  fiir alle x €V,
dann st der kritische Punkt ein lokales Minimum bzw. Mazimum.

Beweis: Wenn z ein lokales Maximum bzw. Minimum von f ist, dann fiir alle z € V
auch t = 0 von t — f(x¢ + tz). Deshalb folgt die erste Aussage aus Korollar
Umgekehrt folgt aus der zweimaligen Differenzierbarkeit, dass fiir ein 6 > 0

—sllzll® < f'(@o +a)z — f'(wo)x — f"(20)(w,2) < §]||?
fiir alle z € B(0,6) gilt. Daraus und den obigen Bedingungen folgt fiir die gleichen z

fwota)e = f(zota)z—f(zo)a—f" (o) (@, 2)+f" (wo) (z, ) > §lz[|* baw. <—5ll=[|*.
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Also ist f(zo + 2) fo (zo + tz)zdt > £[|z||* baw. < —<[|z|. q.e.d.

Auf endhchdlmensmnalen Réumen ist d1e Bedingung f”(z¢)(z,z) > €||z||* dquiva-
lent zu f”(xo)(x,x) > 0 fiir alle z € V'\ {0}. In unendlichdimensionalen Rdumen nicht.
Die zweite Bedingung ist dann auch nicht hinreichend fiir ein lokales Minimum.

Beispiel 10.28. Sei f : C([0,1]) = R, x fol 22(t)(t—z(t))dt. Dann ist f"(0)(z,z) =
e—t fir0<t<e

mi
0 fire<t<1
€ (0,1). Dann gilt ||x€||OO = ¢ und f(sze) = s [[(e — t)%tdt — &* [ (e — t)3dt =

2

(6 —t)3t]5 — (ﬁ — I)(E — )45 = (5 — T) et. Also ist x = 0 kein lokales Minimum.

2f0 t)tdt > 0 fir alle x € C([0,1]) \ {0}. Sei z.(t) =

Zum Abschluss wollen wir den Satz von Taylor auf reelle Funktionen f auf offenen
konvexen Teilmengen U C V eines normierten Vektorraumes verallgemeinern. Wenn
xg, T € U in einer solchen konvexen offenen Teilmenge U liegen, dann ist

g:[0,1] =R, t+— f(zo+t(x—mp))

eine reelle Funktion. Wenn f auf U n-mal differenzierbar ist, dann ist auch g n-mal
differenzierbar. Wegen der Kettenregel Satz (iii) ist die m-te Ableitung von g gleich

g™ () = (. ("™ (20 + tx — o)) (@ — 20)) ... (z — 20)),

also die m-lineare symmetrische Form zu f™(zq + t(x — x()) ausgewertet auf ((z —
xg), ..., (x —xp)) € V*™. Dann erhalten wir nach dem Satz von Taylor:

Satz 10.29. (von Taylor in héheren Dimensionen) Sei f : U — R eine auf einer
offenen konvexen Teilmenge eines normierten Vektorraumes definierte (m + 1)-mal
differenzierbare Funktion. Dann gibt es fir jedes x,xo € U ein & € (0,1), so dass

& W ) () (=) | S o+ —w0)) (=), ., (2—0))
=2 K * (m + 1)1

gilt. Hierbei bezeichnen wir mit f® (xq) bzw. f™+Y (w4 &(x — 30)) die entsprechende
maultilineare Abbildung von V** bzw. V"D nach R. Der erste Term heifit wieder
Taylorpolynom von [ in xo der Ordnung m und der zweite Term Restglied. q.e.d.

Das Taylorpolynom und entsprechend die Taylorreihe ist auch fiir glatte Funktionen
in einen normierten Vektorraum definiert. Eine unendlich oft differenzierbare Funktion
heifit wieder reell analytisch in xj, wenn die entsprechende Taylorreihe auf einer Um-
gebung von x( gegen die Funktion konvergiert. So definiert auf einem Banachraum die
Exponentialfunktion eine analytische Funktion von £(V') auf sich selber.



Kapitel 11

Nichtlineare Analysis

11.1 Der Banachsche Fixpunktsatz

In diesem Kapitel bieten wir eine kurze Einfiihrung in die nichtlineare Analysis. Der
bei weitem wichtigste Satz der nichtlinearen Analysis ist der sogenannte Banachsche
Fixpunktsatz. Wir werden gleich mehrere Anwendungen kennenlernen.

Banachscher Fixpunktsatz 11.1. Sei f : X — X eine lipschitzstetige Abbildung
eines vollstandigen metrischen Raumes X auf sich selber mit Lipschitzkonstante L < 1.
Dann hat f genau einen Fizpunkt: v € X mit f(x) = x. Fir jedes xo € X konvergiert
die induktiv durch x,.1 = f(x,) definierte Folge (z,)nen, gegen den Fixpunkt.

Beweis: Sei g € X und (z,)nen, induktiv definiert durch x,.; = f(z,). Dann gilt
d(xp, Tna1) = d(f(zn_1), f(xn)) < Ld(xy_1,2,) < ... < L"d(x0,21).
Mit der Dreiecksungleichung folgt dann fiir n < m

d(xn7 xm) S d(fEn, xn—&—l) +...+ d(xm—h xm)
< (Ln + ...+ Lm71>d(ﬂf0, 131)

= Lnﬁd(ﬂfo,l’l) < 1— Ld(l’o,iﬁl)
Also ist (z,,)nen eine Cauchyfolge und es existiert = lim x,. Aus der Stetigkeit von
n—oo

f folgt dann f(z) = lim f(z,) = lim x,,; = x. Also ist z ein Fixpunkt. Ist y € X ein
n—oo n—oo

zweiter Fixpunkt, so gilt d(z,y) = d(f(z), f(y)) < L -d(z,y). Es folgt (1—L)d(z,y) <0
und wegen L < 1 auch 0 < d(z,y) < 0. Also gilt = = y. q.e.d.

Eine Anwendung ist z.B. der Satz von Picard Lindel6f iiber die Existenz und Ein-
deutigkeit von Anfangswertproblemen von gewchnlichen Differentialgleichungen. Eine
gewoOhnliche Differentialgleichung ist eine Gleichung, von der Form

w(t) = f(t,u(t)) mitu:I—X und f:IxU— X.

143
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Hierbei ist I C R ein offenes Intervall, X ein normierter Vektorraum und U C X eine
offene Teilmenge. Der Punkt bezeichnet die Ableitung nach t. Diese Vraiable steht in
vielen Anwendungen fiir die Zeit. Das Anfangswertproblem besteht aus der Suche nach
einer differenzierbaren Funktion v : I — U, die die Differentialgleichung erfiillt und an
einem Punkt ¢y € I den Anfansgwert u(ty) = up € U annimmt.

Definition 11.2. Eine Funktion f von einem metrischen Raum X in den metrischen
Raum Y heifsit lokal lipschitzstetig, wenn es fiir jedes xo € X eine Umgebung U C X
von xqy gibt und eine Lipschitzkonstante L > 0, so dass fiir alle x,x' € U gilt

d(f(z), f(2')) < Ld(z,z").

Satz 11.3. (Lokale Existenz und Eindeutigkeit) Sei I ein offenes Intervall, U C R"
eine offene Teilmenge und f : I x U — R" eine stetige Abbildung, die beziiglich der
zweiten Variablen lokal lipschitzstetig ist, d.h. fir jedes (to,up) € I xU gibt es ein 6 > 0
und ein L > 0, so dass fir alle (t,u), (t,a) € (to — d,to + ) x B(ug, ) gilt

(8 u) = f(ta)|| < Lilu — all.

Dann gibt es fiir jedes (to,up) € I x U ein € > 0, so dass das Anfangswertproblem
w(t) = f(t,u(t)) mit u(ty) = uo auf (tog — €,to + €) genau eine Lisung besitzt.

Beweis: Wegen der lokalen Lipschitzstetigkeit gibt es 6 > 0 und L > 0, so dass fiir

alle (¢t,u), (t,u) € [to — 0,to + 0] X B(ug,0) C I x U auch ||f(t,u) — f(t,a)| < L|lu—al|
gilt. Wegen der Stetigkeit von f ist die Abbildung

F:uw F(u) mit F(u)(t) = up + /f(s,u(s))ds

eine stetige Abbildung von C([ty — 6, ty + 6], B(uo, d)) nach C([to — 9, to + ], R™). Sei

1/ (- uo)lloo = sup{|[f (s, uo) |l | s € [to — 0,20 + 6]}

Wenn e < § und € (|| f(+, uo)|oc + L0) < 0, dann gilt fiir alle u € C([to—¢, to+e], B(uo, J))
und alle ¢ € [ty — €,ty + €]

t

[ (u)(t) = uoll = /(f(&w)) +f(s,u(s)) = f(s,u0))ds|| < e ([l f (- uo)lloo + LO) <0

to

Also bildet F' den vollstdndigen metrischen Raum C([tg — €, ty + €], B(uo, d)) auf sich
selber ab. Fiir u,a € C([to — €,to + €], B(ug,0)) und t € [ty — €, to + €] gilt

1E(u)(t) = F(a)@)]l < / 1f (s, uls)) = f(s,a(s))ll ds < eLfu - il
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) 1 )
Sei also € kleiner als € < min 9, ,— ¢ =min\ 9, )

Dann definiert die Abbildung F' eine lipschitzstetige Abbildung mit Lipschitzkonstante
e - L < 1 von dem vollstdndigen metrischen Raum C([tg — €, to + €], B(ug,d)) auf sich
selber. Jeder Fixpunkt ist wegen dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
stetig differenzierbar und es gilt u(t) = f(¢,u) fiir alle t € (tg — €, to+ €) mit u(ty) = uo.
Also 16st u dieses Anfangswertproblem auf (ty — €,%9 + €¢). Wenn u umgekehrt auf
(to — €,to + €) dieses Anfangswertproblem 16st, dann ist die Ableitung von F(u) — u
gleich Null, und beide Funktionen F'(u) und u sind bei t = ¢ gleich ug. Also stimmen
beide Funktionen iiberein und jede Losung des obigen Anfangswertproblems ist ein
Fixpunkt von F'. Also folgt die Existenz und Eindeutigkeit dieses Anfangswertproblems
auf (ty — €,to + €) aus dem Banachschen Fixpunktsatz. q.e.d.

Satz 11.4% (Globale Existenz und Eindeutigkeit) Sei O C R xR" eine offene Teilmenge
und f: O — R" eine stetige Abbildung, die wie bei der lokalen Fxistenz und Findeu-
tigkeit lokal lipschitzstetig ist. Dann gibt es fir jedes (to,ug) € O genau ein mazximales
Intervall (a,b) C R, das ty enthdilt, und auf dem das Anfangswertproblem

u(t) = f(t,u) mit  u(to) = ug

genau eine Losung u enthdlt. Das Intervall ist in dem Sinne maximal, dass an beiden
Randern, also bei a und b, eine der folgenden Bedingungen erfiillt ist:

(i) a=—00 (bzw. b= ).
(ii) t— || f(t, u(t))] ist fir alle e > 0 auf (a,a+€) (bzw. (b— €,b)) unbeschrankt.

(iii) Die Lisung w laft sich stetig auf [a,b) (bzw. (a,b]) fortsetzen, der Graph der
Fortsetzung liegt aber nicht in O, d.h. lgfn(t,u(t)) ¢ O (bzw. 12%?(’5’ u(t)) ¢ O).

Beweis*: Wir betrachten zuerst zwei Losungen ¢; : (aq,b1) — R" und gs : (ag, by) — R™
von ¢(t) = f(t, q(t)) mit gi(t1) = g2(t1) fiir ein ¢, € (a1,b1) N (a2, b2). Die Menge

{a € (a1, t1] N (ag, t1] | q1(t) = qo(t) fir alle t € [a, t1]}

ist wegen der Stetigkeit von q; — ¢o in (aq, 1] N (ag, t;] abgeschlossen und besitzt wegen
dem Satz von Picard-Lindel6f kein Minimum. Also ist sie gleich (aq, 1] N (ag,t1]. Dann
stimmen ¢; und g auf (a1, by) N (ag, be) iiberein, weil genauso auch

{b € [tl, b1> N [tl,bz) | ql<t) = QQ(t) fir alle t € [tl, b]} = [tl,bl) N [tl, b2>
gilt. Insbesondere definieren alle Losungen ¢ : I 3ty — R"™ des Anfangswertproblems

q(t) = f(t,q) mit q(to) = qo
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auf der Vereinigung ihrer Definitionsbereiche auch eine Losung. Wir zeigen jetzt, dass
diese Vereinigung der Definitionsbereiche an beiden Réndern die Bedingung (iii) erfiilt,
wenn (i) und (ii) nicht gelten. Dann ist die Ableitung der Losung auf einer Menge
(a,a+€) bzw. (b—e, b) beschrankt und die Losung ist dort lipschitzstetig. Fiir jede Folge
(tn)nen, die gegen a bzw. b konvergiert, konvergiert ((¢,, q(t,))nen in R x R™. Liegt der
Grenzwert in O, besitzt wegen des Satzes von Picard-Lindelof das Anfansgwertproblem
¢(t) = f(t,q(t))  mit  g(a) = lim ¢(t)  bzw.  g(b) = lim ¢(t)
at t—b—
eine Losung in einer Umgebung von a bzw. b. Dann hat das alte Anfangswertproblem
eine Losung auf einem grofieren Intervall als (a, b). Also gilt (iii). q.e.d.

Bemerkung 11.5% Wenn (i1) erfillt ist, kann t — f(t,u(t)) nicht stetig auf [a,a + €)
bzw. (b — €,b] fortgesetzt werden. Also kénnen w und f nicht so stetig auf griflere

Definitionsbereiche fortgesetzt werden, dass a (bzw. b) im Definitionsbereich von u und
(a,u(a)) (bzw. (b,u(b))) im Definitionsbereich von f liegt.

11.2 Das Losen von nichtlinearen Gleichungen

Die Losungen der Gleichungen von der Form
Ar =y, Ael(V,W), ze€Vund yeW

in einem (endlichdimensionalen) Vektorraum V sind in der linearen Algebra untersucht
worden. Wenn A invertierbar ist, dann ist = A~'y die eindeutige Losung. In diesem
Abschnitt nutzen wir das Versténdnis dieser Gleichungen fiir Gleichungen von der Form

fle)=y, f:V->W, zeVund yeW

mit nichtlinearen Abbildungen f. Dabei nehmen wir an, dass f differenzierbar ist, und
durch lineare Abbildungen angenéhert werden kann. Ausgangspunkt ist die Beobach-
tung, dass kleine Stoérungen von invertierbaren linearen Abbildungen invertierbar sind.

Lemma 11.6. Seien V und W Banachrdume und A ein invertierbares Element von
L(V,W). D.h. es gibt ein Element A~* € LW, V) mit AA™' = 1y und A1 A = 1y.
Dann sind alle Elemente des folgenden Balles um A invertierbar:

|AH A — B
— A=A = B

BeB (A,”A—il“) cL(V,W) mit ||B'-A1< 1

Beweis: Offenbar ist B = A — (A — B) = A(ly — A™'(A — B)). Wegen Satz gilt
IA"Y(A = B)| < |A7Y| - |A—B| < 1fir Be B (A, m) Dann folgt aus der Neu-

mannschen Reihe, dass 1y — A7'(A — B) invertierbar ist in £(V) und der inverse
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Operator beschrankt ist durch Also ist auch B invertierbar und es gilt

1
A T[A-B"

1|| < ||A71|| )
~ Iy = [[ATH[|A - B

-1

B'=(1ly-A"(A-B)) A" mit |[B”

Fiir die Differenz B~! — A~ gilt dann

B —A"=(ly-A(A-DB)) " —DA"
= A" 1(A B)(1ly — AY(A—-B))'A™!
=(ly —A ' (A-B) A (A-B)A™' und deshalb

HAWWA—BH

. q.e.d.
1— A= - |A = B

|B~'— A7 <

Damit bilden die invertierbaren Elemente von L(V, W) eine offene Teilmenge.
Korollar 11.7. Fir Banachrdume V und W und inverierbare A € L(V, W) ist
B@wMO%MWW B B!

eine analytische Abbildung, also insbesondere unendlich oft stetig differenzierbar.

)

Beweis: Aus Lemma [11.6/und der Neumannschen Reihe folgt fiir alle B € B(0, T Al,l 7

AT E: —BAT!)"

n=2

< IBIPIAT

A+B) P —A T+ ATIBATY| < <
A+ 5~ | < TIBITAT

Insbesondere ist A — A~! differenzierbar mit der Ableitung B — —A~'BA~! an der
Stelle A, und damit einmal mehr differenzierbar als A H A~ also unendlich oft. Fiir
Becwwmthemaﬁﬁgwgum+ﬂﬂ 1Z%Nﬂ(3Aﬂ%wd.

Satz 11.8. (Satz iber die inverse Funktion) Seien V.W Banachrdiume, f : U — W
eine stetig differenzierbare Abbildung von einer offenen Teilmenge U C V nach W.
Wenn f'(xg) bei xg € U invertierbar ist, dann gibt es offene Umgebungen U' C U und
O C W won xg bzw. f(xg), so dass die Einschrinkung f : U — O bijektiv ist mit stetig
differenzierbarer Umkehrabbildung f=*: O — U" mit Ableitung y — (f'(f*(y))) L.

Beweis: Zuerst ersetzen wir f durch h o f o g mit folgenden Abbildungen
g: V=1V, T = T+ T, h:W =V, y = (f'(x0)) " (y — f(w0))-

Die Abbildungen g und A sind bijektiv glatt und haben glatte Umkehrabbildungen.
Dadurch wird W = V, xy und f(xy) gleich Null, und f'(z¢) = 1y. Weil f stetig
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differenzierbar ist, gibt es ein 6 > 0, so dass || f/(z) — Ly|| < 3 fiir 2 € B(0,6) C U gilt.
Wegen dem Schrankensatz ist fiir jedes y € V' die Abbildung
Fyro—y+a— f(x)

eine lipschitzstetige Abbildung von B(0, §) nach B(y, g) mit Lipschitzkonstante % Au-
Berdem gilt auch wegen dem Schrankensatz fiir alle x € B(0, ¢)

17y (2) —yll = If () — 2]l = If (@) — 2 = (f(0) = O)]| < 3.

Wenn y in B(0,2) liegt, dann liegt B(y,2) in B(0,0). Also definiert F, dann eine
Abbildung von B(0,0) auf sich selbst. Aus dem Banachschen Fixpunktsatz folgt, dass
fir jedes y € B(y, g) die Abbildung F, auf B(0,6) genau einen Fixpunkt hat und der
Fixpunkt in B(y, g) liegt. Weil = genau dann ein Fixpunkt von F), ist, wenn f(z) =y
ist, gibt es fiir alle y € B(0, ) auf B(0,§) genau eine Lésung von f(z) = y. Sei also

O=B(0,4) und U ={zecB(0,0)]|f(z)eB(0,3)}.

Dann ist O offen und U’ als Urbild einer offenen Menge unter einer stetigen Abbildung
auch offen und die Abbildung f : U’ — O bijektiv. Weil die Abbildung Fy auf B(0, )
lipschitzstetig ist mit Lipschitzkonstante 1, gilt fiir alle z, 2’ € B(0, ) auch

Iz — 2l = | Fo(z) — Fo(2) + f(z) = f@)DI < 3lle — 2/l + [1£(z) — £
oder auch ||z — 2’| <2|[f(z) = f(«)]]

Also ist f~! lipschitzstetig mit L = 2. Wegen der Neumann’schen Reihe ist f/(z) fiir
alle z € B(0, ) invertierbar mit ||(f'(z))~!|] < 2. Wegen Lemma ist die Abbildung

B(0,0) = L(V), =z (f'(x))

stetig. Die Komposition von f~!: O — U’ mit dieser Abbildung ist dann auch stetig.
Fiir zy,x € U’ folgt aus | f(z) = f(zo) — f'(z0)(z — x0)|| < £l — wol|

lz = w0 — (f'(z0)) " (f (&) — f(@0))Il <
< | = (F'(x))7HI - [1f () = flao) = (o) (z — o) || <
< [[(f' (o)) I §llz — zoll < €]l f(2) — f(@o)ll.
Also ist die Komposition von f~!: O — U’ mit z — (f'(z))~! die Ableitung von f~'.
Dann ist also f~! auch stetig differenzierbar. q.e.d.

Beispiel 11.9. Die Voraussetzung der stetigen Differenzierbarkeit kann nicht abge-
schwdcht werden zu einfacher Differenzierbarkeit. Die Funktion f : R — R, z+— f(z)

f(x)={§+x281n(%> ft:L:rxsz_EO f,(x):{%—i—stin(%)—cos(%) fz%rx;_éO
firx=20 firx=20

D=

ist differenzierbar mit f'(0) = % Aber f ist in keiner Umgebung der 0 injektiv.
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Korollar 11.10. Die Umkehrabbildung einer bijektiven n-mal (stetig) differenzierbaren
Abbildung ist bei allen x mit invertierbarem f'(x) n-mal (stetig) differenzierbar.q.e.d.

Korollar 11.11. (Satz dber die implizite Funktion) Seien V und W Banachrdume, U
eine offene Teilmenge von V x W und f : U — V eine stetig differenzierbare Funktion.
Wenn die partielle Ableitung % in (vo,wg) € U als Element von L(V) invertierbar
ist, dann gibt es offene Umgebungen O wvon f(vg,wo) in V, O" von wy in W und
U von (vg,wo) in U und eine stetig differenzierbare Funktion g : O x O — V', so
dass fir alle (u,w) € O x O" gilt f(g(u,w),w) = u. Auferdem sind fir alle w € O
alle Losungen (v,w) € U’ der Gleichungen f(v,w) = u im Graphen der Abbildung
O =V, wwr g(u,w) enthalten.

Beweis: Die Ableitung der Abbildung F': U — V x W, (v,w) — (f(v,w),w) ist ge-
geben durch

F'lo,w) : VxW =V xW, (x,y) — <8f(;;w)x—l—8f(ai;w)y,y)
Wenn W in £(V') invertierbar ist, dann ist der inverse Operator gegeben durch
-1
(F'lo,w)) "V xW =V xW, (zy)— ((%,w)) (:z; — Wy) ,y)
v w

Also erfiillt sie die Voraussetzungen des Satzes iiber die inverse Funktion. Deshalb gibt
es Umgebungen O von f(vg,wp) in V', O" von wy in W und U’ von (vg, wp) in U, so
dass die Abbildung U' — O x O, (v,w) — (f(v,w),w) bijektiv ist und eine Umkehr-
abbildung besitzt. Diese Umkehrabbildung muss aber wegen der Gestalt von F' von
der Form O x O' - U’,  (u,w) — (g(u,w),w) sein, mit einer stetig differenzierbaren
Funktion g. Insbesondere sind fiir alle u € O alle Losungen (v, w) € U’ von f(v,w) = u
im Graphen von O — V,  w +— g(u,w) enthalten. q.e.d.

Beispiel 11.12. (i) Héhenlinien: Sei f : R? — R eine stetig differenzierbare Funktion,
die z.B. in Abhdngigkeit von Ldngen- und Breitengraden die Héhe tber dem Meeres-
spiegel beschreibt. Wenn die partielle Ableitung g—i in einem Punkt (zo,y0) € R nicht
verschwindet, dann gibt es eine stetig differenzierbare Funktion

g: (f(wo,90) — € f(w0,%0) +€) X (Yo — €, y0 +€) = R,

so dass fir alle z € (f(xo,y0) — €, f(xo,vy0) + €) die Hohenlinien zur Héhe z von f
gerade durch die Graphen der Funktionen

(Yo —€.y0+€) =R, yr—g(z,y)
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beschrieben werden. Fiir festes z zeigen also die Richtungen

(252

i Richtung der Hohenlinien und stehen senkrecht auf dem Gradienten von f.

(ii) Hyperflachen: Sei f : R" — R eine stetig differenzierbare Funktion, deren Ablei-
tung in eimem Punkt xo nicht verschwindet. Dann verschwindet auch mindestens eine
partielle Ableitung nicht. Nach einer geeigneten Permutation der Variablen, konnen
wer g—xfl(xo) # 0 annehmen. Sei yo € R"™ der Vektor der letzten n — 1 Koordinaten
von xg Dann lassen sich lokal die Niveaumengen: {(x € R | f(x) = 2z} mit z € (f(zo) —
e, f(xg) +€) durch den Graphen einer Funktion g : (f(xg) —e€, f(xo)+€) X B(yo,0) = R
beschreiben als (g(z,y),y) € R x B(yo,0) mit (z,y) € B(f(xg),€) X B(yo,0). Lokal
werden die Nweauflichen also von y € R™™' parametrisiert. Fir alle (z,y) in dieser
Umgebung von (f(x),yo) ist das Bild der partiellen Ableitungen

g—iw x 1y € LR",R) x LR",R") =~ LR", R x R"Y)

dann der Kern von f'(g(z,y),y) € L(R™,R).
Dieser Kern wird auch Tangentialraum an die Niveaufldchen genannt.

Definition 11.13. Eine unendlich oft (stetig) differenzierbare bijektive Abbildung mit
unendlich oft (stetig) differenzierbarer Umkehrabbildung heifit Diffeomorphismus.

Beispiel 11.14. Polarkoordinaten Die Abbildung
R* x R/27Z — R*\ {(0,0)}, (r,¢) — (1 cos @, sin p)

heifit Polarkoordinaten von R2. Offenbar ist diese Abbildung unendlich oft stetig diffe-
renzierbar. Die Umkehrabbildung ist dann gegeben durch

(x,y) — (r, o) mit r=+/22+y* und
- arccos (\/xny?) firy >0 mod 20 arcsin (\/J;Ty?) fiirx >0

QO = =
— arccos (\/ngy?> fiiry <0 T — arcsin <\/ngy2) fiir x < 0.

Also ist diese Abbildung ein Diffeomorphismus von R* x R/21Z nach R*\ {(0,0)}.
Hier beschreibt R/2nZ den Raum aller Aquivalenzklassen von R, wobei

r~Yy S x—y € 2nl.

Dieser Raum ist offenbar lokal diffeomorph zu R, weil in jedem Intervall dessen Linge
kleiner ist als 2w, verschiedene Elemente verschiedene Aquivalenzklassen reprisentie-
ren. Deshalb sind die Einschrinkungen der Abbildung R — R/277Z auf beliebige offene
Intervalle mit Lédngen nicht gofler als 2w, die jedes Element auf die entsprechende
Aquivalenzklasse abbilden, Diffeomorphismen.
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11.3 Lagrangemultiplikatoren

Ziel dieses Abschnittes ist es die lokalen Extremwerte von Funktionen auf solchen Teil-
mengen eines normierten Vektorraumes X zu bestimmen, die die Nullstellen von end-
lich vielen reellen diffenzierbaren Funktionen bilden. Wir sprechen dann von Zwangs-
bedingungen, wegen denen nur die Punkte in diesen Nullstellenmengen in Betracht
kommen. Diese Situation ist recht allgemein und kommt in vielen Anwendungen der
Wirtschaftswissenschaften vor. Dieses Verfahren ist die Grundlage fiir die nichtlinea-
re Optimierung, in der man nach Extremwerten auf Teilmengen eines Banachraumes
sucht. Darauf aufbauend wird in der konvexen Analysis nach Bedingungen gesucht, die
die Existenz und Eindeutigkeit von solchen Extremwertproblemen garantieren.

Definition 11.15. Sei U C X eine offene Teilmenge eines normierten Vektorraumes
X und g = (g1,...,9m) : U — R™ eine stetig differenzierbare Funktion von U nach
R™. Fiir jedes o € U definiert A = g '[{g(x0)}] = {z € U | g(x) = g(xo)} eine
abgeschlossene Teilmenge A von U auf der die reellen Funktionen gi,...,gm konstant
sind. Wir nennen solche Mengen Niveaumengen zu den Zwangsbedingungen gi, ..., Gm.

Definition 11.16. Die Niveaumenge A heifst in einem Punkt xo € A stetig differen-
zierbar (glatt), wenn es eine offene Umgebung U von xo € X und eine stetig differen-
zierbare (glatte) bijektive Funktion ® von einer offenen Teilmenge O eines normierten
Vektorraumes Y auf ANU gibt, so dass die Ableitung ®' (P~ (zo)) eine bijektive Abbil-
dung von'Y auf den Kern von ¢'(xq) d.h. {x € X | ¢'(x)(x) = 0} ist. Ein solcher Punkt
xo heifst kritischer Punkt der Einschrinkung f|anu) einer differenzierbaren Funktion
f:U — R auf die Niveaumenge, wenn ®1(zq) ein kritischer Punkt von f o ® ist.

Aufgrund der Definition ist ein Punkt zy € U, an dem die Niveaumenge A stetig
differenzierbar ist, hochstens dann ein lokaler Extremwert der Einschrinkung f|4 einer
differenzierbaren Funktion f : U — R, wenn er ein kritischer Punkt im Sinne dieser
Definition ist. Deshalb kommen als die lokalen Extremwerte von f|4 neben diesen
kritischen Punkten nur solche Punkte in Betracht, an denen die Niveaumenge nicht
stetig differenzierbar ist. Sie werden Singularitéten genannt. Im folgenden werden also
einerseits diese kritischen Punkte und andereseits die Singularitdten charakterisiert.

Satz 11.17. Ser f : U — R eine differenzierbare und g : U — R™ eine stetig dif-
ferenzierbare Funktion auf einer offenen Teilmenge U eines normierten Vektorraumes
X und die Niveaumenge A = g~ '[{g(xo)}] bei xy € U stetig differenzierbar. Dann ist
xo genau dann ein kritischer Punkt von der Einschrankung f|a von f auf A, wenn es
reelle Zahlen A1, ..., Am gibt, so dass f'(xo) = Mgi(zo) + ... + A\ngl,(x0) gilt.

Definition 11.18. Die Zahlen A1, ..., \,, heiffen Lagrangemultiplikatoren.

Beweis: Ein Punkt zy € U ist genau dann ein kritischer Punkt, wenn ®~!(xq) ein
kritischer Punkt von f o ® : O — R ist. Hierbei ist ® : O — U eine bijektive stetig
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differenzierbare Abbildung, und die Ableitung ®'(®~!(x()) bei @' () ist eine bijektive
Abbildung auf den Kern von ¢'(z). Das ist dquivalent dazu, dass f'(x¢)®'(®(x())
verschwindet, oder dazu, dass f’(z,) auf dem Bild von &' (®~!(z)), also auf dem Kern
Y ={xe€ X |g(x)(x) =0} von ¢'(zy) verschwindet.

Sei R die Dimension vom Bild von ¢'(zo) in R™. Fiir alle r = 1,..., R gibt es
dann einen kleinsten Index I, > I._i, so dass (g{(0),...,g; (70)) den Rang r hat
und damit auch (g, (zo),...,9; (%0)). Dann ist §'(x0) = (g;,(20),---,9;,(0)) eine
surjektive Abbildung nach R deren Kern gleich Y ist. Sie bildet geeignet gewdihl-
te Vektoren z,...,zr € X auf die Standardbasis e;,...,eg von Rf ab. Dann liegt
T — Zle g, (w0)(x)z, fiir alle # € X in Y. Wenn f’(z¢) auf Y verschwindet gilt also

R
[ (xo)(x) = Z Agp (wo)(x) firalle ze€X mit A = f'(z0)(2).

Umgekehrt verschwindet A1 g} (zo) + ...+ Amgl,(zo) fiir (A1,..., ) € R™ auf YV.q.e.d.

Lemma 11.19. Sei g : U — R™ eine stetig differenzierbare Abbildung auf einer offenen
Menge U eines normierten Vektorraumes X. Dann ist fir alle r € Ny die Menge
{z € U | dim(¢'(z)[X]) > r} entweder leer oder offen.

Beweis: Sei zp € {x € U | dim(¢'(x)[X]) > r}. Dann gibt es Indizes 1 <} < ... <
I, <'m, so dass (g;,(20),...,9, (o)) eine surjektive Abbildung nach R" ist. Sie bildet
geeignet gewihlte Elemente zq,..., 2. € X auf die Standardbasis ey, ..., e, von R" ab.
Weil g stetig differenzierbar ist, sind die Funktionen z + g; (z;) stetig. Deshalb ist die
Menge, auf der die Determinante der » x r Matrix (gj (2;))1<i j<r nicht verschwindet,
offen. Diese Menge ist in {x € U | dim(¢'(x)[X]) > r} enthalten. q.e.d.

Typischerweise werden die Zwangsbedingungen glatte Funktionen sein. Aber selbst
dann sind die Niveaumengen nicht immer glatt.

Satz 11.20. (Rangsatz) Fiir eine stetig differenzierbare Abbildung g : U — R™ auf
einer offenen Menge U eines Banachraumes X ist die Niveaumenge A = g [{g(z0)}]
in allen lokalen Mazima xo von der Funktion x — dim(¢'(z)[X]) stetig differenzierbar.

Beweis: Wenn ¢'(x¢) € L(X,R™) surjektiv ist, dann gibt es Elemente 21,..., 2, € X,
die durch ¢'(z) auf die Standardbasis ey, ..., e, von R™ abgebildet werden. Sei Z der

von zi, . . ., z, aufgespannte Unterraum von X, und Y der Kern von ¢'(z). Fiir alle x €
X gilt ¢'(xo)(x — gi(xo)(x)21 — . .. — ¢, (x0)(2) z,) = 0. Deshalb ist die Abbildung = —
(g1(z0) ()21 4. ..+ g, (x0) (%) 2m, & — g1 (x0) (2) 21 — . . . ¢, (20) (X) 21, ) €in linearer stetiger

Isomorphismus von X nach Z x Y. Fassen wir g als stetig differenzierbare Abbildung
von Z x Y nach R™ auf, dann wird Z durch ¢'(z¢) isomorph auf R™ abgebildet. Die
Aussage folgt aus dem Satz iiber die implizite Funktion.

Wenn die Dimension dim(g’(x)[X]) bei xy gleich r und auf einer Umgebung nicht
grofler als r ist, dann gibt es Indizes 1 < [} < ly... < [, < m, so dass die linearen
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Abbildungen g; (7o), ..., g; (zo) der Komponenten von g(x) = (g;, (), ..., g, (x)) bei
& = x0 linear unabhingig sind. Dann ist die Niveaumenge A = §'[{j(z)}] bei g
stetig differenzierbar. Wegen Lemma sind g; (2),...,g; (z) auf einer Umgebung
von zy linear unabhéingig. Weil dim(¢'(z)[X]) auf einer Umgebung von xy nicht grofer
als 7 ist, stimmen auf einer Umgebung von xy die Kerne von ¢'(z) und §'(z) iiberein.
Wegen Satz verschwindet in dieser Umgebung ¢'(x) auf der Niveaumenge A, und
diese Niveaumenge A stimmt in dieser Umgebung mit der von ¢ iiberein. q.e.d.

Weil die Funktion dim(g’(x)[X]) nur die endlich vielen Werte 0,...,m annehmen
kann, gibt es in jeder offenen Menge U ein lokales Maximum. Die Menge aller solcher
lokalen Maxima ist wegen Lemma [11.19|sogar offen und dicht in U. Mit Hilfe von dem
Lemma und dem Rangsatz kénnen wir die Singularititen der Niveaumengen von
stetig differenzierbaren Funktionen g : U — R™ dadurch bestimmen, dass wir

(i) wie im Beweis des Rangsatzes maximal viele Komponenten g von g auswéhlen,
deren Ableitungen §'(z) an moglichst vielen Punkten surjektiv sind,

(ii) und dann die Punkte bestimmen, an denen diese Ableitung nicht surjektiv sind.
Das sind die Nullstellen der Determinante aus dem Beweis von Lemma [T1.19]

Beispiel 11.21. (i) g:R* =R, (1,y)— glz,y) =2°+ 9>

Der Gradient Vg(z,y) = (2z,2y) von g verschwindet nur bei (x,y) = 0. Also sind alle
Niveaumengen g(z,y) = go mit go # ¢g(0,0) = 0 glatte 1-dimensionale Teilmengen von
R2. Es sind jeweils die Kreise mit Radius V90 um den Nullpunkt. Fiir go = 0 besteht
die Niveaumenge nur aus {0}. Der Nullpunkt ist eine Singularitit der Niveaumenge.
(ii) g:R*= R, (2,y) = g(z,y) = 2> —y*.

Der Gradient Vg(x,y) = (2z, —2y) verschwindet wieder nur bei (x,y) = (0,0). Also
sind alle Niveaumengen g(x,y) = go mit go # ¢(0,0) = 0 glatte eindimensionale
Teilmengen von R?. Es sind jewils zwei Hyperebenen. Die Niveaumenge g(z,y) = x° —
y? = (z —y)(x +y) =0 besteht aber aus zwei Geraden y = x und y = —x, die sich im
Nullpunkt schneiden. Diese Niveaumenge hat also im Nullpunkt eine Singularitit, weil
sich dort zwei glatte Teilmengen schneiden. Man spricht von einem Doppelpunkt.

(iii) g:R* =R, (2,y)— g(z,y) =1y* —2°.

Der Gradient Vg(x,y) = (=322, 2y) verschwindet wieder nur im Nullpunkt. Also sind
wieder alle Niveaumengen g(x,y) = go mit go # g(0,0) = 0 glatte eindimensionale
Teilmengen von R2. Die Niveaumenge g(x,y) = y? — a3 = 0 besteht aus zwei Lésungen
y = V23 mit x> 0, die sich bei (x,y) = 0 einer gemeinsamen Halbgeraden parallel zu

der x-Achse anndhern. Man nennt deshalb die Singularitit im Nullpunkt eine Spitze.

Satz 11.22% (Whitney) Jede nicht leere abgschlossene Teilmenge A C R™ ist die Null-
stellenmenge einer glatten Funktion auf R™.

Beweis™: Sei A C R” eine nicht leere abgeschlossene Menge. Dann besitzt Q" N O
mit O = R™ \ A eine Abzdhlung durch eine Folge (x,),en. Fiir jedes n € N ist
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B(zy,r,) =

aller Bélle (B(xp,7,))nen eine offene Teilmenge von O. Jeder Punkt z € O ist in einem

Ball B(x,r) C O enthalten, und in B(z, ) ist ein z,, enthalten mit 7, > £. Daraus
(

U{r>0| Blar)CO} B(z,r) eine Teilmenge von O. Also ist die Vereinigung

' 2
folgt = € B(z,,r,) und die Vereinigung der Bélle (B(z,, ,))nen ist O. Die Funktion

1y
bR S RY, s exp(xLl) fir x| <1
0 fir [|z]] > 1

ist unendlich oft stetig differenzierbar, und fiir alle n € N sind alle partiellen Ableitun-
gen hochstens n-ter Ordnung beschrénkt durch ein C,, > 0. Alle partiellen Ableitungen
hochstens n-ter Ordnung von v, (x) = Cln(min{Q1 T"})"@Z)(”‘;") sind beschrankt durch
27", Fiir jedes Monom D in 8‘91 yee 8 folgt aus Satz induktiv im Grad von D,
dass die Summe der partiellen Ableltungen (>~ Dipy)nen auf ganz R™ gleichméBig gegen
die entsprechende partielle Ableitung D f von f =) 1, konvergiert. Deshalb ist f

glatt und die Nullstellenmenge von f ist gleich A. q.e.d.

Beispiel 11.23. (i) Die sogenannte Cantormenge ist definiert als das Komplement
A =10,1]\ I folgender offenen Teilmenge von [0, 1]:

=U (—+Z Z) GDUG UG-
l

n€No  (z1,...,2n)€{0,1}™

Sie ist offenbar eine abgeschlossene Teilmenge von [0, 1] und wegen dem Satz von Whit-
ney die Niweaumenge einer glatten reellen Funktion [ auf R. Weil in jeder Umgebung
von jedem Punkt von A sowohl Elemente von A als auch Elemente von I enthalten sind,
verschwinden alle Ableitungen von f auf A. Alle Punkte von A sind Singularitdten.
(ii) Der Sierpinski Teppisch ist definiert als das Komplement A =[0,1)>\ I folgender
offenen Teilmenge von [0, 1)%:

FU( U (e Ys)

n€Np \ (z1,...,2n)€{0,1,2}"
1232 12 45 7 8
=(3,3) U((§7§)U(§>§)U(§7§)) U....

Die Menge I ist eine Teilmenge von dem kartesischen Produkt des Komplementes
der Cantormenge in (i) mit sich selber. Wenn also x oder y zu der Cantormenge
gehoren, dann sind {x} x [0,1] und [0,1] x {y} Teilmengen von A. Deshalb ist A zu-
sammenhdngend. Wegen dem Satz von Whitney ist A die Nullstellenmenge einer glatten
Funktion of R%. Wieder enthilt jede Umgebung von jedem Punkt von A sowohl Elemen-
te von A als auch Elemente von I, so dass alle Ableitungen von f auf A verschwinden.
Alle Punkte von A sind Singularititen.



Kapitel 12

Das Lebesgueintegral auf dem R4

12.1 Treppenfunktionen

Zunichst fithren wir die Quader im R? ein.

Definition 12.1. Fin Quader ist ein d-faches kartesisches Produkt von Intervallen
Q=Lx..xIj={xcR |2, €1,...,xq¢ I} CR

Die Intervalle I, ..., 1; C R kinnen den linken bzw. rechten Rand enthalten oder nicht
und nur aus einem Punkt bestehen. Wenn I, ..., 1I; beschrinkt sind heifst () endlich.

Fiir jeden solchen Quader definieren wir das Volumen als das Produkt der Langen
von Iy, ..., I;. Wir bezeichnen es mit p(Q). Endliche Quader haben endliches Volumen.

Definition 12.2. Eine Teilmenge A C R? heifit Nullmenge, wenn es fiir jedes € > 0
eine Folge von endlichen Quadern (Qp)nen im RY gibt, mit

AcC G Q. und iu(@n) <e.
n=1 n=1

Beispiel 12.3. Die Vereinigung von abzdhlbar vielen Quadern ohne Volumen ist eine
Nullmenge. Insbesondere ist jede abzihlbare Teilmenge von RY eine Nullmenge.

Lemma 12.4. Eine héchstens abzihlbare Vereinigung von Nullmengen ist wieder eine
Nullmenge.

Beweis: Sei |J ., A, eine hochstens abzihlbare Vereinigung von Nullmengen. Dann
besitzt fiir jedes € > 0 jedes A, eine Uberdeckung von Quadern, deren gesamtes Vo-
lumen nicht grofler ist als € - 27", Die hochstens abzéhlbare Vereinigung dieser jeweils
hochstens abzéhlbar vielen Quader ist wegen Satz [2.40] eine hochstens abzidhlbare Men-
ge von Quader mit einem Volumen nicht goBer als >0 €27" = ¢. Also wird |J,—; 4,
von abzdhlbar vielen Quadern iiberdeckt, deren Volumen nicht gréfer ist als €. q.e.d.

155
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Definition 12.5. Eine Treppenfunktion ist eine endliche Linearkombination von cha-
rakteristischen Funktionen von endlichen Quadern, d.h. der Funktionen, die bei Punk-
ten innerhalb eines Quader gleich 1, und aufSerhalb des Quaders gleich 0 sind.

Proposition 12.6. Endlich viele Quader lassen sich in endlich viele paarweise dis-
junkte Quader zerlegen. Jede Treppenfunktion ist eine endliche Linearkombination von
charakteristischen Funktionen von paarweise disjunkten endlichen Quadern.

Beweis: Fiir endlich viele Intervalle I, ..., I, ordnen wir alle endlichen Intervallgren-
zen der Reihe nach an —oo < 27 < ... <, < 0o. Dadurch erhalten wir eine Zerlegung

R = (—o0,z1) U{x1} U (21, 29) U{a2} U... U (Zp_1,Tm) U{Tm} U (), 0)

von R in endlich viele paarweise disjunkte Intervalle, so dass jedes der Intervalle
Ii,..., I, eine Vereinigung von endlich vielen dieser Intervalle ist. Fiir jeden Faktor
des kartesichen Produktes sind durch n Quader @4, ..., @, auch n Intervalle vogege-
ben und damit auch eine solche Zerlegung von R. Die kartesichen Produkte von jeweils
einem dieser Intervalle aus den Zerlegungen aller d Faktoren des kartesichen Produktes
bilden Quader, die paarweise disjunkt sind und deren Vereinigung gleich R¢ ist. Dabei
ist jeder der Quader @)y, ..., Q, eine Vereinigung von endlich vielen von diesen paar-
weise disjunkten Quadern. Eine endliche Linearkombination von xgq,, ..., X¢, nimmt
auf jedem dieser paarweise disjunkten Quader der Zerlegung genau einen Wert an und
ist eine endliche Linearkombination von chrakteristischen Funktionen von paarweise
disjunkten endlichen Quadern. q.e.d.
Als néchstes wollen wir das Integral von Treppenfunktionen definieren. Zunéchst
definieren wir fiir jede charakteristische Funktion x¢ eines Quaders das Integral

/ Xadp = pu(Q).
Proposition 12.7. Sei f eine Treppenfunktion und seien

f= Z GiXQi = Z djXR,
( J

zwei Zerlegungen in endliche Linearkombinationen von charakteristischen Funktionen
von endlichen Quadern. Dann gilt

/fdu = Z cip(Qi) = Z djp(R;).

Beweis: Wir zerlegen alle diese endlichen Quader @; und R; wie im vorangehenden
Beweis beschrieben in endlich viele paarweise disjunkte endliche Quader P. Es folgt

fle="DY. a= >, di Xe.= D>, Xpo Xg = Y. Xpo

{i|Q:D Py} {JIR;DP:} {k|P,CQi} {k|P,CR;}
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Hierbei sei die Summe iiber eine leere Menge gleich Null. Die Gesamtlange einer dis-
junkten Vereinigung von Intervallen ist gleich der Summe der Intervalllingen. Wegen
dem Distributivgesetz folgt dann

p@) = ulP), wB)= > P,

{k|P.CQ:} {k|PLCR;}
doam@) =3 i Y mP) =3 > an(P)
i i {k|PCQ:} k {ilQiDP:}
=D D duP)=>_d; >, wP)=) dp(R). qed
k- {jIR;DPy} J {k|PxCR;} J

Wegen dieser Proposition definiert das Integral f — [ fdu eine lineare Abbildung von
dem Raum aller Treppenfunktionen nach R.

Proposition 12.8. Seien f und g zwei Treppenfunktionen mit f > g. Dann gilt

[ fan= [ gin.

Beweis: Wir zerlegen die beiden Vereinigungen von Quadern der Treppenfunktion f
und der Treppenfunktion g in eine gemeinsame disjunkte Vereinigung von Quadern.
Auf jedem der Quader ist f grofier oder gleich g. Deshalb gilt das auch fiir die Summen,
die die entsprechenden Integrale berechnen. q.e.d.

12.2 Lebesgueintegrable Funktionen auf dem R

Satz 12.9. Sei (f,)nen eine monoton wachsende Folge von Treppenfunktionen, deren
Integrale (f f”dl”b)neN beschrdnkt sind. Dann ist fogende Menge eine Nullmenge:

{z € R| (fu(2))nen konvergiert nicht }.

Beweis: Sei M > 0 eine obere Schranke von ([ (f, — f1)dpu)

neN:
/(fn_fl)dMSM fiir alle n € N.

Dann bilden fiir alle € > 0 und alle n € N die Mengen

M
€

She = {:1: e R? folz) >

h) = 502 2 L = {o e

+f1(5€)}

eine monoton wachsende Folge von endlichen Vereinigungen von Quadern. Aus der
Konstruktion einer gemeinsamen Zerlegung in eine disjunkte Vereinigung von Quadern
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im Beweis von Proposition folgt, dass das relative Komplement eines Quaders in
einem anderen Quader wieder eine disjunkte Vereinigung von Quadern ist. Dann ist

U Sn,e - Sl,e U U (Sn—i—l,f \ Sn,e)
n=1 n=1

eine abzéhlbare Vereinigung von disjunkten Quadern. Weil f,, — f; nichtnegative Funk-
tionen sind, ist ;7 (fn. — f1) groBer oder gleich xg, .. Also gilt fiir das Maf von S,

[ s [t = fdu=1 [t = fduse

Wegen der Monotonie ist dann auch das Gesamtvolumen der abzédhlbaren Vereinigung
U2, Sn.e nicht groBer als e. Weil die kritische Menge S gleich der Schnittmenge

n=1

S = {z € RY(f,(2))nex konvergiert nicht } = m (G SM)

e0 \n=1

ist, folgt, dass diese Menge S eine Nullmenge ist. q.e.d.

Die Komplemente von Nullmengen werden fast iiberall genannt (bzw. a.e. fiir almost
everywhere). Also konvergiert jede monoton wachsende Folge von Treppenfunktionen
mit beschrinkten Integralen fast iiberall.

Satz 12.10. Fiir jede Nullmenge A C R? gibt es eine monoton wachsende Folge (fn)nen
von Treppenfunktionen mit beschrinkten Integralen ([ fodi)nen, so dass A in der Men-
ge enthalten ist, auf der die Folge (f)nen nicht konvergiert.

Beweis: Sei A eine Nullmenge. Dann gibt es fiir jedes n € N eine Uberdeckung von A
mit abzéhlbar vielen Quadern, deren Gesamtvolumen nicht grofer ist als 27". Sei nun
(Qn)nen eine Abzéhlung der Vereinigung aller dieser Quader. Dann gehort jeder Punkt
von A zu unendlich vielen Quadern. Also definiert die Reihe (3~ x0, )nen €ine monoton
wachsende Folge von Treppenfunktionen, die auf A nicht konvergiert. Die Integrale
(3" J X@ndit)nen sind beschrénkt durch ), 27" = 1. q.e.d.
Fiir jede monoton wachsende Folge (f,,)nen von Treppenfunktionen mit beschrink-
ten Integralen ( S fndu) wey Konnen wir jetzt den Grenzwert fast iiberall definieren:

fa) lim f,(z) wenn(f,(x)),en beschrankt ist
xr) = n—oo
0 wenn (f,(z))nen nicht beschrankt ist.

Wir wollen [ fdp als lim,,_, | fndp definieren. Die folgenden Lemmata zeigen, dass
diese Definition nur von der fast iiberall definierten Funktion f abhéngt.

Lemma 12.11. Sei (f,)nen eine monoton fallende Folge von Treppenfunktionen, die
fast diberall gegen Null konvergiert. Dann ist (f fnd,u)neN eine Nullfolge.
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Beweis: Kein [ f,du kann kleiner Null sein, weil sonst f,, auf einem Quader mit po-
sitiven Maf} negativ ist und (f,)nen dort nicht gegen Null konvergiert. Offenbar gibt
es einen kompakten Quader (g auerhalb dessen f; verschwindet. Fiir jedes n € N
sei A, die Menge der Unstetigkeitsstellen von f,, also der Punkte, an denen f, lokal
nicht konstant ist. Dann ist A,, in )y enthalten, und als eine endliche Vereinigung von
Quadern ohne Volumen eine Nullmenge. Dann ist auch A = J;~, A, eine Nullmen-
ge. Sei B die Nullmenge aller Punkte, an denen (f,),en nicht gegen Null konvergiert.
Fiir jedes ¢ > 0 gibt es eine Uberdeckung | J°°_, Q,, D (A U B) durch Quader, deren
Gesamtvolumen nicht grofler ist als . Indem wir die Kanten der Quader mit posi-
tivem Volumen um ein hinreichend kleinen Faktor 1 + € verlingern, dabei aber den
Mittelpunkt festhalten, und die Quader mit verschindendem Volumen durch gréflere
offene Quader mit Volumen £27™ ersetzen, erhalten wir auch eine solche Uberdeckung
U>_, Qm D (AU B) durch offene Quader, deren Gesamtvolumen nicht grofer ist als
e. Fiir jeden Punkt z € Qg \ (AU B) gibt es ein N, € N mit fy,(x) <e. Weil (f,)nen
monoton fallend ist, gilt f,(x) < e fiir alle n > N,. Weil alle fx, bei den Punkten
von Qo \ (A U B) lokal konstant sind, gibt es eine offene Uberdeckung von offenen
Quadern (R;)zco\(auB)y von Qo \ (AU B), so dass f, < e auf R, fir n > N, gilt.
Dann bilden (R;)zeq\ (aup) zusammen mit (Qm)men eine offene Uberdeckung von Q.
Weil @)y kompakt ist, gibt es eine endliche Teiliiberdeckung. Wenn n grofler ist als die
entsprechenden endlich vielen N,’s kénnen wir [ f,du abschétzen durch

0< / fudpt < e(max{fi(z) | 7 € Qo} + u(Qu)).

Auf den Quadern (@, )men schétzen wir dabei f durch max{fi(x)|z € Qo} ab und auf
den endlich vielen der (R;)zeqo\(aup) durch e. Es folgt lim,,_,o [ fndp = 0. q.e.d.

Lemma 12.12. Seien f und g fast tiberall definierte Grenzwerte von monoton wachsen-
den Folgen (fy)nen und (gn)nen von Treppenfunktionen mit beschrinkten ([ fadp)

und (f gnd,u)neN. Wenn fast diberall f > g gilt, dann gilt auch

neN

n—0o0

lim | f,du > lim /gnd,u.
n—oo

Beweis: Fiir jedes feste m € N erfiillen die Funktionenfolgen

(0= 1) e = (50m = o+l = 1))

die Voraussetzungen von dem vorangehenden Lemma, weil fast iiberall ¢, — f <
g — f < 0 gilt. Deshalb konvergieren die entsprechenden Integrale gegen Null. We-

gen  gm — fo < (gm — fn)"  folgt aus Proposition und Lemma [12.11

/gmdu— lim /fnd,u <0 und damit auch lim [ gndp < lim /fnd,u.q.e.d.
n—oo n—oo

m—00
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Aus Lemmal[12.12]folgt, dass wir das Integral auf die Grenzwerte von monoton wachsen-
den Folgen von Treppenfunktionen mit beschrinkten Integralen konsistent fortsetzen
konnen. Seien namlich (f,,)nen und (g, )neny monoton wachsenden Folgen von Treppen-
funktionen mit beschréinkten Integralen ([ fadp) oy und (f gndp) | > deren Grenz-
werte fast tiberall iibereinstimmen, dann konnen wir Lemma [12.12] sowohl auf diese
Folge, als auch auf die vertauschten Folgen anwenden und erhalten

lim [ f.dp > lim /gndu > lim /fndu.
n—oo n—oo n—oo

Definition 12.13. Sei I}(RY) die Menge der Aquivalenzklassen von fast dberall defi-
nierten Funktionen f, fir die es monoton wachsende Folgen (gn)nen und (hy)nen von
Treppenfunktionen mit beschrdnkten Integralen (f gnd,u) ey und (f hndu) nen 9ibt, und

f=lim g, — lim h,

n—oo n—oo

fast iiberall gilt. Hierbei werden zwei Funktionen miteinander identifiziert, wenn sie fast
tiberall miteinander ibereinstimmen.

Satz 12.14. (Eigenschaften der lebesqueintegrablen Funktionen)

(i) LM(RY) ist ein Vektorraum tiber R und das Integral iiber Treppenfunktionen induziert
eine lineare Abbildung

/:Ll(Rd) — R, f—>/fdu
(ii) Wenn f € L}HRY) fast diberall nicht negativ ist, dann gilt /fdu > 0.

(iii) Wenn f € [NRY), dann ist auch |f] € [}(RY) mit ‘/fdu’ < /|f\ du.

Beweis: (i) Seien (g,)nen, (hn)nens (Gn)neny und (hy,)neny monoton wachsende Folgen
von Treppenfunktionen mit beschrinkten Integralen. Wenn die Grenzwerte

g(x) — h(x) = lim g,(z) — lim h,(x)
n—oo n—oo
fast iiberall mit den Grenzwerten von

§(z) — h(z) = lim g,(z) — lim hy(z)

n—oo n—oo

iibereinstimmen, dann stimmen auch die Funktionen g(z) + h(z) und §(z) + h(z) fast
iiberall iiberein und sind fast {iberall auch die Grenzwerte von

(gn + Bn)nGN bzw. (gn + hn)nEN-
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Dann folgt aus Lemma, [T

/g—l—hdu /gd,u+/hd,u /gdu—l—/hdu /g+h

Daraus folgt wegen der Linearitdt des Integrals

/(g—h)dﬂ—/gdu—/hdﬂ—/gdu_/ﬁdu_/(§_~

Deshalb definiert [ eine Abbildung von L'(R) nach R. Die Linearitit folgt aus den
Rechenregeln fiir Folgen und der Linearitdat des Integrals auf Treppenfunktionen.

(ii) Wenn (g, )nen und (hy,)neny monoton wachsende Folgen von Treppenfunktionen mit
beschrénkten Integralen sind, so dass fast iiberall lim,, ., g, — lim,,_,+ h, nichtnegativ
ist, dann ist auch fast tiberall ¢ = lim,, .o g, > lim, .o h, = h. Aus Lemma [12.12
folgt dann [ gdu > [ hdp bzw. [(g — h)du > 0.

(iii) Sei f fast iiberall die Differenz g — h der Grenzwerte der monoton wachsen-
den Folgen (g, )neny und (hy,)nen von Treppenfunktionen mit beschrankten Integralen.
Aus min{g,, h,} < gn < gne1 und min{g,, h,} < h, < h,yq folgt min{g,, h,} <
min{g,.1, hny1}, und aus max{g,i1, hns1} > Gni1 = ¢n und max{gni1,hni1} >
Pni1 2> hy, folgt max{gn 1, A1} > max{gn, hy}. Alsosind (G, )nen = (max{gn, fn})nen
und (;Ln)neN = (min{ gy, hn})nen monoton wachsende Folgen von Treppenfunktionen.
Aus g, > min{g, h1} und h,, > min{gy, h,} folgt B < Gn < gn — min{gy, h1} + h, —
min{g;, h1} + min{gy, h1}. Also haben (§,)nen und (h,)n € N beschriinkte Integrale.
Dann ist |f] fast iiberall die Differenz der entsprechenden Grenzwerte § — h. Deshalb
ist |f| € L'(RY). Wegen (ii) folgt dann aus —|f| < f < |f]

= [V < [ ran< [1s1dn vow. ‘ / fdu‘ < [1san o,

Satz 12.15. Fine beschrinkte Funktion f, die aufSerhalb einer beschrdnkten Menge
verschwindet und deren Unstetigkeitsstellen eine Nullmenge bilden, gehért zu [} (R?).

Beweis: Wir wihlen einen Quader Qg = [a1,b1] X ... X [ag, bg], auBerhalb dessen f
verschwindet. Wir zerlegen fiir alle n € N und alle i = 1,...,d das Intervall [a;, b;]:
[Cli,bi]: [ai,ai—l—%]U(ai#—an‘l’, Z+2b a1:| . U(al—l—(Q —1)b2nal,bij|.

Die kartesischen Produkte dieser Zerlegungen ergeben eine Zerlegung P,, von (g in eine
Vereinigung von 2™ paarweise disjunkten Quadern. Dann sei f,, die Treppenfunktion,
die auf jedem der 2" Quader gleich dem Infimum der entsprechenden Funktionswerte
von f ist. Offenbar ist (f,)nen eine monoton wachsende Folge von Treppenfunktionen,
deren Integrale durch ||f|le - #(Qo) beschrinkt sind. An allen Punkten x, € RY, an
denen f stetig ist, gibt es fiir jedes € > 0 ein § > 0, so dass f(x) € B(f(x¢),€) aus
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r € B(zo,d) folgt. Dann gibt es auch ein N € N, so dass der Durchmesser von Q)
kleiner ist als 2. Fiir alle n > N ist dann der Teilquader der 2" Teilquader von @,
der xy enthilt, in B(zy,d) enthalten. Deshalb gilt dann

f(wo) — € < fulwo) < f(20).

Also konvergiert (f,(zo)) gegen f(xo). Weil die Menge der Unstetigkeitsstellen von f
eine Nullmenge ist, konvergiert (f,),en dann fast iiberall gegen f. q.e.d.

Satz 12.16F Sei f € L'(RY) mit [ |f|du = 0. Dann ist f fast tiberall gleich Null.

Beweis:* Seien (g, )neny und (hy,)neny monoton wachsende Folgen von Treppenfunktio-
nen mit beschrinkten Integralen, so dass fast iiberall gilt

f(x) = lim go(z) — lim hy(z).

Fiir alle n € N seien gn = max{ gy, ﬁn} und h,, = min{g,, 71”}

Dann gilt fast {iberall |f(z)| = lim g,(x) — lim h,(z).

Wenn [ |f|du = 0 gilt also auch lim [ g,dp = lim [ h,dpu.

Fiir €,6 > 0 sei N € N so gewéhlt, dass lim [ g.dp — /hmdp < €d.
n—oQ

fiir alle m > N gilt. Wir definieren ¢ als den fast iiberall definierten Grenzwert
limy, 00 gn- Weil (gn)neny und (hy,)nen monoton wachsend sind, ist die Menge

{z € R | |f(x)] >0} in den Mengen
{z e RY| g(2) — h(x) > 6} = {2 € R? | g(x) — hyn(z) > 6 fiir ein n € N}
enthalten. Sei also Ay ={z e R?| g1(x) — hp(x) > 6} und fiirn =2,. ..
A, ={z € R g, (x) — hpn(z) > 6 und g,_1(2) — hp(z) < 5} Dann gilt

p oo o0 . 1
{z e R | g(x) = hpu(z) > 5} = nL:JlAn und ;u(m < Jim < [ (g — ha)dp < €
fiir m > N. Also ist fiir alle § > 0 die Menge {z € R? | g(x) — lim,, 00 hn(7) > &} eine
Nullmenge. Weil die abzéhlbare Vereinigung von Nullmengen wieder eine Nullmenge
ist, folgt, dass die Menge [, cx{z € R? | g(x) — limy 00 homm () > 1} eine Nullmenge
ist. Also ist fast tiberall g(z) < h(z) = limy;, 00 hin (). Aufgrund der Konstruktion gilt
aber fast iiberall g(z) > h(x). Also ist fast tiberall |f(z)| = g(z) — h(z) =0. q.e.d.
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12.3 Das Riemann- und das Lebesgueintegral

In diesem Abschnitt wollen wir das Riemannintegral mit dem Lebesgueintegral in Be-
ziehung setzen. Fiir d > 1 sind die riemannintegrablen Funktionen f auf einem kom-
pakten Quader (g dadurch charakterisiert, dass das Unterintegral, also das Supremum
aller Integrale von Treppenfunktionen nicht gréfler als f, mit dem Oberintegral, also
dem Infimum aller Integrale von Treppenfunktionen nicht kleiner als f, iibereinstimmt.
Zunéchst wollen wir die riemannintegrablen Funktionen charakterisieren.

Satz 12.17. (Lebesquekriterium) FEine beschrinkte Funktion auf einem kompakten
Quader Qo = [a1,b1] X ... X [ag, by] ist genau dann riemannintegrabel, wenn ihre Unste-
tigkeitsstellen eine Nullmenge bilden. Insbesondere sind alle riemannintegrablen Funk-
tionen auch lebesqueintegrabel und die beiden Integrale stimmen tiberein.

Beweis: Wir zerlegen fiir alle n € N und alle i = 1, ..., d das Intervall [a;, b;):

[Cl,i,bi] = [CLZ',(ZZ‘ + %] U (ai + biQ_nai,CLi + 2%] U...uU (ai + (2” — 1)%, bz} .
Das entspricht fiir d = 1 der Partition p,, € P[a, b] aus dem Beweis von Korollar [8.24]
Die kartesischen Produkte dieser Zerlegungen ergeben eine Zerlegung P, von () in
eine Vereinigung von 2"¢ paarweise disjunkte Quadern. Fiir alle f € B(Qo, R) seien

folx) =inf{f(y) | y € Q mit Q € P, und = € Q}
Fo(r) =sup{f(y) |y € Q mit Q € P, und = € Q}

Dann sind (f,,)neny und (F,)nen monoton wachsende bzw. monoton fallende Folgen von
Treppenfunktionen mit beschrinkten Integralen. Im Beweis von Satz haben wir
gezeigt, dass (f,)neny an den Punkten, an denen f stetig ist, gegen f konvergiert. Dort
konvergiert auch (—F,),eny gegen —f, und deshalb (F,, — f,)nen gegen Null. Wenn
die Unstetigkeitsstellen von f also eine Nullmenge bilden, dann konvergiert wegen
Lemma (J(F — fa)dp)nen gegen Null und f ist riemannintegrabel.

Wenn umgekehrt f riemannintegrabel ist, dann gibt es zwei Folgen von Treppen-
funktionen nicht kleiner bzw. nicht grofler als f, deren Integrale gegen die gleiche
Zahl konvergieren. Die Minima bzw. Maxima der jeweils ersten n Folgenglieder dieser
Folgen definieren eine monoton fallende Folge (F},)nen von Treppenfunktionen mit be-
schriankten Integralen bzw. monoton wachsende Folge (f,,)nen von Treppenfunktionen
mit beschrinkten Integralen, so dass der Grenzwert von ([ F,du),en nicht groBer ist
der von ([ fndp)nen. Die Differenz (F,, — fu)nen ist dann eine monoton fallende Folge
von nichtnegativen Treppenfunkltionen, deren Integrale gegen Null konvergieren. We-
gen Satz (siehe auch Korollar konvergieren dann beide Folgen fast tiberall
gegen die gleiche Funktion f. Die Unstetigkeitsstellen aller dieser Treppenfunktionen
beider Folgen sind abzéhlbare Vereinigungen von Nullmengen und damit eine Nullmen-
ge A C Q. Von jedem Punkt zq € Qo \ A sind alle Quader der Treppenfunktionen, die
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xo enthalten, eine Umgebung. Wenn f bei zy € Q) \ A unstetig ist, dann gilt

sup{f(x) | € B(x,0) N Qo} — inf{f(z) | z € B(xo,d) N Qp} > €

fiir ein € > 0 und alle § > 0. Deshalb konvergieren (F},),en und (f,,)nen nur dann fast
iiberall gegen die gleiche Funktion, wenn die Unstetigkeitsstellen von f in Q) \ A eine
Nullmenge bilden, und damit auch die Unstetigkeitsstellen von f. q.e.d.
Der Beweis zeigt auch, dass f € B(R%,R) genau dann riemannintegrabel ist, wenn
f fast iiberall gleich den Grenzwerten sowohl einer monoton fallenden als auch einer
monoton wachsenden Folge von Treppenfunktionen mit beschrinkten Integralen ist.

Beispiel 12.18. (i) Sei (1) nen eine Abzdihlung aller rationalen Zahlen in (0,1). Dann
ist fir 0 < e <1 das Komplement der Teilmenge

U ((ra =270 Ve, r, + 270y 0 [0, 1))
n=1

von [0, 1] keine Nullmenge, weil alle offenen Intervalle
Ly = (rn — 2~ e, + 2’(”“)6) N 10,1]

héchstens das Maf €27 haben und > €27 =€ < 1. Also ist die Folge

(H(l - ka))

eine monoton fallende Folge von Treppenfunktionen, die gegen eine lebesqueintegrable
Funktion f konvergiert. Weil die rationalen Zahlen in [0,1] dicht liegen, ist f an allen
Punkten im Komplement der offenen Menge O = |7 I,, unstetig. Also ist [ eine
lebesqueintegrable Funktion, die nicht riemannintegrabel ist. Insbesondere ist O also
ein Beispiel fiir eine offene Menge, deren Rand positives Lebesquemafl hat, also eine
charakteristische Funktion mit nicht verschwindendem Lebesgueintegral.

(ii) Sei p € N\ {1,2} und x die Funktion x : R — R, z~— x(x) mit

(z) {O wenn es eine ganze Zahl q € 7 gibt mit x — q - p € (1,2)
X\x) =

1 sonst.

Dann definiert die Folge (HZ=1 x(p* - x))neN eine monoton fallende Folge von Trep-
penfunktionen auf [0,1] mit beschrinkten Integralen. Auf [0,1] ist die Funktion also
lebesgueintegrabel. Sie hat aber offenbar Unstetigkeitsstellen bei allen Zahlen, deren p-
adische Bruchdarstellung aus endlich vielen Ziffern aus {0,2,...,p — 1} besteht, und
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am Ende eine 1 oder 2 hat. Der Abschluss dieser Menge besteht aus allen Zahlen aus
den Komplementen der Vereinigung von den offenen Mengen mit p-adischen Briichen

(0.21...2,1, 0.21...2,2) 21,020 € {0,2,...,p—1}.

Fiir p =3 ist das die Cantormenge aus Beispiel (1). Das Maf dieser Menge ist

o0

S5 -

n=0 p

Also ist das Komplement dieser offenen Menge eine Nullmenge. Diese Nullmenge ist
aber gleichmdchtig zu der Menge aller Folgen mit Werten in {0,2,...,p — 1}. Wenn
p > 2 ist diese Menge nicht abzihlbar. Aber der Grenzwert lim,,_, (szl X(pka:)) ist
riemannintegrabel und lebesgueintegrabel.

12.4 Der Satz von Fubini

Fiir jeden Quader Q = I, x ... x I; x I;;1 € R? x R und jedes z € R? ist die
Funktion R -+ R, y — xgo(z,y) eine Treppenfunktion auf R. Wenn wir diese Funktion
integrieren erhalten wir eine Treppenfunktion auf dem R%:

/ (2, y)du(y) Lénge von I;41 wenn x € I} X ... X Ig,
T, =
XQUE YIOHY 0 wenn x & I} X ... X 1.

/ (/ XQ(SE,y)du(y)) du(z) = u(Q).

Wegen der Linearitét des Integrals definiert die Abbildung [ du(y) also eine lineare
Abbildung von den Treppenfunktionen auf R? x R in die Treppenfunktionen auf R
Und fiir jede Treppenfunktion f auf R? x R gilt

/ ( / f<:c,y>du<y>) (o) = [ s

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, dass diese Abbildung eine Abbildung

Also ist

/ du(y) : MR x R) — [MRY)

induziert, so dass fiir alle f € [}(R? x R) gilt

/(/f@vy)du(y)) dp(z) :/fdlu‘
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Wenn f > g zwei Treppenfunktionen auf R? x R sind, dann erfiillen fiir jedes x € R?
die entsprechenden Treppenfunktionen fe iy — flz,y) bzw. ¢, : y — g(z,y) auch
fe > 9. Wegen Proposition [12.§| gilt fiir die Integrale auch

/f z,y)dp(y /g(:v,y)du(y)-

Also definiert [ du(y) eine lineare monotone Abbildung von den Treppenfunktionen auf
R? x R in die Treppenfunktionen auf R?. Damit diese Abbildungen eine Abbildung von
[HR? x R) nach L'(R?) induziert, miissen zwei fast iiberall definierte Grenzwerte von
monoton wachsenden Treppenfunktionen, die fast iiberall iibereinstimmen, auch auf
zwei fast iiberall definierte Grenzwerte von monoton wachsenden Treppenfunktionen
abgebildet werden, die fast iiberall iibereinstimmen.

Lemma 12.19. Sei S C R? x R eine Nullmenge. Dann ist fast iberall in x € R?, die
Menge S, = {y € R | (x,y) € S} eine Nullmenge in R.

Beweis: Wegen Satz gibt es eine monoton wachsende Folge (f,,)nenvon Treppen-
funktionen auf R? x R mit beschrinkten Integralen, die auf S divergiert. Dann sind
auch die entsprechenden Integrale ([ f,du(y))nen iiber R monoton wachsende Trep-
penfunktionen mit beschrinkten Integralen auf R?. Wegen Satz [12.9) _ konvergieren sie
fast iiberall auf z € R?. Fiir alle € R, fiir die ([ f,,du(y))nen konvergiert, sind die
entsprechenden Einschrénkungen von ( fn)neN auf {z} x R monoton wachsende Folgen
von Treppenfunktionen auf y € R mit beschrinkten Integralen. Wegen Satz sind
also fiir alle € R?, so dass die Integrale iiber y € R konvergieren, die Mengen der
y € R, an denen (f,(x,y))nen nicht konvergiert, Nullmengen die S, enthalten. q.e.d.

Proposition 12.20. Die Integration iber R induziert eine lineare monotone Abbildung
von [HRY x R) nach LHRY), so dass fiir alle f € LHRY x R) gilt

/(/fxydu )du(x)z/fdu-

Beweis: Weil die Integration iiber R eine monotone lineare Abbildung von den Trep-
penfunktionen auf R? x R in die Treppenfunktionen auf R? definiert und wegen Lem-
ma , induziert sie eine Abbildung von den Aquivalenzklassen von den Grenzwerten
von monoton wachsenden Folgen von Treppenfunktionen mit beschrankten Integralen
auf R? x R in die entsprechenden Aquivalenzklassen auf RY. Wegen der Konstrukti-
on des Lebesgueintegrals induziert sie also auch eine Abbildung von I}(R? x R) nach
[}RY). Folgende Gleichung gilt dann fiir alle Treppenfunktionen f auf R? x R und
damit auch fiir alle Grenzwerte f € L}(R? x R) solcher Treppenfunktionen:

/(/ f(fay)du(y)) dp(z) —/fdu- q.ed.

Die Argumente zeigen die analoge Aussage auch fiir die vertauschten Faktoren R x
R?. Wenn wir die mehrfach anwenden erhalten wir also
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Korollar 12.21. (Satz von Fubini) Fir alle Funktionen f € INRY x RY) gilt

/fdu— / (/f(fv,y)du(y)) du(x) = / (/ f(ar,y)du(l‘)) dp(y). qe.d.

Mit dem Satz von Fubini und dem Lebesguekriterium koénnen wir jetzt auch Inte-
grale auf dem R ausrechnen. Als erstes konnen wir fiir fast alle (zo,...,2,) € R? das
Integral [*° f(z1,...,xq)dz, ausrechnen. Wenn f riemannintegrabel ist konnen wir
dabei die Methoden der eindimensionalen Integration, wie wir sie bei dem Riemann-
integral kennen, benutzen. Wenn f auflerhalb einer kompakten Menge verschwindet,
benutzen wir das Riemannintegral und ansonsten das uneigentliche Riemannintegral.
Dann integrieren wir genauso iiber dx,, ..., dxy bis wir schliefllich haben

du = OO--~ h dry...dzq.
Rdf(x),u /OO /Oof(ﬁlu , Tq)day Lq

Wir kénnen die Reihenfolge dieser eindimensionalen Integrale beliebig vertauschen.

12.5 Konvergenzsitze

In diesem Abschnitt werden wir drei Aussagen dariiber beweisen, wann Grenzwert-
bildungen mit der Integration vertauschen. Als erstes werden wir die Konvergenz von
monotonen Folgen mit beschréinkten Integralen beweisen.

Satz 12.22. (Satz der monotonen Konvergenz von Beppo Levi)  Sei (fn)nen eine
monotone Folge in L}(R?) mit beschrinkten Integralen. Dann konvergiert (fn)nen fast
iiberall gegen eine Funktion f in L}(R?) und es gilt

lim fnd,u:/fd,u.
n—oo

Beweis: Sei (f,)nen eine monotone Folge in L' (R?) mit beschréinkten Integralen. Durch
Ubergang zu (£ f,)nen konnen wir annehmen, dass (f,),en eine monoton wachsende
Folge von Funktionen mit beschrénkten Integralen ist. Fiir alle n € N seinen (gnm )men

und (Apm)meny monoton wachsende Folgen von Treppenfunktionen mit beschrankten
Integralen, so dass fast iiberall gilt

fo= lim G,p, — lm Ay,
m—0o0 m—0o0

Die entsprechenden Folgen der Integrale ( | gnmdpt)men und ([ Pm ) men konvergieren.
Fiir alle n € N sei M(n) € N so gewéhlt, dass fir alle m,m' > M(n) gilt

'/Enmdu— /Bnm/du‘ <2,
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Fiir alle n € N seien h,,,,, und g,,, induktiv definiert durch

By 1m, fi <M ~ ~
P = 4 = ' > 1}1‘ " (n) und 9nm = Gnm — hnM(n) + hp—im
hnm - hnM(n) + hnflm fir m > M(n)

mit Ao, = 0 fur alle m € N. Weil die Folgen (h,m)men monoton wachsend sind, folgt
ho—1m < hpm, 0 < hpm, hom < Pt induktiv fir alle n € N.

Weil auch die Folgen (§,m)men monoton wachsend sind, gilt dies auch fiir (gnm)men-
Aufgrund der Wahl von M (n) sind die Integrale ( [ hpmdp— [ hyp—1mdpt)men beschrinkt
durch 27", und ([ hpmdp)nmen beschrinkt durch 1 = Y7 27" Weil ([ fnodp)nen

n=1

beschrinkt sind, und fast iiberall g,,, < f,, + lim,, o0 Ay gilt, sind auch die Integrale
(J gnmdpt)nmen beschrinkt. Fiir alle n € N bzw. m € N seien

gn = lim gnm und  h, = lim Ay,
m—00 m—0o0

Gm = max{gim,- -, 9mm} < fm + hm und Bm = max{Aim, -, Pmm } = P

Dann gilt fiir alle n € N auch fast iiberall f,, = g, — h,,. Aufgrund der Definition von
P, 18t (B )nen fast iiberall monoton wachsend und (g, )nen = (fn+ hn)nen auch. Dann
sind (Bm)meN und (g, )men monoton wachsende Folgen von Treppenfunktionen, deren
Integrale beschrénkt sind durch [ hmdpn < 1 und [ Gmdp < [ fndp + 1. Seien g und h
die entsprechenden Grenzwerte. Fiir n < m gilt

Gom < Gm  und Ay, < iLm
Im Grenzwert m — oo folgt fast {iberall die Existenz der Grenzwerte n — oo
9 <qg = Jg%ogn:ggg und  h, <h = lim h,=h<h.
Weil (g,)nen und (hy, )nen fast iiberall monoton wachsende Folgen sind, gilt fast iiberall

gm <max{gi,...,9m} = gm und h,, < max{hi,...,hn} = hpy.

Also gilt fast {iberall g = § und h = h bzw. f = §— h = g — h. Aus Lemma [12.12 folgt

/fdu: lim /(gm—ﬁm) dp = lim [ (g,—hn)dp = lim /fnd,u. q.e.d.
m—r0o0 n—o0

n—oo

Korollar 12.23. (Norm || - ||)
Auf INRY) definiert |- |1 : LMRY) =R, f—|flli=[|fldu  eine Norm.
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Beweis: Die Dreiecksungleichung und die Eigenschaft

Al = [ 1Nl = AT [ 15 = N1

folgt aus der Monotonie und der Linearitdt des Lebesgueintegrals. Zu zeigen bleibt
noch, dass aus || f||; = 0 folgt f = 0 fast {iberall. Sei also [ |f|du = 0. Dann konvergiert
wegen dem Satz der monotonen Konvergenz die Folge (n|f|)nen fast iiberall. Also gilt
auch fast tiberall | f| = 0. q.e.d.

Korollar 12.24. (Lebesque’s Satz der beschrinkten Konvergenz) Die Folge (f,)nen
in [HR?) konvergiere fast iiberall gegen f, so dass fiir ein k € [}(R?) und alle n € N
fast diberall | f,| < k gilt. Dann ist f € LNR® und (f fndu)neN konvergiert gegen [ fdpu.

Beweis: Seien (gum)men und (hpm,)men definiert durch

Inm :min{fmfn—&-lv”'afn—&-m} und Ay :maX{fnafn+1v'--7fn+m}’

Fir alle n € N sind wegen den Eigenschaften der lebesgueintegrablen Funktionen
(gnm)men monoton fallende Folgen in L'(R?) mit durch | kdu beschrinkten Integralen,
und (hy,m)men monoton wachsende Folgen von Funktionen mit durch f kdp beschrank-
ten Integralen. Wegen dem Satz der monotonen Konvergenz konvergieren diese Folgen
fast iiberall gegen Funktionen (g, )nen und (hy,)ney in IF(R?). Fast iiberall sind

9n :inf{fnafnJrlafnJrZ;'--} und hn :Sup{fnafn+1afn+2>-“}

monotone Folgen in I} (R?) mit beschrénkten Integralen. Also konvergieren (g, )nen und
(hn)nen fast iiberall gegen f. Dann gilt auch

/ gndn < / Fudin < / hodp und / fdu < Tim / Fudp < / i qed.
n—o0

Korollar 12.25. (Volistindigkeit von L}(RY), Satz von Riesz-Fischer) — LMRY) ist
mit || - |1 ein Banachraum.

Beweis: Sei (f,,)nen eine Cauchyfolge in L} (R?). Dann gibt es eine Teilfolge (f,,, )men,
so dass fiir alle m € N gilt || f,.., — fan |1 < 27™. Die Reihe (30 [ famir = fom ‘)neN
erfiillt dann die Voraussetzungen des Satzes der monotonen Konvergenz. Also konver-
giert sie fast iiberall gegen eine Funktion k& € L}'(R?). Dann konvergiert auch die Folge
o 1 famis — Faw)nen = (faniy — frn)nen fast tiberall und erfiillt mit & € L'(R?) die
Voraussetzungen von Lebesgue’s Satz der beschrinkten Konvergenz. Dann konvergiert
auch die Teilfolge gegen einen Grenzwert f € L'R?). Weil (f,),en eine Cauchyfolge
ist, konvergiert (||f, — f|l1)nen gegen Null, und damit auch (f,),en gegen . q.e.d.
Im Allgemeinen konvergieren in L' (R?) konvergente Folge (f,)nen nicht fast iiberall
gegen den Grenzwert f. Eine Teilfolgen konvergiert aber immer fast iiberall gegen f.
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Beispiel 12.26. Wir betrachten fiir allen € N und alle k € {1—n? 2—n? ... n%} die
charakteristische Funktion x, ) der abgeschlossenen Intervalle [*1, £]. Sei m +— (n, k)
eine Abzihlung solcher Paare (n,k) mitn € N und k € {1 —n?,2—n? ..., n*}. Dann
ist die entsprechende Folge (Xom)men in IMR?) eine Nullfolge, weil es fiir allen € N nur
endlich viele m € N gibt mit ||x,|l1 > £. Andererseits gibt es fir alle x € R unendlich

viele m € N mit x,,(z) = 1. Also konvergiert (Xm(Z))men fir kein x € R gegen 0.

Satz 12.27. (Fatou’s Lemma) Sei (f,)nen eine Folge in [}(R?) von fast diberall nicht
negativen Funktionen, die fast tiberall gegen f konvergieren. Wenn ( i fndu) be-

neN
schrinkt ist, dann ist f € LM(RY) und es gilt

/fd,u < lim inf{/fn+mdu |m € NO} .
n—oo

Beweis: Sei wieder g,,, = min{f,, fui1,- ., form}- Dann erfiillen fir alle n € N die
Folgen (gnm)men die Voraussetzungen des Satzes der monotonen Konvergenz. Also kon-
vergieren fiir alle n € N diese Folgen gegen g,, € L}(R?Y) mit g, = inf{f,, fus1,...}. Die
Folgen (g, )nen erfiillen wieder die Voraussetzungen des Satzes der monotonen Kon-
vergenz und konvergieren fast iiberall gegen f. Also gilt auch f € L}(R?) und fast
iiberall fo4m > g, fiir alle m € No. Es folgt [ fdp = lim, oo [ gndp und [ fdu <
limy, o0 Inf{ [ frimdp | m € No}. q.e.d.

12.6 Jacobis Transformation von Maflen

In diesem Abschnitt untersuchen wir, wie sich die Integration unter Koordinatentrans-
formationen verhilt. Wir verallgemeinern also die Substitutionsregel auf R?. Wir be-
nutzen in diesem Abschnitt auf R? die Norm || - || aus Definition . Dann sind

nédmlich die offenen Bille genau die offenen Quader mit gleichen Kantenlédngen.

Definition 12.28. Eine Menge A C R? heifit messbar, wenn fiir alle f € L}(RY) das
Produkt f - x4 mit der charakteristischen Funktion von A in L}(RY) liegt.

Satz 12.29. (i) Das Komplement einer messbaren Menge ist messbar.
(ii) Die Schnittmenge von abzihlbar vielen messbaren Mengen ist messbar.
(iii) Jede offene Menge ist messbar.

Beweis: (i) Weil die charakteristische Funktion des Komplements gerade 1 minus der
charakteristischen Funktion ist, folgt (i) daraus, dass [!(R?) ein Vektorraum ist.

(ii) Seien (A,)neny messbar und A = () A,. Fir f € L'(R?) konvergiert die Folge
(fTT5—; XA, )nen fast iiberall gegen fx 4 und ihre Absolutbetrige sind beschrénkt durch
|f| € L}(RY). Aus Lebesgues Satz der beschrinkten Konvergenz folgt fya € L}(R%).
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(iii) Jeder Quader ist messbar, weil die Multiplikation einer Treppenfunktion mit der
charakteristischen Funktion eines Quaders eine Treppenfunktion ist. Fiir eine offene
Menge U # RYund z € U seir > 0 mit B(z,3r) C U und y ein Element in B(z, 7)NQ.
Dann ist B(y,2r) C B(xz,3r) C U. Also ist € B(y,sup{r > 0| B(y,2r) Cc U}) C U.
Deshalb ist U folgende abzéhlbare Vereinigung von offenen bzw. kompakten Quadern

U= U B(y,sup{r > 0| B(y,2r) CU}) = U B(y,sup{r > 0| B(y,2r) C U}).

yeunQd yeunQ?

Dann folgt (iii) aus (i) und (ii) und den de Morganschen Regeln. q.e.d.

Fiir messbare Mengen A bilden die Produkte von lebesgueintegrablen Funktionen
mit der charakteristischen Funktion y4 von A den Teilraum von L}(R?) aller lebes-
gueintegrablen Funktionen, die aulerhalb von A verschwinden.

Definition 12.30. Fiir messbare Teilmengen A von R? sei I} A) C [HR?) der Teil-
raum aller lebesqueintegrablen Funktionen auf R?, die auflerhalb von A verschwinden.

Lemma 12.31. (i) Die Multiplikation mit einer beschrinkten stetigen Funktion f ist
eine lineare Abbildung in L(I}(R?)), deren Norm beschrinkt ist durch || f||s-

(ii) Sei @ : U — O eine bigektive lipschitzstetige Abbildung zwischen den offenen
Mengen U,O C R? mit Lipschitzkonstante L. Dann ist f — f o ®~! eine lineare
stetige Abbildung [N(U) — I[}O), deren Norm beschrinkt ist durch L°.

(iii) Seien U,O C R? offenen Mengen und ® : U — O eine surjektive Abbildung mit
|P(x) — P(y) — (2 — Y)|loo < €]z —Yl|oo fiir x,y € U und ein € € (0,1). Dann gilt

/fondu—/fdu‘ <@ -Defllh firalle f € INU).
0] U

Beweis: (i) Fiir eine beschrinkte stetige Funktion f und eine Treppenfunktion g
gilt |fg] < ||flloolg|] und wegen Satz gf € L}R?), und wegen Satz auch
I fgllh < || fllecllgll1- Fiir eine monoton wachsende Folge (g, )nen von Treppenfunktionen
mit beschrédnkten Integralen gilt entweder g, — g,, > 0 oder g, — g, < 0. Deshalb ist
lgn — gmll1 beschrinkt durch | [ g du — [ gmdp|. Also konvergiert (g,)nen beziiglich
| - ||1, und die Treppenfunktionen liegen dicht in L'(R¢). Daraus folgt (i).

(ii) Wir zeigen zuerst, dass die Linearkombinationen von y¢ mit kompakten Quadern
Q C U dicht in L}(U) liegen. Weil die Treppenfunktionen dicht in I!(R?) liegen, folgt
dies daraus, dass xgny fiir jeden offenen endlichen Quader ) im Abschluss dieser Li-
nearkombinationen liegt. Im Beweis von Satz (iii) haben wir gezeigt, dass Q NU
eine abz#éhlbare Vereinigung von kompakten Quadern (Q,)neny in U ist. Indem wir
Qni1 \ @, jeweils in paarweise disjunkte Quader zerlegen, wird Q N U zu einer abzihl-
baren Vereinigung von paareweise disjunkten Quadern. Aus dem Satz von Beppo Levi
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folgt die Aussage. Fiir kompakte Quader @ C U ist ®[Q] kompakt und messbar, also
liegt xg o @' = xa|g in L'(O). Wegen der Lipschitzstetigkeit von @ ist ®[Q)] in einem
Quader enthalten, dessen Kanten L mal so lang sind wie die entsprechenden Kanten
von (). Also gilt zunéchst fir f = xq

Jlroe tdn <t [Ifldn. wdf ot nio) < Kl fluw)

Dann gilt diese Ungleichung auch fiir Linearkombinationen von y¢ mit paarweise dis-
junkten kompakten Quadern in U, und deren Grenzwerte, also fiir alle f € L}(U).
(iii) Aus [[®(z) — (y) — (2 = y)[lo < €llz — Y|l folgt

[y = 2lloe = [|P(x) = @(y) = (x —y) + 2(y) = D(Y)lloc < ellz =yl + [ 2(y) — 2(2) ][,
(1 =&)llz = ylloe <[[P(2) = 2(W)]lec < (1 +&)[[2 = yllo-

Also ist @ injektiv und damit bijektiv. Wegen (ii) wird L' (U) durch f +— fo ®~! stetig
auf L'(U) abgebildet. Wie in (ii) geniigt es die Ungleichung fiir f = x¢ mit kompakten
Quadern @ C U zu zeigen. Weil ®[Q)] einen Quader enthélt, dessen Kanten (1 — €) mal
so lang sind wie die von () und in einem enthalten ist, dessen Kanten (1 + €) mal so
lang sind, folgt mit 1 — (1 —€)? < (1 +€)¢—1+=2< (1 +¢)?+ (1 —¢€)? auch

d
_ [
[ xeo o n= [xai| < (401 eli = 3 (§)e = @~ Delhelae
=1

Satz 12.32. Sei A € L(R?) eine invertierbare lineare Abbildung. Dann ist
w(A) : NRY) = L'(RY),  frrm(A)f  mit (r(A)f)(x) = f(A2)

eine stetige lineare Abbildung, deren Norm beschrinkt ist durch | A||%. Es gilt
/W(A)fd,u = |det A| /fdu fiir alle f € LNRY).

Beweis: Aus Lemma [12.31] (i) folgt 7(A) € £(I}(RY)) und ||[7(A)|| < [|A[¢. Wie im
Beweis von Lemma (i) gentigt es die letzte Gleichung fiir f = yo mit kom-
pakten Quadern @ zu zeigen. Weil A™'z genau dann in Q liegt, wenn z in A[Q)]
liegt, ist xg o A™! = X4jq- Wir betrachten zuerst solche A, die kompakte Quader
auf kompakte Quader abbilden. Das sind einerseits Diagonalmatrizen und andere-
seits die Permutationen der Koordinaten. In beiden Féllen gilt die Formel offenbar
fiir alle yo mit kompakten Quadern @ und deshalb auch fiir alle f € L'(R?). Wenn
A der elementaren Zeilenumformung des Gaufischen Algorithmus entspricht, die fiir
i # j zu der i-ten Zeile das A-fache der j-ten Zeile hinzuaddiert, dann berechnen wir
i Xa[@dp indem wir mit dem Satz von Fubini zuerst iiber z; integrieren. Fiir festes
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Ty L1, Tig1,s - - -, 2q 18t {2, € R| (21,...,24) € A[Q]} das um Az; verschobene
Intervall {z; € R | (z1,...,24) € @}, also ein Intervall gleicher Lange. Fiir solche A
ist det A = 1, und die Formel gilt also wieder zunéchst fiir alle o und dann fiir alle
f € [MRY). Fiir zwei invertierbare A, B € L(R?) ist 7(A - B) = 7(A) - n(B). We-
gen |det(A - B)| = |det A| - |det B| gilt die Formel also auch fiir die Produkte solcher
Matrizen. Mit dem Gauflschen Algorithmus kénnen wir jede invertierbare Matrix A
durch elementare Zeilenumformungen in eine diagonale Matrix umwandeln. Die inver-
sen Zeilenumformungen verwandeln die Diagonalmatrix in A. Also ist A ein Produkt
von Matrizen, fiir die die Formel gilt. Damit gilt die Formel auch fiir A. q.e.d.

Satz 12.33. (Jacobis Transformationsformel) Sei ® : U — O eine stetig differenzier-
bare bijektive Abbildung von der offenen Menge U C RY auf die offene Menge O C R?.
Wenn ® auf U in L(R?) invertierbar ist, dann ist die Abbildung f — |det ®'|f o ®
eine Isometrie von [} O) nach [NU), d.h. fir f € [}O) gilt |det ®'|fo® € [NU) mit

/|det<I>’|fo<I>du:/fd,u.
U o)

Beweis: Im Beweis von Lemma|12.31 (ii) wurde gezeigt, dass die Linearkombinationen
von xq mit kompakten Quadern @ C O dicht in I'(O) liegen. Also geniigt es

/Idet | xq o Pdp = /XQdM

fiir kompakte Quader Q C O zu zeigen. Weil ® auf U in £(R?) invertierbar ist, ist
wegen dem Satz der inversen Funktion @' stetig differenzierbar und ®~'[Q] C U
kompakt. Wegen Korollar gilt ||(®71)(z)|| £ L auf z € Q fiir ein positives L > 0.
Weil @ konvex ist, ist L wegen dem Schrankensatz Korollar [10.6)eine Lipschitzkonstante
von &1 auf Q. Weil & wegen Satz auf ®71[Q] gleichméBig stetig ist, gibt es fiir
jedes 0 < e < 1 eine Zerlegung ) = ()1 U ... U @y in paarweise disjunkte Quader, auf
denen jeweils || A, —®'(®~"(z))|| < £ oder auch [|A,0(®7") (z)—1|| < £[|(27)(z)|| < e
gilt. Hierbei ist A, = ®'(®~!(z,)) am Zentrum z, von Q,. Aus dem Schrankensatz
folgt || (A, 0@ 1) (2) — (4,091 (y) — (2—9)|leo < €]|7 —y]|o0, und mit Lemma[12.31] (iii)

/XQn OCDOAnldU_/XQndﬂ‘ < (27 = Dellxg.h  firn=1,...,N.

Auf z € Qp gilt |1 — (07 (x)) 0 ALY < [[An — @'(27H ()] - [ ALY < £ L = e Wir
wenden Lemma [12.31] (iii) auf @' (®~!(z))o A, ! € L(R?Y) an und erhalten mit Satz|12.32

‘/|det<1)'|XQnoCI>d,u—/XQno@oA;Idu‘ §/||det<1>’|— | det A, || xq, © Pdu

:/H det A7 — 1] det A, oo®dy < (2d—1)e/y det A, [xoo®dp < (49— 2 el xo. 1.

Fiir Y folgt ’/ | det ®'|xg o Pdu — /XQd,U’ < 4%||xgll; — 0 fiir e = 0. q.e.d.
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12.7 Integration iiber den Rand einer Menge

In diesem Abschnitt definieren wir die Integration iiber den stetig differenzierbaren
Rand einer offenen Teilmenge 2 C R?. Wir benutzen auf R? die euklidische Norm.

Definition 12.34. (Zerlegung der Eins) Eine glatte Zerlegung der Fins beziiglich
einer offenen Uberdeckung einer offenen Teilmenge Q0 C RY, ist eine abzihlbare Familie
(hn)nen von glatten Funktionen hy : Q — [0, 1], so dass

(i) fir jedes x € Q auf einer Umgebung von x nur endlich viele h,, ungleich Null sind.
(ii) Fir allex € Q gilt Y7 hy(z) = 1.

(iii) Jedes h,, auferhalb einer kompakten Teilmenge eines Elementes der Uberdeckung
verschwindet.

Satz 12.35. (Ezistenz der Zerlegung der Eins) Jede offene Uberdeckung U einer offe-
nen Teilmenge Q0 C RY besitzt eine glatte Zerlequng der Eins.

Beweis: Fiir 0 < a < b < 0o sei h,p € C°(R) definiert durch

1 fir 0 <|z| <a
hap : R = [0,1], 2 hep(z) = exp (simexp (o))  fira < |z[ <b.
0 fir b < |z|

Im Beweis von Satz (ii) haben wir gezeigt, dass jede offene Menge 2 C R? eine
abéhlbare Vereinigung von offenen Quadern ist, deren Abschliisse kompakte Teilmen-
gen von € sind. Weil der Abschluss von endlich vielen dieser abzéhlbaren Uberdeckung
jeweils kompakt ist, und deshalb von endlich vielen Elementen der Uberdeckung iiber-
deckt wird, gibt es eine Folge von offenen Teilmengen (O,, )men von 2, die  iiberdecken,
und deren Abschliisse O,, fiir alle m € N kompakt und in O,,,; enthalten sind. Wir
setzen Oy = O_; = (). Fiir jedes m € N und jeden Punkt x € O,,\ O,,_; ist B(x, 3r) fiir
ein 7 > 01in Opgq \ O,n_» und in einer der offenen Mengen von U enthalten. Also wird
die kompakte Menge O,, \ O,,_1 von endlich vielen solchen Béllen B(z,r) iiberdeckt.
Wir erhalten induktiv eine Folge von offenen Béllen (B(zy,, 7))nen, die §2 iiberdecken,
und deren Bélle (B(x,, 31,))nen jeweils in einer der offenen Mengen von U enthalten,
und jeweils nur mit endlich vielen anderen Béllen (B(z,, 37,))nen nicht schnittfremd
sind. Dann ist die Familie (h;,)nen

n—1
h 2 Q2= [0,1], @ ho(2) = hy, 20, (2 — 20])) H 1= hyp2r, (l2 = 2]))
m=1

— n

H = Py 20 ([|7 = ) H = Ny 2r (|2 = 2 ]))-

m=1 m=1
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eine glatte Zerlegung der Eins beziiglich der Uberdeckung &/. Denn induktiv gilt
hi(x)+. .. +hp(@)+(1—=hey on ([x—21]]) - - - (L=hpp 2r, (e —24||) =1 fiir jedes n € N,
und fiir alle n € N verschwindet (1 — hy., o, (|2 — z,||) auf B(x,, ). q.e.d.

Satz 12.36. Fiir jede d x (d —1)-Matriz A gibt es genau einen Spaltenvektor A% € R,
so dass det(A,x) = zt - A¥* fiir alle v € R? gilt. Er steht senkrecht auf der Hyper-
fliche A[RY] C R? und seine Linge ist das Volumen von A[[0,1]%7'] im normierten
Untervektorraum A[RY] C RY. Fiir eine d x d-Matriz A gilt A|§d—1 = det(A)(A™)ley.

Beweis: Weil det multilinear ist, ist z — det(A, z) linear und deshalb gleich

det(A,x) =z det(A,eq) + ... + xgdet(A, eq)
— 2" A% mit AT = (det(A,ey),...,det(4,eq)).

Fiir € A[R?!] verschwindet det(A,z). Fiir den Normalenvektor N, der auf dem
Bild von A senkrecht steht, und die Lénge Eins hat, ist | det(A, N)| wegen Satz
das Volumen von (4, N)[[0,1]¢] in R%. Aufgrund der Wahl von N ist dieses Volumen
gleich dem Flicheninhalt von A[[0,1]7!] in dem euklidischen Vektorraum A[R?!].
Auch fiir nichtinvertierbare A € L(R?) gilt det(A|ga-1,z) = det(Aey, ..., Aeq_1,7) =
det(ey,...,eq_1,det(A)A™ x) =€) - det(A) A~ e = 2zt - det(A) (A7) tey. q.e.d.

Die Mengen, die wir im Gauflschen Satz betrachten wollen, sollen einen zweimal
differenzierbaren Rand haben.

Definition 12.37. FEine offene Menge Q C RY hat einen k-mal (stetig) differenzier-
baren Rand 0Q = QN Q°, wenn fir jeden Punkt x € Q eine bijektive, k-mal (stetig)
differenzierbare Abbildung ® : U — O C R? auf eine in R? offene Umgebung O von x
mit k—mal (stetig) differenzierbarer Umkehrabbildung existiert, so dass

QN0 =UNn{z R |z4>0}
N0 =UN{reR |24 <0}
do0NO0| =UNn{z cR| 24 =0}

Bei ®(x) € 09 gehort y € R? genau dann zum Tangentialraum an 99, wenn gilt
ca-(@@)ly=0 <= y (@) e=0 miteg=(0,...,0,1).

Die #uflere Normale N(z) ist im Punkt ®(z) jenachdem ob det &' = 0 gegeben durch

NG == (@ @) e (@ @) ea=FI@@IE I @ o

Unter stetig differenzierbaren Abbildungen ® mit stetig differenzierbaren Umkehrab-
bildungen transformieren sich der Tangentialraum an den Rand durch die Jacobimatrix
und der Normalenvektor durch die transponierte der Jacobimatrix.
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Beispiel 12.38. (i): Sei f eine einmal stetig differenzierbare Funktion auf R, deren
Gradient V f keine gemeinsamen Nullstellen mit f hat. Dann hat die Menge Q = {x €
R? | f(x) < 0} einen stetig differenzierbaren Rand. Der Rand OS) ist die Hyperfliche,
auf der f verschwindet, die wegen dem Satz der impliziten Funktion lokal das Bild einer
stetig differenzierbaren Abbildung von offenen Teilmengen von R~ nach R? ist. Auf
dem Rand 0N) ist V f ein Vektor, der orthogonal auf dem Tangentialraum an den Rand
steht, und nach auflen zeigt. Deshalb ist IIVfH die duflere Normale.

(ii): Der Ball B(y,r) mity € R® und r > 0 im R ist gleich der Menge B(y,r) = {x €
R? | (x —y)? — r? < 0}. Die Funktion f(x) = (x —y)? — r? ist offenbar unendlich oft
differenzierbar, und der Gradient V f(x) = 2(x — y) hat nur eine Nullstelle bei x = y.
Also hat der Ball B(y,r) einen unendlich oft differenzierbaren Rand.

Lemma 12.39. Sei Q C R? eine offene Menge mit stetig differenzierbarem Rand und
®: U — O C R? eine stetig differenzierbare Abbildung wie in Definition . Sei
f eine stetige Funktion auf 02 die auflerhalb einer kompakten Teilmenge von 02N O
verschwindet. Dann ist das folgende Integral unabhdngig von der Wahl von ®:

/ ”q)/’gd_le o (I)d/JJRdfl.
o-1[00N0]

Beweis: Seien ® : U — O und ® : U — O zwei solche Abbildungen, so dass f
auBerhalb von O N O N 99 verschwindet. Dann ist &' o ® eine stetig differenzierbare
Abbildung von ®~'[0 N O] nach ®'[0 N O]. Im folgenden seien z = ®~'(y) und
i = (y) fiir y € ONO. Dann ist die letzte Komponente von x bzw. & auf dem Rand
0% identisch gleich Null. Also verschwinden auf dem Rand 0f2 alle Eintréage der letzten
Zeile bis auf den letzten (&' o @), > 0 von der Jacobimatrix (®~! o ®)". Auferdem
ist die Determinante dieser Jacobimatrix gleich dem Produkt von (&~' o ®)’, mit der
Unterdeterminante der entsprechenden (d — 1) x (d — 1) Matrix, in der die letzte Zeile
und die letzte Spalte gestrichen wurde. Also sind folgende Vektoren gleich:

(@ o®)yes = (@ 0)) e
(@) eo = (@) (@ 0@)) ea= (@ o)y (#)7) s
Dann ergibt Satz

/&>—1[an0} ((é/)_ly “

== (G
g-1p0n0]  |(@1 o @) dd|

:/ H((@’)*l)tedH~]det<I>’|fo<I>d/LRd71. q.e.d.
[00N0]

: ’det(i)’ o i)d/LRdA =

- ‘det(i)’)

o) ~) o (Ci)_l o) (I))dp,Rd—1 =



12.8. DER GAUSSSCHE SATZ 177

Definition 12.40. Sei Q C R? eine offene Menge mit stetig differenzierbarem Rand,
und f eine stetige Funktion auf 0. Wir definieren mit einer Uberdeckung von 02 durch
offene Mengen O und stetig differenzierbare Abbildungen ® : U — O mit det® = 0
wie in Definition und einer entsprechenden Zerleqgung der Eins (hy)nen:

dpiga-1 wobei jeweils hy|grmo = 0,

Fdo = / h f o<1>Hq>’#_1
o0 % UﬂRdil( ) ‘Rd

Fiir eine R"-wertige Funktion f und die duflere Normale N auf OS2 definieren wir
f-Ndo=F Z/ ((hpf)o ®) - q)’]ﬂzﬁd_ldumq wobei jeweils hy gm0 = 0.
o0 neN Y UNR4—1

Um diese Integrale zu berechnen, geniigt es ® auf U N RY! zu kennen. Stetig
differenzierbare Einbettungen ¥ : U "R~ — O NS, deren Ableitungen ¥’ den Rang
d — 1 haben, lassen sich so stetig differenzierbar auf kleine Umgebungen von U NR??
fortsetzten, dass sie stetig differenzierbare Umkehrabbildungen haben. Deshalb geniigt
es die Existenz solcher Abbildungen ¥ = ®|;;~ra-1 vorauszusetzen.

12.8 Der Gauflsche Satz

Fiir den Beweis des Gaufschen Saztes benétigen wir noch

Lemma 12.41. Auf den d x d Matrizen ist det eine differenzierbare Abbildung mit

% det(A+tB)| = Spur(det(4)A'B).
t=0

Beweis: Fiir zwei d x d-Matrizen A und B, von denen die erste invertierbar ist, gilt
det(A +tB) = det(A) det(1 + tA ' B).

Wir fassen A und B als komplexe Matrizen auf. Dann &ndert sich die rechte Seite nicht,
wenn wir A~!B durch die Jordansche Normalform von A~!B ersetzen, ist also gleich

det(A +tB) = det(A)(1 4+ tA)) -+~ (1 +tAy),

wobei Ay, ..., \qy die Diagonaleintrdge der Jordanschen Normalform sind. Damit folgt

%det(A +tB)| = det(A)(A\; + - - + Ag) = det(A) Spur(A~'B) = Spur(det(4)A™' B).
t=0

Im letzten Ausruck kénnen wir det(A)A ™! fiir nichtinvertierbare A druch die adjunkte
Matrix ersetzen. Dann gilt die Aussage aufgrund der Stetigkeit auch fiir solche A.q.e.d.
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Satz 12.42. (Gaufscher Satz oder Divergenzsatz) Sei€) C R eine offene beschrinkte
Teilmenge mit zweimal differenzierbarem Rand und f eine auf Q stetige R%-wertige
Funktion, die auf Q2 stetig differenzierbar ist, und deren partielle Ableitungen sich stetig
auf Q forstsetzen lassen. Dann gilt mit der dufieren Normalen N auf 0€):

/V-fdu: - Ndo.
Q o0

Beweis: Wir iiberdecken die kompakte Menge © durch endlich viele Mengen O wie
in Definition [12.37] Mit einer entsprechenden Zerlegung der Eins geniigt es solche f
zu betrachten, die auBerhalb einer solchen offenen Menge O verschwinden. Fiir f =
det @' (®")~1(f o ®) gilt wegen dem Satz von Schwarz, Korollar und Lemma

- ! Nn—1 82(I)j n—1 ! Nn—1 82(I)j
V- f=det® ) (@) axkax@)“ fio® —det® ) (¥)

” ~ Y 0x;0xy,
15kl ijkl

+ det &' Spur((®') 1 (f' o ®)®') = det & Spur(f' o ®) = det '(V - f) o ®.

(@) fio®

Aus Jacobi’s Transformation von Maflen folgt [, ,V - fdu = j:fcb—l[om} V- fdu,
jenachdem, ob det ' = 0 gilt. Nach Definition [12.40| geniigt es in beiden Fallen

[ oviiim=— [ (o®) @)l
>-1[0NQ) =1{0NA9)]
=— / det(®) (D' f) - det &' (D)) eqdpiga— = — / fadpiga—
-1[0NoQ)] 3-1[0NoQ)
zu zeigen. Die Funktion f setzt sich stetig differenzierbar auf einen hinreichend grofien
abgeschlossenen Quader @ D ®7 'O N Q] fort, von dessen Rand eine Seite in der
Hyperebene R4~! ¢ R? liegt. Mit dem Satz von Fubini und dem Hauptsatz der Diffe-
rentialrechnung reduziert sich das linke Integral zu einem Integral iiber den Rand 9Q).

Weil f nur auf den Seiten des Randes des Quaders dQ in RY~! nicht verschwindet,
stimmt die linke Seite mit dem Integral auf der rechten Seite iiberein. q.e.d.

Beispiel 12.43. Sei Q = B(0,7) C R? und f(x) = x. Auf dem Rand B(0,7) = {z €
Re | ||lz|| = r} ist die duflere Normale gleich N(z) = o+ Dann folgt mit V - f = d

x
/ d'd/vL:d/XB(O,r)dN: / x'mda:r / do.
B(0,r) 0B(0,r) OB(0,r)

Also ist die Oberfliche von dB(0,r) gleich ¢ mal dem Volumen von B(0,r).
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12.9 Maflitheorie

In diesem Abschnitt untersuchen wir, wann wir eine lebesgueintegrable Funktion iiber
eine Teilmenge integrieren konnen. Das fithrt dann zu einer allgemeineren Definition
vom Volumen von messbaren Mengen. Dieses Volumen heifit Maf.

Definition 12.44. FEine Teilmenge B der Potenzmenge P(X) einer Menge X heif§t o—
Algebra, wenn diese Teilmenge B C P(X) unter Komplementbildung und dem Schnitt
von abzdihlbar vielen Elementen von B abgeschlossen ist. Wenn X ein metrischer Raum
ist, dann heifflen die Elemente der kleinsten o—Algebra, die alle offenen (und abgeschlos-
senen) Mengen enthdlt, Borelmengen.

Definition 12.45. Sei B eine o-Algebra auf der Menge X. Dann heifit = B — RS
Maf3, wenn fir alle Folgen (A, )nen von paarweise disjunkten Mengen in B gilt

’ (U An) S
n=1 n=1
Satz 12.46. (Lebesquemaf) Seien L(RY) die messbaren Mengen von RY. Dann definiert
p: L(RY = RS, A lim /XQnXAdM mit  Qn = [-n,n]*  fir allen € N
n—oo

ein Map auf L(R?). Es heifit Lebesquemaf. Weil die Borelmengen B(R?) messbar sind,
definiert es auch ein Borelmaf§ auf B(R?).

Beweis: Wegen Satz [12.29 bilden die messbaren Mengen eine o-Algebra, die die Bo-
relmengen enthélt. Seien (A, ),en paarweise disjunkte messbare Mengen und

H 1 —xa,) firalleneN.
k=1

Dann konvergiert (f,,)nen punktweise gegen x4 mit A = J, . A, Fiir alle g € L'(R?)
sind |gf,| durch |g| beschrankt. Wegen Lebesgues Satz der beschriankten Konvergenz
konvergiert die Folge (gf,).n gegen eine Funktion gf in I}(R?), und es gilt

i [ ofud = [ afdn
n—oo

Wenn wir diese Aussage auf die Folge (¢, )nen der charakteristischen Funktionen
von den Quadern Q,, = [—n,n]? anwenden, dann konvergiert die entsprechende Folge
(XQnf)nen entweder gegen eine lebesgueintegrable Funktion, und j(|J,, ey An) ist end-
lich, oder das Maf} der disjunkten Vereinigung der Borelmengen (A,,),en ist undendlich.
In beiden Féllen folgt die o—Additivitit aus den Rechenregeln fiir Folgen. q.e.d.
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Lemma 12.47. (Translationsinvarianz des Lebesguesmafes) Fiir v € R ist eine Men-
ge A C R? genau dann messbar bzw. eine Borelmenge, wenn A+x = {y € R¢ |y—z €
A} messbar bzw. eine Borelmenge ist. Wenn A messbar ist, dann gilt p(A+x) = u(A).

Beweis: Fiir alle Quader Q C R? und 2 € R? ist Q+x ein Quader mit u(Q+x) = u(Q).
Deshalb folgt f, € [}(R?) und [ fodu = [ fdp aus f € LHR?) und =z € R? fiir
fo(y) = f(y — 2). Fiir jede Menge A C R? gilt xa4e = (Xa)z. Das Lemma folgt.q.e.d.

Satz 12.48. (Vitali) Die Relation x ~y <<= x —1y € Q definiert eine Aqui-
valenzrelation. Fir jedes x € R enthdlt (x — 1,z] genau eine ganze Zahl n,. Deshalb
enthilt jede Aquivalenzklasse [x] einen Reprisentanten x — n, € [0,1). Eine Menge
V C [0,1), die fiir jedes © € R genau einen Reprdisentanten in der entsprechenden
Aquivalenzklasse [x] enthilt, heifit Vitalimenge. Solche Mengen sind nicht messbar.

Die Definition der Menge V' benutzt das sogenannte Auswahlaxiom der Mengenleh-
re. Es besagt, dass aus jeder nicht leeren Menge ein Element ausgewéhlt werden kann.
In der Mengenlehre unterscheidet man zwischen Aussagen, die das Auswahlaxiom vor-
aussetzen, und solchen, die das nicht tun. Dieser Satz gehort zu den ersteren.
Beweis: Sei (¢, )nen €ine Abziahlung von QN [—1,1] und V,, = ¢, + V fiir alle n € N.
Aufgrund der Definition von V' sind die Mengen (V},),en paarweise disjunkt und es gilt

0,1] c UneN V, C[-1,2).

Wegen dem vorangehenden Lemma sind entweder alle Mengen (V},),en messbar oder
keine. Im ersten Fall haben alle das gleiche Ma und es folgt 1 < > > u(V,) =
Yoo (V) < 3, was unmoglich ist. Also ist V' nicht messbar. q.e.d.
Dieser Satz zeigt auch, dass es unter der Annahme des Auswahlaxiomes unmoglich
ist ein Maf3 auf allen Teilmengen von R zu definieren, das translationsinvariant ist, also
das vorhergehende Lemma erfiillt, und [0, 1] ein positives endliches Maf} zuordnet.

Definition 12.49. Eine Aquivalenzklasse von fast iberall definierten reellen Funktio-
nen auf R? heifftt messbar, wenn es eine Folge von Treppenfunktionen gibt, die fast
tberall gegen einen Reprisentanten der Aquivalenzklasse konvergiert.

Satz 12.50. (i) Die messbaren Funktionen bilden mit der punktweisen Addition und
Multiplikation und der Skalarmultiplikation eine Algebra, die L'(RY) enthiilt.

(ii) Wenn f und g messbar sind, dann auch |f|, max{f, g} und min{f,g}. Ist aufer-
dem fast tiberall f ungleich Null, dann ist auch % messbar.

(iii) Der Grenzwert einer fast tiberall konvergenten Folge von messbaren Funktionen
ist messbar.

(iv) Die Aquivalenzklassen von stetigen Funktionen sind messbar.



12.9. MASSTHEORIE 181

(v) Eine messbare Funktion ist genau dann lebesgueintegrabel, wenn ihr Betrag durch
eine lebesqueintegrable Funktion beschrdnkt ist.

(vi) Eine Menge A C R? ist genau dann messbar, wenn x4 messbar ist.

Beweis (i): Die Treppenfunktionen bilden eine Algebra, und damit auch die messbaren
Funktionen. Alle lebesgueintegrablen Funktionen sind nach unserer Definition messbar.
(ii):Der Betrag, das Maximum und das Minimum von Treppenfunktionen sind wieder
Treppenfunktionen. Wenn eine Folge ( f,,)nen von Treppenfunktionen fast tiberall gegen
eine nicht verschwindende Funktion f konvergiert, dann konvergiert die Folge

#(m) wenn f,(x) #0

n)n mit RIS R, 20 g,(z) =
(gn)nen g gul2) {0 o £ o

von Treppenfunktionen fast iiberall gegen %
(iii): Sei (f,)nen eine Folge von messbaren Funktionen, die fast iiberall gegen f kon-
vergiert. Sei h folgende positive lebesgueintegrable Hilfsfunktion auf R¢:

2—n—d

h:xHh(x}zm

mit n € N so dass x € (—n,n)?\ (1 —n,n — 1)

Die Folge (gn)nen von messbaren Funktionen

h(z) fn(x)
h(z) + [ fn(2)|
hef

Wegen Lebesgue’s Satz der beschrinkten

gn RS R, 2 g (n) = < h(z) firalleneN

konvergiert fast iiberall gegen g = 5 i

Konvergenz sind alle (g,)neny und dann auch g lebesgueintegrabel und damit auch
messbar. Dann ist wegen (i) und (ii) auch folgende Funktion messbar:

hi
hg  haag h* f _
_ o . h|f] 12 . - J-
h—lgl n b + h|f| = h|f]

(iv): Fiir jede stetige Funktion f und jeden Quader @) ist wegen Satz das
Produkt von f mit der charakteristischen Funktion von () lebesgueintegrabel. Die
Folge (fxo,)nen der Produkte mit den charakteristischen Funktionen der Quader
Q. = (—n,n)? konvergiert punktweise gegen f. Also folgt (iv) aus (i) und (iii).

(v): Sei (fn)nen eine Folge von Treppenfunktionen, die fast iiberall gegen f konvergiert
und | f| < k fiir ein k € L}(R?). Dann konvergiert auch (max{—k, min{k, f,,}})nen fast
iiberall gegen f. Aus Lebesgue’s Satz der beschriankten Konvergenz folgt (v).

(iv): Fiir eine messbare Menge A C R? konvergieren die Produkte (xaXq, )nen der
charakteristischen Funktionen mit denen der Quader @Q,, = (—n, n)¢ punktweise gegen
Xa. Wegen (iii) ist also x4 messbar. Die Umkehrung folgt aus (i) und (v). q.e.d.
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Satz 12.51. Eine Aquivalenzklasse [ von fast iberall definierten reellen Funktionen
auf R ist genau dann messbar, wenn eine der folgenden dquivalenten Bedingungen gilt:

(i) Fiir alle a € R sind die Mengen {x € R? | f(x) < a} messbar.

(ii) Fiir alle a € R sind die Mengen {x € R? | f(x) > a} messbar.

(iii) Fiir alle a € R sind die Mengen {x € R? | f(x) < a} messbar.

(iv) Fiir alle a € R sind die Mengen {x € R? | f(x) > a} messbar.

(v) Fiir alle k > 0 in INR?) liegt die Punktion max{—k, min{k, f}} in L}(R?).

Beweis: Fiir eine messbare Funktion f konvergiert (n(max(a+ <, f) — max(a, f)))nen
gegen die charakteristische Funktion X y,era|f(z)<qa}. Aus Satz folgt (i).

(i)« (ii) < (iii) < (iv): Wegen Satzsind (i) und (iii) bzw. (ii) und (iv) dquivalent.
Wegen {z € R? | f(z) < a} = Upen{z € RY | f(z) <a— 1} und {z € R?| f(z) <
a} = Nen{z € R?| f(z) < a+ 1} sind auch (i) und (iii) dquivalent.

(iv)=-(v): Wenn eine Funktion f die dquivalenten Bedingungen (i)-(iv) erfiillt, dann
sind folgende Funktionen fiir alle n € N messbar:

. d
fon R = R, xH—ZX{xeRdu‘ )25} T X{zerd|f(e)< -

Die Folge (fn)nen konvergiert gegen f. Aus Satz (iii) und (v) folgt (v).

Es gelte (v) und fiir alle n € N sei Q,, der Quader (—n,n)?. Wegen (v) besteht die
Folge (max{—nxq,,min{nxg,, f}})nen aus lebsgueintegrablen Funktionen und kon-
vergiert punktweise gegen f. Also ist f wegen Satz (i) und (iii) messbar. q.e.d.

12.10 Die Riume I7(R?)

Eine komplexwertige Funktion ist genau dann lebesgueintegrabel bzw. messbar, wenn
sowohl der Realteil als auch der Imaginérteil lebesgueintegrabel bzw. messbar sind.
Eine messbare komplexe Funktion ist offenbar genau dann lebesgueintegrabel, wenn
der Absolutbetrag lebesgueintegrabel ist. Aus Satz folgt, dass fiir jede messbare
Funktion f und p € R auch die Funktion |f[? messbar ist.

Definition 12.52. Fir alle 1 < p < oo sei IP(RY) die Menge aller Aquivalenzklassen
von fast tiberall definierten messbaren Funktionen von R? nach K, fiir die die Funktion
|f|P lebesgueintegrabel ist. Der Raum L°(R?) ist definiert als die Menge aller Aquiva-
lenzklassen von messbaren beschrinkten Funktionen von R? nach K.

Fiir K =R und p = 1 stimmt diese Definition mit Definition [12.13]iiberein.
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Satz 12.53. Fiir alle 1 < p < oo ist IP(RY) zusammen mit der Abbildung

|- PRY =R, fe=]fl,= {.(f|f|pdu): ﬂ%r 1<p< oo
inf{C e RJ | |f| < C a.e.} fiirp= oco.

ein normierter Vektorraum. Fir 1 < p,q,r < oo mit % +% = % und f € IP(RY) und
g € L(RY) gilt fg € L'(RY) und die Holdersche Ungleichung: || fgll- < || fllpllgllq-

Die Dreiecksungleichung der Norm || - ||, wird wieder Minkowski-Ungleichung ge-
nannt: fiir alle £, g € [P(RY) gilt f +g € IP(RY) und | + gll, < [|fllp + lgllp
Beweis: Wir beweisen zuerst die Holdersche Ungleichung. Indem wir zu den Funk-
tionen |f|" und |g|" iibergehen anstatt der Funktionen f und g, und den Exponenten
1, g und £ anstatt r, p und ¢, geniigt es den Fall 1 = 1 fiir nicht—negative reelle
Funktlonen zu betrachten. Es gilt ndmlich || f[|] = |||f| ||p bzw lglly = [llgl"[|«. Fiir
p=1 q =00 bzw. p = 00, ¢ = 1 folgt die Holdersche Unglelchung aus den Elgen-
schaften der lebesguesintegrablen Funktionen. Fiir f = 0 oder g = 0 ist die Aussage

offensichtlich. Sei also f # 0, g # 0 und 1 < p,q < oo mit 1 = % + %. Die Youngsche

Ungleichung ergibt fiir die Funktionen ”‘f'L’ und ”Lﬂ“q
P q
L gl PP 10l b iberall

171 Tglle = 17 * Tl

Wegen f € IP(R?) und g € [4(R?) ist die rechte Seite lebesguesintegrabel und das
Integral gleich 1. Also ist auch die linke Seite lebesguesintegrabel und das Integral
kleiner oder gleich 1. Daraus folgt fg € L'(R?), || fglls < || fll,llgll4-

Wegen Korollar erfiillen die Abbildungen f +— || f||, die Positivitét. Die Linea-
ritdt ist offensichtlich. Fiir p = 1 und p = oo ist die Dreieckungleichung schon gezeigt.
Sei also 1 < p < co und f,g € I’(RY). Offenbar gilt fiir f,g € IP(RY) fast iiberall
|f +glP < 22maxP{|f|,]g]} < 2°(|fP + |g|P). Also liegt f + g in IP(R?). Die Holdersche
Ungleichung ergibt fiir die Funktionen |f+g[? = |f+g||f +g/P~* < (If|+|g])|f +g[P~?
mit f,g € I[P(R?) und 1:%+%<:>(p—1)q:p

Lf+glly < I - 1f+glP 7l +Hlg - 1f + 9P~ < ULl + gl LF + gl
Daraus folgt die Minkowski Ungleichung. q.e.d.
Satz 12.54. (Satz von Riesz Fischer) Fiir alle1 < p < oo ist [P(RY) ein Banachraum.

Beweis: Fiir p = oo folgt die Aussage aus den Sitzen (iii) und (iii). Sei 1 <
p < oo und (f,)nen eine Cauchyfolge in IP(R?). Sei (fy,, )men eine Teilfolge mit || f,,,.,, —
famllp < 27™ fiir alle m € N. Die monoton wachsende Folge g = | fo,| + >y | fres —
fn,| fiir alle m € N erfiillt wegen der Minkowskiungleichung ||gm|l, < 14 || fa, ||, fiir alle
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m € N. Wegen dem Satz der monotonen Konvergenz, konvergiert (g2, )men gegen eine
Funktion k € L}(R?). Wegen dem Monotonieprinzip konvergiert (g,,)men fast iiberall
gegen eine messbare Funktion g. Dann konvergiert (f,, )men fast iiberall gegen eine
messbare Funktionen f. Wegen Lebesgue’s Satz der beschrinkten Konvergenz ist | f[?
lebesgueintegrabel und damit f € [P(RY). AuBerdem gilt fast iiberall |f — f,..,| <
|9 — gm| und |lg — gmll, < 27™. Also konvergiert (f,,,)men in IF(R?) gegen f. Weil
(fn)nen eine Cauchyfolge ist konvergiert sogar (f,)nen in IP(R?) gegen f. q.e.d.

Definition 12.55. Fir jede messbare Menge A C R? und alle 1 < p < oo sei [P(A)
der Unterraum von IP(R?) aller Aquivalenzklassen von Funktionen, die auflerhalb von
A wverschwinden.

Fiir messbare Mengen A und 1 < p < oo ist offenbar IP(A) C IP(R?) abgeschlossen.
Korollar 12.56. Fir A messbar und 1 < p < oo ist [P(A) ein Banachraum. q.e.d.

Satz 12.57. Fiir alle messbaren Mengen A C R? und alle 1 < p,q < oo mit 110 —1—5 =1
ist folgende Abbildung eine Isometrie:

j:L(A) = L(IP(A),K), g j(g) mit j(g): P(A) =K, f*—>/Afgdu-

Beweis: Fiir messbaren Mengen A C R% und 1 < p < oo ist j wegen der Holder-

schen Ungleichung lipschitzstetig mit L = 1. Wir definieren f so, dass im Beweis der

Holderschen Ungleichung die Youngsche Ungleichung eine Gleichheit wird. Sei also

P s E G L
99 g

mit f(z) =0 fir g(z) = 0.

Fiir 1 < ¢ < coist f messbar und liegt in [7(A). Es gilt || f||7 = [|g| und || fgl» = [|g]l¢-
Daraus folgt

ey gl el _.
lgll, = lgpeCa) = 19ls _ ”H fu”l < 13l < llgl, fiir alle g € L7(A) \ {0}.
p P

gl

Also ist fiir 1 < p < oo die Abbildung j eine Isometrie. Fiir p = 1, ¢ = oo und jedes
e > 0ist {z € R | |g(z)] > |lgllc — €} keine Nullmenge und messbar. Auf allen
Funktionen f € I!(A), die auerhalb dieser Menge verschwinden, nimmt [j(g)| gréBere
Werte als (||g|lco — €)||fll1 an. Also gilt fiir jedes € > 0 und jedes g € L*(A) \ {0} auch
lglle — € < [|7(9)|] < l9||lco- Dann ist j auch fir p = 1 eine Isometrie. q.e.d.

Mithilfe von weiteren Sétzen der Mafitheorie kann man zeigen, dass fir 1 < ¢ < oo
diese Abbildung j sogar ein Isomorphismus von Banachrdaumen ist.
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