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Kapitel 1

Das Lebesgue-Maf des R?

Wir werden in diesem Kapitel das Lebesgue-Maf$ fiir Teilmengen von IR? konstruieren. Zur
Vereinfachung der Notation werden wir uns an einigen Stellen auf d = 1 oder d = 2 beschréinken,
aber die Resultate lassen sich ohne Weiteres auf den Fall von allgemeinem d iibertragen.

Wir werden spéter diese Konstruktion verallgemeinern, um beliebige Mafie zu konstruieren.

1.1 Elementare Mengen

Unser Ziel ist es, moglichst vielen Teilmengen des IR? auf sinnvolle Weise ein ,Mak* (Flachen-
inhalt, Volumeninhalt, ...) zuzuordnen. Ganz leicht ist diese Aufgabe bestimmt fiir die achsen-
parallelen Quader.

Definition. Ein achsenparalleler Quader des IR® ist eine Menge der Form

Q:{(xl,...,xd)emd\ak(<)xk (<)bk fir 1<k<d} (1.1)

mit ay,...,aq,b1,...,bq € IR. Dabei darf bei jedem Auftreten von (<) (also auch fiir jeden Wert

von k) unabhingig voneinander < oder < gewihlt werden. Das System der achsenparallelen
Quader wird mit £ bezeichnet.

Zu den achsenparallelen Quadern in IR? zihlen also offene, halb-offene und abgeschlossene d-
Quader, entsprechende Quader niedrigerer Dimension in IR?, Rechtecke, Strecken, Punkte und
auch die leere Menge. Man beachte, dass der Schnitt zweier achsenparaller Quader wieder ein
solcher ist, die Vereinigung jedoch im Allgemeinen nicht.

Aufgabe. Seien A,Q € Q mit A C Q. Zeige, dass @ \ A eine Vereinigung von endlich vielen,
paarweise disjunkten achsenparallelen Quadern ist.

[Eine Skizze (fiir den Fall d = 2) konnte erhellend sein. |

Das Mafs eines achsenparallelen Quaders soll geméaft der aus der Schule bekannten Formel das
Produkt seiner Kantenléngen sein:
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Definition. Fir @ € 9, dargestellt wie in Gleichung (1.1), definieren wir die Mafzahl m(Q)

als
)0 falls Q = @
mQ) = {Hgl(bk —ap) falls Q£

Unsere Definition erfiillt offensichtlich zwei wichtige Eigenschaften, die an die axiomatische De-
finition eines allgemeinen Mafles erinnern:

Beobachtung. (a) m(@) =0 und m(Q) > 0 fiir jedes Q € Q.

(b) m ist additiv: Ist @ € 9 die disjunkte Vereinigung von endlich vielen achsenparallelen
Quadern Q1q,...,Q, € Q, so gilt

m(@Q) =3 m@Qu).
k=1

Wir wollen nun unsere Definition des Mafes unter Beibehaltung der obigen Eigenschaften auf
eine grofere Klasse von Mengen ausdehnen:

Definition. Eine Teilmenge A C IR? heifit elementar, wenn sie Vereinigung von endlich vielen,
paarweise disjunkten achsenparallelen Quadern ist. Eine derartige Darstellung von A nennen
wir eine Zerlegung von A (in achsenparallele Quader). Das System der elementaren Mengen in
IRY bezeichnen wir mit €.

Offensichtlich ist Q C €. Die folgende Aussage zeigt, dass das System der elementaren Mengen
unter den wichtigsten Mengenoperationen abgeschlossen ist.

Aussage. Seien A, B € €. Dann sind ebenfalls elementar: der Durchschnitt A N B, die Verei-
nigung AU B, die Differenz A\ B, die symmetrische Differenz AAB := (A\ B)U (B\ 4).

Beweis. Es sei etwa " .
A= U A und B= U By
k=1 =1
mit Aq,..., A, € Q bzw. By,..., B, € Q paarweise disjunkte achsenparallelen Quadern.

Zum Durchschnitt. Fir k € {1,...,n} und ¢ € {1,...,m} ist Ay N By wieder ein achsen-
paralleler Quader, und weil die A bzw. die B, jeweils paarweise disjunkt sind, sind auch
(Ar N By)g=1,...nyw=1,..,m Paarweise disjunkt. Daher ist

AﬂBZ(UAk> N (UB€>:UU(AICQB£)
k=1 =1 k=1¢=1
eine elementare Menge.

Zur Vereinigung. Wir zeigen zunéchst, dass wenn @ € Q und A € € mit A C @ ist, dann
Q\ A € € gilt. Es ist ndmlich

Q\A:Q\( Ak>: (Q@\ Ag) .
k=1 k=

1
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Nach Aufgabe 1.2 ist jeweils Q\ Ax € €, und daher nach dem vorangegangenen Teil des Beweises
auch Q\ A€ €.

Wir wéihlen @ € Q nun so, dass AU B C @ gilt. Dann ist

AUB=Q\ ((Q\A)N(Q\B)) .

Nach dem Vorangegangenen folgt AU B € €. a

Aufgabe. Zeige den verbleibenden Teil von Aussage 1.6.

[Tipp. Mit den Notationen der vorangegangenen Beweises ist A\ B = J;_, (Ax \ (BN 4y)) ]

Aufgabe. Eine Menge ist genau dann elementar, wenn sie sich als (nicht unbedingt disjunkte)
Vereinigung von endlich vielen achsenparallelen Quadern schreiben l&sst.

Wir wollen elementaren Mengen A € & eine Mafzahl m(A) zuordnen, indem wir die Summe
der Mafszahlen der achsenparallelen Quader aus einer disjunkten Zerlegung von A bilden. Al-
lerdings ist die Zerlegung einer elementaren Menge in achsenparallele Quader im Allgemeinen
nicht eindeutig. Damit diese Definition sinnvoll ist, miissen wir also zeigen, dass diese Summe
der Mafszahlen nicht von der Wahl der Zerlegung abhéngt. Dies wird in der folgenden Aussage
erbracht:

Aussage. Eine elementare Menge A € € sei auf zweierlei verschiedene Art als Vereinigung von
endlich vielen disjunkten Quadern geschrieben:

A:Cﬁ%:(]Ab (1.2)
k=1 k=1

wobei die Ay,..., A, € Q bzw. die A],..., A}, € Q jeweils paarweise disjunkt sein sollen. Dann
gilt

S =S m(4}).
k=1

k=1

Beweis. Eine Zerlegung A = UZ:l Zk nennen wir eine Verfeinerung der Zerlegung A =
Uk=1 Ax, wenn es fiir jedes k € {1,...,n} ein k € {1,...,n} mit Az C Ay gibt. Zu je zwei
Zerlegungen von A gibt es eine gemeinsame Verfeinerung, sind ndmlich die beiden Zerlegungen
wie in (1.2) bezeichnet, so ist
A= (AN A})
k. k!

eine gemeinsame Verfeinerung. Daher geniigt es zu zeigen, dass sich der Wert der Summe
> r—1m(Ay) nicht dndert, wenn zu einer Verfeinerung der Zerlegung A = |J,, A libergegangen
wird. Dass dies richtig ist, folgt aus der Beobachtung 1.4(b). O

Aufgrund der vorangegangenen Aussage wird durch die folgende Definition die Mafzahl m(A)
fiir A € € eindeutig festgelegt:
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1.10 Definition. Sei A € €, dargestellt als die disjunkte Vereinigung A = |J;_,; Ar von achsenpar-
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allelen Quadern Aj,..., A, € Q. Dann definieren wir
m(A) =Y m(Ag) .
k=1

Aussage. (a) Fir Q € Q ist m(Q) = m(Q).
(b) Fiir alle A € € ist m(E) >0; m(@)=0.

(c) m ist additiv: Sind Ay,..., A, € € endlich viele paarweise disjunkte elementare Mengen,
so ist auch A :=J;_; Ax € € und es gilt

Beweis. (a) und (b) sind offensichtlich, und in (c) ist wegen Aussage 1.6 nur die letzte Gleichung
zu zeigen. Dazu sei Ay fir k € {1,...,n} jeweils als Zerlegung in achsenparallele Quader
dargestellt: Ay = Uy*  Agp mit Agq,..., App, € Q. Dann ist offenbar

n n ng
A= a=U U A4k,
k=1 k=101

und zwar ist dies eine Darstellung von A durch disjunkte achsenparallele Quader, weil die Ay
paarweise disjunkt sind. Daher gilt

M(A) =D > m(Are) =Y m(Ax) -
k=1

k=1 /(=1
a

Unser Ziel ist es, m auf eine moglichst grofte Klasse von Mengen fortzusetzen. Weil dafiir die
Approximation durch unendlich viele elementare Mengen eine wichtige Rolle spielt, bendtigen
wir eine Version der Additivitdt von m fiir abzéhlbar unendlich viele Mengen. Man spricht dabei
von o-Additivitdt, der Buchstabe ¢ erinnert dabei an das Wort ,Summe* und bezieht sich auf
die im folgenden Satz auftretende unendliche Summe.

Im Folgenden bedeutet ,abzéhlbar® stets ,hochstens abzdhlbar®, d.h. jentweder endlich, oder
abzahlbar unendlich®. Dabei kann eine endliche Folge von Mengen Ai,...,A, stets auch als
abzdhlbar unendliche Folge angesehen werden, indem wir abzéhlbar unendlich oft die leere Menge
hinzufiigen: Aq,...,4,,9,9,9,....

Satz. m ist o-additiv: Sind A € & abzdihlbar viele paarweise disjunkte elementare Mengen,
und ist auch A :=J, A; € €, so gilt

m(A) = m(Ag) .
k



