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1 Ljapunovfunktion und deren Eigenschaften

Es sei G ⊂ Rn o�en, f : R+ ×G → Rn stetig. Wir betrachten das Anfangs-
wertproblem {

ẋ = f(t, x)

x(t0) = x0
t ≥ t0 (1)

wobei t0 ≥ 0 und x0 ∈ G ist. Ist x(t) eine nichtfortsetzbare Lösung, so sei ihr
Existenzintervall mit J(x) bezeichnet, sowie J+(x) = J(x) ∩ [t0,∞].

De�nition 1.1. (Ljapunovfunktion) Sei V : R+ × G → R stetig. V heiÿt
Ljapunovfunktion für (1), falls die Funktion

ϕ(t) = V (t, x(t)), t ∈ J+(x) (2)

fallend ist, für jede Lösung x(t) von (1).

Sei L aus C1, dann gilt nach der Kettenregel:

L̇(t, x(t)) = ∂tL(t, x(t)) + 〈∇xL(t, x(t)), ẋ(t)〉
= ∂tL(t, x(t)) + 〈∇xL(t, x(t)), f(t, x(t))〉

Wir nennen L̇ die orbitale Ableitung von L. Ist L ∈ C1, dann folgt:

L ist Ljapunovfunktion für (1)⇔ L̇(t, x) ≤ 0 ∀t ∈ R+, x ∈ G

Da die Ljapunovfunktion allerdings nur als stetig vorausgesetzt wurde, de�-
nieren wir uns die orbitale Ableitung allgemeiner als:

L̇(t, x(t)) = lim sup
h→0+

1

h
(L(t+h, x(t)+hf(t, x(t)))−L(t, x(t))) t > 0, x ∈ G

Hier gilt allerdings nicht, dass L̇(t, x) ≤ 0 ist äquivalent zu L ist eine Ljapu-
novfunktion. Besser sieht es aus, wenn L lokal Lipschitz in x ist. Denn dann
kann Lemma 1.2 benutzt werden.

Lemma 1.2. Sei L : R+×G→ R stetig und lokal Lipschitz in x. Dann sind
äquivalent:

i) L ist eine Ljapunovfunktion

ii) Es gilt L̇(t, x) ≤ 0 ∀t ≥ 0, x ∈ G

Um dieses Lemma zu beweisen, benötigen wir noch folgendes Hilfslemma.
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Hilfslemma 1.3. Sei ω : [a, b)× R → R stetig, ϕ : [a, b) → R stetig und es
gelte: D+ϕ(t) := lim inf

h→0+

ϕ(t+ h)− ϕ(t)
h

≤ ω(t, ϕ(t)) ∀t ∈ [a, b)

ϕ(a) ≤ ρ0

Sei ρ∗(t) die Maximallösung von ρ̇ = ω(t, ρ), ρ(a) = ρ0. Dann gilt ϕ(t) ≤ ρ∗(t)
für alle t ∈ [a, b) mit ρ∗(t) <∞. 1

Beweis. (Lemma 1.2) Sei erst einmal ϕ(t) = L(t, x(t)). Wir zeigen die Äqui-
valenz indem wir zeigen, dass folgende Gleichung gilt

D+ϕ(t) := lim sup
h→0+

ϕ(t+ h)− ϕ(t)
h

= L̇(t, x(t)) t ∈ J+(x) (?)

Wir wollen zuerst zeigen, dass die Äquivalenz aus der Gleichheit folgt.

i)⇒ ii) Da L nach De�nition monoton fallend ist gilt

0 ≥ D+ϕ(t) = lim sup
h→0+

ϕ(t+ h)− ϕ(t)
h

(?)
= L̇(t, x(t))

ii)⇒ i) z.z. s ≥ s′ ⇒ ϕ(s) ≤ ϕ(s′) mit s, s′ ∈ J+(x)

0 ≥ L̇(t, x(t))
(?)
= D+ϕ(t) = lim sup

h→0+

ϕ(t+ h)− ϕ(t)
h

≥ lim inf
h→0+

ϕ(t+ h)− ϕ(t)
h

= D+ϕ(t)

Sei nun ω(t, ϕ(t)) = 0 dann können wir unser Hilfslemma anwenden mit{
D+ϕ(t) ≤ 0 ∀t ∈ [s′,∞)

ϕ(s′) = ρ0

Die Maximallösung von ρ̇ = 0, ρ(s′) = ρ0 ist ρ∗(t) = ρ0. Aus dem Hilfslemma
folgt nun, dass ϕ(t) ≤ ρ∗(t) = ρ0 = ϕ(s′) für alle t ∈ [s′,∞) und insbesondere
gilt für s ≥ s′ ⇒ ϕ(s) ≤ ϕ(s′).
Wir müssen also nur noch zeigen, dass die Gleichheit von D+ϕ(t) = L̇(t, x(t))
gilt. Sei x(t) eine Lösung von (1) und t ∈ J+(x) �x. Wähle
U = [t, t+ δ)×Bδ(x(t)) ⊂ R+ ×G, sodass

‖L(s, x)− L(s, y)‖ ≤ L‖x− y‖ ∀s ∈ [t, t+ δ) x, y ∈ Bδ(x(t)) (3)

1[1] Der Beweis kann in �Gewöhnliche Di�erentialgleichungen und dynamische Systeme�
von Jan W. Prüss/Mathias Wilke (Lemma 6.4.1) nachgelesen werden
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Wähle h0 > 0, sodass h0 < δ und x([t, t+ h0]) ⊂ Bδ(x(t)), sowie
h0‖f(t, x(t))‖ < δ erfüllt sind. Nun gilt für h ≤ h0:

ϕ(t+ h)− ϕ(t) = L(t+ h, x(t+ h))− L(t, x(t))
= L(t+ h, x(t) + hf(t, x(t)))− L(t, x(t)) +R(h)

mit

R(h) = L(t+ h, x(t+ h))− L(t+ h, x(t) + hf(t, x(t)))

Wir wollen nun zeigen, dass lim
h→0+

R(h) = 0, da dann gerade gilt, dass

ϕ(t+ h)− ϕ(t) = L(t+ h, x(t) + hf(t, x(t)))− L(t, x(t))

bzw.

D+ϕ(t) = lim sup
h→0+

ϕ(t+ h)− ϕ(t)
h

= lim sup
h→0+

1

h
(L(t+ h, x(t) + hf(t, x(t)))− L(t, x(t))) = L̇(t, x(t))

Um zu zeigen, dass R(h) = 0 für h→ 0, benutzen wir die Lipschitzstetigkeit
wie in (3).

‖R(h)‖ = ‖L(t+ h, x(t+ h))− L(t+ h, x(t) + hf(t, x(t)))‖
≤ L‖x(t+ h)− x(t)− hf(t, x(t))‖ = o(h)

Bemerkung 1.4. Sei f, g : R→ R dann gilt

f(h) = o(g(h))

falls

lim
h→0+

∣∣∣∣f(h)g(h)

∣∣∣∣ = 0

In unserem Fall ist f(h) = R(h) und g(h) = h, sodass

lim
h→0+

∣∣∣∣x(t+ h)− x(t)
h

− ẋ(t)
∣∣∣∣ = 0
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2 Stabilitätsaussagen mit Ljapunovfunktionen

2.1 Ljapunovgleichung

Lemma 2.1. Sei A ∈ Rn×n, x∗ ein Fixpunkt von ẋ = Ax. Dann sind äqui-
valent:

i) x∗ ist asymptotisch stabil

ii) Die Ljapunovgleichung ATQ + QA = −I besitzt eine symmetrische
positiv de�nite Lösung Q

Beweis. �⇒� Ist der Fixpunkt x∗ von ẋ = Ax asymptotisch stabil, so gibt
es Konstanten ω > 0 und M ≥ 1, sodass ‖eAt‖ ≤ Me−ωt für t ≥ 0.2 Da eAt

beschränkt ist, können wir Q de�nieren als

Q :=

∫ ∞
0

eA
T teAtdt

Q ist symmetrisch und es gilt mit x ∈ V , V ein Vektorraum:

〈Qx, x〉 = xTQx =

∫ ∞
0

xT eA
T teAtx dt =

∫ ∞
0

(eAtx)T eAtx dt

=

∫ ∞
0

‖eAtx‖22 dt > 0 ∀x 6= 0

Q ist also positiv de�nit und wir können uns mit ‖x‖Q :=
√
〈Qx, x〉 eine

Norm auf den Rn de�nieren. Weiterhin gilt∫ ∞
0

d

dt
(eA

T teAt) dt =

∫ ∞
0

AT eA
T teAt + eA

T teAtAdt

= AT
∫ ∞
0

eA
T teAt dt+

∫ ∞
0

eA
T teAt dtA = ATQ+QA

Auÿerdem gilt∫ ∞
0

d

dt
(eA

T teAt) dt =
[
eA

T teAt
]∞
0

= 0− I = −I

Für die vorletzte Gleichung benötigen wir ‖eAt‖ ≤Me−ωt.
Insgesamt erhalten wir also

ATQ+QA =

∫ ∞
0

d

dt
(eA

T teAt) dt = −I

2[2] Satz 2.7 aus dem Skript �Dynamische Systeme� von Professor Schmidt
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⇒ Q ist symmetrische positiv de�nite Lösung von ATQ+QA = −I

�⇐� Sei Q eine symmetrische positiv de�nite Lösung von ATQ+QA = −I,
dann folgt aus der Normenäquivalenz im Rn, dass es Konstanten c1, c2 > 0
gibt, mit

c1‖x‖22 ≤ 〈Qx, x〉 ≤ c2‖x‖22 x ∈ Rn

Ist x(t) eine Lösung von ẋ = Ax mit Anfangswert x0, dann gilt

d

dt
〈Qx(t), x(t)〉 = 〈Qẋ(t), x(t)〉+ 〈Qx(t), ẋ(t)〉 = ẋ(t)TQx(t) + x(t)TQẋ(t)

= x(t)T (QA+ ATQ)Tx(t) = ((QA+ ATQ)x(t))Tx(t)

= 〈(ATQ+QA)x(t), x(t)〉 = −‖x(t)‖22
≤ −c−12 〈Qx(t), x(t)〉 < 0 t > 0

In der zweiten Zeile benutzen wir ẋ = Ax.
⇒ L := 〈Qx, x〉 ist eine strikte Ljapunovfunktion für ẋ = Ax. Weiterhin gilt

‖x(t)‖22 ≤
1

c1
〈Qx(t), x(t)〉

(??)

≤ 1

c1
e
− t

c2 〈Qx0, x0〉 ≤
c2
c1
e
− t

c2 ‖x0‖22

Bemerkung 2.2. zu (??)

d

dt
〈Qx(t), x(t)〉 ≤ −c−12 〈Qx(t), x(t)〉

⇔
∫ t

0

d
dt
〈Qx(t), x(t)〉
〈Qx(t), x(t)〉

dt ≤ −
∫ t

0

c−12 dt

⇔ ln(〈Qx(t), x(t)〉)− ln(〈Qx0, x0〉) ≤ −c−12 t

⇔ 〈Qx(t), x(t)〉 ≤ e
− t

c2 〈Qx0, x0〉

Um Ljapunovfunktionen noch ein wenig zu veranschaulichen, wollen wir hier
noch eine Gra�k einer Ljapunovgleichung einbauen.
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3

Wir haben hier eine Ljapunovfunktion einer asymptotisch stabilen Di�eren-
tialgleichung. Wie man sieht, laufen die Trajektorien entlang einer fallenden
Ljapunovfunktion V zum Fixpunkt.

2.2 Direkte Methode von Ljapunov

Wir betrachten nun das autonome System

ẋ = f(x) (4)

mit f stetig in der o�enen Teilmenge D ⊂ Rn, x∗ ∈ D und f(x∗) = 0.
Unsere Ljapunovfunktion L ist im folgenden stetig di�erenzierbar und es gilt
L(t, x∗) = 0, L(t, x(t)) > 0 für x(t) 6= x∗

Theorem 2.3. Sei D ∈ Rn, x∗ ∈ D ein Fixpunkt, f ∈ C(D) mit f(x∗) = 0
und es existiere eine Ljapunovfunktion L von f, dann gilt

a) L̇ ≤ 0 in D ⇒ der Fixpunkt x∗ ist stabil

b) L̇ < 0 in D \ {x∗} ⇒ der Fixpunkt x∗ ist asymptotisch stabil

Beweis. a) Sei ε > 0 hinreichend klein, sodass Bε(x
∗) ⊂ D. Wähle nun

ein γ > 0, sodass L(t, x) ≥ γ für ‖x − x∗‖ = ε (also auf dem Rand
des Epsilonballes um x∗ liegt), danach wähle ein δ mit 0 < δ < ε, sodass
L(t, x) < γ für ‖x − x∗‖ < δ. Wenn x(t) eine Lösung von (4) ist mit

3aus http://www.math24.net/method-of-lyapunov-functions.html
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‖x(0) − x∗‖ < δ und da L̇(t, x(t)) ≤ 0, gilt L(t, x(t)) ≤ L(0, x(t)) < γ.
Da L(t, x) nur Werte ≥ γ auf ‖x − x∗‖ = ε (auf dem Rand des Epsilon-
balles) annimmt und x(t) stetig ist und somit auch ‖x(t) − x∗‖ stetig ist,
kann x(t) den Epsilonball nicht verlassen. Angenommen es existiere ein t2
mit ‖x(t2) − x∗‖ > ε. Nach dem Zwischenwertsatz gäbe es ein t1 < t2 mit
‖x(t1)− x∗‖ = ε und somit würde gelten, dass L(t1, x(t)) ≥ γ, was zu einem
Widerspruch führen würde. Es folgt also ‖x(t) − x∗‖ ≤ ε für t > 0. x∗ ist
also stabil.
b) Ist x(t) eine Lösung wie in a) und ϕ(t) = L(t, x(t)), dann ist
lim
t→∞

ϕ(t) = β < γ. Wir zeigen, dass β = 0. Nehmen wir also erst einmal an

β 6= 0 und führen dies zu einem Widerspruch. Sei dazu
M := {x ∈ Bε : β ≤ L(t, x) < γ} eine kompakte Untermenge von Bε \ {0}
und max{L̇(t, x) : x ∈ M} = −α < 0. Da die Lösung x(t) in M bleibt,
aber ϕ̇(t) ≤ −α führt dies zu einem Widerspruch und es folgt lim

t→∞
ϕ(t) = 0.

Weiterhin gilt also x(t) → x∗(t → ∞), da es für 0 < ε′ < ε ein positives
Minimum δ auf ‖x− x∗‖ ≤ ε. Daher ist ‖x(t)− x∗‖ < ε′, sobald ϕ(t) < δ ab
hinreichend groÿem t.
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