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1 Ljapunovfunktion und deren Eigenschaften

Es sei G C R" offen, f: R, x G — R” stetig. Wir betrachten das Anfangs-
wertproblem

t >t (1)

{i = f(t,l‘)

[L'(to) = X9

wobei tg > 0 und zg € G ist. Ist 2(¢) eine nichtfortsetzbare Losung, so sei ihr
Existenzintervall mit J(z) bezeichnet, sowie J(x) = J(z) N [to, 00].

Definition 1.1. (Ljapunovfunktion) Sei V : Ry x G — R stetig. V heifst
Ljapunovfunktion fir (1), falls die Funktion

p(t) =V(t,z@),  tei(z) (2)
fallend ist, fiir jede Losung x(t) von (1).

Sei L aus C', dann gilt nach der Kettenregel:

L(t,x(t)) = O.L(t,x(t)) + (VL L(t, x(t)), z(t))
= O L(t, x(t)) + (Vo L (L, 2(1)), f(t, x(t)))

Wir nennen L die orbitale Ableitung von L. Ist L € C, dann folgt:
L ist Ljapunovfunktion fiir (1) < L(¢,z) < 0 VteR, ,xeG

Da die Ljapunovfunktion allerdings nur als stetig vorausgesetzt wurde, defi-
nieren wir uns die orbitale Ableitung allgemeiner als:

it (b)) = limsup%(L(H—h,x(t)+hf(t,x(t)))—L(t,x(t))) t>0,2€G

h—0t+

Hier gilt allerdings nicht, dass L(t,z) < 0 ist dquivalent zu L ist eine Ljapu-
novfunktion. Besser sieht es aus, wenn L lokal Lipschitz in x ist. Denn dann
kann Lemma 1.2 benutzt werden.

Lemma 1.2. Sei L : Ry x G — R stetig und lokal Lipschitz in x. Dann sind
Gquivalent:

i) L ist eine Ljapunovfunktion
i) Bs gilt L(t,z) <0  Vt>0,z €

Um dieses Lemma zu beweisen, benétigen wir noch folgendes Hilfslemma.



Hilfslemma 1.3. Sei w : [a,b) X R — R stetig, ¢ : [a,b) — R stetig und es
gelte:

D ¢(t) := liminf Pt +h) — olt)

h—0+ h < w(t, p(t)) Vt € [a,b)

p(a) < po

Sei p*(t) die Mazimallosung von p = w(t, p), p(a) = po. Dann gilt p(t) < p*(t)
fiir alle t € [a,b) mit p*(t) < oco. !

Beweis. (Lemma 1.2) Sei erst einmal () = L(t, z(t)). Wir zeigen die Aqui-
valenz indem wir zeigen, dass folgende Gleichung gilt

t+h)—p(t .
D o(t) i imsup LEFEN =W oy tedi@) ()
h—0+ h
Wir wollen zuerst zeigen, dass die Aquivalenz aus der Gleichheit folgt.
i) = ii) Da L nach Definition monoton fallend ist gilt

0> D*yp(t) = limsup plt+h) = olt) o L(t, z(t))

h—0t+ h

i) =1) z2.5>5 = p(s) < p(s) mit 5,5 € J, ()

) @(t+h) —p(t)

0> L(t,z(t)) = DYp(t) = limsup

h—0t h

oot +h) — et
>1] f =D, ot
> lim in - +(t)

Sei nun w(t, ¢(t)) = 0 dann kénnen wir unser Hilfslemma anwenden mit

Dip(t) <0  Vte[s, 0)
e(s') = po

Die Maximallosung von p = 0, p(s') = po ist p*(t) = po. Aus dem Hilfslemma

folgt nun, dass ¢(t) < p*(t) = po = ¢(¢') fiir alle ¢t € [¢', 00) und insbesondere

gilt fiir s > s = ¢(s) < p(s). '

Wir miissen also nur noch zeigen, dass die Gleichheit von DT p(t) = L(t, z(t))

gilt. Sei x(t) eine Losung von (1) und ¢ € J, (z) fix. Wihle

U=[tt+0) x Bs(z(t)) C Ry x G, sodass

IL(s,2) = L(s,y)|| < Lllz =yl Vselt,t+0) w,ye€ Bs(x(t)) (3)

1[1] Der Beweis kann in ,Gewdhnliche Differentialgleichungen und dynamische Systeme'
von Jan W. Priiss/Mathias Wilke (Lemma 6.4.1) nachgelesen werden
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Wihle hg > 0, sodass hg < 0 und x([t,t + ho]) C Bs(x(t)), sowie
hol| f(t,z(t))|| < ¢ erfiillt sind. Nun gilt fiir h < hg:

o(t+h) —@(t) =Lt + h,z(t+ h)) — L(t,z(t))
=Lt + h,x(t) + hf(t,z(t)) — L(t, z(t)) + R(h)

mit
R(h) = L(t+ h,z(t + h)) — L(t + h,x(t) + hf(t,z(t)))
Wir wollen nun zeigen, dass hhm+ R(h) =0, da dann gerade gilt, dass
—0
p(t+h) — @(t) = Lt + h,z(t) + hf(t,2(t))) — L(t, z(t))

bzw.

@(t+h) —p(t)

Dt p(t) = limsup

h—0+ h
= liiri?)ljp %(L(t + h,x(t) + hf(t,2(t)) — L(t, 2(t))) = L(t, z(t))

Um zu zeigen, dass R(h) = 0 fiir h — 0, benutzen wir die Lipschitzstetigkeit
wie in (3).

IR = |IL(t + h,2(t + b)) — L(t + b 2(t) + hf (¢, 2(0)))]
< Llfe(t + h) — a(t) — hf(t, 2(t))]] = o(h)

Bemerkung 1.4. Se: f,g: R — R dann gilt

falls

f(h)|
m\ =0

In unserem Fall ist f(h) = R(h) und g(h) = h, sodass

lim
h—0+

x(t+h) — x(t)
h

lim
h—0+

—j;(t)‘:o



2 Stabilitatsaussagen mit Ljapunovfunktionen

2.1 Ljapunovgleichung

Lemma 2.1. Sei A € R™", z* ein Fizpunkt von © = Ax. Dann sind dqui-
valent:

i) x* ist asymptotisch stabil

i) Die Ljapunovgleichung ATQ + QA = —I besitzt eine symmetrische
positiv definite Losung ()

Beweis. ,=* Ist der Fixpunkt x* von & = Az asymptotisch stabil, so gibt
es Konstanten w > 0 und M > 1, sodass ||e?|| < Me ! fiir t > 0.2 Da e?!
beschrinkt ist, kénnen wir ) definieren als

Q::/ Attt
0

Q ist symmetrisch und es gilt mit x € V', V ein Vektorraum:

(Qr,z) = 27 Qr = / aTet ety dt = / ()T ey dt
0 0
:/ ledz||2dt >0  Va#0
0

Q ist also positiv definit und wir kénnen uns mit || z||g := /(Qx,x) eine
Norm auf den R"™ definieren. Weiterhin gilt

/OO %(eATteAt) dt = /OO ATeA At 4 ATt eA A gt
0 0

= AT/ et gt 4 / e dt A = ATQ +QA
0

0

Aulerdem gilt

o d 00
/ —(eATteAt) dt = [eATteAt} =0—-I=-1I
o dt 0

Fiir die vorletzte Gleichung bendtigen wir ||et|| < Me“t,
Insgesamt erhalten wir also

d

ATQ + QA = / %(eATteAt) dt = —1I
0

2|2] Satz 2.7 aus dem Skript ,Dynamische Systeme* von Professor Schmidt
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= (Q ist symmetrische positiv definite Losung von ATQ + QA = —1

,< Sei QQ eine symmetrische positiv definite Losung von ATQ + QA = —1,
dann folgt aus der Normenédquivalenz im R", dass es Konstanten ci,co > 0
gibt, mit

allzl; < (Qz2) <ellzl;  xeR”

Ist x(t) eine Losung von & = Ax mit Anfangswert xo, dann gilt

%<Q$(t),$(t)> = (Qi(t), x(t)) + (Qu(t), (1)) = #(t)" Qu(t) + x(t) Qi)
= 2()" (QA+ ATQ) (1) = (QA+ ATQ)x (1)) (1)
= ((A"Q + QA)x(t),x(t)) = —[ = (1)]I2
< —c;HQx(t),x(t)) < 0 t>0

In der zweiten Zeile benutzen wir & = Ax.
= L := (Qz, ) ist eine strikte Ljapunovfunktion fiir £ = Ax. Weiterhin gilt

1 %) 1t L
o0l < Qa0 200 L L5 @ < 275
1

2
xz
: - ol

Bemerkung 2.2. zu (%*)

i<@x<t>,x<t>> < — &, Qu(t), 2(1))

' 40 ) t
& ! dt < — / cy b dt
0 < 0

& In({Qx(t), z(t))) 1n(<Q:vo,xo>)§—051t

& (Qu(t), 2(t)) < e 2 (Quo, o)

Um Ljapunovfunktionen noch ein wenig zu veranschaulichen, wollen wir hier
noch eine Grafik einer Ljapunovgleichung einbauen.



Wir haben hier eine Ljapunovfunktion einer asymptotisch stabilen Differen-
tialgleichung. Wie man sieht, laufen die Trajektorien entlang einer fallenden
Ljapunovfunktion V zum Fixpunkt.

2.2 Direkte Methode von Ljapunov

Wir betrachten nun das autonome System

i = f(z) (4)

mit f stetig in der offenen Teilmenge D C R™ z* € D und f(z*) = 0.
Unsere Ljapunovfunktion L ist im folgenden stetig differenzierbar und es gilt
L(t,z*) =0, L(t,z(t)) > 0 fir z(t) # «*

Theorem 2.3. Sei D € R",z* € D ein Fizpunkt, f € C(D) mit f(z*) =0
und es existiere eine Ljapunovfunktion L von f, dann gilt

a) L <0in D= der Fizpunkt x* ist stabil
b) L <0in D\ {z*} = der Fizpunkt x* ist asymptotisch stabil

Beweis. a) Sei ¢ > 0 hinreichend klein, sodass B.(z*) C D. Wihle nun
ein v > 0, sodass L(t,x) > v fir ||z — z*[| = € (also auf dem Rand
des Epsilonballes um x* liegt), danach wéhle ein § mit 0 < § < ¢, sodass
L(t,z) < ~ fir ||z — 2*]| < §. Wenn xz(t) eine Losung von (4) ist mit

3aus http://www.math24.net /method-of-lyapunov-functions.html
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| 2(0) — z*|| < & und da L(t,z(t)) < 0, gilt L(t,z(t)) < L(0,z(t)) < ~.
Da L(t,xz) nur Werte > v auf ||z — z*|| = € (auf dem Rand des Epsilon-
balles) annimmt und x(t) stetig ist und somit auch |[|z(t) — z*|| stetig ist,
kann z(t) den Epsilonball nicht verlassen. Angenommen es existiere ein ¢,
mit ||z(t2) — 2*|| > e. Nach dem Zwischenwertsatz gébe es ein t; < ¢ mit
|x(t1) — 2*|| = € und somit wiirde gelten, dass L(t1,z(t)) > -y, was zu einem
Widerspruch fithren wiirde. Es folgt also || z(t) — z*|| < e fiir ¢ > 0. 2* ist
also stabil.

b) Ist x(t) eine Losung wie in a) und ¢(t) = L(t,x(t)), dann ist
tllglo o(t) = B < . Wir zeigen, dass = 0. Nehmen wir also erst einmal an
6 # 0 und fiihren dies zu einem Widerspruch. Sei dazu
M :={x € B.: 8 < L(t,z) < v} eine kompakte Untermenge von B, \ {0}
und maz{L(t,z) : * € M} = —a < 0. Da die Losung z(t) in M bleibt,
aber p(t) < —a fiihrt dies zu einem Widerspruch und es folgt tlgglo o(t) = 0.
Weiterhin gilt also z(t) — 2*(t — o0), da es fiir 0 < ¢ < € ein positives

Minimum ¢ auf || x — z*|| < e. Daher ist || z(¢) —2*|| < €, sobald ¢(t) < J ab
hinreichend groftem ¢. [
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