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12. Ubung

Ein Zwischenwertsatz fiir die Ableitung
Die Funktion f : (a,b) — IR sei differenzierbar und f’ sei nicht konstant. Zeigen Sie, dass es zu
jedem 1 € IR mit
inf{f'(z) : z € (a,b)} <n <sup{f'(z) : z € (a,b)}
ein § € (a,b) gibt mit f'(§) =n (6 Zusatzpunkte)

[Tipp und Warnung: Betrachten Sie g(z) := f(x) — nz und bedenken Sie, dass f’ nicht notwen-

digerweise stetig zu sein braucht.|

Differenzierbarkeit
Es seien a,b € IR mit a < b, sowie z* € (a,b) und f: (a,b) = IR eine stetige Funktion.

(a) Es sei f in a* differenzierbar. Wir setzen weiter voraus, dass es eine Folge (zp,)nen mit
Ty € (a,b) \ {z*} fir alle n € IN und lim, 0, = 2* gibt, so dass f(z,) = 0 fiir alle
n € IN gilt. Zeigen Sie: f(z*) = f'(z*) = 0. (3 Zusatzpunkte)
Bemerkung: Eine Nullstelle von f, die zugleich Nullstelle von f’ ist, bezeichnet man auch

als Nullstelle héherer Ordnung.

(b) Nun sei f differenzierbar auf (a,b)\{z*} und es existiere ein ¢ € IR mit lim, .~ f'(z) =

¢ = limg_,+4 f'(x). Zeigen Sie, dass f dann auch in z* differenzierbar ist, und zwar mit

fll@)=c. (5 Zusatzpunkte)
[Tipp: Zu beweisen ist, dass die Funktion & : (a,b) — IR mit h(x) := % fir x # x*

und h(z*) := c stetig ist. Dazu zeige man, dass h in x* linksseitig stetig und rechtsseitig

stetig ist, siche Aufgabe 38. Denken Sie auch an den Mittelwertsatz.|

Die Produktregel fiir n-te Ableitungen

Es seien n € IN, I C IR ein offenes Intervall, f,g : I — IR zwei n-fach differenzierbare
Funktionen und h := f-g: 1 — IR. Beweisen Sie: h ist n-fach differenzierbar und fiir die n-te
Ableitung h(™ gilt fiir alle z € I

kg()ﬂk ¢ (2)

(mit der Konvention f(©) := f). Dabei bezeichnen (3) = (ni”ik'),k, die entsprechenden Binomial-

koeffizienten. (7 Zusatzpunkte)

Bitte wenden.



45. Grenzwertberechnung von Funktionswerten

(a) Bestimmen Sie zlir[% t:;l((;::i) (3 Zusatzpunkte)

(b) Zeigen Sie: lim e* =0 und lim e* = oc. (3+8 Zusatzpunkte)

li
T—r—00 T—00

x —x

: - —e
(c) Bestimmen Sie lim ————.
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(3 Zusatzpunkte)

(d) Bestimmen Sie lim — fir a, 8 > 0. (8 Zusatzpunkte)
T—00 I
(e) Zeigen Sie lim In(z) = —oo und bestimmen Sie lim (z - In(x)). (3+8 Zusatzpunkte)
z—0+ z—0+

Die Losungen sind bis spétestens Donnerstag, den 1. Dezember 2016, 13:00 Uhr in den entspre-
chenden Briefkasten (Eingang A5-Gebéude, Teil C) einzuwerfen.

Hinweis: Alle auf diesem Blatt erreichbaren Punkte sind Zusatzpunkte. Aufserdem ist dies das letzte
Blatt, auf das es Punkte gibt. Auf dem kommenden 13. (und nicht mehr abzugebenden) Ubungsblatt

wird es keine Punkte mehr geben. Es beinhaltet jedoch Aufgaben zu klausurrelevantem Stoff.



