Analysis 111

Martin Schmidt
artin e Losung zu Aufgabe 20(b), (c)

Sebastian Klein

20. (b) Esseien (E,(a,b),7),to, fo und J wie im Tipp. Offenbar ist (tg—e, to+¢€) C J, also
J # @, und auBerdem gilt fiir t; <ty < to mit ¢1,ty C J schon (t1,%2) C J. Wegen
letzterer Eigenschaft ist J ein Intervall. Wir zeigen nun, dass J in (a,b) offen und
abgeschlossen ist. Weil (a,b) zusammenhéngend ist, folgt daraus J = (a,b) und

damit die Behauptung nach Lemma 1.54.
Zu J offen in (a,b). Essei t; € J, ohne Beschrinkung der Allgemeinheit mit ¢; >

to. Wegen t; € J existiert nach der Definition von J ein nullstellenfreier Schnitt
f:(to —e,t1) — E. Andererseits existiert eine Umgebung (t3,%3) von ¢, in (a,b)
(hier ist ¢y < to < t; < t3), iiber der das Geradenbiindel (F,(a,b), ) trivial ist; sei
¥ R X (tg,t3) — 7 U] die zugehorige lokale Trivialisierung. Dann existiert eine
glatte Funktion ¢ : (t2,t1) — IR, die f|(ta,t1) beziiglich der lokalen Trivialisierung
¥ beschreibt, in folgendem Sinne: Fiir ¢ € (ta,t1) ist f(t) = ¥(g(t),t). Mit f ist
auch ¢ nullstellenfrei, daher kann ¢ nach dem Zwischenwertsatz sein Vorzeichen

nicht &ndern. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei g > 0.

Wir wihlen nun eine Zerlegung der Eins auf dem Intervall (¢, — e,¢3), und zwar
zu der Uberdeckung {U; := (ty — &,t,),Us := (t3,t3)} dieses Intervalls: Demnach
existieren zwei glatte Funktionen hy,hy : (to — &,t3) — R mit 0 < hy < 1 fur
ke {1,2}, Tr(hy) C Uy und hy+ hy = 1. Damit definieren wir den glatten Schnitt

fi(to—e,t3) >R, t = hy(t)- f(t)+ haolt) - (1,1) .

Fiir t € (to —€,ta] ist he(t) =0 und somit f(t) = f(t) #0; fir t € (L9, t3) ist

f(@) = ha(t) - f(t) + ha(t) - ¥(1,8) = ha(t) - ¥(g(t), 1) + ha(t) - (1, 1)
= (ha(t) g(t) + ha(t) 1,1) ,

wegen ¢(t) > 0 und den Eigenschaften von hy ist hy(t) g(t)+ha(t) 1 > 0 und damit
ebenfalls f(t) # 0. Also ist f ein nullstellenfreier Schnitt von 7 iiber (to — e, ¢3)
und daher ist t3 € J. Weil J ein Intervall ist, folgt (t2,t3) C J.

Zu J abgeschlossen in (a,b). Sei t; € 0J N (a,b) ein Randpunkt von .J; ohne
Beschréinkung der Allgemeinheit sei wieder t; > t;. Dann gibt es eine Umgebung
(ty,t3) von ty in (a,b),iiber der (E, (a,b), ) trivialist; sei ¢ : RX (Lo, t3) — 7 1[U]
die zugehorige lokale Trivialisierung. Weil ¢; ein Randpunkt des Intervalls J mit
t1 > tg € J ist, folgt (t2,t1) C J. Es existiert also ein ¢, mit ty < t4 <
und t4 € J, und somit nach der Definition von J ein nullstellenfreier Schnitt f :
(to —e,ty) — E. Jetzt gehen wir analog wie im ersten Teil des Beweises vor, um
f zu einem nullstellenfreien Schnitt auf (typ — e,¢;) fortzusetzen. Wir definieren
wieder ¢ : (to,t4) — R durch f(t) = ¥(g(t),t) fir t € (to,t4) und diirfen ohne

Beschréinkung der Allgemeinheit voraussetzen, dass g > 0 ist. Wir wéhlen eine



(c)

Zerlegung der Eins (hy, ho) auf dem Intervall (to — e,t1) zur Uberdeckung (U, :=
(to — €,t4),Us := (t2,t1)} , und definieren damit den glatten Schnitt

fi(to—ety) = R, t— hy(t)- f(t)+ halt) - (1,1) .

Analog wie zuvor sieht man, dass der Schnitt f nullstellenfrei ist. Damit folgt ¢; €
J.

Fiir die Konstruktion des Geradenbiindels (F,S',7) durch Anwendung von Bei-
spiel 1.51 ist nur zu zeigen, dass die Kozykelbedingung erfiillt ist, und dies ist hier
automatisch gegeben, weil die offene Uberdeckung von S' nur zwei Elemente enthiilt,

und es deshalb nur eine einzige Ubergangsfunktion gibt.
Wir zeigen nun, dass das so konstruierte Geradenbiindel nicht trivial ist.

Angenommen, (F,S', m) wire trivial. Dann gibt es nach Lemma 1.54 einen globalen,
nullstellenfreien, glatten Schnitt f:S!' — E. Fiir k € {1,2} ist 7 {iber U trivial,
sei iy, : R x Uy — 7 U] die zugehorige lokale Trivialisierung. Es existieren glatte
Funktionen g : Uy — IR mit

Ve e Uy @ f(z) = Yr(gr(x), x) .

Mit f ist auch g nullstellenfrei. Da U, zusammenhéngend ist, kann daher g, sein

Vorzeichen auf Uy nicht &ndern. Andererseits gilt fiir z € V. :
V2(92(), ) = f(z) = 1 (g1(2), 2) = V2(du,,0, (%) 91(2), 2) = Y2(£g:1(2), )
und daher (weil ¥y(...,z) : R — 7 ![{z}] ein Vektorraum-Isomorphismus ist)
92(x) = £g1(2) -

g1 und gy haben also auf V. dasselbe Vorzeichen, aber auf V_ entgegengesetztes
Vorzeichen. Das ist aber ein Widerspruch dazu, dass g; und g, ihr Vorzeichen nicht

andern konnen.




