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39. Symplektische Tensoren.
Es sei V' ein endlich-dimensionaler, normierter Vektorraum. Ein symplektischer Tensor
auf V ist ein w € /\ZV’, das nicht entartet ist; dabei bedeutet letzteres
VoeVA\{0}3v eV : w(,v)#0

(wobei wir hier wie auch im Folgenden w mittels des kanonischen Isomorphismus V" =V
auch als Bilinearform w : V' x V' — IR auffassen). Es sei w ein symplektischer Tensor

auf V.

(a) Zeige, dass die Abbildung
V=V w, )

ein Vektorraum-Isomorphismus ist. (6 Punkte)

(b) Sei v € V mit v # 0. Zeige: Es existiert ein zu v linear unabhéngiger Vektor v € V'

mit w(v,v) =1, und fiir jedes solches v gilt
dim( kerw(v, -) N kerw(v, -)) = dim(V) — 2. (6 Punkte)

(c) Beweise: Die Dimension von V' ist notwendigerweise gerade, etwa gilt dim(V') = 2n

mit n € IN, und es existiert eine Basis (vq,..., U, U1,...,0,) von V mit
- - 1 fir k=14
w(vg, ) = w0k, v) =0 und  w(vg, V) =
0 fir k#/
fir alle k,0 € {1,...,n}. (8 Punkte)

40. Lokale Darstellung von Tensorfeldern.

Es sei X eine n-dimensionale, glatte Mannigfaltigkeit, und f ein Tensorfeld in T7X .
Um die Notation zu vereinfachen, beschranken wir uns auf den Fall p = 0,q = 2; fiir
andere Werte von p und ¢ gelten analoge Aussagen. Es sei weiter (U, ¢) eine Karte
von X ; die Komponentenfunktionen von ¢ bezeichnen wir mit ¢,...,¢, : U — IR und

betrachten die davon induzierten, iiber U definierten Tensorfelder oy, := d¢y in T} X .

(a) Zeige: Es existieren Funktionen fr,: U — R (k,¢€{1,...,n}), so dass

AU =" for-an®@ar,

k=1



das heifit fiir alle z € U und v,w € T, X
f@)(,w) = Y fralw) an(@)(v) arz) (w)

gilt; zeige weiter, dass diese Funktionen eindeutig bestimmt sind. Diese Art der
Beschreibung von f nennt man Darstellung von f|U in lokalen Koordinaten.
(6 Punkte)

(b) Zeige: f|U ist genau dann glatt, wenn die Funktionen f;, alle glatt sind.
(4 Punkte)

(c) Zeige, dass f genau dann eine 2-Differentialform ist, wenn fiir alle k,¢ € {1,...,n}

gilt: fre=—fox- (4 Punkte)

41. Geschlossene und exakte Differentialformen.

Eine p-Differentialform w auf einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit X heif3t geschlos-
sen, wenn dw = 0 gilt, und sie heifit exakt, wenn es eine (p — 1)-Differentialform 6 auf
X mit w =df gibt.

Es sei nun X = IR®, und es seien z,y,2 : R* — IR die iiblichen Koordinaten-
Projektionen von IR?. Man untersuche, ob die folgenden Differentialformen w geschlossen

sind und ob sie exakt sind; gegebenenfalls finde man auch eine Differentialform 6 auf IR?

mit w =df.

(a) w=yzdr+zzdy+xydz (6 Punkte)
(b) w=axdz+2%y*dy + yzdz (4 Punkte)
(c) w=2zy*dz Ady + 2dy Adz (6 Punkte)




