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10. Der lokale Umkehrsatz.

Es seien M und N differenzierbare Mannigfaltigkeiten, f : M → N eine glatte Ab-

bildung, und p ∈ M . Wir setzen voraus, dass die Tangentialabbildung Tp(f) : TpM →

Tf(p)N ein Vektorraum-Isomorphismus ist. Man zeige dann, dass Umgebungen U von p

in M und V von f(p) in N existieren, so dass f |U : U → V ein glatter Diffeomorphis-

mus ist. (8 Punkte)

[Tipp. Man führe die Behauptung auf den entsprechenden Satz der Differentialrechnung

im IRn zurück.]

11. Über Immersionen differenzierbarer Mannigfaltigkeiten.

(a) Untersuche, an welchen Stellen die folgenden Abbildungen immersiv sind.

(i) f : IR → IR3, t 7→ f(t) = (cos(2t), sin(2t), t). (4 Punkte)

(ii) g : IR → IR2, t 7→ g(t) = (t2, t3). Ist g injektiv? (4 Punkte)

(b) Es sei M eine n-dimensionale, kompakte differenzierbare Mannigfaltigkeit und f :

M → IRn eine glatte Abbildung. Zeige, dass f keine Immersion sein kann.

(8 Punkte)

[Tipp. Man nehme an, die Behauptung sei falsch. Man verwende allgemeine Resul-

tate, um zu zeigen, dass f [M ] in IRn abgeschlossen ist, und Aufgabe 10, um zu

zeigen, dass f [M ] in IRn offen ist. Dies führe man zu einem Widerspruch.]

12. Über die Tangentialabbildung.

(a) Beweise die Teile (i)–(iv) aus Satz 1.35 der Vorlesung ausführlich.

(4+2+2+2 Punkte)

(b) Es seien X und Y differenzierbare Mannigfaltigkeiten, wobei X zusammenhängend

sei, und f : X → Y eine differenzierbare Abbildung. Zeige, dass f genau dann

konstant ist, wenn Tx(f) = 0 für alle x ∈ X gilt. (4 Punkte)

13. Über den Zusammenhang zwischen Derivationen und Vektoren im IRn .

Sei A eine IR-Algebra mit Eins-Element 1lA und ϕ : A → IR ein Algebrahomomorphis-

mus (d.h. insbesondere ϕ(1lA) = 1 ). Sei Derϕ(A) ⊂ L(A, IR) der Unterraum von L(A, IR),

der durch

Derϕ(A) := {D ∈ L(A, IR)
∣

∣D(ab) = ϕ(a)D(b) +D(a)ϕ(b) für a, b ∈ A }

definiert ist. Zeige:
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(a) Für alle D ∈ Derϕ(A) gilt: D(1lA) = 0. (4 Punkte)

(b) Seien (λ0, . . . , λn) ∈ IRn+1, a1, . . . , an ∈ ker(ϕ) sowie b1, . . . , bm, c1, . . . , cm ∈ ker(ϕ).

Dann gilt für alle D ∈ Derϕ(A)

D

(

λ01lA +

n
∑

i=1

λiai +

m
∑

j=1

bjcj

)

=

n
∑

i=1

λiD(ai).

(4 Punkte)

(c) Wenn a1, . . . , an ∈ ker(ϕ) existieren, so dass jedes a ∈ A als a = λ01lA +
∑n

i=1 λiai +
∑m

j=1 bjcj mit (λ0, . . . , λn) ∈ IRn+1 sowie b1, . . . , bm, c1, . . . , cm ∈ ker(ϕ) geschrieben

werden kann, so ist die Abbildung

Ψ : Derϕ(A) → IRn, D 7→ (D(a1), . . . , D(an))

injektiv. (4 Punkte)
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