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29. Flüsse von Vektorfeldern.

(a) Es sei F das glatte Vektorfeld auf IR2 , das durch

F (x, y) = (y,−x)

gegeben ist. Bestimme den maximalen Fluss von F . (5 Punkte)

[Tipp. Es ist hilfreich, IR2 mit C zu identifizieren, und dann F mit Hilfe der

komplexen Multiplikation umzuschreiben.]

(b) Es sei S
2 ⊂ IR3 die 2-Sphäre und a ∈ IR . Wir definieren F : S2 → IR3 durch

F (x, y, z) = (a y,−a x, 0) .

(i) Zeige, dass F ein Vektorfeld auf S
2 definiert. (3 Punkte)

(ii) Bestimme den maximalen Fluss ψF von F . (5 Punkte)

(iii) Sei M := S
2 \ {(1, 0, 0)} . Finde eine offene Umgebung W von {0} × M in

IR ×M , so dass ψF |W ein Fluss auf M ist. Ist ψF |W ein globaler Fluss auf

M ? (5 Punkte)

30. Ein Beispiel für ein nicht-vollständiges Vektorfeld. Sei

W := { (t, (x, y)) ∈ IR× IR2
∣∣ 2 (x2 + y2) · t < 1 }

und

ψ : W → IR2, (t, (x, y)) 7→
1√

1− 2 (x2 + y2) · t
· (x, y) .

(a) Zeige, dass ψ ein Fluss auf IR2 ist. (5 Punkte)

(b) Bestimme ein Vektorfeld F ∈ Vec∞(IR2) , so dass ψ Fluss von F ist. (5 Punkte)

(c) Begründe, dass ψ der maximale Fluss ψF von F ist, und dass das Vektorfeld F

folglich nicht vollständig ist. (2 Punkte)

31. Über die Integralkurven von Vektorfeldern der Form λF . Sei X eine differen-

zierbare Mannigfaltigkeit, F ∈ Vec∞(X) , λ ∈ C∞(X, IR) , G := λF ∈ Vec∞(X) und

p0 ∈ X .

Zeige: Ist α : I → X eine Integralkurve von F mit α(0) = p , und ist f : J → I eine

Lösung des Differentialgleichungs-Anfangswertproblems

f ′(t) = λ(α(f(t))) mit f(0) = 0 ,

so ist β := α ◦ f : J → X eine Integralkurve von G mit 0 ∈ J und β(0) = p0 , und man

erhält jede solche Integralkurve von G auf diese Weise. (8 Punkte)
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32. An Vektorfelder angepasste Karten.

Es sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, n := dim(X) , x0 ∈ X und F ∈

Vec∞(X) ein Vektorfeld mit F (x0) 6= 0 . Man zeige, dass es eine Karte (U, φ) von X

mit x0 ∈ U und

Tx(φ)
−1(e1) = F (x) für x ∈ U

gibt. Dabei bezeichnet e1 = (1, 0, . . . , 0) den ersten Standardeinheitsvektor des IRn .

(12 Punkte)

[Tipp. Sei ψ der maximale Fluss von F . Dann existieren ε > 0 und eine Umgebung

Û von x0 in X , so dass ψ mindestens auf (−ε, ε) × Û definiert ist. Man wähle eine

(n − 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit S von Û mit x0 ∈ S und F (x0) 6∈ Tx0
S

(warum existiert eine solche?). Damit untersuche man ψ|((−ε, ε)× S) in der Nähe von

(0, x0) mithilfe des Satzes von der Umkehrfunktion.]
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