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In den Aufgaben 36 und 37 seien V,Vi,...,V,,, W stets endlich-dimensionale,
normierte Vektorrdume iiber IK.

36. (a) Dimension von L£(Vi,...,V,; W). Zeige, dass
dim L(Vy, ..., V; W) =dim(Vy) - ... - dim(V},) - dim (V)

gilt. (5 Punkte)

[Tipp. Ausgehend von Basen der V;, und von W iiberlege man sich, wie eine Basis

von L(Vi,...,V,; W) aussieht.]

(b) Alternative Beschreibungen der Norm auf £(Vi,...,V,; W). Nach Vorle-
sung ist die Norm auf L£(Vy,...,V,; W) durch

1Al = sup{ [[A(z1, ..., za)[| | 2 € Vi, [law] <1}

fir Ae L(V4,...,V,; W) gegeben. Beweise, dass die folgenden beiden alternativen
Beschreibungen dieser Norm gelten:

1Al = sup{ | A(w1, .., 2a) |l | 2k € Vi, [lanll =1}

— sup { [PTE ) o € Vi \ {0}} . (5 Punkte)
(c¢) Ein Isomorphismus zwischen L£(V; W) und L(V,W’;IK). Zeige, dass die
Abbildung
Q: LV, W)= LV, K), A O(A)
mit

P(A): VxW - K, (v,B)— (BoA)(v)

ein Isomorphismus der normierten Vektorraume L£(V; W) und L£(V, W’;IK) ist; das
bedeutet: ® ist ein Vektorraum-Isomorphismus, der zusétzlich die Norm respektiert,

d.h. fir alle A e L(V; W) gilt
@A) = ALl (5 Punkte)
37. Das Tensorprodukt endlich-dimensionaler Vektorriume.

(a) Belege jeweils durch ein Beispiel, dass im Allgemeinen

(i) das Tensorprodukt von Vektoren
VIX. . XV,=>V®...0V,, (v,...,0) 11 ®...Q0,

selbst dann nicht kommutativ ist, wenn V; =... =1V, ist; (5 Punkte)

(ii) nicht jeder Vektor in V; ® ... ® V,, kohérent ist. (5 Punkte)
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(b) Zeige, dass in V; ® ... ® V,, die lineare Hiille der kohérenten Vektoren ganz V; ®
... ®V, ist, das heiflt, dass sich jedes Element von V; ® ... ® V,, als endliche

Linearkombination kohérenter Vektoren schreiben l&83t. (5 Punkte)

(c) Konstruiere Isomorphismen von normierten Vektorrdumen, um die folgenden

natiirlichen Isomorphien zu beweisen:

1) LV, VW 2 LVI®...V,; W) (4 Punkte)
(i) RVKLOVEEVR (Vo Vs) = (VioV) Vs (4 Punkte)
(iii)) L(V; W) =2V W. (4 Punkte)

38. Riemannsche Metriken.
Sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Wir bezeichnen mit L(TX,TX;IR) das

Vektorraumbiindel, dessen Faser iiber z € X der IR-Vektorraum der Bilinearformen
T,X xT,X — IR ist. Eine Riemannsche Metrik auf X ist ein globaler, glatter Schnitt
g in diesem Vektorbiindel, so dass fiir x € X die Bilinearform g¢(z) jeweils ein Skalar-

produkt auf 7,X , also symmetrisch und positiv definit ist.
Zeige: Auf X existiert eine Riemannsche Metrik. (8 Punkte)

[Tipp. Ist (U, ¢) eine Karte von X, so wird durch g(x)(v,w) = T,¢(v) - Tpo(w) fiir
r € U und v,w € T,X eine Riemannsche Metrik auf U definiert, wobei - auf der
rechten Seite der Gleichung das iibliche Skalarprodukt im IR"™ bedeutet. Man ,klebe“
derartige Riemannsche Metriken auf Kartenumgebungen mittels einer Zerlegung der Eins

zu einer Riemannschen Metrik auf X zusammen.]




