Martin Schmidt Fourieranalysis 10. Februar 2015
Eva Liibcke 1. Ubung

1. Uber die Rdume L und ¢”.
(a) Zeige, dass fiir alle 1 < p < oo die Raume LP(R/27Z) als Banachrdume isometrisch isomorph
sind zu LP([—m, 7)) ~ LP([—m,7]) ~ LP((—m,)). (5 Punkte)
(b) Zeige, dass co(Z) ein abgeschlossener Untervektorraum von ¢°°(Z) ist. (6 Punkte)

(c) Zeige, dass fiir die Gruppe Z die unitéren Charaktere nur in dem Raum ¢*°(Z) und in keinem
der Rédume ¢P(Z) mit 1 < p < oo liegen. (2 Punkte)

2. Ein nicht-stetiger Homomorpismus von T nach T.

Ziel dieser Aufgabe ist es, einen nicht-stetigen Gruppen-Homomorphismus h : T — T anzugeben.

Hierbei identifizieren wir T mit R/27Z und fassen R als Vektorraum iiber @) auf.

(a) Sei h : R — R eine Q-lineare Abbildung. Gib eine Bedingung an h an, so dass h einen
Gruppenhomomorphismus
R/2n7 — R/2n7

induziert. (8 Punkte)
(b) Zeige, dass es ein solches h gibt, welches nicht stetig ist. (8 Punkte)

Hinweis: Benutze, dass der QQ-Vektorraum R eine Basis besitzt und dass 7w nicht rational ist.

3. Zusammenhang zwischen Symmetrien und Fourierkoeffizienten einer Funktion.

Sei f eine 2m-periodische integrierbare Funktion auf R.

(a) Zeige, dass die Fourierreihe von f geschrieben werden kann als

fl)~ fO)+ 3 [( Fn) + f(—n)) cos(nz) + ¢ ( F(n) - f(—n)) sm(m)] . (2 Punkte)

neN

(b) Zeige, dass fiir eine gerade Funktion f gilt f(n) = f(—n) und schreibe die zugehdriger
Fourierreihe in der Form aus (a). (2 Punkte)
(c) Zeige, dass fiir eine ungerade Funktion f gilt f(n) = —f(—n) und schreibe die zugehdriger

Fourierreihe in der Form aus (a). (2 Punkte)

(d) Sei nun f(z +7) = f(z) fiir fast alle € R. Zeige, dass f(n) = 0 fiir alle ungeraden n € N.
(8 Punkte)

(e) Zeige, dass f genau dann fast iiberall reellwertig ist, wennn f(n) = f(—n) fiir alle n € N
und benutze (a), um die Fourierreihe ) _, f(n)e'"* in eine Reihe von reellen Funktionen

umzuschreiben. (4 Punkte)



4. Berechnung der Fourierreihe aus einer Funktion.

Sei f : R — R die 27-periodische, ungerade Funktion, welche auf [0,7] gegeben ist durch
f(x) =z(r —x).
(a) Zeichne den Graphen von f. (2 Punkte)

(b) Berechne die Fourierkoeffizienten von f und zeige, dass

OREDS sin((2n — 1)z) (8 Punkte)

—1)3
nelN (2n 1)

(c) Die Funktion f(z) hat also dieselben Nullstellen wie sin(z) und auch die Punkte x € R, an
denen f(x) und sin(x) maximal bzw. minimal werden, stimmen {iberein. Daher stellt sich
die Frage, fiir welches a € R der Abstand

| f(z) — asjn(x)”ﬂ(ﬁ?/r)
minimal ist. Bestimme o (8 Punkte)

Abgabe am Dienstag, den 17. Februar 2015, in der Vorlesung.



