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Fourieranalysis
9. Übung

26. Die Poissonsche Summenformel.

(a) Die Periodisierung von f ∈ S(R) ist gegeben durch

P [f ](x) =

∞∑
n=−∞

f(x+ n).

Zeige, dass P [f ](x) periodisch mit Periode 1 ist und begründe, warum diese Reihe konvergiert.

(b) Sei f ∈ S(R). Zeige, dass dann
∞∑

n=−∞
f(x+ n) =

∞∑
n=−∞

f̂(n)e2πιnx.

(c) Folgere hieraus, dass
∞∑

n=−∞
f(n) =

∞∑
n=−∞

f̂(n)

(d) Zeige, dass die Fouriertransformation von

g(x) =

1− |x| für |x| ≤ 1

0 sonst

gegeben ist durch ĝ(ξ) =
(
sin(πξ)
πξ

)2
für ξ 6= 0 und ĝ(0) = 1. Zeige damit und mit Hilfe der

Poissonschen Summenformel, dass für α ∈ R \ Z gilt
∞∑

n=−∞

1

(n+ α)2
=

π2

(sin(πα))2
.

27. Herleitung des Wärmeleitungskerns auf Rn ×R.
Wir betrachten im Folgenden die Wärmeleitungsgleichung

u̇−4u = 0 auf Rn ×R+. (1)

(a) Es sei

Ht(x) :=


1

(4πt)n/2 e
−|x|2/4t für (x, t) ∈ Rn ×R+

0 sonst.

Zeige, dass Ht(x) die Wärmeleitungsgleichung (1) erfüllt und dass
∫
Rn Ht(x)dnx = 1.

(b) Bestimme die Fouriertransformation Ĥt(ξ) von Ht : Rn → R für t > 0.
Tipp: Um das benötigte Integral auszurechnen, schreibe man die Fouriertransformierte von
Ht an der Stelle ξ ∈ Rn in der Form a ·

∫
Rn e

−(by+cξ)2 dy mit (von ξ und t abhängigen)
Konstanten a, b, c ∈ R; dafür führe man im Exponenten eine „quadratische Ergänzung“ durch.
Es darf ohne Beweis benutzt werden, dass

∫∞
−∞ e

−x2 dx =
√
π gilt.

(c) Sei h eine beschränkte, stetige Funktion auf dem R
n. Zeige, dass durch u(x, t) := (h∗Ht)(x)

eine Lösung der Wärmeleitungsgleichung (1) auf Rn ×R+ mit Anfangswert

lim
t→0

u(x, t) = h(x).

gegeben ist.



(d) Sei h nun eine Eigenfunktion des Laplaceoperators auf dem R
n, also

−4 h = λh

Begründe, warum sich das Anfangswertproblem

u̇−4u = 0 mit u(x, 0) = h(x) (2)

durch den Ansatz
u(x, t) = ϕ(t)h(x), ϕ̇(t)h(x) + λϕ(t)h(x) = 0

lösen lässt, bestimme ϕ und hiermit die Lösung des Anfangswertproblems u(x, t). Warum ist
diese Lösung eindeutig?
Tipp: Benutze, dass es genügt, die Funktion h als Linearkombination von Eigenfunktionen
des Laplaceoperators zu betrachten.

(e) Die Eigenfunktionen des Laplaceoperators auf dem R
n haben die Gestalt e2πιkx. Zeige, dass

Ht(x− y) =
∫
Rn

e2π
2k2te2πι(x−y)k dnk

und folgere aus den bisherigen Ergebnissen, dass durch

u(x, t) =

∫
Rn

e−4π
2k2te2πιkxĥ(k)dnk

die Lösung des Anfangswertproblems (2) gegeben ist.
Tipp: Benutze, dass

∫
Rn e

2πιk
√
t+ x

2
√
t dnk = 1

(4πt)n/2 für x ∈ ιR und setze dies analytisch fort
für alles x ∈ C.

28. Nochmal zum Wärmeleitungskern auf R/2πZ.
Wir haben auf Übungsblatt 8 den Wärmeleitungskern auf R/2πZ betrachtet. In dieser Aufgabe
wird nun zudem der Wärmeleitungskern auf R eingeführt und verwendet, um zu zeigen, dass der
Wärmeleitungskern auf R/2πZ ein Diracfolge ist.

(a) Sei

Ht(x) =
∞∑

n=−∞
Ht(x+ 2πn).

Zeige, dass
∫
|x|<π

Ht(x) dx = 1 und dass Ht(x) ≥ 0.

(b) Zeige, dass für 0 < t ≤ 1 und |x| < π gilt

Ht(x) = Ht(x) + Et(x),

wobei der Fehler abgeschätzt werden kann durch |Et(x)| ≤ c1e−c2/t mit Konstanten c1, c2 > 0.

(c) Folgere aus (b), dass für jedes δ > 0∫
δ<|x|≤π

|Ht(x)| dx→ 0 für t→ 0.

Abgabe am Mittwoch, den 29. April 2015, in der Vorlesung.
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