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Kapitel 1

Fourierreihen

1.1 Die Gruppe T und die duale Gruppe %Z

Sei T die Menge T = {z € C | |z| = 1}. Dann ist T offenbar beziiglich der Multipli-
kation eine Gruppe. Aus der Analysis wissen wir, dass die Abbildung R — T,z +— €@
surjektiv ist und z + y auf e’@¥) = e abbildet. Dies ist also ein Gruppenhomo-
morphismus von der additiven Gruppe R auf die multiplikative Gruppe T. Der Kern
dieses Gruppenhomomorphismuses ist die Untergruppe 27Z

217 ={z € R | x = 2mn fiir ein n € Z}.

Dann kénnen wir die Gruppe T mit der Quotientengruppe R/27Z identifizieren. Fiir
jedes z € R gibt es genau ein Maximum m von {n € Z | 2mn < z + w}. Dann folgt
—m < o —2mm < w. Also konnen wir R/27Z mit der Menge [—m, ) identifizieren.
Dabei sollten wir aber beachten, dass jede Umgebung von —7 € R/27Z in [—7, ) eine
Menge von der Form [—7,e)U (7 —¢, 7) enthélt. Eine Folge W—% konvergiert also gegen
—m. Deshalb kénnen wir auch R/27Z mit [, 7| identifizieren, wobei wir —7 und 7
miteinander identifizieren. Als erstes wollen wir alle stetigen Gruppenhomomorphismen
von T nach T bestimmen.

Satz 1.1. Ser x : T — T ein stetiger Gruppenhomomorphismus. Dann gibt es ein
n € Z mit

x(z) =2"  fir alle z € C mit |z| = 1.
Beweis: Wegen der Stetigkeit von y und exp gibt es ein € > 0, so dass fir z € (—¢,¢)

x(e™) = x(e")] = Ix(e™) =1 < 1
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gilt. Die Menge {z € T | |z — 1| < 1} wird durch z ~— +1In(2) bijektiv und stetig auf
y € (—%,%) abgebildet. Sei also f : (—e,6) = (—=3,%) .2 — f(z) mit x(e") = /@),
Weil y ein Gruppenhomomorphismus ist, gilt dann fiir z,y € (—¢,€) mit z+y € (—¢,€)

flx+y) - f(x) — fly) € 27Z und
|f(x+y) = f@) = fW) < |fx+y)+]f(@)]+ fly)| < also
flx+y) = f(z)+ fy).

Daraus folgt fiir alle p;,py € Z \ {0} und ¢1,¢2 € N mit 2 B2 € (—¢, ¢):

q1’ q2

ﬂf (ZA) =qf (i) =qqf (L) =qf (l) = %f (@) .
h q1 a1 q192 q2 b2 q2

Dann gibt es ein ¢ € R mit 1f (%) =cfiir allep € Z\ {0} und ¢ € N mit £ € (=€, ¢).
Dann folgt f(z) = c-x fiir alle z € (—¢,e) NQ und weil f stetig ist, fiir alle x € (—¢, €).
Weil jedes Element von R eine endliche Summe von Zahlen in (—¢,¢) ist, folgt auch
x(e™®) = €. Wegen 1 = x(1) = x(e*™) = e*™ folgt ¢ € Z. Also gilt x(z) = 2". q.e.d.

Die Menge aller dieser stetigen Gruppenhomomorphismen bildet ihrerseits wieder
eine Gruppe. Wenn wir nédmlich zwei solche Elemente von C(T, T) punktweise mitein-
ander multiplizieren erhalten wir ein anderes solches Element

(22" (2 2") =z 2" 2™ =M
Die Abbildung z + 1 ist dabei das neutrale Element und die Abbildung z +— 27" das
inverse von z — 2". Deshalb ist die Gruppe offenbar isomorph zu der Gruppe Z. Man
nennt fiir eine abelsche Gruppe die Menge aller Gruppenhomomorphismen nach T die
duale Gruppe. Wenn die Gruppe offene Teilmengen von R enthélt, dann betrachtet
man nur stetige Charaktere. Also ist von T die duale Gruppe isomorph zu Z.

Diese duale Gruppe ist eine Teilmenge von der Algebra C(T) der stetigen Abbil-
dungen von T nach C. Im folgenden werden wir viele verschiedene Funktionenrdume
betrachten. In der Regel betrachten wir dabei C-wertige Funktionen und benennen nur
die Menge, auf der diese Funktionen definiert sind. Den Vektorraum C(T) versehen wir
mit der Supremumsnorm || ||, wodurch er zu einer Banachalgebra wird:

[fllee = sup |f(2)] fiir alle f € C(T).

Indem wir T mit R/27Z identifizieren, konnen wir C'(T) auch mit den Funktionen in
C(R) identifizieren, die beziiglich der Periode 27 periodisch sind. Diese Unteralgebra
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von C(R) mit || ||« bezeichnen wir mit C'(R/27Z). Fiir ein f € C(R) gilt also
fe€CR/27Z) < f(x+2m) = f(z) fur alle x € R
[flloo = sup|f(z)] = max [f(z)| fiir f € C(R/27Z).
Neben diesem Banachraum C(T) ~ C(R/27Z) werden auch noch folgende grofiere
Banachrdaume eine wichtige Rolle spielen.

P(R/27Z) ={f € I}..(R) | f(x +27m) = f(x) fast iiberall in = € R}.

Diese Raume haben die Norm:

7r 1/p
111 = (55 | Wrtopac) .

Ubungsaufgabe 1.2. Zeige, dass fiir alle 1 < p < co die Riume IP(R/2nZ) als Ba-
nachrdume isomorph sind zu IP([—m, 7)) >~ [P([—m, 7)) =~ [P((—m,7]) ~ [P((—7, 7).

Die analogen Raume fiir die duale Gruppe sind definiert als ¢°(Z), also die be-
schrankten Abbildungen von Z nach C mit der Supremumsnorm

[flloe = sup |f(n)] fiir f € 2(Z) und

P(Z) = {f € >(z) | Z n)|? < oo} mit den Normen
/p

1= (3, 1FmP) fiir 1 < p < oc.

Daneben wird auch noch der Unterraum c¢y(Z) von ¢*°(Z) eine Rolle spielen, der alle
Abbildungen enthilt, die im Grenzwert |n| — oo gegen Null konvergieren.

Ubungsaufgabe 1.3. Zeige dass co(Z) ein abgeschlossener Unterraum von ((Z) ist.

Als néchstes wollen wir zeigen, dass die duale Gruppe von Z wieder T ist, also die
biduale Gruppe von T gleich T ist. Wenn x : Z — T ein Gruppenhomomorphismus ist,
dann muss offenbar

x(n) = x(1)" fir allen € Z

gelten. Und fiir jedes Element z € T gibt es genau einen solchen Homomorphimus mit
x(n) = 2" Das Produkt

(nz7) - (n—2zy) =nr 2725 = (2122)"

entspricht dabei dem Produkt von T. Also kénnen wir die duale Gruppe von Z mit T
identifizieren.
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Definition 1.4. Ein Gruppenhomomorphismus von einer Gruppe in die invertierba-
ren Elemente der linearen Abbildungen eines Vektorraumes heifit Darstellung einer
Gruppe. Ist der Vektorraum ein Banachraum, dann werden typischerweise nur Homo-
morphismen in die invertierbaren Elemente der stetigen lineare Abbildungen des Ba-
nachraumes betrachtet. Ist der Vektorraum ein Hilbertraum, so heifit die Darstellung
unitdr, wenn es ein Homomorphismus in die unitdren Operatoren des Hilbertraums ist.
FEindimensionale Darstellungen sind Homomorphimen nach C* = C\ {0} und hei-
Ben Charaktere. Insbesondere sind unitire Charaktere Gruppenhomomorphismen nach
T. Wenn die Gruppe eine Topologie besitzt, dann betrachten wir typischerweise nur
Darstellungen, die in einem bestimmten Sinne stetig sind.

Satz 1.5. Sei G eine Gruppe und V' der Vektorraum aller Funktionen von G nach K,
also C oder R. Dann wird durch

(x(9)f)(h) = f(g~*h) fiir alle f €V und g,h € G

eine Darstellung von G auf V' definiert. Das gleiche gilt auch fiir

(x(9)f)(h) = f(hg) fiir alle f € V und g,h € G.

Beweis: Seien ¢;, g2 € G dann miissen wir x(g192)f = x(g1)(x(g2)f) fiir alle f € V
zeigen. Sei also f € V und h € G dann folgt:

(X(9192)f)(R) = [((g192) ' h) = f(g5 g1 ") = (x(92)/) (g1 'h) = (x(91)(x(92)))(R)
bzw.  (x(9192)f)(h) = f(hg1g2) = (x(92)f)(hg1) = (x(91)(x(g92)f))(h).  q.e.d.

Wenn f ein Charakter von G ist, dann folgt im ersten Fall

(X(9) ) () = flg~'h) = f(g™")f(h)
also x(9)f = f(g™") - f und im zweiten Fall

(x(9)f)(h) = f(hg) = f(h)f(g)
also x(g9)f = f-f(g) = f(9)- [

Deshalb spannt jeder Charakter von G einen eindimensionalen invarianten Unter-
raum von V auf. Wir werden sehen, dass in unseren beiden Beispielen von G = T und
G = 7Z diese Charaktere in gewisser Weise den Raum V' aufspannen, wenn wir V' mit
einer Topologie versehen und zum Abschluss iibergeben. Zunéchst einmal beobachten
wir, dass die Rdume C(T) ~ C(R/27Z) und IP(R/27Z) fiir 1 < p < oo Darstellungen
von T bilden. Diese Darstellungen haben die Eigenschaften, dass jedes Element z € T
jeweils durch einen Operator dargestellt wird, der die Norm erhélt.
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Satz 1.6. Fir G = T werden alle Elemente von T auf C(R/277Z) und IP(R/27Z) fir
1 < p < oo durch Isometrien dargestellt. Auf jedem f € [P(R/27R) mit 1 < p < oo ist
die Abbildung von T in den jeweiligen Banachraum, die z auf x(z)f abgebildet, stetig.

Beweis: Sei z € R und f € C(T) dann gilt

X () flloo = sup | f(e™e™)| = sup | f(e"“™™)| = || f]|oc bzw.
yER yeR

IX(€) flloo = sup | f(e¥e)| = sup [ f(e" )| = || foo-
yeR yeR

Genauso gilt fir v € Rund f € [P(R/27Z) mit 1 < p < oo.

el = ([ 1= oran) e ([ 1rwra) o b

—T —T

el = ([ 15+ o) e ([ 1rwra) i

Fiir p = oo und f € L*(R/27Z) gilt auch
Ix(€™) flloo = inf{\ | T(e™)f < X ace. auf R} = inf{\ | f < X a.e. auf R} = || f||oo-

Jede stetige Funktion f € C(T) ist auch gleichméfig stetig, weil T kompakt ist. Dann
folgt auch, dass die Abbildung T — C(T), z — x(z)f stetig ist.

Im Fall f € IP(R/2nZ) fir 1 < p < oo betrachten wir zuerst eine Treppenfunkti-
on g. Ist g eine Linearkombination von N, charakteristischen Funktionen, dann folgt
Ix(e™)g — x(€¥)gll, < 2NllgllElz — y[)'/? = [|glloc (2Ng|z — y|)'/?. Also ist die Ab-
bildung x +— x(e'*) f stetig. Weil die Treppenfunktion dicht in IP(R/27Z) liegen, folgt
auch, dass die Abbildung x + (&™) f stetig ist. Fiir jedes € > 0 gibt es ndmlich eine

)
Treppenfunktion g mit [|f — g||, < §. Dann folgt fiir |z —y| < ﬁ <m)

Ix(e™) £ =x(e™) fllp < () f =x(e™)gllp+[Ix(e™)g = x(e)gll+[Ix(e™) f = x(e¥)gll,
< IX(e)(f = 9y + llglloc(2Nglw = )P + [Ix(e*)(f = 9l
=If = gl + lgllc2Nglz —y)"" + If = gll, <e.  aed.

Insbesondere sind fiir p = 2 die Darstellungen auf I?(R/27Z) unitéir. Wir werden sehen,

dass die unitdren Charaktere einen in allen [P(Z/277Z) mit 1 < p < oo dicht liegenden
Unterraum aufgespannen. Zuerst zeigen wir noch die analogen Aussagen fiir Z.

Satz 1.7. Fir G = Z werden alle Elemente von Z auf ¢>°(Z) und (?(Z) fir1 < p < oo
durch Isometrien dargestellt.
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Beweis: Sei f € P(Z) mit 1 < p < oo und n € Z. Dann gilt

I fly = (3, 15 =nl) " = (3, 1#ml) " =17l b
Il = (X _1fmenl) " = (3 irmr)” =11,

Fir f € £°(Z) und n € Z gilt auch
() fllee = sup |[f(m —n)| = sup [f(m)] = |[flloc  Dzw.
meZ meZ

X () flloe = sup |[f(m +n)| = sup [f(m)| = [[fllse- q.e.d.

Also ist auch hier die Darstellung von Z auf ¢*(Z) unitéir. AuBerdem 148t die Darstellung
von Z auf £*°(Z) den abgeschlossenen Unterraum cy(Z) invariant.

Ubungsaufgabe 1.8. Allerdings liegen fir die Gruppe Z die unitiren Charaktere nur
in dem Raum (*(Z) und in keinem der Rdume (P(Z) mit 1 < p < oo.

1.2 Die Fourierreihe

Satz 1.9. Fir jedes Element f € (1(Z) definiert

f(z) = Z JE(n)Z” bzw. f(z) = Z f(n)em“

nel

ein Element von C(T) bzw. C(R/277Z). Die Abbildung f — f von (*(Z) nach C(T)
bzw. C(R/277Z) ist stetig und linear. Fir jedes Element f im Bild dieser Abbildung gilt

1 T

%/ (z)e " dx

f(n)

Die gleichen Formeln definieren auch eine unitiren Abbildung von ¢*(Z) auf einen ab-
geschlossenen Unterraum von [*(R/27Z). Insbesondere gilt also die Parsevalgleichung:

1l =32, Fme

Beweis: Fiir jedes f € (1(Z) gilt

|52, Flme

= fllz fir atle f € (2).

)| e oo = 1711

00 S ZnEZ
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Deshalb konvergiert die Reihe ) ., f (n)e™ gleichméBig beziiglich der Norm || ||oo-
Weil z — €™ auf R/27Z stetig sind, definiert der Grenzwert eine stetige Funktion und
liegt in C(R/27Z). Wegen obiger Ungleichung ist die Abbildung ¢!(Z) — C(R/27Z)
stetig. Offenbar gilt fiir alle n,m € Z

1 ™

o einxefimxdx _ { 0 firn 7& m
2 |,

1 firn=m.

Also bildet 5-¢™ ein Orthonormalsystem von I*(R/27Z). Daraus folgt sofort die obi-

ge Formel fiir f (n). AuBlerdem werden die endlichen Linearkombinationen von diesen
Elementen auf I?(R/27Z) so abgebildet, dass die ¢*(Z)-Norm auf die I*(R/27Z) Norm
abgebildet werden. Weil die Elemente von ¢?(Z), fiir die nur endlich viele Funktions-
werte ungleich Null sind, dicht in £2(Z) liegen, folgt auch die letzte Aussage. q.e.d.

Beispiel 1.10. Sei f(z) = x auf x € [~m, 7|. Dann berechnen sich die Fourierkoeffizi-
enten f(n) firn # 0 zu

o 1 i ) 1 ) T 1 ™ ) —_1)nt1
f(n) — _/ :L,e—znxdx I |:_‘£6—znac:| + : / e—znxdx — ( ) .
- 2r L an — o

27 2min mn

Fiir n = 0 haben wir

f(O):i/wxdx:O.

2

Deshalb ist die Fourierreihe von f gegeben durch

N ( +1 ne _ 1smn:c
fla)~ ~—— 22

n#0
Wir wissen aufgrund der Konvergenz der geometrischen Reihe, dass diese Rethe fiir
alle © € R konvergiert. Wir werden spdter sehen, dass sie fir x € (—m, ) tatsichlich
gegen [ konvergiert.

’VL

Beispiel 1.11. Sei f(x) = M auf © € [0, 2w]. Wir integrieren zweimal partiell

1w —m)Pe dr = 1 [z = W)Ze*i”x o N i T (x— ﬁ)e*im "
2m J, 4 8T —in 0 Am m
1 [(z—m)e =)™ 1 [ gine 1 1 1
T R L I T S S 7 0.
4 [ —(in)? L A [, —(in)? T e * 4n?  2n? firn #
1 [* (x—7)? 1 T R N o 2 = COSNT
—_— _— = — — = — _ = — l
or Jy 4 T un (@—m’]y =g+ =35 o f@ ~ T2 =3

n=1
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Beispiel 1.12. Die Fourierreihe der Funktion

flx) == T gilr—a)a fir x € |0, 27]
sin Tav
ist fiir o & 7, gegeben durch
1 27 ﬂ.eiﬂ'afix(n+a) eiﬂafiz(n+a) 2m 1 0 eine
o J, sin o [—Qi(n%—a)sinﬂa}o T n+a f(x>Nn:ZOOn—|—oz

Beispiel 1.13. Das trigonometrische Polynom auf x € [—m, ]

N
Dy(z) = Z e
n=—N

heifst Dirichletkern. Die entprechenden Fourierkoeffizienten sind wegen Satz[1.9 gegeben
durch

. 1 firn| <N

Dy(n) = ) "

0 fir|n| > N.
Mithilfe der geometrische Reihe kénnen wir umformen
1— 6i(N-‘rl)ﬂc e~ _ e—i(N-l—l)x

N N
Dy(@)=3 ™+ o™ =+ ——"=%
n=0 n=1

1 — iN+Dz _ (1 _ e—iN:v) efi(NJr%)ac _ ei(NJr%)yc sin ((N + %)x)

1 _ oiw o Z _ ok sin(5)

Beispiel 1.14. Die Funktion P.(z) heifst Poissonkern und ist fir © € [—m, 7] und
r € [0,1) die absolut gleichmdfig konvergente Reihe

P.(z) = Z rinleine,
Weil die Reihe fir r € [0,1) auf x € [—m, 7| gleichmdfig konvergiert, kdnnen wir die
Summe und das Integral bei der Berechnung von P,(n) vertauschen. Daraus folgt

A

P (n) =rl"l.
Mithilfe der geometrischen Reihe kénnen wir wieder P,(x) explizit berechnen:
s . = . 1 re i
PT — 1T\n _|_ 1T 1T\N — i + i
(x) HZ:O(TG )+ re nzzo(re ) P E—
Cl—re e — 2 1—r?

1—92rcosz+r2  1—2rcosz+r2
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Wir wollen jetzt fiir eine Funktion f € L'(R/27Z) untersuchen, in welchem Sinne
die entsprechende Fourierreihe

Zf(n)em317 mit  f(n) = %/ f(z)e ™ dx

nez -

konvergiert. Wir konnen nicht erwarten, dass die Fourierreihe fiir jedes © € R/277Z
gegen [ konvergiert, weil wir die Funktion f auf eine Nullmenge von [—m, 7] d&ndern
konnen, ohne dass sich f (n) dndert. Deshalb ist es naheliegend sich auf stetige periodi-
sche Funktionen zu beschrinken. Fiir lange Zeit war man tatsichlich der Uberzeugung,
das fiir solche stetigen und periodischen Funktionen die entsprechende Fourierreihe
punktweise gegen die Funktion konvergiert, bis Du Bous-Reymond eine stetige peri-
odische Funktion gefunden hat, deren Fourierreihe fiir ein = nicht konvergiert. 1966
konnte L. Carleson tatséchlich zeigen, dass fiir jedes f € L'(R/27Z) die entsprechende
Fourierreihe auf dem Komplement einer Nullmenge von [—7, 7] konvergiert.

Satz 1.15. Sei f € LNR/2nZ) mit f(n) = 0 fir alle n € Z. Dann ist f(x) = 0 fiir
alle v € R/277Z, an denen f stetig ist.

Beweis: Wir verschieben den entsprechenden Punkt durch eine Translation nach x =
0. Weil jede komplexwertige Funktion eine Summe einer rellen und einer imaginéren
Funktion ist, kénnen wir auch annehmen, dass f eine reelle Funktion ist. Sei also f
auf [—m, 7] definiert und f(0) > 0. Die Funktion py(z) = (¢ + cosx)* sind Polynome
in € und e~ Fiir jede Umgebung U C [—7, 7] von & = 0 gibt es ein € > 0, so dass
le + cosz| < 1 fir alle z € [—m, x| \ U. Also konvergiert (pg(z))gen auf [—m, 7] \ U
gleichméBig gegen Null. Andererseits ist fiir jedes € > 0 auf eine Umgebung von = =
0 e+ cosz > 1. Deshalb konvergiert pi(z) dort gleichméBig gegen oo. Also gibt es fiir
jedes f € [}(R/27Z), das bei z = 0 stetig ist und f(0) > 0 ein & > 0, so dass

lim/ pr(x) f(x)dr — oo.

k—oo J_

Weil pi(z) Linearkombinationen von endlich vielen e sind, folgt die Aussage des
Satzes. q.e.d.

Korollar 1.16. Sei f € C(R/27Z) mit f(n) =0 fiir alle n € Z. Dann folgt f = 0.

Korollar 1.17. Sei f € C(R/27Z) und f € (*(Z). Dann konvergiert Y nez f(n)eine
auf R/27Z gleichmdfig gegen f.

Beweis: Wegen Satz(1.9|definiert ) ., f(n)e™ cine stetige Funktion mit der gleichen
Fourierreihe. Die Differenz von f und dieser Funktion muss dann wegen Satz gleich
Null sein. q.e.d.

Wir suchen nach Bedingungen an f € C(R/277), so dass f in £}(Z) liegt.
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Lemma 1.18. Sei f € C2(R/2nZ). Dann gibt es ein C > 0, mit |f(n)] < 5. Insbe-
sondere gilt f € (1(Z)

Beweis: 27Tf / f flnmdx . |:f< )_ .—an:| T l f ( ) ’andx

m mn

/ —e " " // —znw
:—[f(x)T]_ﬁ & /f da

/ f// —ZTLCE dx

Daraus folgt | f(n)| < ” [ES q.e.d.

™

Wir werden spiiter sehen, dass eine Funktion f € C(R/2xZ) schon dann f € ¢'(Z)
erfiillt, wenn folgendes Supremum fiir ein o > % endlich ist.

L0 =10)

z£yeR |z — y|*

Solche Funktionen heiflen holderstetig mit Holderexponent a.

1.3 Konvolutionen

Wir haben in Satz eine stetige lineare Abbildung von ¢'(Z) nach C(R/27Z) kon-
struiert. Wir kénnen sowohl Funktionen auf Z, als auch Funktionen auf R/277Z jeweils
punktweise miteinander multiplizieren. Wir werden jetzt sehen, dass durch den Zusam-
menhang zwischen f und f das punktweise Produkt der Funktion f auf Z ein neues
Produkt von Funktionen auf R/27Z definiert. Dieses Produkt heifit Konvolution.

Definition 1.19. Sei f,g € L[*(R/27Z). Dann ist f % g als Funktion auf R/27Z

definiert durch
o)) =5 [

Durch die Substitution z = x — y erhalten wir auch

(f * 9)a / fe - 2)g

Insbesondere gilt f*g = g* f. Wir zeigen zuerst einige Eigenschaften dieses Produktes.

Satz 1.20. Seien f,g,h € ['(R/2xZ). Dann gilt
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(i) g€ INR/2r7Z)
(ii) (f,q) — fx g ist bilinear von I}(R/27Z) x [NR/27Z) nach [}(R/27Z).
(iti) fxg=gx*f
() (f*g)xh=fx(g*h)
(v) T+ g(n) = f(n)j(n) fir alle n € 7,
(vi) Fiir1 <p,q<oomitl+1=1undfeIP(R/21Z),g € L'(R/2nZ) gilt
f*g€CR/2rZ) und || f * glloo < [|flpllgllg
(vii) Fir f € INR/27Z) und g € IP(R/27Z) mit 1 < p < oo gilt
fxge DPR/2xZ) mit || f*gll, < [[fll1llglly-

Beweis(i): Fiir Funktionen f, g € I*(R/27Z) gilt

(2r) ||f*g||1—/ /_Wf gz —y dyd:r</_7r/_7r|f g — o) ldyda
[ [ uwlsta = pldsay = [~ [ 15@)llaldzdy = Pl ol

(ii) ist fiir Funktionen f, g € L*°(R/27Z) klar. Weil diese Funktion dicht in L}(R/27Z)
liegen, folgt f* g € LN(R/27Z) mit || f * gll1 < |[f]l1]lg]l1. (iii) haben wir schon gezeigt.

(iv):

R2(f 4 )+ 0)@) =25 [ ()t -y = [ [ ts — y)dzdy
(2m)2(f * (g % h))( —27r/f (gxh)(z—vy dy—/_/_f h(x —y — 2)dzdy
//f x—zdzdy mit Z=z4y,z2=2—-y
(v): f/@<n>=2i / coale e = [t - e dyds
zny m(:c—y)dxdy
/ f zny zn(w—y)dwdy
27)?

_ (zi [ 1w dy) (g | ot a) = o)



16 KAPITEL 1. FOURIERREIHEN

(vi): Wegen der Symmetrie kénnen wir 1 < p < co annehmen. Fiir jedes z € R ist die
Funktion y — f(z —y) in IP(R/277Z) mit der Norm || f||, unahbhénigig von z. Wegen
der Holderungleichung gilt

(F # 9)(@)] < = / 1@ = 9)lle@)ldy < 11l

I -

Fiir z,y € R gilt dann

(F *9)(@) — (F*9)(3)] < i/” fla—2) — fly— 2)llg(2)|d= <

T2 J_,

< ([ e -2 s 21a:) Mol < ([ 110 1= @ = wra:) ol

—T —T

Fiir jede Treppenfunktion f konvergiert ([™ |f(z) — f(z — h)[Pdz)"/? im Grenzwert
h — 0 nach Null. Weil die Treppenfunktionen dicht liegen in IP(R/277Z) folgt dies
dann auch fiir jedes f € IP(R/27Z). Also ist f x g tatsichlich stetig.

(vii): Den Fall p = 1 haben wir in (i) gezeigt und den Fall p = oo in (vi). Sei also
1 <p < oound % + % = 1. Wir wenden die Holderungleichung auf y — | f(z — y)|"/? €
IP(R/27Z) und y — |f(z — y)|*/Pg(y) an. Die zweite Funktion gehort fiir fast alle
r € R/27Z zu IP(R/27Z) wegen

o [ [ 1= wllatwPavds = ol 1 < o

—Tr

1 [" 1 [7

Dann folgt - _ﬂ!f(fv—y)Hg(y)ldy:% _WIf(x—y)ll/qlf(x—y)\l/”lg(y)ldy
1 Q 1/10
<1V (55 [ 1ste = wllatwray)
b Ll dy) de <
wo o [ (5 [ e wlewia) o
1 ™ U 4
<1 sz [ ([ 106 = oty ) ao = 1513 ol = 110l < o
Daraus folgt [ + gl < /11 - gl qe.d.

1.4 Das Lemma von Riemann-Lebesgue

Satz 1.21. Sei f € L'R). Dann gilt limy o [ f(z)e™'dz = 0. Insbesondere gilt
f € a(2) fir f € L(R/2xZ) mit || flloc < [If]]1-
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Beweis: Zunichst zeigen wir sup,cg | [ f(z)e"dz| < || f|1 fir f € L'(R):

sémmmwzémmm=mn

Fiir f € LN(R/27Z) gilt auch || f||lse < || £

)(Bimdflf

fol < 57 [ 1@ e = 5 [ 1@z = 111

Fiir die charakteristische Funktion f = X[ von dem Intervall [a, b] gilt

b
j ; 1 . .
/ Xlag)(2)e"dx = / e dy = — (e — '),
R a it

Dann folgt offenbar limyy o [5 X(ap)(2)e™dz = 0. AuBerdem gilt fiir f,g € L'(R)

x)eita:dx - / ztcpdx

Weil die Treppenfunktionen dicht in I!(R) liegen, gibt es also fiir jedes f € L'(R) und
jedes € > 0 eine Treppenfunktion g € L'(R) mit || f — g[|; < 5. Dann gibt es ein C' > 0,
so dass | [, g(z)e"*dx| < £ fiir [t| > C gilt. Daraus folgt fiir die gleichen ¢

/ g(z)e™dx| <
R

Also gilt limyy o0 [ f(x)e"dz = 0 fiir f € LNR) baw. L'(R/27Z) ~ L'([—7, 7]).q.e.d.

< [ 1) = glalld = £ = gl

r)edr| <

R(f(fv) —g(x))e"dx| +

Insbesondere gibt es fiir jedes € > 0 und jedes f € L}(R/27Z) ein § > 0 und ein
N € N, so dass |§(n)| < ¢ fiir alle g € LN(R/27Z) mit |lg — f|] < § und |n|] > N gilt.
Also ist die Abbildung f — f eine stetige lineare Abbildung L}(R/277Z) — co(Z).

Als néchstes untersuchen wir, an welchen =z € R/277Z fiir eine gegebene Funk-
tion f € IL}R/27Z) die Reihe (Zng N f(n)e™®) yen konvergiert, und an welchen
x € R/27Z sie gegen f(x) konvergiert. Dazu beobachten wir zuerst folgendes:

Z " = (Dy * [)(2).

Deshalb ist also die Frage, wann die Folge (Dy * f)nen fiir ein = € R/27Z konvergiert,
und wann limy . (Dy * f)(x) = f(z) gilt.
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Satz 1.22 (Dinis Test, 1880). Sei f € LN(R/27Z) und v € R/27Z, so dass

r

Dann konvergiert (Dy  f)(x) im Grenzwert N — 0o gegen s.

flx+y) + flo—y) —2s
y

dy < oo fir eine >0 und ein s € C.

Beweis: Weil Dy(z) eine gerade Funktion ist, gilt
0

s ) = 5 [ sle—Ds+ o [ fle =) Dalway

=5 | U+ + 1@ =)Dy
(D« £)(w) =5 =5 [ (#a+9)+ fla = 9) = 2) Do)y

sin (N + 2)y)dy.

_i/”f(ﬂi+y)+f(x—y)—28. y
2 Y sin(%y)

Weil y ﬁ auf [0, 7] beschrankt ist folgt aus der Bedingung von Dini, dass
2

LSty fle—y) -2y
y sin(1y)

in I'([0, 7]) liegt. Dann folgt der Satz aus dem Lemma von Riemann-Lebesgue.q.e.d.

Wenn f € [}(R/277Z) bei z € R diffferenzierbar ist, dann sind insbesondere f und

m ” -y fiir y # o

Jety)+fle—y)=2f(x) _ fla+y)—f(z)  flaz—y)-f(=)
Y —
0 firy=ux

bei x stetig, und damit beschrinkt und deshalb das Kriterium von dem Test von Dini
mit s = f(z) erfiillt. Sogar wenn f bei z holderstetig ist mit Exponent a > 0, d.h.

[f(z+y) — f(2)]

sup <M fiir ein € > 0 und ein M > 0 gilt, folgt
ye(—e,e) |y|a
fe o) flo =) =20) | Vs ) 210 V=) 200 ¢ e
Y Y )

Dann ist wieder mit s = f(x) das Kriterium von Dini erfiillt. Es gilt sogar:
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Satz 1.23. Fiir eine Funktion f € [N R/277Z) und x € R gebe es ein M > 0, so dass
lf(x+y)— f(z)| < M|lny|™® fir alley € (—e,e) mit einem 0 < e <1 und o > 1

gilt. Dann konvergiert die Fourierreihe von f bei x gegen f(z). Insbesondere gilt das
Lokalisierungsprinzip von Riemann, d.h. die Konvergenz der Fourierreihe einer
Funktion f € INR/27Z) an einem x € R hingt nur von dem Verhalten von f bei x
ab: Ist die Differenz f — g von zwei Funktionen f,g € [}NR/27Z) bei x Null und erfiillt

obige Bedingung, dann konvergiert die Differenz der Fourierrethen beir x gegen Null.

Beweis: Aus der Bedingung in dem Satz folgt

flaty +fla—y -2f@)| |[faty - f@)] [fe-y-f)] __ 2M
y B ] |yl =yl oyl

—(l_aﬁ{‘ﬁ T ist eine Stammfunktion von ﬁ und das Kriterium von Dini ist erfiillt.

us der Anwendung auf f — g folgt das Lokalisierungsprinzip von Riemann. q.e.d.

Definition 1.24. Eine Funktion auf [a,b] heifst von beschrinkter Variation, wenn fir
jede Partition P = {xg,...,x,} mit o =a <z < ... <z, =b die Summe

Va(f) = Z (i) — f(zii)|

durch ¢ > 0 unabhdingig von P beschrinkt ist. Den Raum der Funktionen mit beschrdnk-
ten Variationen bezeichnen wir mit V ([a,b]).

Im n#chsten Abschnitt werden wir folgenden Satz beweisen:

Satz 1.25 (Test von Dirichlet-Jordan). Fiir eine Funktion auf R/277Z, die auf [—n, x|
in V([—m,x]) liegt, konvergiert (Dy x f)nen fiir jedes x € R/21Z gegen

% <}Li{%f(x+h) +f1Li{%f(x—h)) :

Ist auflerdem f auf einem kompakten Intervall [a,b] stetig, so konvergiert (Dy * f)nen
auf |a,b] gleichmdfig gegen f.

Eine komplexe Funktion ist offenbar genau dann von beschréankter Variation, wenn
der Realteil und der Imagininirteil von beschrénkter Variation sind. Jordan hat 1881
gezeigt, dass fiir jedes f € V([a, b]) monoton wachsende Funktion fi, fo, f3, fala,b] = R
gibt mit f = f1 — fo+1i(f3 — f1). Daraus folgt insbesondere dass fiir jedes f € V([a, b])
die Grenzwerte limy~ o f(z+h) fiir alle z € [a, b) und die Grenzwerte limy\ o f(z—h) fiir
alle z € (a,b] existieren. Deshalb ist der Grenzwert in dem Test von Dirichlet-Jordan
fir alle z € R/27Z wohl definiert.
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1.5 Cesaro-Summierbarkeit

Definition 1.26. Eine Folge (¢;)nen, heifit Cesaro-summierbar, wenn folgende Folge
(00 )nen konvergiert
1 n
o1 kz:; o

Lemma 1.27. FEine konvergente Folge (¢p)nen, ist Cesaro-summierbar mit dem glei-
chen Grenzwert.

Beweis: Sei (¢,,)nen, konvergent. Dann gibt es fiir jedes € > 0 ein M € N mit

3 . .
lc, — ¢| < = fiir n > M mit ¢ = lim ¢,.
2 n—oo

Fiir jedes n > M folgt dann

n M n
1 1 1
lop —c| = Z(ck—c) < Z(ck—c) + — lex — ¢
n+1k:0 n+tl k=0 n+1k=M+1
1 M €
< —_ —_

Im Grenzwert n — oo konvergiert der erste Summand nach Null. Damit folgt die
Aussage. q.e.d.

Die Folge 2¢, 0, 2¢, 0, 2¢, . . . ist offenbar eine Folge, die nicht konvergiert, aber Cesa-
ro-summierbar ist. Im folgenden wollen wir die Cesaro-Summierbarkeit auf die Fourier-
reihen anwenden. Dazu betrachten wir zuerst die Cesaro-Summierbarkeit von Reihen.
Sei also (ay)nen, eine Folge und (> ap)nen, die entsprechende Reihe. Dann gilt fiir die
entsprechende Reihe und Folge der entsprechenden Cesaro-Summen:

Co = Qo 0o = Qo
2a¢ + a;

61:&0+a1 Ul:T
3a0—|—2a1~|—a2

Co = ap+ ay+ as 09 = 3

Ch =00+ ... +a, On:n+12(n+1_k)ak

k=0
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Sei also f € [}(R/27Z). Dann besteht die entsprechende Reihe D, * f und die entspre-
chende Cesaro-Summe aus

o = n+1Zf>ka < +1ZDk>: f*F,.

Hierbei ist F,, = %HZZ:O Dy, der sogenannte n-te Fejérkern. Wenn wir D, (x) =

) cos kx

>on__, €™ einsetzen er halten wir

F(z) = zn: (1—n’i’1) 22(

k=—n

Diese Folge von Funktionen hat offenbar folgende Eigenschaft:

1 s

o F.(z)dz = 1.

Wir kénnen F,(x) auch noch geschlossen berechnen:

sin((k+ 3)z)  2sin((k + 3)z)sin(32)  cos(kx) — cos((k + 1)z)

Dy(z) = Sin(%llf) - 25in2(%x) N 281n2(%$)
ol 1 l—cos((n+1)z) 1 sin (3(n + 1)) 2
Folw) = ——— ;Dk(m) T+l 2sin?(lz) n+l ( sin (3) )

Daraus folgt insbesondere F,(z) > 0. Wegen sin(3z) > £ fiir 0 < 2 < 7 und weil
sin(3) konkav ist, folgt auflerdem

1 72

Fo(z) < T
(x)_n—i—lac?

fir 0 < <7 und n € N,. (1.1)

Also folgt auch lim,,_,, F,,(x) = 0 fiir 0 < |z| < 7. Und fiir alle 6 > 0 konvergiert
F,(x) auf [-m,—0] U [§, 7] im Grenzwert n — oo gleichméfig gegen Null. Deshalb ist
die Folge F;, eine sogenannte Diracfolge.

Definition 1.28. FEine Folge k,, € [}(R/2nZ) heifit Diracfolge fiir R/2rZ, wenn sie
folgende Eigenschaften hat:

(i) & fi; bala)do = 1.
(it) [T |ky(x)|de < M.
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(#1) Fiir jedes 0 < § < m konvergiert fiir n — oo folgende Folge gegen Null:

(/_1 oo ()| do + /; |kn(x)|dx) .

Wenn k,, > 0 gilt, dann folgt (ii) aus (i). Also ist F,,(x) eine Diracfolge fiir R/27Z.

Satz 1.29. Sei (k,)nen, eine Diracfolge fir R/2nZ und f € C(R/27Z) bzw. f €
IP(R/277Z) mit 1 < p < co. Dann gilt im, o0 || f * kn — flloo bow. p = 0.

Beweis: Sei zuerst f € C(R/27Z). Dann ist f auf dem kompakten metrischen Raum
R/27Z auch gleichméBig stetig. Also gibt es fiir jedes ¢ > 0 ein 0 < § < 7 mit

|f(x —t) — f(z)| <e firallex € Rund [t| <.

1

2

Daraus folgt \(f * kp)(z) — f(z)] =

-7

[ o0 - skt <

6
M
< i/ |kn(t)\dt+m/ k() ]dt < 8—Jr%/ |k (t)|dt.
2m s T Js<i<n 2m s<ltl<n

™

Wegen der Eigenschaft (iii) konvergiert der letzte Term im Grenzwert n — oo gegen
Null, und f * k,, konvergiert auf R gleichméflig gegen f.

Wegen || fll, < ||fll folgt die zweite Aussage fiir alle f € C(R/27Z). Fiir jedes
f € I’(R/27Z) gibt es ein g € C(R/27Z) mit || f — g||, < e. Daraus folgt

1 5 kn = fllp < NCF = 9) % Eallp + lg * kn — gllp + [lg = £l
< 2[f = gllp + llg * Fn = gllp-
Also konvergiert f  k,, auch fir f € IP(R/27Z) beziiglich || ||, gegen f. q.e.d.
Weil die Fejérkerne (F'n),en eine Diracfolge bilden folgt sofort

Satz 1.30 (Fejér). Die Fourierreihe einer Funktion f € C(R/2nZ) ist gleichmdfig
Cesaro-summierbar mit dem Grenzwert f. q.e.d.

Also konvergiert ||o,, — f]loo im Grenzwert gegen Null mit o,, = f * F,.

Korollar 1.31. Wenn zwei Funktionen f,g € [N(R/2rZ) die gleichen Fourierreihen
haben, dann stimmen sie fast tiberall tiberein.

Beweis: Aufgrund der Voraussetzung gilt f * F,, = g% F},,. Wegen Satz konvergiert
diese Folge in L'(R/27Z) sowohl gegen f als auch gegen g. Also gilt g = f. q.e.d.
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Korollar 1.32. Die Fourierreihe einer beliebigen Funktion f € IP(R/27Z) ist in
IP(R/27Z) Cesaro-summierbar mit Grenzwert f. q.e.d.

Korollar 1.33 (Weierstrafischer Approximationssatz fiir periodische Funktionen). Fiir
jede Funktion f € C(R/2n7Z) und jedes € > 0 gibt es ein trigonometrisches Polynom p
mit || f — plle < € q.e.d.

Der ungarische Mathematiker Leopold Fejér (1880-1959) hat als erster die Cesaro-
konvergenz auf Fourierreihen angewandt (Untersuchungen iiber Fourierreihen, Mathe-
matische Annalen 58, Seite 51-69(1905)) Fejér hat auch folgenden Satz gezeigt

Satz 1.34. Sei f € LN(R/27Z) stetig in einem Punkt x € R. Dann ist die Fourierreihe
von [ in x Cesaro-summierbar mit dem Grenzwert f(x).

Beweis: Wie im Beweis von Satz [[.29 erhalten wir
1 ™
(F*F)(@) - (o) < —/ £ = 9) = @) [Falo)ldy

<L / @ —y) — F@)] @y + — [ £ —y) — F@)|Fay)ldy

27 Js<ly<n

<5/ 5|f<x—y>—f<x>|-|Fn<y>\dy+§||fu1- sup | ().

o<ly|<m

Wegen der Stetigkeit von f in z ist das erste Integral fiir hinreichend kleine ¢ kleiner
als 5. Das zweite Integral ist wegen Formel (1.1 kleiner als

7| S]]y
— sup |F, < —
SIfls s F )] < G
Fiir hinreichend grofie n ist auch das kleiner als 5. q.e.d.

Aufbauend auf diesen Ergebnissen hat dann Henrie Lebesgue (Sur la convergence
des séries de Fourier, Mathematische Annalen 61, Seite 271-277 (1905)) gezeigt.

Satz 1.35 (Fejér-Lebesgue). Die Fourierreihe einer Funktion f € LNIR/27wZ) ist fiir
fast alle x € R Cesaro-summierbar mit Grenzwert f(x).

Der Beweis beruht auf einem weiteren Satz von Lebesgue. Fiir f € I} _(R) definieren
wir die Menge der Lebesguepunkte L£(f) von f als

E(f):{xER 11_%2—5/ flx+t)d (:)h_{%%/ |f(z+1t) — (x)|dt:O}.
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Lebesgue hat gezeigt, dass R\ L(f) eine Nullmenge ist. Diesen Satz wollen wir nicht
beweisen. Ein Beweis findet sich z.B. in Theorem 1.3 in Kapitel 3 von E. Stein, R.
Shakarchi: Real Analysis, Princeton University Press, Princeton (2005). Wir zeigen
jetzt zeigen, wie aus dieser Aussage der obige Satz folgt. Dafiir benttigen wir zuerst
ein Lemma:

Lemma 1.36. Fir eine Funktion f € I (R) und jedes xy € R ist die Funktion

loc

F(x) = f;o f(t)dz in allen Punkten x € L(f) differenzierbar mit F(x) = f(x).

Beweis: Offenbar gilt: Fx +96) - F(x)

z+46
—f(:r)—l/ (f(t) = f(x))dt  bzw.

5 6.
PO o =5 [ - sy

Beide Integrale auf der rechten Seite sind beschriankt durch

5] a0 - e

Deshalb konvergieren beide Ausdriicke fiir § N\, 0 gegen Null. q.e.d.

Beweis von Satz Wir werden zeigen, dass ((f * F,)(x))nen fiir alle z € L(f)
gegen f(z) konvergiert. Wir beginnen mit

1
o7

(f * F)(@) - f(x) / C(fle )+ flz— 1) — 27(x)) Fu(t)dt.

Jetzt teilen wir das Integrationsintervall bei ¢t = % Wegen

Fo(x) =1+ ka: (1 - ni 1) cos(kz)

gilt auch F,(z) < F,(0) =14 2n —n =n+ 1. Mit (1.1]) folgt

n4+1 [Yn T T g(?)]
t)|dt dt 1.2
27r/0 90| +2(n+1)/1/n . (1.2)

mit g(t) = f(z +t) + f(x —t) — 2f(z). Sei jetzt G folgende stetige Funktion

|(f * Fo)(2) = f(2)] <

Glu) = / "ot lde.
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Fir x € L(f) konvergiert dann % fiir u ™\, 0 gegen Null:

S <o [ Ve =0 - s

2 T 2u J_,

Wir integrieren in (1.2)) den zweiten Summanden partiell und erhalten

r<f*Fn><x>—f<x>\s”+1G(1>+2(” [G“)]” v G)

27 n n+1) [ [, n+l/y, 3

Wegen obiger Ungleichung konvergiert im Grenzwert n — 0

0 < n@ (1) Sn/_l/n flz — 1) — fl2)|dt — 0.

n 1/n

Deshalb konvergieren im Grenzwert n — oo die beiden ersten Summanden nach Null.
Wenn x € L(f) gibt es fiir jedese > 0ein § > 0so dass 0 < G(t) < tefiiralle0 <t <9
gilt. Fir n > % folgt dann

1[G 1[0 et 1 [TG()
dt < —dt dt
n+1/1n 3 _n+1/1nt3 +n—|—1/§ 3
e 1 1 TG 1 (TG
_ _ = dt < dt.
n+1<” 5>+n+1/5 E _€+n+1/5 13

Fiir hinreichend grofle n ist das kleiner als ¢. q.e.d.

Zum Abschluss dieses Abschnittes wollen wir den Test von Dirichlet-Jordan be-
weisen. Der Beweis beruht auf einem Taubersatz. Das sind Sétze, die fiir eine Reihe
(3" ap)nen, die Cesaro-summierbar mit Grenzwert s ist, und eine zusétzliche Bedin-
gung erfiillt, zeigen, dass sie gegen s konvergiert. Der erste solche Satz wurde von
Alfred Tauber (1866-1942) gezeigt.

Satz 1.37 (Hardy’s Taubersatz (1909)). Wenn eine Reihe (> an)nen, Cesaro-sum-
mierbar ist mit Grenzwert s und die Folge (na,) beschrdnkt ist, dann ist die Reihe
(3" an)nen konvergent und konvergiert gegen s.

Beweis: Wir nehmen an, dass die Folge (0y,)nen,

1 n n

Un:n—l—lzsk mit sn:Zak

k=0 k=0




26 KAPITEL 1. FOURIERREIHEN

gegen s konvergiert und |na,| < A erfiillt. Fiir jedes € > 0 gibt es ein N € N, so dass
lon, — s| < ¢ fiir alle n > N gilt. Fiir n > N + 1 und m € N gilt dann

(n+m)0pim1 —NOp1 = Sp+ .+ Spim_1
(n+m)(onim-1 —58) —n(op—1 —s) =m(s, —s)+ R mit
R = (Snt1—Sn) 4+ (Sna2 —Sn) + ..+ (Snaem—1 — Sn)
= apt1 + (Qpg1 + Qpio) + oo 4 (Qpg1 + Qpio + - oo+ Apgme1)-

Alle |a;| in dieser Summe sind nicht grofer als ? < % und die Summe enthélt w
A —1
viele solcher a;. Dann folgt |R| < %
n
Am(m — 1)

mlsn = s| < (n+m)|onrm-r = 8| +nlow_1 = s| + || < 2n +m)e + —

2 Alm —1
|sn—s\§<£+1)€+% firn > N+ 1 und m € N.

Wir wahlen jetzt m € N so, dass die rechte Seite moglichst klein ist. Die Funktion
@(m) = 2 + Bm + v mit o, f > 0 hat ein Minimum in R* bei m = \/% Also wihlen

wir
2m/%§m<2m/%+1.

Mit dieser Wahl wird die obige rechte Seite gleich

[A /
|sn—s|§( E+1>6+A %:5+2\/Asfiirn2N+1.

WEeil die rechte Seite im Grenzwert € N\ 0 beliebig klein wird, konvergiert s,, im Grenz-
wert n — oo gegen s. q.e.d.

Beweis von Satz Um Hardy’s Taubersatz anzuwenden zeigen wir zuerst, dass
die Fourierreihe fiir alle x € R Cesaro-summierbar ist mit Grenzwert

%(Illi{{r(l)f(az+h)+}lli{‘r[1)f(x—h)).
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Es gilt ndmlich

o) = 5 (Jim a4 1)+ i o= 1) ) =

:i W(f( +ty)+ fle - >)Fn(y)dy—%(}lli{‘r(l)f(a:+h)+}lli{‘%f(a:—h))

/ b [ (fa ) = fim ot b+ o= ) = i o= 1)) Fulohy
Fiir jedes € > 0 wahlen wir ein 0 < § < 7 mit

|f(x:ty)—}lli{‘r(1)f(xih)| <e fir0<y<é.
Weil aulerdem jede Funktion von beschrinkter Variation beschrankt ist erhalten wir
on(z) — 1 lim f(x 4+ h)+lim f(z —h) | <e+ 41/ Mloo /W F,.(y)dy.
2 \n\0 n\,0 - 27 5

Dann folgt die Behauptung aus den Eigenschaften von F,(x).
Um Hardy’s Taubersatz anzuwenden, geniigt es noch folgendes zu zeigen:

Vv .
|nf( )‘ 2 mlt V = ‘/[0727(](](.)'
Fiir n # 0 sei h = & und wir erhalten

- [ /2h [ s

:/ (f($)6 mx f(l’—Fh) —in(:c-&-h)_‘_. . -+f(l'+(2|n|—1))h6_m(x+(2|n|_1)h))dl‘

0

:/0 (f(z) = flx+h)+ flx+2h) — ... = flz+ (2|n] — 1)h))e " dux

27| f(n)] < /0 (Z:: |f(x + 25h) — fla+ (25 + 1)h)|) dy < Vh.

Die letzte Ungleichung folgt weil der Integrand fiir « € [0, h] durch V' beschrinkt ist.
Das zeigt also |f(n)| < 2|n|

Um die zweite Aussage zu zeigen, sei also f auf [a, b] stetig und damit auch gleichmé-
Big stetig. Der Beweis von Satz zeigt in diesem Fall sogar, dass die Fourierreihe
auf [a, b] gleichméflig Cesaro-summierbar ist, und der Beweis von Hardy’s Taubersatz,
dass sie auf [a, b] sogar gleichméBig gegen f konvergiert. q.e.d.
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1.6 Die Fouriertransformation als Abbildung

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Abbildungen f — fund f — f aus dem
Satz [.9] Als Vorbereitung zeigen wir den Interpolationssatz von Riesz-Thorin. In die-
sem Satz werden zwei o-endliche Mafiraume (X, ) und (Y, v) betrachtet zusammen
mit den entsprechenden Banachrdumen [P(X, u) und IP(Y,v) fir 1 < p < oo. Fiir zwei
solche Exponenten py und p; sei IF°(X, p) + P (X, p) bzw. IP°(Y,v) + [P (Y,v) der
Raum aller messbaren Funktionen auf X bzw. Y, die sich als Summe zweier Elemente
von IP°(X, p) bzw. [P°(Y,v) und [P*(X, u) bzw. IP* (Y, v) schreiben lassen.

Satz 1.38 (Riesz-Thorin). Seien 0 < pg,p1,q0, 1 < o0 und (X, pu) und (Y,v) zwei
o-endliche Mafirdume. Sei T' eine lineare Abbildung von IP°(X,u) + IP*(X, u) nach
Lo(Y,v) + L (Y, v) die als Abbildung von IP°(X, i) nach L°(Y,v) und als Abbildung
von IP*(X, u) nach L1 (Y, v) beschrinkt ist:

IT(NMao < Mollfllpe 1T (Nllex < Mal[f]pr-

Dann ist T mit = ==+ -~ und § = “=+ - firt € 0, 1] eine beschrinkte Abbildung

T:IP(X,p) = LI(Y,v) mit IT(F)llg < M~ M £,

Der Beweis benutzt das sogenannte Maximumprinzip von komplex-analytischen
Funktionen. Er beruht auf folgendem Lemma:

Lemma 1.39 (Drei-Linien-Lemma von Hadamard). Sei z — ¢(z) eine komplex-
analytische Funktion auf den Streifen S = {z € C | 0 < #2 < 1}, die sich stetig

und beschrinkt auf den Abschluss von S fortsetzt. Dann gilt fir alle t € [0, 1]

sup |p(t +iy)| < M{*M}P  mit My = sup |é(iy)| und M, = sup|p(1 + iy)).
yeR yER yeR

Beweis: Sei fiir allee >0 und 2z € S

¢ =exp (e(z* = 1)+ (z — 1) In(Mo + ) — zIn(M; + €)) ¢(2).

Weil Re(z? — 1) = 22 —y? —1 < —y? fiir 2 = o + iy € S gilt, ist die Funktion auf
dem Abschluss S von S beschrénkt und konvergiert fiir grofie [y| gegen Null. Dann
nimmt |¢| auf S ein Maximum an, das wegen dem Maximumprinzip in 0S liegt. Also

gilt |¢(2)] < max { Mj\fia, Mj‘l/fig} <1 fiir alle z € S. Im Grenzwert £ \ 0 folgt

|p(2)] < My~ *M? mit z=x+iy € S. q.e.d.
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Beweis von Satz Wir zeigen den Satz fiir einfache Funktionen f, d.h. endliche
Linearkombinationen von charakteristischen Funktionen von messbaren Mengen mit
endlichem Volumen. Dazu zeigen wir fiir jede einfache Funktion g auf (Y,v)

/Y T(f)gdv

Weil die einfachen Funktionen dicht in IP(X, ) und L7 (Y, v) liegen folgt daraus, dass
T(f) ein Element von dem Dualraum von L7 (Y,v) definiert, dessen Norm beschrinkt
ist duch M| f||,. Weil auBlerdem T'(f) eine messbare Funktion ist folgt dann

< M flpexmldllp g,y  fir  1<g¢q <ocomit ¢+ 5 =1

T(f) € L(Y,v) mit IT(Hlg < M- ([ £l

auch im Fall ¢ = 1 (siehe Lemma 4.2 in Kapitel 2 von E. Stein, R. Shakarchi: Functional
Analysis, Princeton University Press, 2011).

Sei also zunéchst p < oo und ¢ > 1 also ¢’ < co. Dann definieren wir fiir einfache
Funktionen f auf (X, u) und g auf (Y,v) mit || f]|, =1 und ||g[|, =1

z f . —z z 29 1 —z z

Hierbei sind ¢/, ¢, und ¢} die dualen Exponenten von ¢, gy bzw. ¢;. Es folgt f; = f und

||fz||LPO(X,p) =1 fiir Re(2) =0 ||fz||[}71(X”u) =1 fiir Re(2) = 1.

Analog gilt auch g, = g und

||ngLq6(Y,l/) =1 fiir Re(z) =0 92| 1 vy = 1 fiir Re(z) = 1.

Wir zeigen jetzt dass die Voraussetzung des Drei-Linien-Lemmas von der Funktion

o(z) = /Y T(f.)gdv.

erfilllt werden. Fiir f =) a3 Xg, und g = ) b; X, erhalten wir

Qg bj

|ax] [bj] Jy *

o(z) = Z |ak‘v(z)’bj|5(z)
j.k

Aufgrund der Voraussetzungen an 7' folgern wir mit der Hélderungleichung

|6(2)] < My fur Re(z) =0 und lp(2)] < M, fir Re(z) = 1.
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Aus dem Drei-Linien-Lemma folgt dann

/Y T(f)gdv = d(t) < MI~*M:.

Weil die einfachen Funktionen dicht in IP(X, 1) und L(Y, v) liegen, folgt die Aussage
fiir p < oo und ¢ > 1.

Wenn p = oo kénnen wir pg = p; = oo annehmen. Aus der Voraussetzung folgt
dann ||T(f)||0 vy < Mol flleo und [|T(f)| 20 vy < Mi||f|ls und mit der Hélderun-
gleichung auch

1T maevay < My~ M| £l oo

Wenn zuletzt p < oo und ¢ = 1 kénnen wir auch ¢y = ¢ = 1 annehmen. Dann kénnen
wir g, = ¢ fiir alle z wihlen und ansonsten die gleiche Argumentation wie fiir ¢ > 1
anwenden. q.e.d.

Damit konnen wir jetzt folgenden Satz zeigen:

Satz 1.40. Fir alle 1 < p < 2 sind folgende Abbildungen stetig und linear. Fir p = 2
sind sie sogar unitir und die Inversen von einander:

P(Z) — L (R/27Z), [ fmit  flz)=) f(n)e*

neL

IP(R/277) — (71 (Z), f f mit f(n) = % /7r f(z)e ™ dg.

Fiir p = 1 geht die erste Abbildung sogar nach C(R/277Z) und die zweite Abbildung
nach co(Z). Die Normen aller Abbildungen sind gleich 1.

Beweis: In Satz [I.9 haben wir gezeigt, dass die erste Abbildung eine stetige lineare
Abbildung von *(Z) nach C(R/27Z) ist mit || f||sc < ||f]l1 und, dass sie eine Abbildung
von (*(Z) auf eine abgeschlossenen Unterraum von I?(R/27Z) ist. Wegen Korollar [1.32]
ist fiir jedes f € I2(R/2xZ) die entsprechende Fourierreihe (37 f(n)e™™),cz Cesaro-
summierbar mit Grenzwert f. Weil in dem Hilbertraum I*(R/27Z) das Fourierpolynom

N ~
Z f —mm mit f / f —'mxdx
: 27T

die beste Approximation von f durch Linearkombinationen von 1,e*® .. . eTN? jst,

folgt
IS e = ]| < IFas )= £l
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Also konvergiert die Fourierreihe in I?(R/27Z) gegen f und der abgeschlossene Unter-
raum ist ganz [*(R/27Z). Insbesondere ist die Abbildung

~

I?(R/27Z) — (*(Z), ff mit f(n) = % / ’ flx)e ™ dy

unitdr und die inverse Abbildung von der ersten Abbildung mit p = 2. Im Lemma

von Riemann-Lebesgue Satz haben wir gezeigt, dass die Abbildung f — f von
L}NR/277Z) nach cy(Z) stetig und durch 1 beschrinkt ist. Dann folgt die Aussage aus
dem Interpolationssatz von Riesz-Thorin [1.38] q.e.d.

Wegen dem Satz sind die zweiten Abbildungen injektiv, und weil ¢7(Z) C ¢*(Z)
fir 1 < p < 2 sind auch die ersten Abbildungen injektiv. Allerdings sind nur die
Abbildungen mit p = 2 auch surjektiv. Das Bild von I!(R/27Z) unter der zweiten
Abbildung ist also eine Teilmenge von co(Z). Diese Teilmenge wird wohl nicht durch
ein Abfallverhalten von f charakterisiert. Im folgenden Satz geben wir fiir ein ¢ € ¢y(Z)
eine hinreichende aber nicht notwendige Bedingung dafiir an, dass ¢ zu dem Bild gehort.

Satz 1.41. Ein ¢ € co(Z) mit den folgenden drei Eigenschaften ist f emner nicht
negativen Funktion f € LN R/2wZ):

(i) c¢(n) > 0 fir alle n € Z
(i1) ¢(—n) = c(n) fir allen € N
(iii) 2¢(n) < c¢(n—1) +c(n+1) fir alle n € N.
Beweis: Die Bedingung (iii) ist dquivalent zu
cn)—cn+1)<en—1)—c(n).
Aus lim,,_,« ¢(n) = 0 folgt lim,, (c(n) —c(n— 1)) = 0. Also ist (c(n) —c(n— 1))n€N
eine monoton fallende Folge nicht negativer Zahlen. Wir wéhlen fiir ¢ > 0 ein N € N,

so dass ¢(n) < § fiir alle n > N gilt. Fiir m > 1 folgt

¢(N)—c¢(N+m)=c¢(N)—c(N+1)+...+c¢(N+m—1) —¢(N +m)
> m(c(N +m—1) = ¢(N +m))

und fir m > N

< T o) el Nm)) < 2

(N+m—1)(¢(N+m—1)—c(N+m))
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Damit gilt k(c(k) — c(k + 1)) < e fiir k> 2N — 1 und lim,,,oc n(c(n) — ¢(n + 1)) = 0.
Daraus folgt, dass auch folgende Teleskopsumme im Grenzwert n — oo konvergiert:

i k(c(k—1)+c(k+1) —2c(k)) =

= k(clk = 1) = (k) + (k) = ((k + 1) (c(k) — c(k + 1)) + c(k + 1))

= ¢(0) — ¢(n) — n(c(n) — c(n + 1)).
Wir betrachten jetzt die Reihe

hE

f(@) =) n(c(n—1)+c(n+1) —2c(n))Fp_i(z)

I
—

T

mit dem Fejérkern F,(z). Jeder Summand ist eine nichtnegative Funktion auf R/27Z.
Deshalb ist die Summe eine nichtnegative messbare Funktion, die auch oo sein kann.
Wegen dem Satz der Monotonen Konvergenz und wegen

NE

n(c(n —1)+c(n+1) — 20(71))% /_7r F,_1(z)dx

3
Il

n(c(n —1) + c(n — 1) — 2¢(n)) = ¢(0)

hE

n=1

ist f eine fast iiberall nicht negative Funktion in L}(R/27Z). Die Summen

N

Sy = Zn(c(n —1) —c(n+1) —2¢(n)) Fro()

n=1

konvergieren fiir N — oo wegen dem Satz der majorisierten Konvergenz von Lebesgue
in I!(R/277Z) gegen f. Der j-te Fourierkoeffizient von Sy ist

N i

Sn(G) =Y k(elk —1) +c(k+1) — QC(k))i / Fyoy(z)e 7*dx

2
k=1

-7

Setzen wir die Fourierkoeffizienten von Fj_; ein so erhalten wir fiir n > |j] + 1

Sx(G) =Y k(e(k —1) +e(k +1) — 2¢(k)) (1_%> _

k=|j|+1
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= Y k(c(k—1)+c(k+1)—2c(k mz c(k)) = (c(k) —c(k+1))

k=|j]+1 k=|j|+1
= Y k(e(k—1) —c(k)) + c(k) = ((k+1)(c(k) — c(k + 1)) + c(k + 1))
k=41
=il Y ((e(k = 1) = e(k)) = (c(k) = e(k+ 1))
k=|jl+1

= (U71+ 1) (elih=clg1+1)) +e(lj]+1) = (N+1) (e(N) —e(N+1)) +¢(N+1))
—[71((e(lg]) = el + 1)) = (e(N) — e(N +1)))
(7)) + 7] (c(N) — ¢(N + 1)) = N(c¢(N) = ¢(N + 1)) — ¢(N).

Hierbei haben wir die obige Formel fiir die Teleskopsumme bemiiht. Im Grenzwert
N — oo konvergiert dieser Ausdruck gegen c(|j]). Weil Sy in L'R/27Z) gegen f
konvergiert, folgt f(j) = imy_0o Sn(j) = ¢(|7]) = ¢(y) fir j € Z. q.e.d.

Beispiel 1.42. Sei ¢ : Rj — R eine monoton fallende konvexe Funktion, die im
Grenzwert x — oo gegen Null konvergiert. Dann erfillt ¢(n) = p(n) die Voraussetzun-
gen von dem Satz.

a) p(z) = (x+1)a fira >0

b) p(x) = ln(a—l—m fiir a > 0.

Wenn ¢ nun auf RY definiert ist und auch die gleichen FEigenschaften hat, miissen

wir nur ¢(0) > 0 so wdhlen, dass c¢(0) + 0(2) > 2¢(1) gilt. Insbesondere ist ¢(—n) =

c(n) = ﬁ fir n € N und ¢(0) > m%) — 1113 = 1,97 ein solches Beispiel. Deshalb

ist ¢(0) +2> ", lcnoirfi die Fourierreihe einer nichtnegativen Funktion in [}(R/27Z).

Weil S~ c*(n) divergiert, liegt f micht in [*(R/27wZ). Diese Reihe ist offenbar bei x = 0
divergent und als alternierende Reihe konvergent bei x = w. Wir werden spéter sehen,
dass f auf (0,2m) stetig ist. Spdter werden wir auch sehen, dass die analoge Reihe
Yo, EI&ET; fiir alle © konvergiert und der Grenzwert auf (0,2m) stetig ist, aber nicht
in [HR/277Z) liegt. Insbesondere gehért also

, 0 firn =20
c € co(Z) mit c(n) = {IS%n(n)) fir 4 0
n(n+1 :

nicht zum Bild von [NR/27Z) unter der Abbildung f — f.
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Wir wollen jetzt fiir monotone Folgen A\ von positiven Zahlen, die gegen Null kon-
vergieren, die Konvergenz der folgenden beiden Reihen untersuchen:

Z)\ cos(nzx) und Z)\ ) sin(nx).

n=1

Satz 1.43. Sei (A(n))nen eine monoton fallende Folge positiver Zahlen, die gegen Null
konvergiert. Dann konvergieren die beiden Rethen

Z)\ cos(nx) und Z)\ ) sin(nz)

n=1
fiir alle z € R\ 2nZ. Fir jedes 0 < § < 7 konvergieren sie auf [0, 2m — 0] gleichmdfsig.

Beweis: Fiir z € R\ 277Z definieren wir

B n P einx -1 ‘
—;e 1. mit
2 1 1

[An(z)] <

|1 — e~ - sin§ ~ sin (2)
Wir wenden jetzt eine Technik fiir Reihen an, die analog zur partiellen Integration ist:

fur z € [0, 27 — 0].
2

Z A(k)eike = ()\(n + 1) A (x) + Z An + k) (Ap(z) — Ak—l(ﬂﬁ)))
eine (m_ > Ap@)(An+ k) = Mn+k+ 1)) +A(n+m)Am(x)>
k—1
n+m m—1
> MR < — ( A(n+k) A(n+k+1))+k(n+m)> :;(:—2_;)) (1.3)
k=n+1 =1 2

fir x € [0,27 — §]. Dabei haben wir A(n +m) > 0 und A(n+ k) = AX(n+k+1) >0
benutzt. Daraus folgt, dass die Reihe auf z € [0, 27 — ] gleichmé&Big konvergiert.q.e.d.

Insbesondere sind die Grenzwerte stetige Funktionen auf R \ 27Z. Der Realteil kon-
vergiert bei x € 2rZ genau dann, wenn A € ¢! gilt. Der Imaginirteil konvergiert aber
trivialerweise, weil sin(nz) = 0 fiir z € 27Z

Satz 1.44. Sei wieder \(n) eine monoton fallende Nullfolge positiver Zahlen. Wenn
(A(n)/n)nen in € liegt, dann gehirt folgende Funktion zu [N(R/277Z)

- ine o, 7 A(n)  firn >0 . \n
:;)\(n)e mztf(n):{o firm < 0, undHf]hSQ;_
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Beweis: Wegen f(—z) = f(x) geniigt es [ |f(x)|dz abzuschitzen. Mit A(k) = A(1) +
..+ A(k) erhalten wir

k=1 k=1 n=1 k=n n=1
Fir 77 <z <fundk=1,...gilt
k )
flx) =) Am)e™ + Y An)e™
n=1 n=k+1

Weil sin § > £ fiir z € [0, 7] gilt folgt aus x > 75
(@) < AR) + ZAk+1) < A(k) + (k+ DAK +1).

Damit erhalten wir schlieilich

INELEDS / f@ldr < Zﬂ (3= 77 ) (A + G4 DA+ 1)

k=1" k+1
= k+ 1) = A(n)
—r Y et <2y =
k=1 k+1 n=1

Um f zu berechnen, geniigt es zu zeigen, dass die Reihe 3.7, A(n)e” in [}(R/277Z)
konvergiert. Wir haben || f|; < 2> @ fir f = Y07 Mn)e™® gezeigt. Insbesonde-
re sind die I'(R/27Z)-Normen von (Zgil A(n)e™™®) yen beschrinkt und diese Folge
konvergiert wegen Satz fast iiberall auf x € R gegen f. Wegen dem Satz der

beschrinkten Konvergenz konvergiert diese Folge in L'([—m, 71]) gegen f, also auch in
LNR/277Z). q.e.d.

Satz 1.45. Sei (A(n))nen wieder eine monoton fallende Nullfolge positiver Zahlen.
Dann konvergiert > 7, X(n) sin(nz) genau dann gegen eine Funktion in [NR/27Z),
wenn Y > AN(n)/n < oo gilt. In diesem Fall konvergiert die Fourierreihe in L'(R/27Z).
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Beweis: Wenn ) | A(n)/n konvergiert, dann ist -, A(n)sin(nz) der Imaginérteil
der entsprechenden Funktion aus Satz [1.44] Also konvergiert dann diese Fourierreihe
in ['(R/27Z). Wenn umgekehrt die Reihe > °° | A(n)sin(nz) gegen eine Funktion in
[}R/27Z) konvergiert, dann ist der Grenzwert wegen Satz[l.43]eine ungerade Funktion

und die entsprechende Fourierreihe eine Reihe in (sin(nm)) . Wir zeigen jetzt, dass
fiir gegebenes m € N die Reihe (Yo7, A(n)sin(nz)sin(ma )) N gleichméBig gegen
f(x) sin(mz) konvergiert, wobei f(x) der Grenzwert von (> A(n)sin nas))neN ist.

Wegen (1.3) und sin (£) > £ gilt némlich fiir = € (0, 7]

n+M n+M
Z A(k) sin(kz) sin(ma)| < |sin(max) ( Z Ak ZM>|
k=n+1 k=n+1
A 1
< mxw <mrmA(n+1).
s ()

Dann folgt aus dem Satz der majorisierten Konvergenz von Lebesgue

/ f(z)sin(mzx)dx = Z A(n / sin(nx) sin(mzx)dz = A(m).

Also hat f die Fourierkoeffizienten

) flirn >0
f(n)=< 0 firn =0
M fiir n < 0.

21

und die Fourierreihe (3° A(n) sin(nx)), . Das Integral F(z) = [ f(t)dt ist stetig und
wegen fo% f(x)dz = [T f(z)dz = 0 periodisch. Insbesondere ist die Fourierreihe von

der Form F(0) + Y nen 2F 7 (n) cos(nx). Wegen dem Satz von Fubini gilt

/ / f(t) cos(nz)dtdx = / / cos(nzx) f(t)dxdt
sm nt n
n

fiir n > 0. Wegen Satz [1.34] ist die Fourierreihe von F' Cesaro-summierbar mit Grenz-
wert F'(z) und an der Stelle r = 0 mit Grenzwert 0. Auflerdem ist |F'(n)|n = A(n)
beschrankt. Dann folgt aus Hardys Taubersatz Satz

=F(0)+ ) 2F(n) _F(O)—Zw.

neN neN

Also ist die Reihe )\ A(n)/n konvergent. q.e.d.
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Beispiel 1.46.

1
Aln) = — >1
(n) In(n+ 1) "=
Die Funktion f(x) => ", % ist also stetig auf R/2nZ. Aber der Imagindrteil von

f liegt wegen Satz[1.48 nicht in [}(R/27Z) weil

P >i >/°° dt
nzlnlnn—i—l T = (n+1) lnn—i—l) 1 (t+1)In(t+1)

D]} = —In(In2) + lim In (In(1 + 1)) =

= lim In (In( 1+t)]

T—o0

Der Realteil von f liegt aber wegen Beispiel[1.44 in [}(R/27Z).
Beispiel 1.47.
1
A(n)=— a>0

na

Die Funktion f(z) = Y7, % ist also stetig auf R/2x7Z und gehort zu LNR/27Z),

weil die Reihe (Z ﬁ)neN konvergiert. Die Reihe ist aber nicht absolut konvergent fiir
O<a<l.

Beispiel 1.48.

Zsm W—I) fir0 <z <2rm
+
ZCOS nz) = —In (2sing) fir 0 < x < 27.

n+1

Um das einzusehen benutzen wir die Taylorreihe des Logarithmus bei 1:

) rneinﬁ
—In(1— = <1 —In(1 —re™) =
n(l —z) Z || : n(l —re™) nZ:; "
Die Reihe konvergiert fir r < 1 gleichmdf$ig. Insbesondere gilt
! In(1+ 7% — 2rcosd) i rn cos(nd) Arg(1 —re® i ~ n(nd).
—— - = — —Arg(l—r —si
2 n=1 n 7 g n=1 "

Hierbei ist Arg der Zweig, der Werte in (—m, ) annimmt. Der Grenzwert r /1 ergibt
fir0 <9 <27

1 ) - 1
—3 In(1 + 7% — 2rcos?¥) — —1In (2 sin 5) —Arg(1 —re) — 5(7r — ).
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Wegen dem Satz der majorisierten Konvergenz von Lebesque konvergieren diese Grenz-
werte punktweise fiir 0 < 9 < 2w und in [}(R/27Z). Daraus folgen die obigen Fourier-
rethen.

1.7 Absolut konvergente Fourierreihen

Offenbar ist die Fourierreihe ) _, f(n)e"* genau dann fiir ein 2 € R absolut konver-

gent, wenn f € (* (Z) gilt. Wegen Satz definiert diese Fourierreihe dann eine stetige
Funktion f € C(R/27Z) und die Fourierreihe konvergiert auf ganz R gleichméfig und
absolut. Wir definieren A(R/27Z) als das Bild der Abbildung

(M(zZ) — C(R/27Z), f=7f mit fl@) =" f(n)em.

A(R/27Z) enthilt also alle trigonometrischen Polynome, ist aber kleiner als C(R/27Z).
Wir wollen jetzt zeigen, dass A(R/27Z) eine Unteralgebra von C(R/27Z) ist.

Die punktweise Multiplikation der Elemente von A(R/27Z) entspricht in £*(Z) wie-
der die Konvolution. Fiir a,b € ¢*(Z) definieren wir

(axb)(n) =Y a(n—k)b(k) = a(k)b(n — k).

keZ nez

Diese beiden Reihen konvergieren und definieren ein Element von (!(Z):

> la(n = k)b(k)] < sup [a(n )1 Ib(k)] = Nlallso Bl

kEZ kEZ
lax bl = [(axb)(m)| <D la(n —k)b(k)
nez nez ke
<D > bk)llatn = k)= [b(k) Y la(n)] = bl - [lalh < oo,
kEZ neZ kEZ nez

Dadurch wird also £*(Z) zu einer kommutativen Banachalgebra.
Satz 1.49. Fir f,g € A(R/27Z) gilt auch fg € A(R/27Z) mit ?5 = fxq.

Beweis: Z(f el ZZf n— "t =

nez neZ keZ

k€EZ neZ ne”L kEZ
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Wir werden sehen, dass es Funktionen f € C'(R/27Z) gibt, fiir die die Fourierreihe in
einem z € R nicht konvergiert, die also nicht in A(R/27Z) liegt.
Wir betrachten jetzt folgende Abbildung

INR/27Z) — C(R/27Z), f e I(f) mit

/f t——/f t——//f dtds—i——/ /f t)dtds. (1.4)

Die beiden Konstanten sind so gewéhlt, dass ["_ I(f)(z)dz = 0 gilt. Die Funktion I(f)
ist offenbar stetig. Fiir x € R gilt wegen der Periodizitit von f

421 T
I +2m) - 1@ = [ fode~ [ =
Also ist auch I(f) periodisch und liegt in C(R/27Z). Fiir « € [—m, 7| gilt

(L) @) < 27| flly+ =l 1l +/_ [ fllds = 5[ f]]1-

Daraus folgt ||1(f)]|cc < 57||f]|1 und die Abbildung ist stetig. Auflerdem gilt fiir
allen € Z\ {0}

I(e™*) = ds + — ds

2m Jo mn 2m mn

einz -1 T 6int TF 1 ™ e'ms -1 1 - eins -1
m 2m

einm —1 1 eins T 1 eins - 1 1 einx
' in)?], (in)?

in)? |, 2in  2in  in

-~ .
2 —T
I(l)_q;—x—_/ Sd8+_/ SdS——|:4—:| +|:4:| :0
p T
Daraus folgt
- 0 firn =10
Imw={%szemwk

Damit konnen wir jetzt folgendes Lemma zeigen:

Lemma 1.50. Sei f € [N(R/27Z) und F € C(R/2nZ), so dass F(x) — [ f(
konstant ist. Dann gilt f(n) = mﬁ’(n) fiir alle n € Z.

Bewels Weil F und z — F(x fo t)dt periodisch sind mit Periode 27 ist auch
fo t)dt periodisch. Daraus folgt

0= /0 Wf(t)dt:/_ﬂ F()dt = 2m f(0).
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Daraus folgt, dass F' — I(f) konstant ist. Also gilt F'(n) = n) fir alle n € Z\ {0} und
f(n) = inF(n) fiir alle n € Z. q.e.d.

Korollar 1. 51 Sei f € P(R/27Z) fiir ein 1 < p < oo und F € C(R/27Z), so dass
— [ f(t)dt konstant ist. Dann gilt F € A(R/27Z).

Beweis: Wegen der Holderungleichung gilt fir 1 < g < p < oo und f € I’(R/27Z)

auch f € LI(R/2xZ) mit || fllg < 11]l-)| fllp = | f]l, mit 2 = l - 117 Deshalb kénnen wir

1 < p < 2 annehmen. Dann folgt HfH% < |If|l, aus Satz 1.40. Aus dem vorausgehen-

den Lemma und der Holderungleichung folgt F(n) = % fir n € Z\ {0} F e (M(Z)

mit [|[Flly < [F )] + 3 ez oy [F'(0)] < TFO)] + [[fI] 2 llall, mit

0 firn=0 =1
aln) = und |lal|l? =2 — < 0. .ed.
(n) {% fir n € Z \ {0}, lal ;ni’ 1

Die Funktionen F', die die Bedingungen von dem Korollar erfiillen, gehéren zu dem
sogenannten Sobolevraum VVlf)f(R) an. Darin enthalten sind insbesondere alle stetig
differenzierbaren Funktionen. Es gibt noch eine andere Erweiterung von C*'(R/277Z),
die in A(R/27Z) enthalten ist.

Satz 1.52 (Bernstein). Sei f € C(R/2nZ) und fiir ein 3 < o <1
fx) = f(y)

< 00
sAyeR T —y|*
Dann liegt f in A(R/27Z).
Beweis: Wir definieren gj,(z) = f(x + h) — f(z — h) fiir alle h > 0. Dann gilt
. I _ ,
gh(n) — %/ (f(.’L‘ + h) . f( h)) zxndx _ _/ f i(z—h)n —e 1(:r:+h)n)dl,

— %%gm) /_: f(x)e ™ dx = 2sin(hn) f(n).

Z|sm hn) 2| f(n)|? = / lgn(2)|?dx < <sup M) (2h)** < K*h*.

THY |aj - y|a
Dann folgt fiir m € N, 2m71 < |n| < 2™ und h = 557 erst 3 < sin’(nh) < 1 aus
7 <|nh| < 7 und schlieBlich
R K2h2a K27T2a
2 —
Z |f(n)| = 9 T 92a(mA1)+17

2m—1<|n|<2m
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Aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung folgt dann

A K?q2a Kn“ Kn“
Z |f(n)] < W'V2m22

a(m+1)+i-m - at+ig(a—Lym”
gm—1<[n|<am 272 20739 2

o0

b i
ola—Hm 1 _ 9(3-a)

Fiir a > 1 ist < oo. Daraus folgt f € (1(Z). q.e.d.

m=0

Satz 1.53. Eine Funktion [ € [NR/27Z) liegt genau dann in C*(R/277Z), wenn es
fir jedes m € N ein C(m) gibt, so dass |f(n)| < % fir alle n € Z gilt.

Beweis: Fiir f € C°(R/2nZ) liegen alle Ableitungen F™ e L[}(R/27Z). Wegen
dem Lemma folgt dann f(n)n™ € Cy(Z). Daraus folgt die Bedingung an f in dem
Satz. Wenn umgekehrt f diese Bedingung erfiillt, dann folgt fiir alle m € N, dass

n s (in)™f(n) in ¢*(Z) liegt. Daraus folgt f(™ € C(R/2nZ) fiir alle m € N.  q.e.d.

Die glatten Funktionen enthalten als eine Teilmenge auch noch die analytischen
Funktionen. Offenbar ist eine Funktion in C*°(R/27Z) genau dann analytisch auf R,
wenn sie analytisch auf [0, 27] ist. Weil [0,27] kompakt ist, gibt es fiir jede auf R
analytische Funktion f € C*°(R/27Z) ein e > 0, so dass sich f analytisch auf {(z+iy) €
C | ly| < &} fortsetzt. Weil die Abbildung exp : C — C \ {0}, z — € analytisch ist,
setzt sich eine Funktion f € C*°(R/27Z) genau dann analytisch auf {z +iy € C |y €
(—a, B)} mit a, B > 0 fort, wenn es auf {z € C | e™? < |z| < e} komplexe analytische
Funktion g gibt, so dass f(z +iy) = g(e®*7) fiir alle # € R und y € (—a, 3) gilt. Dann
kénnen wir g als die Summe von zwei komplexen Potenzreihen schreiben:

9(2) = Z f(n)zn + Z f(—n)z_” mit 2z = e® Y
n=0 n=1

Wegen dem vorangehenden Satz konvergieren beide Potenzreihen fiir alle z € T. Ins-
besondere haben beide Potenzreihen einen Konvergenzradius nicht kleiner als Eins.
Dann konvergiert die erste Potenzreihe in z fiir alle z € C mit |z| < 1 und die zweite
Potenzreihe fiir alle z € C mit |z| > 1. Die erste Potenzreihe hat dann sogar einen Kon-
vergenzradius nicht kleiner als e® und die zweite einen Konvergenzradius nicht kleiner
als 2. Aus dem Wurzelkriterium fiir Potenzreihen folgt dann:

Satz 1.54. Fine Funktion f € C*(R/277Z) setzt sich genau dann analytisch auf x +
iy € Cmitz € R undy € (—a,p) fir a, >0 fort, wenn folgendes gilt

limsup |f(n)|"" < e™® wund limsup|f(—n)|"/" < e™? q.ed.

n—oo n—0o0
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1.8 Abelsummierbarkeit und der Poissonkern

Wir haben in Abschnitt [I.5] die sogenannte Cesaro-Summierbarkeit kennengelernt. In
diesem Abschnitt fithren wir eine noch allgemeinere Konvergenz ein.

Definition 1.55. Fine Reihe (D ay)nen, heift abelsummierbar, wenn folgendes gilt:
(i) Der Konvergenzradius der Potenzreihe Y~ a,xz" ist nicht kleiner als Eins.
(ii) Die Potenzreihe Y > ,a,x™ konvergiert im Grenzwert x /1 gegen s.

In diesem Fall heifit s die Abelsumme von (D ap)nen, -

Der Konvergenzradius von Y 2 a,z" ist das Inverse von limsup,_,. ¥/|an|. Al-
so ist (i) dquivalent zu limsup,, .. /|a,] < 1. Wenn der Konvergenzradius grofier
als 1 ist, dann konvergiert die Reihe () a,)nen, sogar absolut. Deshalb ist der Fall
mit Konvergenzradius 1 eine Verallgemeinerung der gewohnlichen Konvergenz von Rei-
hen. Wir zeigen jetzt, dass die Abelsummierbarkeit eine Verallgemeinerung der Cesaro-
Summierbarkeit ist.

Satz 1.56. Sei (> ay)nen, Cesdarosummierbar. Dann ist (Y ap)nen, auch abelsum-
maerbar.

Beweis: Indem wir komplexe Reihen in Realteil und Imaginérteil zerlegen, konnen wir
uns auf reelle Reihen beschrianken. Sei also (> a,,)nen, Cesarosummierbar, d.h. (0,,),en
konvergent mit (n+1)o, = Y, _(n+1—Fk)ay. Weil (0,,)nen konvergiert sind |o,| durch
K beschrankt. Dann folgt

lsn] = (n+ 1), —n op1] < 2n+ 1)K, lan| = |8 — $n_1| < 4nK.

Deshalb ist der Konvergenzradius von (> a,2"),en nicht kleiner als 1. Wir zeigen jetzt
fir v € (—1,1)

f(x):ianx":(l—x)isnxn 1—x2in+1an
n=0 n=0 n=0

Zanaﬁ” = 50+ (51— 80)1 + (53 — 81)x> + ... + (55 — sy_1)2

= (1—a){so+s1x+ ... +sy_12V 1} + 5,27,
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Fiir x € (—1,1) konvergiert |syz™¥| < (2N — 1)K|z|" im Grenzwert N — oo gegen
Null also folgt

o
(1—x) E Spx”
n=0
N

anx" =09+ (201 — 00)z + (309 — 200)2* + ... + ((N + Doy — NUN,I)xN
n=0

= (1 —2){og + 2012 + 3092 + ... + Noy_12V '} + (N + Doyz™.
Daraus folgt dann auch f(z) = (1 —z)? > 7 ((n + 1)o,a™. Fiir |z < 1 gilt jetzt

§ —1x)2 - (1 ix) SNCIE

n=0

Fiir jedes € > 0 gibt es ein N € N mit |0, — s| < e fiir n > N. Fiir 0 < z < 1 folgt

o) N
Z( )o,z" Z n+ 1)o,z" + Z (n+1)(s —e)x"
n=0 n=0 n=N-+1

:(18_—;) +Z N+ Doa™ — (s —¢) Z
n=0 n=0
fl@)y>=s—c+(1—2)> (n+ —(s—¢)).
n=0

Der zweite Summand konvergiert fiir x * 1 gegen Null. Also gibt es ein 0 < r; < 1
mit f(x) > s — ¢ fir x € (r1,1). Genauso gibt es ein 0 < 7y < 1 mit f(z) < s+ ¢ fur
x € (rg, 1). q.e.d.

Genauso wie die Faltung mit dem Fejérkern die Cesarosumme o, beschreibt, ergibt
die Faltung mit dem Poissonkern P,(z) die Funktion

O @r'nl M) y=3" (57 [ swemay) e

Fiir f € L}(R/27Z) konvergiert die Summe gleichmiilig und wir diirfen die Integration
mit der Summe vertauschen. Wir zeigen wieder, dass P,(x) eine Diracfolge ist fiir r 7 1.

Lemma 1.57. Im Grenzwert r /1 ist der Poissonkern eine Diracfolge fiir R/2nZ.



44 KAPITEL 1. FOURIERREIHEN

Beweis: Wir wissen bereits 5= [* P.(z)dz = 1 mit P,(2) > 0. Aus 1 —2rcosz +r? =
(1—=r)*4+2r(1 —cosz) > ¢ fiir § <r <1undd < |z|] < 7 folgt |Po(z)| < 1;:"2 fiir

% <r<1lundé < |z| <7 Dann folgt die Eigenschaft (iii). q.e.d.

Aus Satz folgt der erste Teil von folgendem Satz

Satz 1.58. Fir f € C(R/27Z) bzw. f € [P(R/27Z) mit 1 < p < oo gehirt P, x f fir
alle v € (0,1) zu dem gleichen Banachraum und konvergiert in diesem Banachraum im
Grenzwert r /' 1 gegen f. Fir f € LNR/21Z) konvergiert (P, * f)(z) im Grenzwert
r /1 fir alle Lebesquepunkte x € L(f) gegen f(x).

Beweis: Wir iibertragen den Beweis von Satz(1.35 Wie in (1.2)) schétzen wir P,(z) <
P.(0) = L= — = auf z € (0,1 — r] ab. Auf [1 — r, 7] ersetzen wir (L.1) durch

1—2r+r2

1—r? 1—r? <1—7’27r2f,, 0< |2 <
= = — fir x| <
1—2rcosx+1r2 (1—r)2+2r(l—cosz) ~ 4r a2

(f % P) (@) — f(a)] < L) / gty T / " ey,

—2n(l—r _, t?
< 1+rG(1—r) N (1 —1r?) {G(t)}ﬂ_‘_ (1 —1r?) /7r G(t)dt.

P.(x)

I e 8r 12 8r t3
Wegen G(t) < o(t) folgt dann wie im Beweis von Satz die Aussage. q.e.d.

Der Poissonkern P,(z) = m ist fiir alle (r,x) € [0,1) x R/27Z definiert.
Benutzen wir (r, z) als Polarkoordinaten von dem Ball B(0,1) C R?, so ist die Funktion
(r,z) — P.(\) auf dem Ball B(0, 1) harmonische. In diesen Polarkoordinaten hat der

Laplaceoperator namlich die Gestalt

Pu 10u | 1 0%
o2 ror 12022
Deshalb konnen wir mit dem Poissonkern das sogenannte Dirichletproblem 16sen:
Dirichletproblem: Gesucht ist eine Funktion u € C? (B (0, 1)) die harmonisch ist
und die sich in den Polarkoordinaten (r,z) im Grenzwert r 1 einer Funktion f auf
R/277Z annéhert.
Damit haben wir also das Dirichletproblem nicht nur fiir die Funktionen f €
C(R/27Z), sondern auch fiir die Funktionen f € I[P(R/27Z) mit 1 < p < oo geldst.
Kehren wir zu der Konvergenz der Fourierreihen zuriick, so folgt aus Satz [L.58}

Korollar 1.59. Sei f € C(R/27Z) bzw. f € IP(R/27Z) mit 1 < p < oco. Dann
ist die Fourierreithe von f in dem gleichen Banachraum abelsummierbar. Fir f €
LNR/27Z) ist Y., cq f(n)e"* an allen Lebesquepunkten x € L(f) abelsummierbar, also
insbesondere an allen Punkten, an denen f stetig ist. q.e.d.

1—r

Au
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Wir wollen jetzt Funktionen in C(R/27Z) finden, fiir die die Fourierreihe nicht bei
allen x € R /277 konvergiert. Ausgangspunkt ist dabei die Funktion f(z) = i(7m — z)
auf = € [0, 27], die dem Beispiel dhnelt:

. 2m , 0 f =0 inz
e ] T

2 |, = fiir n # 0. neZn(0)

Im Beweis von Satz haben wir gezeigt, dass die Fourierreihe einer Funktion f &€
I[}(R/27Z) an allen Lebesguepunkten z € L£(f) von f gegen den Funktionswert

— 1 .
5\?% 20 / fle+y)d
konvergiert. Unsere oben gegebene Funktion ist an allen Punkten x € R\ 277Z stetig.
Solche Punkte sind natiirlich Lebesguepunkte. Bei x € 277 ist die Funktion links- und
rechtsseitig stetig mit limy\ o f(27n + h) = im und limy,\ f(27n — h) = —im. Sei also

1/, . ..
flz) =+ <}1L1{‘I(1)f(27m+ h) +}1L1\Ir(1]f(27m— h)) =0 fir xze€2nZ.

2
Dann sind alle Punkte von f Lebesguepunkte. Deshalb ist die Fourierreihe von f auf
ganz R Cesaro-summierbar mit dem Grenzwert f. Dann erfiillt die Fourierreihe fiir alle
x € R die Bedingung von Hardy’s Taubersatz und konvergiert also fiir alle x € R gegen
f(z). Wir wollen diese Schlussfolgerung jetzt noch etwas verschirfen. Wir wollen zeigen,
dass die Fourierreihe als Folge gleichméBig in z € R/277Z und N € Ny beschrankt ist:

inT
e

< M fiir alle x € R und N € Ny (1.5)

Wir modifizieren den Beweis von Hardy’s Taubersatz um folgendes Lemma zu zeigen:

Lemma 1.60. Die Abelsumme A, = Y~ c,r™ einer Reihe (Y cp)nen, sei fir r €
[0,1) beschrinkt. Wenn auflerdem (n|c,|)nen beschrdankt ist, dann sind auch die Sum-
men ’ij:o cn| in N € Ny gleichmdfig beschrinkt.

Beweis: Sei r = 1 — + und n|c,| < M fiir n € Np. Dann gilt

N 00
|Sy — A, | = Z( —r"c,) Z re, <Z]cn\ (1—1r") Z ey
n=0 n=N+1 n=N+1
N n—1 M oo M 1
k n —
§Z|cn|(1—7“) 5 Z’I“ SMN(l_T)+W1—r_2M'

n=0 k=0 n=N-+1
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Hier haben wir die Summenformel fiir die geometrische Reihe benutzt. Wenn also

sowohl |A,| < M fiur r € (0,1) und |nc,| < M fiir n € Ny gilt, dann folgt |Sy| < 3M

fiir alle N € Np. q.e.d.
Wir wenden dieses Lemma jetzt auf die Folgen

0 firn=0
Cn(x) - ein:c e*in:t ..
+ firn € N

n

an. Weil die entsprechende Reihe fiir alle x € R gegen die periodische und beschriankte
Funktion

fl) = i(mr— x4 2mn) fir z € (2mn,27(n + 1))
o fir x € 277

konvergiert, und weil P,.(x) im Grenzwert r 1 eine Diracfolge von R/27Z ist, folgt

) = 1P D) < 5 [ Pl = o)Wy < 1]

2m J_ .

Dann folgt aus dem Lemma, dass fiir ein M > 0

N
n(@)| < Mfirales eRund N €Ny mit  fu(e)= 3 en +Zen

gilt. Wir betrachten jetzt die verwandten Summen

-1

Dann gilt bei z =0
N N
~ 1 dz
0)| = - > — =InN. 1.6
75 §nljn_/l == (1.6)

Wir wéhlen jetzt eine Folge von positiven Zahlen a,, > 0 mit ) a,, < oo und eine Folge
von natiirlichen Zahlen N,,, so dass N, .1 > 3N, fir alle n € N und lim,, ,, a, In N,, =
oo gilt. Die Folgen a,, = & und N,, = 3*" erfiillen diese Bedingungen. Dann definiert

[e.9]

(@) =) ane®™ fx, (z)

n=1

eine stetige Funktion in C'(R/277Z), deren Fourierreihe bei x € 27Z nicht konver-
giert. Wegen (1.5) konvergieren die Reihen Y77 |a,e? ™ fn, (2)] < 3207 anl|fn, (2)]
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in C(R/27Z) gegen eine Funktion ¢ € C(R/27Z). Betrachten wir allerdings die ent-
sprechenden Fourierreihen 322" N, G(k)e™ ™ an der Stelle z = 0, so gilt wegen (L.6)

2Np, Np—1 2Ny, 2Nn
gk =1 gtk + Y ak)| =1 §(k)| > a,InN, firallen €N,
k=—2Np k=0 k=Nnp k=Nnp

Dabei haben wir benutzt, dass in dieser Summe die Fourierkoeffizienten von

Nm eikac 3Nm e—ikx

2iNmT 2iNmzT
W€ fy (@) = @D s Y, e
k=— Ny, ,k#0 k=N, k#2N.m m

fiir m < n sich wegheben und fiir mm = n nur die Fourierkoeffizienten von €2 fy
auftauchen.

Zum Abschluss wollen wir auch noch ein einfacheres aber nicht konstruktives Argu-
ment fiir die Existenz von Funktionen f € C(R/277Z) angeben, deren Fourierreihen fiir

ein x € R nicht konvergieren. Dazu erinnern wir zunéchst daran, dass fiir jede Funktion
g € C(R/27Z) die Abbildung

C(R/20Z) - C. frooe | Hwgtayis

linear und stetig ist und die Norm ||g||; hat. Als nichstes berechnen wir fiir alle n € N
die Norm || D, ||; von dem Dirichletkern aus Beispiel
sin(n + x)

1 [ 1 ["
1D = 5 [ 1Dl =~ [
o sin (2)
2 [ta)m |sint| |smt|
T RS o e Wt

Daraus folgt insbesondere lim,, ., || D,||1 = oo.

de > —
T T

2 [ lsinilnt Dol

Satz 1.61. Fiir jedes xo € R existiert ein f € C(R/2nZ), dessen Fourierreihe (Dy *
f)(xo) im Grenzwert N — oo unbeschrdnkt ist. Insbesondere konvergiert die Fourier-
reshe bei o nicht.

Beweis: Wenn es ein zy € R gibt, so dass fiir alle f € C(R/27Z) die Folge

N
N~—>Zf )ento = — /fxo—xDN( )dx
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beschrankt ist, dann ist fiir alle f € C(R/27Z) auch ( f f(z (x)dx)nen be-
schréinkt, weil fur jedes f € C(R/27Z) auch die Funktlon z f (:co — x) zu C(R/27Z)
gehort. Weil die Norm ||Dy||; dieser Funktionale auf C(R/27Z) unbeschriankt sind,
widerspricht das dem Satz von Banach-Steinhausen. q.e.d.

Satz 1.62 (Banach-Steinhausen). Sei E ein Banachraum und L,, eine Folge in dem
Dualraum, die punktweise beschrankt ist, d.h. fir alle x € E ist (| L, (x)|)nen beschrinkt.
Dann ist auch ||L,|| beschrdnkt.

Beweis: Fiir jedes m € N sei

F,={x € E|sup|L,(z)| <m}
neN
Jede dieser Mengen ist als Schnittmenge von abgeschlossenen Teilmengen von F auch
abgeschlossen. Diese Folge ist auflerdem monoton wachsend, d.h. F}, C F,,4; fiir al-
le m € N. Laut Voraussetzung ist (J,,cy Frn = E. Dann gibt es geméf einer Be-
weisstrategie von Baire ein m € N, so dass das Innere von F,, nicht leer ist. Wenn
néamlich alle (F),,)men keine inneren Punkte enthélt, dann gibt es induktiv eine Folge
B(zx1,p1) D B(xa, p2) D B(x2,p2) D ... von Billen, die jeweils disjunkt von F,, sind:

Pm
2

fiir alle m € N erfiillen. Weil namlich jeweils F, 41 nicht B(z,,, %) enthalten kann,
gibt es ein Zpq1 € B(Tm, %) \ Fny und weil F,,; abgeschlossen ist einen Ball
B(Z 1, pm+1) dessen Abschluss in B(z,, py,) enthalten ist mit B(2,,41, pma1) NV Emi1 =
0 und ppy1 < 2% Dann ist (2,)men eine Cauchyfolge, deren Grenzwert nicht zu
Umen Fm gehort, im Widerspruch zu den Annahmen.

Also existiert ein Ball B(xg, pg) in einem F,,,. Dann folgt fiir jedes € F mit ||z|| < 1

und x £ pox € B(xg, po), dass |L,(xo + pox)| beschrankt ist. Insbesondere ist

B(Zm, pm) N Fry = O und  pppr < 5

2p0Ln ()| = [Ly(z0 + pox) — Ly(zo — poz)|
beschriankt, und damit auch ||L,||. q.e.d.

Zum Abschluss bemerken wir noch, dass die untere Schranke fiir ||Dyl|;, die wir
benutzt haben um limy_,o || Dy|[1 = 00 zu zeigen, auch die Funktion Dy(x) durch die
Fourierreihe fy(x) approximiert, die wir im konstruktiven Beweis benutzt haben.

1.9 Fourierkoeffizienten von Maflen auf R/27Z

Wir bezeichnen mit M (R/27Z) die Menge der positiven endlichen Mafie auf R/27Z,
d.h. die o-additiven Abbildungen von den Borelmengen von R/27Z nach R . Fiir jedes
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p € M, (R/27Z) definieren wir die Fourierkoeffizienten als

ja(n) = / e M du nez

—Tr

Offenbar sind die Fourierkoeffizienten beschriankt durch

il < [ " dp = p(R/27Z) < oo.

Also liegt 1 fiir alle p € M (R/27Z) in (>°(Z).

Beispiel 1.63. Die Punktmafle ¢, von x € R/277Z haben die Fourierkoeffizienten
Er(n) = ™Mo,

Beispiel 1.64. Fliir jede Funktion f € [}(R/277Z), die fast iiberall nichtnegativ ist, hat
das Mafs %fdx die Fourierkoeffizienten

1 — | Y R

— fdx(n) = —/ e " f(x)dx = f(n) firn € Z.
2m 2 J_ .

Lemma 1.65. Zwei Mafle pn,v € M, (R/27Z) deren Fourierkoeffizienten gleich sind,

stimmen tiberein.

Beweis: Wenn fi(n) = (n) fiir alle n € Z gilt, dann stimmen die Integrale

| s [ s

fiir alle trigonometrische Polynome iiberein. Wegen dem Weierstrachen Approximati-
onssatz (Korollar|1.33)) stimmen auch die stetigen linearen Abbildungen auf C(R/27Z)

fl—)/7T f(z)dp  und f~—>/7r f(z)dv

iiberein. Indem wir die charakteristischen Funktionen von abgeschlossenen Intervallen
in R/277Z als die Grenzwerte von monoton fallenden stetigen Funktionen realisieren,
folgt dass die Mafle auf alle abgeschlossenen Intervalle {ibereinstimmen. Weil solche
Intervalle die Borelmengen erzeugen, folgt u = v (vergleiche den Darstellungssatz von
Riesz). q.e.d.

Die Abbildung +: R/27Z x R/27Z — R/2nZ,(x,y) — x + y ist offenbar stetig,
und bildet deshalb messbare Mengen auf messbare Mengen ab. Dann definieren wir
fir p,v € My (R/27Z) die Konvolution p * v als das Bildmafl von dem Produktmaf}
pu @ v unter dieser Abbildung. Aus dieser Definition folgt sofort (u * v)(R/27Z) =
p(R/27Z)v(R/27Z) und v % p = g * v. AuBerdem gilt g9 * p = p*x g9 = p fiir alle
pu € My (R/27Z)
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Lemma 1.66. Fir u,v € M, (R/277Z) und f € C(R/27Z) gilt

/7r f(x)d(p*v) = /7r ’ [z +y)du(x)dv(y).

Beweis: Die Aussage gilt aufgrund der Definition von u * v fiir alle charakteristischen
Funktionen. Dann gilt sie auch fiir alle Linearkombinationen von charakteristischen
Funktionen und wegen dem monotonen Grenzwertsatz auch fiir alle Borelfunktionen.
Insbesondere also fiir alle beziiglich p * v integrablen Funktionen in C(R/27Z).q.e.d.

Satz 1.67. Fir alle pu,v € My (R/27Z) und n € Z gilt

= fu(n)i(n).
Beweis: 1+ v(n) :/ (o v) / / S dp () dv (y)

- </_7r M )> (/_7T SMdu(y )> = fi(n)o(n). q.ed.

Fiir zwei nichtnegative Funktionen f,¢g € L'(R/27Z) und die entsprechenden Mafle
dp = 5= fdz und dv = 3=gdx gilt dann fiir alle p € (R/27Z)

/Wgodﬂ*y /W/7r (x+y)f(x)dxg(y :_/Tr/rr (z—y)dzg(y)dy
4szﬂfw dydz——/ 2)(f *g)()dz

Also gilt dann p*xv = % f*gdx. Deshalb stimmt die Konvolution fiir solche Funktionen
f,9 € [}(R/27Z) mit der vorher definierten Konvolution iiberein. Als néchstes wollen
wir alle MaBle u € M, (R/277Z) charakterisieren.

(m*v)(n

Satz 1.68 (G. Herglotz, F. Riesz 1911). Die Formel

fe=is+ [ S

i
_x €

definiert eine bijektive Abbildung von komplexen Potenzreihen f(z) mit Konvergenzra-
dius> 1, deren Realteile nicht negativ sind und Paaren (5,1) € R x M (R/27Z).

In dem Beweis werden wir die schwache Topologie auf M, (R/27Z) benutzen. Eine
Folge (ptn)nen in M, (R/27Z) heiBit schwach konvergent mit Grenzwert p, wenn fiir alle
f € C(R/2rZ) die Folge ([ f(x)dpn)nen gegen [7_ f(x)dp konvergiert. Der Rieszsche
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Darstellungssatz besagt, dass die Elemente p € My (R/277Z) durch die Abbildung, die
jedem p das Funktional f — [* f(z)dp auf C(R/2rZ) zuordnet, bijektiv auf die
Funktionale abgebildet werden, die auf alle nicht negativen Funktionen nicht negativ
sind (Riesz 1909). Also konnen wir My (R/27Z) mit dieser Teilmenge des Dualraums
von C(R/27Z) identifizieren. Wegen dem Satz von Alaoglu sind die abgeschlossenen
Bille in den Dualraum von C(R/27Z) schwach kompakt. Daraus folgt folgender Satz:

Satz 1.69 (Helly’s Theorem). Fir jedes o > 0 ist die Menge
{1 € M, (R/21Z) | u(R/27Z) < a}

schwach kompakt. D.h. jede Folge p, € M (R/27Z) fir die pu,,(R/277Z) beschrinkt ist,
besitzt eine in M, (R/27Z) schwach konvergente Teilfolge. q.e.d.

Beweis von Satz[1.68; Sei f(z) = >~ a,z" eine komplexe Potenzreihe mit Konver-
genzradius> 1, deren Realteil ¢g(z) bei allen z € B(0,1) nicht negativ ist und ag =
a+if. Fir z = re" mit r € [0,1) gilt dann

T 1 n _inc ~ N, —inx
g(re )=a+§Zan7’e + a,re”"T).
Fir r € [0,1) ist das die Fourierreihe einer glatten Funktion:

1 1 (7 , ,
= —/ (re™ §anr” =5 g g(re®)e " dx fir n > 1.

Dann folgt fiir z € Cmit [z <1lund 0 <r <1

1
flrz) = a,r"z" = — (Te Ydx + i + 2 E / (re™)e” ™ dy
2m
n=>0 n+1
T e 4z
. d
=10+ 27r/ em_zg(re )dx

Hierbei haben wir

1+2Z€mxn:1+ 2e z :e + z

1—e ity gt — 2

benutzt und die Summe mit dem Integral vertauscht, weil diese Reihe gleichméflig auf
kompakten Teilmengen von (z,z) € R/27Z x B(0, 1) konvergiert. Wir haben voraus-
gesetzt, das ¢ nicht negativ ist, so dass o, = %g(re”)c& eine Familie von Maflen in
M, (R/27Z) ist, deren totalen Mafle alle gleich

a = Re(f(0)) = L /ﬂ g(re™)dz = 0,(R/27Z)

2 | .
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sind. Wegen Helly’s Theorem gibt es ein p € My (R/277Z), so dass fur die Folge r,, 1
die MaBe o,, schwach gegen p konvergieren. Dann folgt u(R/277Z) = a und

€ZI+Z

eiT — 2

f(z)=1p8 +/ du(z) fir z € B(0,1) C C.

Umgekehrt miissen wir zeigen, dass fiir jedes p € M, (R/27Z) die entsprechende Funk-
tion f die gewiinschten Eigenschaften hat. Offenbar gilt

Re (€%x+z> = 1._|Z| und
e — 2 lei® — 2|2
e 4re\  1-r2 1-1r% 1—r2
(e” + reiy) e —rew2 |1 —rev—e2 1472 — 2rcos(y — )
=P.(y—z)>0.

Dann folgt, dass die Realteile aller dieser Funktionen nicht negativ sind. Also geniigt es
zu zeigen, dass fiir jedes p € M, (R/27Z) und den Realteil g(re') der entsprechenden
Funktion f das Maf} % g(re™®)dx im Grenzwert r 7 1 schwach gegen u konvergiert. Sei
also h € C(R/27Z). Dann gilt

1 s

2 ),

h@lgtreyde = o= [ [ h@)Pe - pdntos

_ % /: /: Poa — y)h(x)dady.

Im Grenzwert r 1 konvergiert 5- [* P, (y — x)h(z)dx wegen Satz m gegen h.
Damit ist die Aussage gezeigt. q.e.d.

In der Funktionentheorie wird gezeigt, dass Realteil und Imaginérteil einer kon-
vergenten komplexen Potenzreihe harmonische Funktionen sind. Der Satz von Riesz-
Herglotz ist dann zu folgendem Satz dquivalent:

o= [ el Ll o

S

Satz 1.70. Die Formel

definiert eine bijektive Abbildung zwischen p € My (R/277Z) und reellen harmonischen
nicht negativen Funktionen auf z € B(0,1) C C q.e.d.

Satz 1.71 (Herglotz 1911). Fir eine Folge (¢p)nen von komplexen Zahlen sind die
beiden folgenden Bedingungen dquivalent.

(i) Es existiert ein pu € My (R/27Z) mit ¢(n) = fu(n) fir alle n € Ny.
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(11) Fir jedes n > 0 sind die Matrizen T,, = (c(j — k))o<jr<n positive semidefinit,
d.h.

S elj — k)agay > 0 fiir alle a = (ap, .., a) € C".

7,k=0

Beweis: (i) = (ii) folgt aus folgender Abschitzung

n » ) 1 T n e 1 -
> cli=Raa=o— [ > e o adu() = %/

3,k=0 T k,j=0 -

2
du(z) > 0.

n

—ijx
E e Qs

j=0

iil) = (i): Eine allgemeine positive semidefinite Matrix (a;r)o<;r<n erfiillt
ik )0<j,k<

n
Z ajrojoy, > 0 fiir alle o = (g, ..., ) € C™.
]7k:1

Setzen wir fiir o den i-ten Einheitsvektor e; in C" bzw. av = e; + tey, fiir j < k ein, so
folgt
a; > 0 bzw. aj; + |t\2akk + taji + tag; > 0 fir alle t € C.

Fiir t = 1 und t = ¢ erhalten wir
ajj + g + a, + ag; > 0und aj; + ag, + i(—aj, + ag;) > 0.
Wegen a;j; > 0 und ag, > 0 folgt dann aj, + ax; € R und
i(—aji + agj) € R, also aj, = ay; = em\akj\.
Fiir t = ze” mit « € R folgt dann
22agy, + 27|a;| + aj; > 0 fiir alle 7 € R.

Deshalb ist die Diskriminante dieses Polynoms 2-ten Grades nicht positiv, also |a;x|* <
ajjap,. Das ergibt fiir ¢(j — k):

c(0) 20,  c(=n)=c(n), |e(n)| <¢(0).
Sei jetzt F(z) = ¢(0) + 237 ¢(n)z" fiir alle z € C mit |z| < 1 definiert. Wegen der
letzten Bedingung ist der Konvergenzradius dieser Potenzeihe nicht kleiner als 1. Also
definiert F' eine auf z € B(0, 1) konvergente komplexe Potenzreihe. Wegen den beiden
ersten Bedingungen gilt

Re(F(2)) =) e(n)z"+ > c(—n)(z)" fir z € B(0,1).

n=0 n=1
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Multiplizieren wir das mit der geometrischen Reihe

1—|z|2 Zz )" fir z € B(0,1)

so erhalten wir

_ﬁeﬁjy _Z n)" YA Y )@ Y P
- 'Z =R+ Y di—RFE =Y i - b )

Hierbei haben wir die obigen Summen nur nach den Potenzen von z und z geordnet.
Weil alle endlichen Summen 0 < 7,k < n der letzten Summanden nicht negativ sind,
konvergiert die letzte Reihe gegen eine nicht negative Zahl. Dann folgt aus dem Satz
von Herglotz-Riesz, dass es ein p € M (R/27Z) gibt mit

1 & . .
— 1x 71nxd
o g(re®e x

wobei g(z) = Re(F(2)) ist. Weil im Grenzwert r /' 1 das MaB 5-g(re™)dz schwach
gegen p konvergiert folgt

L[m o 1
C(?’L) = —/ e—mxd,u(a:). C(—n) = c(n) — 2_/ emxdu(x)
o T
fie 7 € oo q.e.d.

27 r

Matrizen, T,,, deren Eintrdge nur von der Differenz der Spalten- und Zeilenindizes
abhéngen, heiflen Toplitzmatrizen nach dem Mathematiker Otto T6plitz (1881-1940).
Eine Folge ¢ : Z — C heif3t positiv definite, wenn sie eine der dquivalenten Bedingungen
aus dem Satz erfiillt. Es gibt Folgen in ¢*°(Z), die nicht als Linearkombination von
positiv definiten Folgen geschrieben werden konnen. Entsprechend gibt es auch Elemen-
te von (*°(Z), deren Fourierreihe keine Linearkombination von Maflen in M, (R/27Z)
ist, also keine komplexe Linearkombination von signierten Mafien auf (R/27Z).

1.10 Zwei Anwendungen von Fourierreihen

Als erstes wollen wir die zweidimensionalen isometrischen Ungleichungen zeigen. Dabei
betrachten wir einfach zusammenhéngende offene Gebiete 2 C R?, derren Rand einmal
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stetig differenzierbar ist. Fiir solche Gebiete konnen wir einerseits das Volumen A =
|2] und andererseits die Lénge ¢ = |02 des Randes betrachten. Die isometrische
Ungleichung stellt dann folgende Ungleichung zwischen ¢ und A her:

Satz 1.72. Sei Q C R? ein offenes beschrinktes einfach zusammen hingendes Gebiet
in R?, dessen Rand stetig differenzierebar ist. Dann gilt fiir die Fliche A von Q und
die Linge € von 0S)
62
A< —
T Ar

Gleichheit gilt nur fir die euklischen Kreisscheiben.

Beweis: Der Rand 05 eines solchen Gebietes ist eine kompakte Teilmenge von R2, die
in einer Umgebung aller ihrer Punkte die Nullstellenmenge einer stetig differenzierba-
ren Funktion ist, deren Gradient nicht verschwindet. Wegen dem Satz der impliziten
Funktion, ist der Rand also in der Umgebung aller seiner Punkte das Bild einer stetig
differenzierbaren Funktion ¢ : (—e,e) — Rt — (0). Aus dem Satz der implizi-
ten Funktion folgt auch, dass |¢'(0)| # 0 gilt. Dann ist fur kleines € > 0|¢(t)| und
|/ (t)| auf t € (—e,¢e) beschrénkt. Indem wir ds = |¢/(t)|dt auf (—e,¢) integrieren,
erhalten wir einen C''-Diffeomorphismus von (—¢, ) auf ein offenes Intervall, der ¢ auf
s = fo |©'(t)|dt abbildet. Indem wir den Weg durch s parametrisieren erhalten wir

® de| |dt dt
S = o = 1.
dt s | (t)|dt
Also erfiillt die umparametrisierte Kurve |¢’'| = 1. Diese Kurven kénnen wir zusam-

mensetzen und erhalten dann C'-Kurven von R nach R?. Weil 0 kompakt ist muss
diese Kurve periodisch sein, und die Periode entspricht genau der Lange des entspre-
chenden Randstiickes. Weil €2 einfach zusammenkompakt ist, ist der Rand zusam-
menhédngend, und wir haben nur ein solches Randstiick. Wir verschieben jetzt 2 so,
dass der Punkt (0,0) in 2 liegt. AuBerdem verédndern wir die Langenskala durch eine
Abbildung (z,y) — A(z,y) so, dass der Rand die Lénge 27 hat. Dann haben wir die ste-
tig differenzierbaren Funktionen z,y € C*(R/27Z). Seien also iz, die entsprechenden
Fourierkoeffizienten. Weil x und y reelle Funktionen sind gilt

H—n)=Fm) und  §(—n) = §(n).

AuBlerdem gilt (:U’ (1) ) (y’ ) = 1 fir alle t € R. Wenn ¢ das Wegstiick von
(z(t),y(t)) nach (z(t + At),y(t + At)) = (x(t) + Az, y(t) + Ay) zuriicklegt, dann
iiberstreicht der Vektor (z(t),y(t)) das Flichenstiick dA(t) = 3(z(t)Ay — y(t)Az).
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Also gilt
1 " / / 5 » 2,
A= ‘/w (z(t),y'(t) —y(t)x (t))dt‘ =7 > n(#n)§(—n) - §(n)(-n))| =
=7 > n(@n)in) - §(n)am))| < 20y nlén)||5(n
<y n(j@m)f +5)P) <7 Y n (120 + [§n)]°) =
- % (@' ()2 + 4/ (t)*)dt =

Gleichheit gilt nur, wenn #(n) = 0 = g(n) fiir alle |n| > 1 gilt. Dann folgt 2(1)y(1) —
g(1)2(1) = 5 und |2(1)]* + [§(1)]* = 3. Also stehen die komplexen Zahlen Z(1) und

y(1) aufeinander senkrecht und haben beide Lénge \/Lﬁ Dann gilt da auch fiir 2(1)e”

und g(1)e™ fiir alle ¢ € R. Dann umlaufen die Funktionen ¢ — (z(t), y(t)) tatséchlich
den Einheitskreis und (z(0), y(0)). Daraus folgt die Aussage. q.e.d.

Die zweite Anwendung ist die Konstruktion einer stetigen Funktion f € C(R/27Z),
die nirgends differenzierbar ist.

Satz 1.73. Fir 0 < a <1 definiert die Fourierreihe

00
— § :anaeiZ":v
n=1

eine Funktion f € C(R/2nZ), die nirgends differenzierbar ist.

Der Beweis benutzt sogenannte lakunéren Fourierreihen. Wir haben schon neben
der gewohnlichen Konvergenz der Fourierreihen Dy f auch die Cesaro-Summierbarkeit
kennengelernt, die die Konvergenz von F,,* f entspricht. Daneben gibt es auch noch eine
dritte Konvergenz. Fiir die Reihe () a,)nen, entspricht gewohnliche Konvergenz der
Konvergenz von Sy = Zflv o @n- Die Cesaro-Summierbarkeit entspricht die Konvergenz

von oy = Zi:[:o (1 -5 +1) a,. Die dritte Konvergenz entspricht der Konvergenz von

2N+1 omn N n
Ay =2 — = 2— — n— 1-— n
N O9N+1 —ON Z ( 2(N+1))a Z( N—l—l)a

N+1 2N+1

:;an 3

n=N+2
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Weil fa(n) nur dann nicht verschwindet, wenn n eine 2-er Potenz ist, folgt fiir die
Fourierreihe von f,

a, = fa(n)emx + f;(—n)e’im fiir n € Ng, Agr_q = Sy fiir 28 < N < 2+,
Der Satz folgt dann aus dem folgenden Lemma:

Lemma 1.74. Sei f € C(R/27Z) bei xy € R differenzierbar. Dann gilt fir die Ablei-
tung An(f)" der entsprechenden Funktion An(f) = (2Fsny1 — Fn) x f bei g

[Ax(f)'(wo)| = O(In N).

Beweis: Wir berechnen zuerst

(F % 9)'(xg) = % /w Fl(zo—t)g = —/ Fy(t)g(zg — t)dt.

Weil Fy in C'(R/27Z) liegt folgt [*_ F}(t)dt = 0, also auch
1 s
(P 9) (o) = 5 | Falt)(g(ao — 1) = glan)) .

—T

Wenn g bei xy differenzierbar ist, folgt also
(Fx+ 9ol <€ | |Fi(o)tar

Weil Fy ein trigonometrisches Polynom vom Grad N ist, dessen Koeffizienten alle
durch 1 beschrinkt sind, ist Fiy ein trigonometrisches Polynom, dessen Koeffizienten
alle durch N beschriankt sind. Daraus folgt

|Fy(t)] < AN? fiir alle N € Ny und t € R

mit A unabhéngig von N. Andererseits folgt aus der expliziten Formel fiir Fy

Py = L (Sin2 (%(N + 1)t)>

N+1 sin? (%t)
_sin (3(N 4 1)t) cos (3(N + 1)t) 1 cos (3t) sin® (3(N + 1)t)
N sin® (%t) N+1 sin® (%t)

Indem wir |sin (3(N + 1)t) | < min{C(N + 1)|t|,1} abschéitzen und |sin (1t) | > ||
auf t € [—m, 7] erhalten wir

B
\Fy()] < — e} fir N e Npund t € R\ 27Z
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mit B unabhéngig von N. Damit erhalten wir insgesamt

(Fxsg@)<C [ |P@ldat+ [ Pl
0<Jt|<w ~ <[t|<m
dt
< C’AN/ dt + CB/ — =0(InN). q.ed.
o<li<d L<ptizn [t]

Beweis von Satz[1.73} Fiir alle k € N gilt fiir f, und 2o € R

Agr1(fa) = Dgrmr_y (fa) = 27H0e '
1Aok_1(fa) (20) — Agrm1_1(fa) (z0)] = 2807 > N1=@ mit N =2k — 1.

Wegen dem vorangehenden Lemma ist dann f,, bei xg nicht differenzierbar. q.e.d.



Kapitel 2

Fourierintegrale

2.1 Die I!}~Fouriertransformation

Fiir f € ['(R") ist die Fouriertransformierte f definiert als

fe) = [ <)

Sei nach allgemeinem M(R") der Raum aller endlichen komplexwertiger Mafle auf R"
mit der Norm

]l = [l (R™).
Dabei sei |p| die totale Variation des Mafles p. Sie ist definiert als das Maf

HI(E) = 3 ()

wobei das Supremum {iiber alle Zerlegungen von F

E=|JE mit E;NE; =0 fiir i #

gebildet wird. Das definiert wieder ein Mafl (sieche Theorem 6.2 in W. Rudin: “Real
and complex Analysis“). Dabei gilt wegen Theorem 6.13 im obigen Buch auch

|fdx| = | f|dx fiir alle f € L'(R™).
Deshalb ist L'(R™) ein Unterraum von M(R") fiir alle u € M(R") definieren wir

(€)= [ e dta).

29
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Beispiel 2.1. Seia € R und 6, das Diracmaf$ bei a, also 6,(E) =1, wenn a € E und
8a(E) =0 fiir alle a ¢ E. Dann gilt 6,(§) = e~ ™%,

Lemma 2.2. Sei f € INR") mit x — f(z) = e ™. Dann gilt
flz) = e, (2.1)

Beweis: Es gibt einen einfachen Beweis aus der Funktionentheorie. Wir zeigen die
Aussage aber ohne Funktionentheorie zu benutzen. Wir miissen folgende Integrale be-

rechnen:
e7r|£|2 /6—27rix-56—7rx2dl, _ /e—w(m—HE)de -1

Diese Integrale sind wegen der Eigenschaften der Exponentialfunktion und dem Satz
von Fubini die Produkte der entsprechenden eindimensionalen Integrale. Dann geniigt
es den Fall n =1 zu zeigen.

o0 o0
/ e @O 10 — ] e / e 2miat o=ma? g0 o—mE?
— —00

[e.e]

Dafiir berechnen wir zuerst fiir alle k € Ny die Integrale

& 2
I, :/ zFe ™ .

oo

Fiir £ = 0 kann man I durch Polarkoordinaten ausrechnen:

o) 2]
[3 = / e’ dy = 27r/ re ™ dr = 21 [ ¢ ] =1.
R2 0 27T 0

Also gilt Iy = 1. I; konnen wir direkt ausrechnen

2

I :/ ze” ™ dy = —¢ ] = 0.

. 2m
Mit partieller Integration erhalten wir
o0 ) :L,kJrlefTer o l’k+2
I = k _—mx dr = —— —nx _ I ‘
k /_Ooxe T g} +7T/k 16 ke
Daraus folgt fiir k£ € Ny
I 2k — 1] 2k)! o (2k)!
7 o DT R Umn)E Y T Kl (4m)k
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Sei jetzt (rg)ren eine monoton wachsende Folge von positiven Zahlen, die gegen oo
konvergiert, so dass

6—27rix§ . zk: ( 27TZ:U€)

I <Eaufx€( Thy k)

=0

gilt. Dann konvergiert im Grenzwert k — oo
"k 2
/ Z( 7;2%{) —mx? dr _>/ —27rwc§ —mz? dr
Tk =0 '

Daraus folgt dann

e a2 L (—27ig)k L (—4mER)k (2k)! e
2mizé T e — ( I = = 7r£. .ed.
[ emeas 2 T e w9

Im folgenden zeigen wir zwei grundlegende Abschitzungen der L!-Fouriertransfor-
mierten. Das obige Beispiel zeigt, dass wir im Allgemeinen keine stérkeren Aussagen
erwarten konnen.

Satz 2.3. Fir u € M(R") ist i eine beschrinkte Funktion mit

[ tlloo < Il ellnarry (2.2)
Beweis: Fiir jedes £ € R” gilt

&) = ' [ermsano)| < [l i) = el qed

Satz 2.4. Fir p € M(R") ist i eine stetige Funktion.

Beweis: Fiir jedes £ € R betrachten wir

e + 1) = / “2rin €4 gy )

als Funktion von h. Weil e~?™@¢ auf allen kompakten Teilmengen von R" gleichméiBig
stetig ist, konvergiert e~2™®(+h) auf allen kompakten Teilmengen von R” im Grenzwert
h — 0 gleichméBig gegen e 2™@¢. Weil |u|(R™\ B(x,r)) im Grenzwert r — oo nach
Null konvergiert, folgt die Aussage. q.e.d.

Wir fassen jetzt einige grundlegende Formeln der Fouriertransformierten zusam-
men. Es handelt sich dabei grob gesprochen um alle Formeln, die keine Ableitungen
beinhalten. Sie konnen alle auf e**® = e - ¢’ und geeignete Koordinatentransformatio-
nen zuriick gefiihrt werden. Sei also f € L}(R"), 7 € R™ und T eine lineare invertierte
Abbildung von R” nach R".
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1. Sei fr(z) = f(x — 7). Dann gilt

Fo(€) = e f(8). (2.3)
2. Sei e,(x) = ™7, Dann gilt
e f(€) = f(e ). (2.4)

3. Sei T7t = (T")~! = (T~1)". Dann gilt
Fol =|det(T)|*foT (2.5)

4. Sei f(z) = f(—z). Dann gilt

f=7 (2.6)

Wenn T eine orthogonale lineare Abbildung ist, also T-T = 1 gilt, dann folgt det?(T) =
1 also f/o\T = fT. Daraus folgt insbesondere, dass foT = f auch f ol = f impliziert.
Weil eine Funktion f genau dann von der Lénge |z| abhéangt, wenn fiir alle orthogonalen
linearen Abbildungen T gilt f -7 = f, folgt auch, dass dann f nur von |£| abhéngt.
Fiir die Dilatationen T'(z) = rx folgt, dass die Fouriertransformierte von = — f(rx)
gleich & — " f(r—1¢) ist. Analag ist die Fouriertransformierte von z — r—"f(r 'z)
gleich & — f(r{)

Es gibt ein generelles Prinzip, das die Regularitit der Fouriertransformierten vom
Abfallverhalten der Funktion abhédngt, und umgekehrt das Abfallverhalten der Fou-
riertransformierten von der Regularitéit der Funktion abhéangt. Wir werden jetzt einige
einfache Aspekte dieses Zusammenhanges diskutieren.

Satz 2.5. Habe p € M(R™) kompakten Trager. Dann ist i eine glatte Funktion. Fiir
jeden Multiindex o gilt dann

9% = ((—2mi)lzp). (2.7)
Wenn auferdem der Trager von p in B(0, R) enthalten ist, dann gilt
10%lloe < 27 R)! 1] (2.8)

Wir benutzen hier Multiindices o € Njj um sowohl partielle Ableitungen als auch
Monomo auf R™ zu bezeichnen:

_ (5] (e% o a1 (o3
Oa = 07" --- 0" =t ann.
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Die Lange der Multiindices « ist dabei |a| = a3 + -+ - + .
Beweis: Weil aufB(0, R) alle Komponenten von = durch R beschrénkt sind folgt
aus (2.7). AuBerdem ist fiir jeden Multiindex ov(2mi)*lz* 1 wieder ein endliches MaB mit
kompaktem Trager. Deshalb geniigt es zu zeigen, dass fiir || = 1 [ differenzierbar
ist und gilt, und die Aussage folgt induktiv fiir alle Multiindices «.

Sei also j € {1,...,n} und e; der entsprechende Vektor der Standardbasis von R™.
Fiir ein £ € R™ betrachten wir den Differenzenquotienten

Er ist gleich folgendem Ausdruck

e—27‘rih:z:j -1 omit-
A(h) = — ¢ du(x). (2.10)

Im Grenzwert h — 0 konvergiert
—2mihx; __ 1

h

e )
— —2mix;.

—2mihx ;

AuBlerdem ist %‘ fur alle h beschréankt durch 27|z;|. Deshalb ist der Integrand

von (2.10) beschréankt durch 27|z;|, was auf den kompakten Tréger von p seinerseits
beschrénkt ist. Dann folgt aus dem Satz der majorisierten Konvergenz von Lebesgue

) ] eQm‘hxj -1 o ‘ i
lim A(h) = [ lim — ¢ " du(r) = | —2miz;e” T dp(x).

h—0 h—0

Das zeigt (2.7)) fiir |a] = 1. Wegen Satz liegt i in C*. q-e.d.

Die Abschéitzung folgte aus der Beschrinktheit des Tragers von p. Allerdings
sind die Aussage i € C* und die Formel auch wichtig, wenn p geniigend schnell
abfillt, so dass wir die Differentiation mit dem Integral vertauschen kénnen. Wenn z.B.
alle Momente von  endlich sind, also [ |z|Ndu(z) < oo fiir alle N gilt, dann folgt auch
i€ C* mit der Formel . Die Abschétzung stellt auch einen Aspekt dar von
dem Zusammenhang zwischen dem Abfallverhalten von p und der Regularitit von ji.
Wir betrachten jetzt umgekehrt die Schlussfolgerung auf das Abfallverhalten von [ aus
der Regularitdt von pu.

Satz 2.6. Sei f € CN(R") mit 0°f € L}(R") fiir alle 0 < |a| < N. Dann folgt

9o f(€) = 2mi)leleaf(e) fir || <N wnd  |fEOI<CQ+IE)N. (211)
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Der Beweis beruht auf einer partiellen Integration, die am einfachsten zu rechtfer-
tigen ist, wenn f kompakte Tréager hat. Wir zeigen zuerst das folgende Lemma.

Sei p : R" — R eine C*°-Funktion mit den folgenden Eigenschaften (die 4. Eigen-
schaft bendtigen wir hier noch nicht):

1. p(x) =1 fiir [z| <1.

2. o(x) =0 fur |z| > 2.

3. 0<p <1,

4. ¢ héngt nur von |z| ab.

Dann definieren wir ¢y (z) = ¢ (£). Also ist ¢ dhnlich zu ¢ nur auf der Skala k anstatt

1. Fiir jeden Multiindex « gibt es eine konstante Cy, so dass |[0%px| < % fiir alle k

gilt. Aulerdem ist fiir v # 0 der Trager von 0%y in dem Gebiet k < |z| < 2 enthalten.

Lemma 2.7. Sei f € CN(R") und 0°f € L}R") fiir alle Multiindices o mit |a| < N.
Dann konvergiert fir alle Multiindices o mit |a] < N fr = orf im Grenzwert k — oo
in LH(R™) gegen f.

Beweis: Offensichtlich konvergiert ¢z0%f im Grenzwert & — oo in L' (R") gegen 9°f.
Deshalb geniigt es folgendes zu zeigen:

klggo |0%(orf) — we0“fll1 = 0. (2.12)

Wegen der Produktregel gilt

o (pef) o0 f = 3 (O‘)aa—ﬂfa%k

0<B<a

10°(orf) — @0 ) < C D 10°%@ullocllo™™ Fllis ol otz

0<B<a

C -
S D [ i PIERREY

0<B<La

Der letzte Ausdruck konvergiert im Grenzwert k — oo aus zwei Griinden gegen Null,
von denen jeder geniigen wiirde um die Aussage zu zeigen: Zum Einen der Faktor k!
und zum anderen die I'-Normen auf dem gebiet {x | |x| > k}. q.e.d.

Beweis von Satz : Wenn f € C*(R") kompakte Triger hat, dann folgt mit partieller
Integration

/@-f(m)e_zm”gdx— 27ri§j/e_2”m'§f(x)dx.
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Also gilt die erste Formel in (2.11)) fiir alle Multiindices a mit |a] < N fiir f € CV(R")
mit kompaktem Tréger. Um die Voraussetzungen an den Trager zu erfiillen ersetzen
wir f durch f; aus dem vorangehenden Lemma Dann gilt die erste Formel von

fir fi. Im Grenzwert k — oo konvergiert 9o fp Jr wegen dem Lemma und Satz . 3| gegen
oo f f. Andererseits konvergiert fk, gleichméfig gegen f und (277)lelge fk, punktweise gegen
(2mi)lelga f. Das zeigt die erste Formel in ([2.11)).

Um die zweite Abschiatzung von zu beweisen, bemerken wir dass £ f e [
aus der ersten Formel von und Satz folgt. Dann folgt aus

Cy (L+EY) < D7 €] < Cn(1+[g)Y. qed. (2.13)

la]<N
Zum Abschluss erwéihnen wir auch noch folgende niitzliche Abschéatzung

T4 |z < (14 |y)(1 + |z —y|) fir alle z,y € R™. (2.14)

2.2 Schwartzfunktionen

Definition 2.8. Fir Multiindices o, B € Ni und eine glatte Funktion f : R" — C se:

1 £llag = 12707 flloc-

Der Raum der Schwartzfunktionen S enthdlt dann alle glatten Funktonen f :R"™ — C
fir die || fllag < oo gilt. Er wird durch die abzihlbar vielen Halbnormen ||-||lop zu einem
Frechetraum, also einem wvollstandigen metrischen Vektorraum, auf dem die Addition
und Skalarmultiplikation stetig sind.

Eine Folge {fx} in & konvergiert also genau dann gegen f € S, wenn fiir alle
Multiindices o, 8 € Nfj die Folgen || fr — f||as gegen Null konvergieren.

Beispiel 2.9. (i) Alle glatten Funktionen mit kompakten Trigern sind Schwartz-
funktionen: C3°(R™) C S.

(ii) f(x)= ™ ist eine Schwartzfunktion, weil alle Ableitungen von 8° f das Produkt
eines Polynoms mit f ist und f schneller als jedes Polynom abfdillt.

(iii) fn(z) = (1 + 22)7 ist keine Schwartzfunktion, weil sie nicht schneller als jede
Potenz abfdllt.

(iv) f(x) = e ™ sin(e™") ist keine Schwartzfunktion, weil ihre Ableitungen nicht
abfallen.
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Ubungsaufgabe 2.10. Zeige dass f(x) = e (e™*" +sin®z) eine positive Schwartz-
funktion ist, deren Wurzel keine Schwartzfunktion ist.

Lemma 2.11. S ist abgeschlossen unter Differentation und Multiplikation mit Poly-
nomen. Diese Operationen sind auch stetig auf S. Auflerdem ist fir f,g € S auch fg
mnS.

Beweis: Fiir f € § und Multiindices o, 8,7 € Ny gilt
220 (0 f) = x0T f.

Deshalb ist 8" f eine Schwartzfunktion. Wegen der Leibnizregel ist 9% (27 f) eine end-
liche Summe von Ausdriicken der Form x%(9°z7)0°~° f. Deshalb ist 27 f eine Schwartz-
funktion. Diese Argumente zeigen auch die Stetigkeit dieser Operationen. Die letzte
Aussage folgt wieder aus der Leibnizregel. q.e.d.

Offenbar lassen sich Schwartzfunktionen auch folgendermafien charakterisieren

feS <= ||(1+|z))N0°f|lo < oo fiir alle N € N und 3 € NI (2.15)
fesS |1|im 2°0° f(x) = 0 fiir alle o, 3 € NI (2.16)
Tr|—00

Die erste Charakterisierung folgt aus (2.13]) und die zweite indem wir in der Definition
grolere Multiindices o benutzen als in ([2.16)).

Satz 2.12. C§°(R") liegt dicht in S, d.h. es gibt fir jedes f € S eine Folge {fi} in
C(R™), die in S gegen f konvergiert.

Beweis: Wir benutzen dhnliche Argumente wie in Lemma (2.7)). Sei also ¢} wie in
diesem Lemma und f = ¢, f, das in C§°(R") liegt. Also geniigt es zu zeigen, dass fir

alle Multiindices a, 3 € NI die Folge 2%0° (¢ f) gleichmiBig gegen 20” f konvergiert.
Dazu schitzen wir folgendermafien ab:

12207 (pif) = 20" flloe < llrz®0” f = 2°07 flloc + [2*(0% (nf) — 0" floc-

Der erste Ausdruck ist beschrankt durch || f||,s und konvergiert dafiir im Grenzraum
k — oo gegen Null. Der zweite Ausdruck ist wegen der Leibnizregel beschrankt durch

O " 1290° fllool| 0% rl - (2.17)

v<B

Wegen f € S und [|0°7¢;|| < § konvergiert dieser Ausdruck im Grenzwert k — 0o
gegen Null. q.e.d.
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Wir konnen sogar noch eine etwas stérkere Aussage zeigen. Eine glatte Tensorfunk-
tion ist eine Funktion f:R"™ — C von der Form

n

f@) =[] wile)), mit ¢; € C5°(R).

j=1
Satz 2.13. Die Linearkombination von Tensorfunktionen liegen dicht in S.

Beweis: Wegen Satz geniigt es zu zeigen, dass jede Funktion f € C§°(R") durch
Linearkombinationen von Tensorfunktionen approximiert werden kann. Wir kénnen oh-
ne Beschriankung der Allgemeinheit annehmen, dass f auflerhalb einer kompakten Teil-
menge von (—R, R)" verschwindet. Indem wir die Approximationen mit einer Tensor-
funktion multiplizieren, die auf [— R, R|" gleich Eins ist und auflerhalb von (—2R,2R)"
verschwindet, geniigt es zu zeigen, das jede Funktion auf [-2R, 2R]™ durch eine Line-

arkombination von Tensorfunktionen gleichméflig approximiert werden kann. Das folgt
aus dem Satz von Stone-Weierstrafl. q.e.d.

Satz 2.14. Die Fouriertransformation ist eine stetige Abbildung von S auf sich selber.

Beweis: Wenn f in S liegt, dann auch in L' (R"). Also ist f beschréankt. Insbesondere

ist gx?f fiir alle Multiindices «, 8 € Ny beschrankt, weil auch 90°2” f eine Schwartz-
funktion ist. Wegen der Sitze [2.5] und [2.6] gilt

Dot f(€) = (2mi) ™ (2md) Plevd? f (€).

Also ist £29° f wider beschrénkt und f eine Schwartzfunktion. Diese Argumente zeigen
auch die Stetigkeit von f — f. q.e.d.

Zum Abschluss dieses Abschnittes zeigen wir noch, dass in der Definition von
Schwartzfunktionen die Supremumnorm || - || durch die Z'-Norm || - ||; ersetzt werden
kann. Das wird aus dem sogenannten Poincaréungleichungen folgen.

Lemma 2.15. Fir f € CY(R") gilt
1 V()]
i dy| < C VI,
105 [ swaw=c | y

w B [T —yln =t
Dabei ist w das Volumen von B(0,1) und C eine Konstante die nur von n abhdngt.

Beweis: Wir werden den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung auf die
Funktion ¢ — f(z + t(y — z)) an:

1f(y) — f(@)] < |z — y|/O IV f(z+tly —x))|dt.
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Wir integrieren y iiber B(z,1) und teilen durch w:

1 1
x)— — d — x) — d
R L NGRS (O

1 1
<1 / z—y / V(e + ty — 2)|dedy
B(z,1) 0

T w
1
/ LIVt )
B(x,1

lz=z| x\

Wir substituieren z = x + t(y — x) mit |y — x| = und dy = <% und erhalten:

!f(:v)—l/B(xl ydyl < = //) ‘”'wf<>|d—

1 1 —(n—
v [ e [ (e a9

nw JB(z,1)
1
< — & — 2|7V f(2)|dz,
nw Jp(z,1)

wegen {(z,t) € R" x [0,1] | |z —z| <t} ={(2,t) € B(z,1) xR | |z — 2| <t} q.e.d.

Im folgenden benutzen wir fiir eine Funktion f € C*(R")
Ag(x) =Y 10°f(@)].
|a|=k
Lemma 2.16. Fir f € C*°(R") und x € R gilt
S 1T — Y| PA () dy  fir 1 <k <n-—1

DS D0 M8y () * 4 S 108 AL (y)dy fiir k= n
0=g<k ||A7fl+1||L1 (B($’1)> firk=mn+1

Dabei bedeutet X <Y, dass X < CY gilt mit einer Konstanten C', die nur von der
Dimension abhdngt.

Beweis: Wir werden sogar zeigen, dass diese Ungleichung fiir Funktionen von der Form
f= Zjvzl | f;] gilt mit f; € C*(R™). Der Fall k = 1 wurde im vorangehenden Lemma
gezeigt. Den allgemeinen Fall zeigen mit vollstdndiger Induktion und dann folgenden
Ungleichungen:

C(R)|x —2|~=2=%  fira+b<n

/ o — y|7 )z — y 7Py < S log £ fiir @ + b = n
Bt (R) fira+b>n

Q
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(n— 1
[ =l oy -y < C(R

Hierbei ist C'(R) unabhéngig von x und z. Fiir die erste Ungleichung teilen wir das
Integrationsgebiet in drei Gebiete mit |y — z| < 3|z — |, |y — 2| < iz — 2| und den
Rest. Im ersten Gebiet gilt |z — y| > |z — 2| — |z — y| > 3|z — z| und deshalb

/ ly — 2| "9z — 2Py S|z — |,
ly—sl<3lz—a]

Im zweiten Gebiet vertauschen wir x mit z. Im dritten Gebiet haben wir |z — y| <
|z —y| + |r — 2| <3|z — y| und deshalb ist das Integral beschrinkt durch

Die zweite Ungleichung folgt mit der gleichen Unterteilung. Jetzt fithren wir die Induk-
tion durch. Der Fall k£ = 1 ist schon gezeigt. Wenn die Aussage fiir 2 < k < n — 1 gilt,
dann folgt

F@IS S 18y * [ o= sl AL )y

j<k—2 B(z,1)

f
S 18l () *

j<k—2 B(z,1)

[ [y s A e)dsdy
B(x,1) B(z,1)

S I8l () * f,lem A

j<k-1

|z — y|_(”_k+1) /Agl(z)dzdy

In den ersten beiden Ungleichungen haben wir die Behauptung mit £—1 bzw. 1 anstatt
k benutzt und in der letzten die obigen Ungleichungen. Durch Reskalieren konen wir
B(z,2) durch B(z, 1) ersetzen. Das zeigt die erste Ungleichung. Um von k = n — 1 auf
k =n bzw. von k = n auf kK = n + 1 zu schliefen, miissen wir die anderen Félle der
obigen Ungleichung benutzen. q.e.d.

Ein Spezialfall dieses Lemmas ergibt

Lemma 2.17. Fir f € C*(R") und x € R" gilt

‘f(x)‘ S Z ”Af“ﬂ (B(a:,l)) q.e.d.

0<j<n+1
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Damit konnen wir jetzt folgenden Satz zeigen:

Satz 2.18. Eine Funktion f € C>®(R"™) ist genau dann eine Schwartzfunktion, wenn
fiir alle o, B € Ny die Normen ||x0° f||1 endlich sind. AuBerdem konvergiert eine Folge
{fi} in S genau dann gegen f € S, wenn fiir alle ., 3 € N die Normen ||z*0° (fi.— f)|l1
gegen Null konvergieren.

Beweis: Fiir f € S und o,8 € NI sei N = |a| +n + 1. Dann ist (1 + |2|)N0°f
beschrankt. Insbesondere gilt

12207 Il < 11+ 2 )N fllollz®(1 + |2]) N[l < oc.
Umgekehrt gilt wegen dem Lemma

9P < a7 d
Prals S /B R

[vI<18]+n+1

0+ )Y f@) S A+ [y D / O

I<|Bl+n+1 7 B

A

> s

[vI<IBl+n+1

Hierbei haben wir 1 4 |z < 2minyep(e1y 1 + |y| benutzt. Daraus folgt

I +1eD¥ flle S > N+ [2)YO ]

[vI<18]+n+1

Dann folgt der Satz aus (2.13)). q.e.d.

2.3 Der Satz von Plancherel

Die Konvolution von zwei Funktionen ¢ und f auf dem R™ ist definiert als

o* f(z) = /w(y)f(x —y)dy. (2.18)

Durch die Substitution y — x — y erhalten wir die Kommutativitdt ¢ % f = f % . Der
Trager von ¢ * f ist enthalten in der Summe der Trréiger von ¢ und f:

supp(p * f)C supp ¢ + supp f.

Hierbei besteht die Summe zweier Teilmengen von R™ aus der Menge der Summen aller
Paare aus dem kartesischen Produkt der Teilmengen. Das Integral in der Konvolution
existiert in den folgenden Féllen:
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1. Fiir ¢ € [HR") und f € I’(R") mit 1 < p < oo ist das Integral absolut
konvergent und es gilt

I fllp < llellx - [1f1lp- (2.19)

In den Féllen p = oo und p = 1 folgt das mit den gleichen Argumenten wie auf
R/277Z. Fiir allgemeines 1 < p < oo folgt das entweder mit der Holderungleichung
oder dem Satz von Riesz-Thorin [.38

2. Wenn ¢ eine stetige Funktion mit kompaktem Triiger ist und f € L} (R") dann

loc

konvergiert dass Integral in ¢ * f absolut fiir jedes z € R™. Auflerdem ist ¢ * f
stetig. Das sieht man, wenn die Formel

o f(z) = / oz — ) f(y)dy

benutzt, weil ¢ sogar gleichméfBig stetig ist.

3. Wenn ¢ € IP(R™) und f € L4(R™) mit %%—é = 1, dann ist @x* f stetig und erfiillt.

I * flloo < lellpll fllg- (2.20)

Diese Abschétzung folgt aus der Holderungleichung und die Stetigkeit indem
wir ¢ oder f durch eine Folge von stetigen Funktionen mit kompakten Tragern
approximieren. Wegen konvergiert die Folge von stetigen Funktionen dann
gleichméfig und der Grenzwert ist auch stetig.

Lemma 2.19. Fir p € C*(R") und f € L (R") ist o * f eine glatte Funktion und
es gilt
(o x f)=(0%) * f fiir alle o € Ny. (2.21)

Bewelis:

(¢(z + he;) — p(x)) = (¢(z + he; —y) — o(z —y)) fy)dy

> =

(p(z + he; —y) — (z — ) fy)dy.

I
\D‘l»—l
== T

Im Grenzwert h N\, 0 konvergiert X (p(z + he; — y) — p(z — y)) gleichméBig gegen
0;¢(x — y). Daraus folgt

Oi(px )= (0;p)  f fir j=1,...,n.

Nach mehrmaligem Anwenden folgt das Lemma. q.e.d.
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Korollar 2.20. Fir f,ge S qilt fxg € S.

Beweis: Wegen dem Lemma geniigt es zu zeigen, dass wenn (1 + |z|)" f(z) und (1 +
|z|)Ng(z) fiir alle N € N beschrénkt sind, auch (1+ |z|)" f * g(z) beschriinkt sind. Das

folgt aus (2.14)). q.e.d.

Die Fouriertransformation und die Konvolution erfiillen zusammen folgende Glei-
chungen:

frg=7F-¢ firfge 'R (2.22)
fg=Ffxg firf,geS. (2.23)

Die erste Formel folgt wie auf R/27Z aus dem Satz von Fubini. Die zweite Formel folgt
dann aus der inversen Fouriertransformation, die wir gleich zeigen werden.

Sei jetzt ¢ € S mit [ p = 1. Dann definieren wir ¢*(x) = e "p(¢ ). Die Familie
von Funktionen {¢°} ist dann eine Diracfolge fiir R™. Offenbar gilt [ ¢°(x)dz =1 fiir
alle ¢ > 0. Dann folgt wieder wie Satz

Lemma 2.21. Sei ¢ € S mit [ p(x)dx = 1. Dann gilt

(i) Fir eine stetige Funktion f : R™ — C, die fir |x| — oo gegen Null konvergiert,
konvergiert die Famile ¢ x f im Grenzwert ¢ \, 0 gleichmdfiig gegen f.

(i) Fir f € IP(R") mit1 < p < oo konvergiert die Famile o°x f im Grenzwert e \, 0
in IP(R™) gegen f. q.e.d.
Lemma 2.22. Fiir jedes f € L (R") gibt es eine Folge {fi} in C°(R™) die falls f
in IP(R™) liegt mit 1 < p < oo in [P(R"™) gegen f konvergiert und falls f stetig ist und
fir |z| — oo gegen Null konvergiert gleichmdf$ig gegen f konvergiert.

Beweis: Sei ¢ € C5°(R") mit [¢(z)dz =1 und ¢ > 0 und sei ¢ wie im Lemma .
Fiir jede Nullfolge ¢}, sei

fula) = () - W™ f).

Wenn f in IP(R™) liegt, dann ist fiir groBes k die Norm ||1)** * f||1p(jzj>k) beschrénkt
durch || f|| zr(jz|>k—1), Weil der Trager von ¢* in B(0, 1) enthalten ist. Also konvergiert
| f — ¢ % f]|, im Grenzwert k — oo gegen Null. Wegen Lemma konvergiert
|k * f — fl|,, gegen Null, also auch || fr — f||,- Wenn f stetig ist und fiir |z] — oo gegen
Null konvergiert zeigen die gleichen Argumente, das || fx — f||c gegen Null konvergiert.
Die Glattheit von f; wurde im Lemma [2.19] gezeigt. q.e.d.
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Satz 2.23 (Inverse Fouriertransformation). Sei f € L}(R™). Wenn f in LI*(R™) liegt,
dann gilt fast tiberall in x € R™

— / F(&)e*meqe. (2.24)

Oder dquivalent dazu

~

flz) = f(=a). (2.25)
Der Beweis basiert im wesentlichen auf zwei Aussagen.

A. Die Fouriertransformiert von I'(z) = e ™ ist wegen (2.1) gleich T'. Deshalb
erfiillt " die Relation (2.25)). Dann gilt das wegen ({2.5]) auch fiir

2.2 ~ 52

F.(z)=eT" mit I.(z)=ec"e "2, (2.26)
Wenn wir das nochmals mit € ersetzt durch e~! anwenden erfiillt auch T, ([2.25]).

B. Folgende Dualitéit der Fouriertransformation.

Lemma 2.24. Fir p,v € M(R") gilt

/ fidy = / dy. (2.27)

Insbesondere gilt fiir f,g € [}(R")

ot = [ fwgle)ds

Beweis: Die Aussage folgt aus dem Satz von Fubini:

/ fdy = / / 2T () dy (€ / / 2T qy (&) dp(z) = / zm q.ed.

Beweis von Satz [2.23: Wir fiigen in das Integral in (2.24) eine abfallende Funktion

ein:
= [ fere e g (229)

und berechnen den Grenzwert € N\, 0 auf zwei verschiedene Arten. Im ersten Fall kon-
vergiert im Grenzwert € \ 0 I.(z) wegen Lebesgues Satz der beschriankten Konvergenz

gegen
hmI / F(&)e*mieqe.
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Im zweiten Fall fixieren wir x und ¢ und definieren ¢(§) = e~ 2™ Dann ergibt
Lemma

L) = [ f©s€)ds = [ rwawiy
g kénnen wir berecnen indem wir g(&) = e,(&)[':(§) und und benutzen:
i(y) =Tely —2) =T*(x —y)

mit [*(y) = eI (). Diese Familie von Funktionen ist offenbar eine Diracfolge fiir
R™. Also gilt
I. = f«I*

und wegen Lemma konvergiert im Grenzwert ¢ \, 0 I. in L}(R") gegen f. Also
konvergiert im Grenzwert € \ 0. Die Funktion in I!}(R") gegen f und punktweise gegen

[ €em&ed¢. Daraus folgt (2.24). q.e.d.

Wir haben in dem Beweis sogar folgendes bewiesen:

Korollar 2.25. Sei f € [NR") und I.(z) definiert durch (2.28). Dann konvergiert
I. in IMR™) im Grenzwert € \, 0 gegen f. Wenn auferdem f in I[P(R™) liegt mit
1 < p < oo, dann konvergiert I. in IP(R™) im Grenzwert € \, 0 gegen f. Wenn f
auferdem statt in IP(R™) in C(R™) liegt, dann konvergiert I. im Grenzwert ¢ ~\, 0
gleichmdf$ig gegen f. q.e.d.

Korollar 2.26. Aus f € L'(R") mit f =0 folgt f = 0.
Beweis: folgt aus Satz [2.23] q.e.d.
Satz 2.27. Die Fouriertransformation ist eine bijektive Abbildung von S auf S.

Beweis: Wegen Satz und Satz ist die inverse der Fouriertransformation als
Abbildung von § nach S, die Fouriertransformation verkettet mit der Abbildung f — F
mit F(x) = f(—x). q.e.d.

Jetzt konnen wir auch die Formel (2.23)) zeigen: Fiir f,g € S gilt

~

feg(-2) = f(—0)i(~2) = f(o)g(a).

Hierbei haben wir Satz und (2.22) benutzt. Aus Satz folgt dann f % § = fg.
Satz 2.28 (Erste Version des Satzes von Plancherel). Fir u,v € S gilt

/ﬁ:/w. (2.29)
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Beweis: Mithilfe von Satz 2.23] berechnen wir
/u@w@mx:/&e@m@w:i/a@m—@w.

Wenn wir die Dualitat auf die rechte Seite anwenden erhalten wir

/u@z /ﬂf)
Dann folgt (2.29)) aus ({2.6)). q-e.d.

Satz besagt, dass die Fouriertransformation eine lineare Abbildung von S auf
S ist, die das Skalarprodukt von I#(R") erhiilt. Weil S dicht in I?(R") liegt folgt daraus

Satz 2.29 (Zweite Version des Satzes von Plancherel). Die Fouriertransformation setzt
sich von LHR™) N I*(R") zu einer unitiren Abbildung von I*(R"™) nach I*(R") fort.

Beweis: Die Schwartzfunktionen liegen sowohl in I'(R") als auch in I*(R") dicht.
Wegen dem vorangehenden Satz gilt ||d]|e = |Jul|2 fir alle v € S. Dann setzt sich die
Fouriertransformation u + @ als Abbildung von § auf S zu einer Isometrie von I*(R")
nach I?(R") fort. Das gleiche gilt fiir die Umkehrabbildung (2.24). Auf L'(R") N [*(R™)
stimmt die Fortsetzung mit der Abbildung aus Satz iiberein. q.e.d.

Wir benutzen im folgenden die Bezeichnung f fiir die Fouriertransformierte von
Funktionen f € LR"™) + [*(R").

Korollar 2.30. Fir alle ) € S und v = pu + fdx mit p € M(R™) und f € [*(R") gilt

/ﬁ@wumx:/ﬁw.

Beweis: Fiir f = 0 haben wir das schon gezeigt. Deshalb geniigt es den Fall u = 0
zu betrachten. Fiir f € ['(R") N [?(R") haben wir das auch schon gezeigt. Dann folgt
die Aussage aus der Stetigkeit der linken und rechten Seite, und weil L!'(R") N [*(R™)
dicht in I?(R") liegt. q.e.d.

Satz 2.31. Fir i € M(R") und f € I2(R") folgt p = —fdx aus f + i = 0. Fiir y €
M(R") mit fi € I?(R") ist p insbesondere absolut stetig beziiglich des Lebesquesmafes
mit einer Dichtefunktion in [?(R™).

Beweis: Wegen dem Rieszschen Darstellungssatz ist das Mafl u + fdx identisch Null,
wenn fiir alle ¢ € Cy(R™) folgendes gilt

/(pd,u—i-/cpfdx—o.
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Fiir ¢ € C§°(R") folgt das aus dem Korollar [2.30 Weil C§°(R™) dicht in Cy(R™) liegt
gilt dies auch fiir alle ¢ € Cy(R"). Daraus folgt auch die letzte Aussage, weil es wegen
Satz fiir jedes g € I?(R™) ein f € [*(R") gibt mit g = f. g.e.d.

Alle grundlegenden Formeln fiir die I!-Fouriertransformation gelten dann auch auf
LMR™) + I*(R™). Das haben wir gerade fiir die Dualitiit gezeigt. Insbesondere gelten
auch die Formeln aus dem ersten Abschnitt fiir Funktionen in I'(R") + I#(R™). Zum

Beispiel gilt mit (2.5) auch
FoTl =|detT|'foT " fiir alle f € I'(R") + I2(R"). (2.30)

Das folgt wieder aus der Stetigkeit von linker und rechter Seite und weil L' (R™)N *(R")
dicht in L'(R") und I*(R") liegt. Man kann den Definitionsbereich der Fouriertrans-
formation noch weiter ausdehnen. Eine natiirliche Fortsetzung wéire die temperierte
Distribution. Wir wollen diesen Raum aber nicht einfiihren. Eine temperierte Funktion
ist eine Funktion f € I} (R") die zusitzlich

loc

[+ lal) @) < oo

fiir ein N € N erfiillt. Also hat f grobgesprochen héchstens polynomiales Wachstum.
Offenbar ist fiir alle temperierten Funktionen f und alle ¢ € S das Integral [ |of]|
endlich und die Abbildung ¢ — [ ¢f ist stetig auf S. Dann ist auch ¢ f wohldefiniert
und es laf3t sich leicht zeigen, dass ¢ * f wieder temperiert ist. Wir sagen jetzt, dass
von zwei temperierten Funktionen f und g die zweite Fouriertransformierte der ersten
im Sinne von Distributionen ist, wenn fiir alle ¢ € S folgendes gilt:

oo~ [ te (2.31)

Dann ist g wieder eindeutig durch f bestimmt. Wir bezeichnen dann ¢ als f . Fiir
Elemente f € LNR")+Z(R") stimmt das wegen Korollar mit der schon definierten
Fouriertransformation iiberein. q.e.d.

Alle grundlegenden Formeln, insbesondere ({2.3)),(2.4]), (2.5) und (2.6) gelten dann

fiir temperierte Funktionen auch im Sinne von Distributionen Sinne. Wenn z.B. f
eine temperierte Funktion ist und ¢ € & und f im Sinne von Distributionen eine
Fouriertransformierte besitzt, dann auch v * f und es gilt

—

pxf=1)f. (2.32)



2.4. FOURIERTRANSFORMATION AUF IF FUR1 < P < 2 7

Um das einzusehen sei ¢ € S. Dann folgt

[ i@ i@t = [ i@ = [ f@iee)ds = [ f@) s

- [t /w (@ —y ()dydx—/(w*f()(y)dy

Auch die inverse Fourierttransformation 148t sich auf temperierte Funktionen iibertra-
gen. Wenn die temperierte Funktion f die Fouriertransformation f hat, dann hat f die
Fouriertransformtion f(—xz). Das folgt fiir ¢ € S aus folgender Rechnung;:

[ feaetatds = [ f@yp(-ade = [ s = [ fa)pis

2.4 Fouriertransformation auf [/ fiir 1 < p < 2
Wir berechnen zuerst einige Fouriertransformierte.

Satz 2.32. Sei h,(z) = %22 |z|=. Dann ist hy = hy_q als die I'(R") + I2(R™)
Fouriertransformierte fiir 5 < Re(a) < n und als die Fouriertransformierte im Sinne
von Distributionen fir 0 < Re(a) < n.

Hierbei ist I' die Gammafunktion
I(s) = / e ‘5 1dt.
0

Beweis: Sei a reell in dem Intervall (2,n). Dann gehért h, zu L'(R") + I*(R"). Die
Funktionen von der Form f(z) = ¢|z|~* mit einer Konstanten ¢ werden durch folgende
Eigenschaften charakterisiert:

1. f ist radialsymmetrisch, d.h. fiir jede orthogonale lineare Abb. O gilt fo O = f.

2. f ist homogen vom Grad —a, d.h.

flex) = e f(x) fiir alle e > 0. (2.33)

Wir benutzen die Notation f.(x) = f(ex) und f*(z) = ™" f(2). Sei f(x) = |z[™° mit
a € (g,n) Dann folgt aus den beiden Eigenschaften 1. und 2. (siehe Abschnitt |2

insbesondere (2.5))), dass f ebenfalls radlalsymmetrlsch ist und fa = ¢gaof gﬂt D1e
zweite Bedlngung ist dquivalent zu f. = e~ 9 f und deshalb zu f(z) = clz|~ (.
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Also miissen wir nur noch die Konstante ¢ bestimmen. Dafiir benutzen wir die Dualitéat.
Sei ¥ die GauBfunktion ¥(z) = e~™". Dann folgt

/]x\ tem da;—c/\x] =) =T e (2.34)

Um die rechte Seite zu berechnen benutzen wir Polarkoordinaten und substituieren
t = 7r?. Sei o das Volumen der Einheitsspiahren. Dann gilt:

00 d %0 £\ dt nos —
/|x\_“e‘”2dg; = U/ emmripn—all 0/ et = =T (20
0 r 0 v 2t 2 2

Die rechte Seite ist entsprechend gleich c%w‘gf (%) Daraus folgt

)
)

n—

R
2aF(

Q

: w\m

wls

Das zeigt den Satz fiir § < a <n.
Fiir den allgemeinen Fall betrachten wir fiir ¢ € S die folgenden Integrale

A@) = [he BE= [

Sowohl A als auch B sind fiir die betrachtete z komplexe analytische Funktionen, weil
I' eine komplexe analytische Funktion ist und folgende Funktion komplex analytisch

1st:
/ 2| () dz

Wir haben schon A(z) = B(z) fiir z € (§,n) gezeigt. Also stimmen sie auf dem Gebiet
iiberein, auf dem sie komplex analytisch sind, das zusammenhéngend ist und (%,n)
enthélt. Fir Re(a) > % liegt h, in L'(R") + I*(R"), und die Fouriertransformation
stimmt mit der Fouriertransformation im Sinne von Distributionen iiberein.  q.e.d.

Sei jetzt T' eine invertierbare symmetrische reelle n x n-Matrix. Seien £, und k_
die Anzahl der positiven bzw. negativen Eigenwerte von 7' (mit Vielfachheit gezahlt).
Dann heifit £, — k_ Signatur von 7". Wir definieren

GT (17) _ e—ﬂi(Tx,x) )

Diese Funktion hat den Absolutbetrag Eins und ist eine temperierte Funktion.
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Satz 2.33. Sei T eine invertierbare symmetrische reelle n x n-Matrix mit Signatur o.
Dann ist die Fouriertransformierte von G im Sinne von Distributionen gegeben durch

Gr =e ™% |det T| 2G_p-1.

Bemerkung 2.34. Dieser Satz kann leicht auch komplex symmetrische Matrizen T
verallgemeinert werden, deren Imagindrteil nicht positiv ist. Diese Bedingung ist not-
wendig, damit G temperiert ist. Im Fall n = 1 werden wir diesen Fall auch beweisen.

Beweis: Wir miissen fiir ¢ € § und eine invertierbare symmetrische reelle n x n-Matrix
folgendes zeigen:

[Tt ot = o e [ T (o) (2:35)

Wir betrachten zuerst den Fall n = 1. Sei y/z der Zweig der Quadratwurzel, der auf
dem Komplement von den nlchtpos1t1ven Zahlen in C definiert ist und auf R™ positiv
ist. Dann gilt v/£i = e* 2. Also ist (2.35]) dquivalent zu

/ e 5(2)dp = (V/7)! / % o(z)dx (2.36)

fiir ¢ € § und rein imaginéres z # 0. Wir beweisen diese Formel durch analytische
Fortsetzung von reellem z.

Fiir z =1 folgt aus Lemma . Fiir reelle positive z folgt die Formel
durch Skalierung, d.h. daraus, dass die Fouriertransformierte von f. gleich f¢ ist (ver-
gleiche (2.5))). Beide Seiten von sind offensichtlich komplex analytische Funktio-
nen in z, solange Re(z) > 0 gilt und stetig fiir Re(z) >0,z # 0. Das zeigt (2.36]).

Jetzt betrachten wir den Fall n > 2. Wenn auch fiir ein gegebenes T" und
alle lle ¢ € S gilt, dann gilt (2.35) auch fiir UTU mit U € SO(n). Dies folgt aus
f olU = f o U. Das haben wir allerdmgs noch nicht fiir die Fouriertransformierte im
Sinne von Distributionen gezeigt, was wir jetzt nachholen. Seien also f und f temerierte
Funktionen und f im Sinne von Distributionen die Fouriertransformierte von f. Dann
gilt fiir eine orthogonale Matrix U und all p € §

/foU~gbdx:/f~g5oU1dx:/f'¢ﬁ1dm:/f-gpoUldx:/foU~<pd§c.

Also gilt auch f/c;\U = foU. Also geniigt es (2.35) fiir diagonale T' zu zeigen. Wenn T
diagonal und ¢ eine Tensorfunktion ist, dann zerfillt das Integral in (2.35)) zu einem
Produkt von eindimensionalen Integralen und (22.35)) folgt aus (2.36). Der allgemeine
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Fall folgt aus Satz [2.13] und daraus, dass die Integration iiber temperierte Funktionen
eine stetiges lineares Funktional auf S definiert. q.e.d.

Als néchstes betrachte wir die Fouriertransformation auf IP(R") mit 1 < p < 2.
Dazu benutzen wir wieder den Satz von Riesz-Thorin [1.38] Zunéchst zeigen wir

Satz 2.35 (Hausdorff-Young). Fir1 <p <2 und % + é =1 gilt

1£lle < £l (2.37)

Beweis: Die beiden Grenzfélle p = 1 und p = 2 haben wir schon gezeigt. Dann folgt
die Aussage wieder aus dem Satz von Riesz-Thorin [I.3§ q.e.d.

Wir zeigen jetzt auch folgende Ungleichung von Young und benutzen dafiir auch
den Satz von Riesz-Thorin. Allerdings kann man die Youngsche Ungleichung auch aus
der Hélderungleichung ableiten.

Satz 2.36. Sei ¢ € I[P(R") und v € LHR™) mit 1 < p,r < oo und Il) —i—% > 1. Sei
% = 713 + % — 1. Dann st das Integral @ % 1) absolut konvergent fiir fast alle x € R™ und
es gilt

I dllg < llellpllllr

Beweis: Fiir gegebenes ¢ sei

Ty = p*a.
Die Ungleichungen (2.19) und (2.20)) zweigen, dass T eine lineare Abbildung von
INR™) + IF(R") nach IP(R™) + I[=(R") ist. (Hierbei ist p’ der duale Exponent zu

pmit}%—i—%zl)mit

1Tl < lellpllolls [1T%lloo < llpllpllell-

Fiir % = % — L gibt es ein ¥ € [0,1] mit
1 1-9 9 1 1-9 9
r 1 P q p 00
Dann folgt die Aussage aus dem Satz von Riesz-Thorin [1.38 q.e.d.

Aufler fiir p = 1 und p = 2 ist die Konstante 1 in der Hausdorff-Young-Ungleichung
nicht die kleinst mégliche Konstante. Die beste Konstante erhélt indem man die Gauf3-
funktion einsetzt. Das ist ein sehr tiefes Resultat von Babenko fiir gerade ganze Zahlen
p/ und im allgemeinen Fall von Becher. Von Becher gibt es auch éhnliche Betrachtungen
zur Youngschen Ungleichung.
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Bis auf fiir p = 2 ist die Ungleichung nicht umkehrbar, d.h. es gibt keine
Konstante C' so dass ||f||, < C||f], fiir alle f € S gilt. Das ist natiirlich fquivalent
dazu, dass die Ungleichung nicht fiir p > 2 gilt. Das ist nicht schwer zu zeigen
und wir werden dafiir mehrere Argumente anfithren. Zuerst wollen wir das einfachste
Argument als eine Ubungsaufgabe stellen.

Ubungsaufgabe 2.37. Konstruiere mithilfe von Translationen und Multiplikationen
mit Charakteren eine Folge von Schwartzfunktionen {¢,}, so dass

(1) Jedes @, hat die gleiche IP(R™)-Norm.
(ii) Jedes ¢y hat die gleiche IF' (R™)-Norm.
(i1i) Die Trager von ¢, sind paarweise disjunkt.

(iv) Die Triger von o, sind im Wesentlichen disjunkt, d.h.

Zson

Z lenllh = N gleichmdifig in N.

Und benutze dies um zu zeigen, dass die umgekehrte Hausdorff-Young-Ungleichung
nicht gilt.

Als néchstes wollen wir ein zweites Argument darstellen, warum die umgekehrte
Haudorff-Young-Ungleichung nicht gilt. Es baut auf Satz auf. Mit diesem Argu-
ment kann man auch zeigen, dass er fiir jedes p > 2 Funktionen f in IP(R") gibt, deren
Fouriertransformierte keine temperierte Funktionen sind.

Sei n = 1 und fy(z) = p(x)e ™" mit p € C°(R"). Dabei ist A eine groBe
positive Zahl. Dann héngt ||fy]|, nicht von A ab. ~Wegen dem Satz von Plancherel
héngt auch | fAHQ nicht von A ab. Andererselts ist fy die Konvolution von ¢ € Lt (R™)

mit Vir emit ! * das die || ||o-Norm A~z hat. Dann folgt fiir p < 2 also p/ > 2

32
= (HfAHp) < (A IAIEHY = (1 A3 | fallee ?
<. A G

P

mit einer Konstanten unabhéngig von A. Weil || f,||, unabhéngig von A ist, gibt es also
keine Konstante C' > 0, so dass

£l < C|If|ly fiir alle f €S
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gilt. Als drittes wollen wir ein Argument aus der Wahrscheinlichkeitstheorie angeben.
Seien {w, }_, unabhingige Zufallsvariable, die jeweils mit gleicher Wahrscheinlichkeit
% die Werte +1 annehmen kénnen. Der Erwartungswert auf den entsprechenden Wahr-
scheinlichkeitsraum wird mit E bezeichnet. Seien {a, }_, komplexe Zahlen. Dann gilt

Satz 2.38 (Khinchins Ungleichung).

N 5 N P N 3
A(p) (Z |an|2> < E( > < B(p) (Z ]an|2> fir alle 0 < p < 00. (2.38)

Beweis: Wir beweisen diese Ungleichungen nur fiir 1 < p < oo. Der entsprechende
Wahrscheinlichkeitsraum hat 2V Elemente. Deshalb ist jede Funktion auf dem Wahr-
scheinlichkeitsraum ein Element von C2"). Im Fall p =2 gilt

N 2 N N
E ApWp| = E AW, E ApWp | -
n=1 n=1 n=1

Wegen der Unabhingigkeit der Zufallsvariablen mitteln sich im Erwartungswert die
gemischten Terme weg und wir erhalten

N N
E Zanwn = Z |an|?.
n=1 n=1

Als néchstes zeigen wir die obere Schranke des Erwartungswertes. Dieser Erwartungs-
wert ist gleich 2-Vmal der || ||,-Norm der entsprechenden Elemente von C®*"). Wegen
der Minkowskiungleichung der || ||,-Norm geniigt es nur reelle {a,}_; zu betrachten.
Wir werden diese Ungleichung aus einer allgemeinen Ungleichung herleiten. Dafiir be-
zeichne p1 das entsprechende Wahrscheinlichkeitsmaf$. Seien also {a,} reell und ¢ > 0.

Dann gilt
1
tz anwn tanwn — — {(pltan —tan
E ( ||E |n|2(e +e7).

+2

22 .. 2
Wegen 1 (e + %) < e (Ubungsaufgabe) folgt dann E (ef2n @) < 7 2n .,
Wegen e 11 (Y anw, > A) < E (e'2n) folgt daraus

2
2 (Z ApWn, > )\> < e~z Tan,
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Fir alle t > 0 und A > 0. Setze t = ﬁ ein.

a2

(Z Appy > )\) < e2Xah
Daraus folgt dann

E AnWn

M <
Wegen d\P = pAP~td)\ kénnen wir die IP-Norm durch eine Integral iiber diese soge-
nannte Verteilungsfunktion berechnen:

a2
>\ | < 2e2xan,

BSP) =p [ (1] = Nay
0
Damit erhalten wir

—7)\2 P g
E (‘Zanwn p) < 2p/vle22a% d\ = 25T (g) (Z ai) .

Das zeigt die obere Schranke. Die untere Schranke folgt jetzt aus dem Fall p = 2 und
der oberen Schranke:

N L

P ) p’

S leaf =B ([ o] ) < 2 ([ p)iE()zaM
< 50 (S ) & (| )"

Hierbei haben wir die Holdersche Ungleichung auf ce™ angewendet. Daraus folgt die
untere Schranke mit

Alp) = —. q.ed.

Um das auf die umgekehrte Hausdorff-Young-Ungleichung anzuwenden sei ¢ € C5°(R")
und {k;}V so gewihlt, dass ¢;(z) = p(x — k;) paarweise disjunkte Triiger haben. Also
gilt $;(€) = e*™¢kip(€). Die [P-Norm von Y wy,¢, ist unabhingig von den Zufallsva-
riablen, weil die ¢; paarweise disjunkte Tréger haben.

(S,

— CN».
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Jetzt berechnen wir die Erwartungswerte der entsprechenden Fouriertransformierten
> wnpn. Wegen dem Satz von Fubini gilt dann

p’)

p/

e ([l == ([ aate
_ /Rn |¢(§)‘p’E (‘ane2ﬂ'i£kn

Dabei haben wir im letzten Schritt die Ungleichung von Khinchine benutzt. Daraus
1

folgt, dass es Werte der Zufallsvariablen w gibt, so dass || > wp@nll,y < CNz gilt mit

einer Konstanten C'; die unahéngig ist von N. Fiir p < 2 und grofie N ist das kleiner

als die Norm || Y wnn|l, = N¥.

4 o
)d§ ~Nz.

2.5 Die Unschiarferelation

Die Unschérferelation ist ein heuristisches Prinzip, das besagt, dass eine Funktion nicht
zusammen mit ihrer Fouriertransformierten lokalisiert werden kann. Wenn wir also f
lokalisieren, dann kann nicht auch f lokalisiert sein und umgekehrt. Die einfachste
rigerose Formulierung ist folgender Satz:

Satz 2.39 (I*-Bernsteinungleichung). Sei f € I2(R") und f habe Triger in D(0, R).
Dann ist f glatt mit
10° fll2 < (27 R) || 1|2

Beweis: Das ist eine Folgerung aus dem Satz von Plancherel. Wegen der Annahme an

den Triger liegt f in [}(R™). Wegen

ﬂ@z/?@émwf

ist die rechte Seite die Fouriertransformierte einer Funktion in L'(R™) N [*(R™). Wegen
Satz ist f dann eine glatte Funktion und es gilt

10°fll2 = 19°Flla = |27i€)* fll: < xR f| = @xR)I| fl.  aed.

Es gelten auch dhnliche Aussagen fiir die IP-Normen, aber um diese zu beweisen miissen
wir die Hausdorff-Youngsche-Ungleichung benutzen.

Lemma 2.40. Es gibt eine Schwartzfunktion ¢, so dass fir alle f € L'R") 4+ L*(R")
deren Trager von f in D(0, R) liegt, folgendes gilt:

F=¢" %t
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Beweis: Wihle ¢ € S, so dass ¢ auf B(0,1) gleich 1 ist. Dann ist @(f) = p(R7Y¢)
auf B(0, R) gleich 1 und o® " % f gleich f. q.e.d.

Satz 2.41 (Bernsteins Ungleichung fiir die Kreisscheibe). Sei f € L'(R™) + I*(R™) mit
Trager von f in B(0, R). Dann gilt

(1) Fir jeden Multiindex o € N§j und 1 < p < oo
10°f 1l < (CR)[|f]-
(11) Fir jedes 1 <p <q< o0
1£lle < CR* G| £

Beweis: Die Funktion of ' erfiillt
-1 n n
le™ Il = llell, - B = CR>
mit einer Konstanten C' unabhéngig von R und 1 < r < co. Auflerdem gilt
-1
IVe™ Il = RIIVelh.

Aus f = o "« f folgt dann (i) fiir alle ersten Ableitungen. Dann folgt der allgemeine
Fall von (i) durch Induktion.
Um (ii) zu zeigen definiert » durch % =

117 %. Dann folgt aus Youngs Ungleichung

17le = ™ 5y < 1™ 1llfl < CR7flly = C-R*GZD| 7| aed.

Wir werden jetzt die Ungleichungen von Billen auf Ellipsen verallgemeinern. Eine
Ellipse ist eine Menge von der Form

:{xeRn Z’ eﬂl <1} (2.39)

Hierbei ist a € R™ das Zentrum, ey, ...,e, ist eine orthonormal Basis (die Achsen)
und die positiven Zahlen r, die Achsldngen. Fiir eine gegebene Ellise F ist eine duale
Ellipse E* eine Ellipse mit den gleichen Achsen aber den inversen Achslédngen, also eine

Ellipse der Form
Zrﬂ(m —bei* <1 } :

J

E*:{xER”

Dabei ist das Zentrum beliebig.
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Satz 2.42 (Bernsteins Ellipsenungleichung). Sei f € I}(R") 4+ [*(R") mit Triger von
fin E. Dann gilt fir 1 <p<q<oo

1flle < CIEIG) £

Man kann auch die Aussage (i) aus Satz verallgemeinern. Dann héngt die
Abschéitzung aber auch von den auftauchenden partiellen Ableitungen ab.
Beweis: Sei k das Zentrum von E. Sei T' die lineare Abbildung, die B(0,1) auf £ — k
abbildet. Sei S = T, also T = S71. Sei fi(z) = e”*2f(z) und g = f; 0 S. Dann
folgt

(€)= [det S| f1(ST(E)) = [det S| F(STHE + k)
= |det T|f(T(€) + k)
Also ist der Trdger von g in B(0, 1) enthalten. Dann folgt aus dem Satz

lglle < Cliglly.
Andererseits gilt

_1 1 1
lgllq = [det S|7a[| fllg = [det Tla [ fll, = |El= [ 14
und die analoge Formel mit Exponent p anstatt ¢. Daraus folgt
1 1
[El[lflg < CLEZ [ f]lp. q.e.d.

Manchmal werden auch punktweise Abschitzungen benotigt. D.h. man will zeigen, dass
wenn der Tréger von f in F enthalten ist fiir jede duale Ellipse die Werte auf £* durch
den Mittelwert auf E* kontrolliert werden.

Um das zu priizisieren sei N eine grofie Zahl und ¢(z) = (1 + |z|*)~". Fiir ein
Ellipsoid E* sei pp-(z) = ¢(T(z—k)), wobei k das Zentrum von E* ist und T die lineare
Abbildung, die E* — k auf B(0, 1) abbildet. Wenn 77 und 75 zwei solide Abbildungen
sind, dann ist 7y o T * eine orthogonale Transformation, so dass ¢g- wohl definiert ist.
Grob gesprochen ist pg« auf E* gleich 1 und fallt auflerhalb von E* schnell ab. Wir
kénnen auch schreiben

op(x) = <1+Z|(x_r—];)ej‘2> )

Satz 2.43. Sei f € ['(R") 4+ [*(R") mit Triger von f in einer Ellipse E. Dann gilt
fiir jedes z in einer dualen Ellipse E*

1
1)1 < O / (@) opeda
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Beweis: Sei zuerst sei E ein Einheitsball und E* auch ein Einheitsball. Dann ist f die
Konvolution mit einer Schwartzfunktion . Also gilt

£ < [ @l - 0lde < Cy [ 1f@I0+ ]z -2
<Cy [ 1#@I1+ o)

Hierbei haben wir die Schwartzfunktion 1 abgeschiitzt und 1+ |z — z|> > C' 1 + |z|?
fir |z] <1 benutzt. Das zeigt den Satz wenn E = E* der Einheitsball ist.

Als néchstes sei E eine Ellipse mit Zentrum 0 und E* eine beliebige duale Ellipse.
Seien k und T wie zuvor. Dann hat g(z) = f(T 'z + k) einen Tréger der Fouriertrans-
formierten in T-'E. Weil T" E* auf dem Einheitsball abbildet, bildet 7! E auf dem
Einheitsball ab. Also gilt

o) < [ wlelg(olds tix y € BO, D).

Dann folgt
FT 24 k)| < / (@) (T 2 + k)|de = | det T / o (@)|f (0)]dz

nach einer Variablentransformation. Wegen | det T'| = |E—1‘ folgt der Satz fiir Ellipsen F
mit Zentrum 0. Im allgemeinen erstzen wir f durch e=2"* f(z), wobei k das Zentrum

von FE ist. q.e.d.

Man kann im Satz das Integral auf der rechten Seite nicht auf beschréankte
Gebiete wie z.B. die doppelte duale Ellipse beschranken. Betrachte z.B. im eindimen-
sionalen Fall eine Schwartzfunktion g mit ¢g(0) # 0, der Fouriertransformierte Tréiger
n [—1, 1] hat. Dann ist die Fouriertransformierte von

= (1-2) o

eine Linearkombination von ¢ und seinen Ableitungen und hat den gleichen Triger
wie g. Diese Folge konvergiert auf [—2,2] beschrinkt gegen Null bis auf bei x = 0.
Deshalb kann es keine punktweise Abschéatzung von fxn geben, die nur von den Werten
auf [—2, 2] abhéngt.

Alle Abschéitzungen von Bernstein sind scharf bis auf die angefithrten Konstanten.
Wenn z.B. E ein Ellipsoid ist und E* ein duales Ellipsoid, N < oo, dann existiert eine
Funktion f deren Trager von f in £* enthalten ist mit

11l = | £ [f(2)] < Con(x),



38 KAPITEL 2. FOURIERINTEGRALE

wobel pp = cpSEN) oben definiert wurde. Im Fall von E = E* = B(0,1) ist das of-
fensichtlich: Sei f irgendwie Schwartzfunktion mit Trager von f in B(0,1) und mit
entsprechender I!(R™)-Norm. Der allgemeine Fall folgt dann nach einer entsprechen-
den Variablentransformation. In diesem Beispiel ist fiir alle p||f||, ~ |E|%, so dass die
Abschétzung von Satz scharf ist.



Kapitel 3

Lokalkompakte abelsche Gruppen

3.1 Duale Gruppe und Fouriertransformation

Die Fouriertransformation auf T,Z und R™ sind Spezialfille einer allgemeinen Kon-
struktion auf lokalkompakten abelschen Gruppen, die wir jetzt vorstellen. Sei also G
eine abelsche Gruppe, die ein lokalkompakter Hausdorffraum ist, d.h. je zwei verschie-
dene Punkte besitzen auch disjunkte Umgebungen. Dabei sollen die Abbildungen

+: GxG— G, (x,y) —z+y
—: G — G, x> —x

stetig sein. Jede solcher Gruppe besitzt ein nichtverschwindendes nicht negatives Borel-
ma$B, das translationsinvariant ist: u(F + ) = p(F) fiir jede Borelmenge E und = € G.
Dieses Borelmaf ist eindeutig bis auf Multiplikationen mit einer positiven Zahl. Wir
wéhlen ein solches Borelmaf§ und definieren die entsprechenden Banachraume IF(G)
fir 1 <p < oo. Wenn G kompakt ist normieren wir das Maf p1 so, dass u(G) = 1 gilt.
Das Mafl wird dann Haarsches Mafl genannt. Daneben betrachten wir auch die Algebra
der stetigen komplexwertigen Funktionen C(G). In dieser Algebra sind enthalten die
Unteralgebra der Funktionen mit kompaktem Triager C.(G) und die Banachraume der
stetigen beschrénkten Funktionen Cy(G) und der abfallenden Funktionen f : Ve > 0
gibt es eine kompakte Teilmenge K C G, so dass f auBlerhalb von K einen Abso-
lutbetrag |f(z)| < e hat. Der Raum Cy(G) solcher abfallender Funktionen ist ein
abgeschlossener Unterraum von Cy(G) und deshalb ein Banachraum. Dabei versehen
wir Cp(G) mit der Supremumsnorm || f|le = sup,eq |f(2)]. Fir alle 1 < p < oo liegt
der Raum C(G) dicht in IP(G) und damit auch Co(G) N IP(G).
Wir definieren wie auf R" die Konvolution:

(f % 9)(x) = /G ()9l — y)du(y).
89
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Dann ist wieder wegen dem Satz von Fubini fiir alle f, g € L'(G) diese Konvolution fiir
fast alle x € G definiert und x — f * g(z) ist wieder ein Element in '(G) mit

1 glle = [1fll - [lglls-

Damit wird also I}(G) zu einer kommutativen Banachalgebra. Wenn G diskret ist und
das Maf3
p{x}) =1 fir alle x € G

erfiillt, dann besitzt diese Banachalgebra eine Eins, ndmlich das Punktmaf o bei 0 € G.
Im Allgemeinen ist aber dy nicht in I'(G) enthalten und L'(G) besitzt keine Eins. Wir
fassen jetzt einige Eigenschaften des Haarschen Mafles im folgenden Lemma zusammen.

Lemma 3.1. (1) Firl < p < oo definieren die Translationen Isometrien von IP(G),
Cy(GQ) und Co(G).

(ii) Fir f,g € C.(G) liegt auch f* g in C.(G).

(111) Fiir jedes f € I[MG) definiert die Abbildung g — f * g eine stetige lineare Abbil-
dung von IF(G) auf sich selber mit || f * gll, < [|f|l1 - ||gll, mit 1 < p < oco. Fiir

g € I°(Q) ist f * g sogar gleichmdfig stetig.

(iv) Es gilt die Youngsche Ungleichung. D.h. fir alle 1 < p,q,r < oo mit 1+% =
und f € [NG),g € L1(G) gilt

1+ gl < W fllellgllq

(v) Firl<p<oound f € IP(G) und g € IP(QG) liegt f * g in Cy(G).

1 1
p+q

(vi) Fiir f € ING) und e > 0 gibt es eine Umgebung U von 0 € G, so dass fiir jedes
nicht negative u € L*G), dessen Triger in U enthalten ist und das [udp = 1
erfillt, folgendes gilt:

If —uxfll <e.

Der Beweis ist analog zu den Beweisen der entsprechenden Aussagen auf R".

Definition 3.2. Fiir eine lokalkompakte abelsche Gruppe G sei I' die Menge der ste-
tigen unitdren Charaktere mit der Topologie der gleichmdfligen Konvergenz auf kom-
pakten Teilmengen von G. Die punktweise Multiplikation macht T zu einer abelschen
Gruppe, wobei die 1 € I' aus dem trivialen Charakter besteht, der alle Elemente von G
auf 1 € S" abbildet. Die Umgebungen von 1 € I' bestehen dann aus den Mengen

{veTl|y(x)eU firallexe K}

wobei U eine Umgebung von 1 € S* ist und K C G eine kompakte Teilmenge von G.
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Die Umgebungen von beliebigen Elementen v € I' erhélt man indem man obige
Umgebungen punktweise mit v multipliziert. Wir werden spéter sehen, dass I' wie-
der eine lokalkompakte abelsche Gruppe ist. Zwischen den Elementen von G und I’
definieren wir folgende Paarung:

(,):GxT = C,(z,7) — (z,7) =v(x).

Dann konnen wir jetzt die Fouriertransformation von lokalkompakten abelschen Grup-
pen definieren:

Definition 3.3. Fiir jedes f € ING) sei f definiert als
firsc v [ e s@)no)
G

Offenbar ist f fiir f € L}G) eine stetige Funktion auf I und
1 lloe = sup [F(N] < 1| £]]r-
vel’

Das Bild von I'(G) unter der Abbildung f — f bezeichnen wir mit A(T') € Cy(T).

Satz 3.4. (i) Sei G eine lokalkompakte abelsche Gruppe. Dann ist A(I") eine Unter-
algebra von Cy(T') und es gilt

m :f-g fir alle f,qg € Ll(G).

(11) A(T) ist invariant und den Translationen von I' und der Multiplikation mit Ele-
menten.

x:I'—C, v = (z,y) fiir x € G.

Dabei ist fiir f € LNG) das Produkt der Funktion —x mit f die Fouriertransfor-
mierte g der um x translatierten Funktion g : G +— C,y— f(y — ).

(iii) Fiir f € ING) und v €T gilt f*~(x) = (z,7)f(7).
Beweis (i): Fiir f,g € I}(G) und v € T gilt:

(—2,7) / FW)g(@ — y)du(y)du(z)

o=
/ / y — 2,79 — y)du()(—y,7) f(y)dp(y)
_/G -

fxg(y)=
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(ii): Fiir f € IM(G) und v € T gilt v - f € [NG) mit

T F ) = /G (—a.m{,7) (@) du(z) = / (—,n— W f(@)dp(x) = Fr— 7).

e
Firr f € I'(G) und z € G definiert
g:G—C, y fly—x)

eine Funktion in I}(G) und es gilt fiir alle y € T

8(7) = / (—y, 1) f(y — 2)du(z) = / (—2 — 2,7 f(2)du(2)

G

= (~2,7) / (—e ) F(2)dp(z) = (~2,7) F ().
G
(iii): Fiir f € I}(G) und v € T gilt

fxy(x) Z/Gf(y)@—y,wdu(y) = <x7v>L<—y,7>f(y)du(y) = (z,"f(7). qed.

Die Beispiele G = T und G = Z und G = R" haben wir schon kennengelernt. Die
Gruppe G = Zy ist selbstdual mit I' = Z,, weil Zy neben dem trivialen Charakter nur
den Charakter z — (—1)* besitzt. Die kompakte Gruppe T ist die Menge aller Folgen
in T mit den Umgebungen der 1 = (1,1,...)

{2z, €T* |z €U fir 1 <i<n}

wobei n € N durchlauft und U die Umgebungen von 1 € T. Sei I'y die Untergruppe
von Z* aller Folgen in Z, die gegen Null konvergieren. Die Elemente von I'y definieren
unitdre Charaktere von T

T> — T, (zn) H Zmien i fiir n, € Iy

neN

Satz 3.5. Sei G eine kompakte abelsche Gruppe, dann gilt fiir zwei unterschiedliche

unitdre Charaktere:
/ yndp = 0.
G

Insbesondere ist I diskret, d.h. fir alle v € T ist {v} offen.
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Beweis: Seien v und 7 zwei unterschiedliche unitédre Charaktere. Dann gibt es ein
o € G mit

Y(@o)ii(zo) = (o)™ (o) # 1.
Dann folgt

/G'y(fﬂ)ﬁ(:v)du(x) - /G”y(x + 20)7(x + x0)dp(x) = v(0)7(0) /v(x)ﬁ(w)du(:v) = 0.

G

Daraus folgt, dass die Fouriertransformierte der Funktion 1 € C(G) C [} G) auf dem
trivialen Charakter gleich 1 ist und auf allen anderen Charakteren gleich Null. Weil
diese Fouriertransformierte stetig ist, folgt dass I' diskret ist. q.e.d.

Jetzt konnen wir zeigen, dass die duale Gruppe von T gleich Iy ist. Wegen dem
Satz von Stone-Weierstrafl liegen die von den durch I'y parametrisierten Charakteren
dicht in C'(T*°). Dann liegen diese Charaktere aber auch dicht in der dualen Gruppe
von T*. Weil die duale Gruppe diskret ist, sind das alle unitdren Charaktere und I',
ist die duale Gruppe von T°.

Um die inverse Fouriertransformation zu bestimmen, miissen wir zunéchst sicher-
stellen, dass iiberhaupt nichttriviale unitdre Charaktere existieren. Insbesondere sollten
wir moglichst allgemein zeigen, dass die unitdren Charaktere Punkte trennen, wie das
ja fiir die schon betrachteten Gruppen T,Z und R"™ der Fall ist. Daraus wiirde auf
kompakten Gruppen wegen dem Satz von Stone-Weierstraf folgen, dass die trigonome-
trischen Polynome, also die Polynome in den Charakteren, in C'(G) dicht liegen. Um
das zu zeigen bendtigen wir allerdings einige funktionalanalytische Hilfsmittel. Wir
werden zeigen, dass der Vektorraum, der von den unitdren Charakteren aufgespannt
wird, in dem Dualraum von I} (G) dicht liegt. Daraus folgt wegen dem Satz von Stone-
Weierstraf3, dass die unitdren Charaktere Punkte trennen. Auflerdem werden wir die
inverse Fouriertransformation bestimmen kénnen.

Satz 3.6. Sei @ : [1(G) — C eine lineares stetiges Funktional das folgendes erfiillt:
O(f *g) = 2(f)2(9) fiir alle f9€ L(G).
Dann gibt es ein v € I' mit ®(f) = f(y)

Beweis: Weil ¢ stetig und linear ist gibt es eine Funktion ¢ € L*(G) mit ®(f) =
Joo() f(x)dp(x). Dann gilt fiir alle f,g € L'(G)

$(fxg) = [ F@o)ele +y)dux)duly) = /G f (@) (@) du(z) /G o) w)du(y).

GxG
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Weil die Linearkombinationen von Funktionen der Form f-g in I!}(G x G) dicht liegen,
folgt o(x +y) = p(z)p(y) fir fast alle z,y € G. Dann gilt auch

(fy) = (y)®(f) mit fy(z) = f(z —y).

Deshalb ist ¢ sogar stetig. Also ist ¢ ein Charakter. Wir werden spéter zeigen, dass ein
solches Funktional ||®|| = 1 erfiillt. Dann gilt auch [|¢|l« = 1. Weil ¢ ein Charakter
ist, kann dann |¢(z)| = | !(—x)| nicht gréBer oder kleiner als Eins sein. Also ist ¢
sogar ein unitdrer Charakter. q.e.d.

3.2 Kommutative Banachalgebren

Um fiir die inverse Fouriertransformation die Existenz von geniigend vielen Charak-
teren zu zeigen, werden wir die kommutative Banachalgebra L'(G) mit dem Produkt
der Involution untersuchen. Dazu fiithren wir kurz in die Theorie der kommutativen Ba-
nachalgebren ein. Auch wenn z.B. [}(T) keine Eins hat, betrachten wir im folgenden
nur kommutative Banachalgebren mit einer Eins. Fiir jede kommutative Banachalge-
bra B ohne Eins ist B = B x C mit dem Produkt (a, ) - (b,v) = (ab+ub+ av, uv) und
der Norm ||(a,u)| 3 = |la|ls + |u| eine kommutative Banachalgebra mit Eins (0, 1).
Im Folgenden sei B eine kommutative Banachalgebra {iber dem Kérper der kom-
plexen Zahlen C mit Eins, bezeichnet durch 1. Auf einem Banachraum V sei £(V') die
Banachalgebra der linearen stetigen Abbildungen von V' nach V' mit der Eins 1, .

Satz 3.7. Sei B eine Banachalgebra tiber C und
m: B — L(B), a— m(a) mit m(a) : B — B, b — ab = ba.

Dann ist m ein Banachalgebrahomomorphismus, der auch eine Isometrie ist. Dieser
Homomorphismus m heisst requldre Darstellung. Also ist jede kommutative Banachal-
gebra isomorph zu einer Unteralgebra einer Algebra von linearen stetigen Abbildungen
eines Banachraumes auf sich selber.

Beweis: Fiir alle a,b € B gilt
[m(a)bl] = lla - ol < lall - [|6]-

Also gilt auch
Im(a)]| < |lall.

Andererseits gilt
0< |1 =2 < |1
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Daraus folgt ||1|| = 1 und wegen ||7(a)1]| = ||a|| auch
[m(a)ll = la]l-
Dann ist ||7(a)|| = ||a|| fiir alle @ € B und 7 eine Isometrie. Fiir alle a,b,c € B gilt

auch 7(ab)c = abc = w(a)m(b)c. Dann folgt
m(a)m(b) = w(ab) = w(ba) = w(b)mw(a).

Also ist das Bild von 7 eine kommutative Banachalgebra, die wegen dem Satz des
inversen Operators isomorph ist zu B. q.e.d.

Wir definieren fiir a € B das Spektrum als o(a) = o(m(a)) und fiir A € L(V) als
0(A) ={¢ € C| A— 1y ist nicht invertierbar in £(V)},

Satz 3.8. Sei V' ein Banachraum und A € L(V'). Dann ist die Resolvente eine analy-

tische Funktion von der Resolventenmenge C\ o(A) nach L(V'). Das Spektrum ist eine
kompakte Teilmenge von {€ € K| [£| < ||A||}, die fir K = C nicht leer ist.

Beweis: Fiir £ € K\ {0} ist der Operator —¢£1y invertierbar mit
I(=€0) Ml =1 = & [l = [¢] "

Wenn also || A]| < |€], dann gehort wegen der Neumannschen Reihe € zur Resolventen-
menge. Also ist das Spektrum enthalten in

{Se K|l <[Al}

und abgeschlossen. Wegen Heine-Borel ist das Spektrum dann auch kompakt. Wegen
der Neummanschen Reihe ist die Resolvente fiir [£] > 2||A|| sogar beschrankt durch
1 1 1 2

AN AN\
ety (1-2 _ (4 12
<5V( &)) G ( 5) ST g

Wenn K = C und das Spektrum leer ist, dann ist fiir alle v € V und alle B € V' die
Funktion £ — B(A—£1y) v eine holomorphe Funktion auf ganz C, die fiir || > 2|| Al
beschrankt ist durch ‘%' Weil jede stetige Funktion auf der kompakten Menge {¢ € C |
|€] < 2||Al|} beschrinkt ist, ist diese Funktion also auf C beschrinkt und konvergiert
fiir |£] — oo gegen Null. Wegen dem Satz von Liouville verschwindet diese Funktion.

Aus dem Satz von Hahn—Banach folgt, dass auch die Resolvente
Err (A—€ly)™
gleich Null ist. Weil aber 0 € £(V') nicht invertierbar ist, ist dies nicht méglich. q.e.d.

(A-&ly) 7' = ‘

Es gibt reelle Matrizen, die keine reellen Eigenwerte haben, deren reelles Spektrum
also leer ist. Also ist K = C bei dem letzten Teil der Aussage auch notwendig.
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Lemma 3.9. Das Spektrum eines Elementes a € B einer kommutativen Banachalgebra
besteht aus allen & € C, so dass a — &1 in B nicht invertierbar ist.

Beweis: Sei a — £1 in B invertierbar, dann ist offenbar 7((a — £1)™!) das Inverse von
m(a) — 1. Ist umgekehrt 7(a) — £1p invertierbar, dann ist (7(a) — E1g)~1)(1) das
Inverse von a — &1 in B, weil gilt

(a—&1) ((r(a) — €1p) 7' (1) = (7(a) — E1p)(n(a) — E15) 7' (1) = 1.
Dann folgt wegen der Kommutativitat die Aussage. q.e.d.

Satz 3.10. (Gelfand-Mazur) Ist die kommutative C-Banachalgebra B ein Kérper,
d.h. jedes Element in B\ {0} ist invertierbar, dann ist B isomorph zu der Banach-
Unteralgebra C1.

Beweis Sei a € B. Dann ist wegen Satz [3.8] das Spektrum von a nicht leer. Sei also A
im Spektrum von a. Dann ist aber a — Al nicht invertierbar, also gleich Null. Es folgt
a = A1. Also ist B isomorph zu C1. q.e.d.

Definition 3.11. Ein Ideal ist ein Untervektorraum a C B, so dass fiir alle a € a und
b € B folgt ab € a und ba € a. Wir fordern zusditzlich 1 ¢ a um a = B auszuschliefsen.

Lemma 3.12. Sei a ein Ideal der Banachalgebra B. Dann ist der Abschluss von a
ebenfalls ein Ideal.

Beweis Offenbar ist der Abschluss von a ein Banachraum. Er besteht aus allen Grenz-

werten von konvergenten Folgen in a. Seien (a,)nen eine konvergente Folge in a. Dann

konvergieren fiir jedes b € B die Folgen (a,b),en bzw. (bay)nen gegen (lim an) b bzw.
n—oo

b lim a,. Die invertierbaren Elemente von B sind eine offene Umgebung von 1 in B.
n—oo

Also folgt aus 1 ¢ a auch 1¢ a. q.e.d.
Definition 3.13. FEin Ideal heisst maximal, wenn es in keinem Ideal echt enthalten ist.
Korollar 3.14. Jedes mazimale Ideal ist abgeschlossen. q.e.d.

Die Menge der Ideale einer kommutativen Algebra besitzt eine natiirliche Ordnungs-
relation. Offenbar ist die Vereinigung iiber eine total geordnete Menge von Idealen einer
kommutativen Algebra wieder ein Ideal. Also ist wegen dem Zornschen Lemma jedes
Ideal in einem maximalen Ideal enthalten.

Lemma 3.15. Sei B eine kommutative Banachalgebra und a ein abgeschlossenes Ideal.
Dann ist B/a eine kommutative Banachalgebra.
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Beweis Weil a abgeschlosssen ist, ist B/a ein Banachraum. Seien a,b € und ¢, d € a.
Dann folgt (a+c¢)(b+d) = ab+ad+cb+cd. Aus ¢,d € a folgt, dass auch ad, ¢b, cd und
ad+ cb+ cd im Ideal liegen. Also definiert die Multiplikation von B eine Multiplikation
auf B/a, die dann auch kommutativ, assoziativ und distributiv ist. Zuletzt miissen wir
noch

fa] - [b]I] < [Ialll - I[[o]] fiir alle a,b€ B
zeigen mit

lla]|| = inf{]la+ ]| | ¢ € a}.
lla] - (8l = llla- 8]l = in{flab+ ¢] | ¢ € a} < inf{|[(a+ )b+ d)|| | c.d € a}
< inf{fla+c| | c € a}inf{llo+d| | d € a} = |[a]] - 2]

1ist in B/a offenbar eine Eins. q.e.d.

Sei B eine kommutative Banachalgebra mit 1 und a € B ein Element, das nicht
invertierbar ist, dann ist a, = {ab | b € B} ein Ideal, das 1 nicht enthélt, weil a nicht
invertierbar ist. Das Urbild eines Ideals a unter einem Algebrahomomorphismus 7 ist
offenbar ein Vektorraum und sogar ein Ideal, weil aus 7(a) € a folgt m(ab) = w(a)7(b) €
a und 7(1) = 1 & a. Also kann fiir ein maximales Ideal a einer kommutativen Algebra
mit Eins, die Algebra B/a kein nichttriviales Ideal enthalten, weil sonst das Urbild
unter B — B/a ein Ideal enthalten wiirde, das a echt enthélt. Dann folgt aber, dass
B/a ein Korper ist. Umgekehrt enthélt ein Korper nur das triviale Ideal {0}.

Lemma 3.16. Die maximalen Ideale einer kommutativen Banachalgebra B sind in
FEins-zu-Eins Beziehung zu den Algebrahomomorphismen x : B — C mit x(1) = 1.

Beweis Sei y ein Algebrahomomorphismus von B nach C mit y(1) = 1. Dann ist
der Kern von y ein Ideal, das maximal sein muss, weil C ein Koérper ist. Umgekehrt
ist fiir jedes maximale Ideal die Algebra B/a ein Korper, also wegen dem Satz von
Gelfand—Mazur isomorph zu C. Also definiert a einen Algebrahomomorphismus x :
B — B/a~C. q.e.d.

Fiir jeden Algebrahomomorphismus y : B — C mit x(1) = 1 ist a — x(a)1 nicht
invertierbar, weil gilt x(a — x(a)1) = 0. Also gehort x(a) zum Spektrum von a und es
folgt aus Satz [3.8| [x(a)| < |la]|. Also gilt ||x|] < 1. Aus x(1) = 1 folgt dann ||x| = 1.

Deshalb konnen wir die maximalen Ideale mit einer Teilmenge von der abgeschlossenen

Einheitskugel B(0,1) C B’ identifizieren.

Definition 3.17. Se: V' ein normierter Raum. Dann heisst die grébste Topologie von
V', so dass alle linearen Abbildungen von V' nach K, die im Bild von i : V — V"
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liegen, stetig sind, schwachexTopologie. Sie wird ezeugt von allen Mengen der Form
{AeV'|AWw) e U} mitveV und U C K offen .

Die schwachx Umgebungen eines Elementes Ay € V' bestehen aus den Teilmengen von
V', fiir die es ein € > 0 gibt und vy, ...,v, € V ¢ibt, so dass die Umgebung die Menge

{AeV'||A(v) — Ao(vy)| <€ firi=1,...,n}
enthdlt.

Wir benutzen diese schwachexTopologie, um den Raum der maximalen Ideale mit
einer Topologie zu versehen. Diese Topologie macht den abgeschlossenen Einheitsball
von dem Dualraum eines normierten Vektorraumes kompakt.

Satz 3.18. (Satz von Alaoglu) Sei V' ein normierter Vektorraum und By (0,1) die
abgeschlossene Einheitskugel von V'. Dann ist By:(0,1) schwachxkompakt.

Wir werden diesen Satz nicht beweisen. Der Beweis benutzt vor allem den Satz
von Tychonov, der besagt, dass ein beliebiges kartesisches Produkt von kompakten
topologischen Raumen wieder kompakt ist. Unendliche kartesische Produkte einer
Menge werden dabei aufgefasst als die Menge aller Abbildungen von der Indexmen-
ge in die Menge. Indem By~ (0, 1) als Teilmenge von dem Raum aller Abbildungen von
Sy = {v € V|||v|]| = 1} nach Bg(0,1) = {\ € K||A\| < 1} aufgefasst wird, muss dann
nur noch gezeigt werden, dass B als Teilmenge dieses kartesischen Produktes abge-
schlossen ist. Das folgt daraus, dass eine Abbildung ¢ : Sy — Bg(0,1) genau dann

dem Element A € By/(0, 1) mit A(v) = [|v]|®(7%) fiir alle v € V'\ {0} entspricht, wenn

llvll
) )
( v+ Aw ) _ (v) + AQ(w) fiir alle v, w € Sy und A € K mit v+ w # 0
v+ Awl| lv + Aw|

(i)
(ii) O(Av) = AP(v) fiir alle v € Sy und A € K mit [A\| = 1.

Die Teilmengen solcher Abbildungen sind aber abgeschlossen in der Menge aller Ab-
bildungen beziiglich der Topologie des kartesischen Produktes.

Definition 3.19. Sei B eine kommutative Banachalgebra. Dann sei Spec(B) die Teil-
menge von B’ aller Algebrahomomorphismen von B nach C, die 1 auf 1 abbilden,
zusammen mit der schwachx Topologie, als topologischer Unterraum von B’.

Satz 3.20. Fir jede kommutative Banachalgebra ist Spec(B) ein kompakter Haus-
dorff Raum, d.h. fiir zwei verschiedene Punkte von Spec(B) gibt es disjunkte offene
Umgebungen der beiden Punkte. Insbesondere ist die Menge aller stetigen C-wertigen
Funktionen auf Spec(B) eine Banachunteralgebra von B(Spec(B),C), die wir wieder
mit C(Spec(B), C) bezeichnen.
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Beweis Offenbar ist fiir alle a,b € B die Menge

{x € B"| x(ab) = x(a) - x()}

eine schwachxabgeschlossene Teilmenge von B’. Genauso ist die Menge

{x € B[ x(1) =1}

schwachsabgeschlossen. Also ist Spec(B) eine schwachxabgeschlossene Teilmenge von
der abgeschlossenen Einheitskugel in B’. Damit ist Spec(B) schwachxkompakt. Wenn y
und X’ zwei verschiedene Elemente von B’ sind, dann gibt es ein a € B mit x(a) # x/(a).
Also gibt es zwei disjunkte offene Umgebungen U und U’ von x(a) und x’(a) in C. Dann
sind die schwachenxUmgebungen

{X" € B'[x"(a) € U} und {X"€ B[ x"(a) €U}

von y und x’ in B’ disjunkt. Also ist B’ beziiglich der schwachenxTopologie ein Haus-
dorffraum. Stetige Funktionen auf der kompakten Menge Spec(B) sind beschrénkt.
Also ist C(Spec(B),C) ein Banachunteralgebra von B(spec(B), C). q.e.d.

Satz 3.21. Sei B eine kommutative Algebra. Dann gibt es einen kanonischen Algebra-
homomorphismus

p: B — C(Spec(B),C), b pb) mit p(b):Spec(B) - C, x> x(b).

Dieser Algebrahomomorphismus ist stetig und ||p|| = 1. Fir jedes b € B ist das Spek-
trum von b gleich dem Bild der Abbildung p(b) : Spec(B) — C mit Spektralradius

r(b) = sup{|z| | z € Spektrum von b} = lim ||b"|"™ = ||p(b)|e-
n—oo
Beweis: Sei b € B. Dann enthalten die schwachxoffenen Mengen {x € B’ | x(b) € U}

fiir jede offene Menge U C C, nur Elemente, die b auf die offene Menge U C C abbilden.
Also ist fiir jedes b € B, die Abbildung

p(b) : Spec(B) — C, X = x(b)
stetig. Fiir jedes x € Spec(B) folgt aus || x|| = 1
X < [Ix[l - 1ol = flef]-

Also ist ||p(b)||s beschrankt durch ||b||. Damit gilt insbesondere [|p|| < 1. Offenbar ist
p(1) auf Spec(B) konstant gleich 1. Daraus folgt ||p|| = 1. Aufgrund der Definition des
Spektralradiuses gilt

lp(b)lloe = sup{[x ()] | x € Spec(B)}.
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Wenn ¢ im Spektrum von b liegt, dann ist (b — £1) nicht invertierbar. Also ist {(b —
€1)-a | a € B} ein Ideal und wegen dem Zornschen Lemma in einem maximalen Ideal
enthalten. Das entsprechende Element x € Spec(B) erfiillt

p(b)(x) = x(0) = x(b) = £+ =x(b— &) +& =&

Also ist € im Bild von p(b) : Spec(B) — C enthalten. Umgekehrt ist fiir jedes Element

¢ im Bild von p(b) : Spec(B) — C die Funktion p(b) — & nicht invertierbar. Weil p

angewandt auf einem inversen Element von b — 1 ein Inverses von p(b) — & wire, ist

also auch b — £1 nicht invertierbar, und damit £ im Spektrum enthalten. Also stimmt

das Spektrum von b mit dem Bild p[Spec(B)] iiberein und es gilt 7(b) = ||p(b)||o-
Wir miissen noch zeigen

#(b) = T 577" = [lp(0) |

Die Resolvente ist holomorph (d.h. sie besitzt in einer Umgebung jedes reguliren Ele-
mentes eine konvergente komplexe Taylorreihe) auf dem Gebiet {£ € C | [£] > r(b)}
und hat dort die Reihenentwicklung

(b— g]l)_l - Zo Entle

Fiir alle y € B’ ist also die Reihe Y >° )gfffl) konvergent fiir alle £ mit |£] > r(b). Dann
x(v")

ist auch sup |55 | < oo fiir alle § mit |¢[ > r(b). Aus dem Prinzip der gleichméfigen
Beschréanktheit folgt, dass auch

167
é’n—i—l S Mg

gilt fiir alle & mit |£] > r(b). Also gilt limsup [|”||'/" < |¢| fiir alle € mit |¢] > r(b)
lim sup ||b"||Y/™ < r(b).

Wenn ¢ zum Spektrum von b gehort, dann ist 7(b) — {1p wegen dem Satz des inversen
Operators und Lemma [3.9| entweder nicht surjektiv oder nicht injektiv. Aus

w(b") — "1lp = (7w(b) — &1p) 7r(b”’1 T+ f”fl]l)
= 70" "+ €7 (n(b) — E1)

folgt, dass 7(b") — £"1p entweder nicht surjektiv oder nicht injektiv ist. Wegen Lem-
ma [3.9)ist £" im Spektrum von " enthalten. Aus Satz [3.8] folgt

€™ < Nl ®)"ll = [16"]l < l€] < flo™ )1/
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Daraus folgt — 7(b) < [|b"|*/"  und damit auch  7(b) < liminf ||b"||*/". q.e.d.

Wir werden jetzt durch eine zusétzliche Struktur erreichen, dass der Algebrahomo-
morphismus p ein Isomorphismus von Banachalgebren wird.

Definition 3.22. Sei B eine kommutative Banachalgebra. Ein antilinearer Algebraho-
momorphismus x : B — B heisst x—Involution, falls folgendes gilt:

(i) (AD)* = M fiir alle A € C

(ii) b** =b fir alleb € B

(iii) [[o*bll = (o[, Il = l1o*][, [16*[| = [|b]|* fiir alle b € B.

Eine kommutative Banachalgebra mit x—Involution heisst kommutative C*—Algebra.

Bemerkung 3.23. Die Bedingungen ||b|| = ||b*|| und [|0?|| = ||b||* folgen aus den
tibrigen Bedingungen: Aus

B[ = [lo"bll < [[o~I]1b]

folgt
[0l < 1v7|
Mit b** = b erhalten wir dann
[0*]] < (167 = [|o]].
Also folgt
[0l = [lb"]|-

Ausserdem gilt
[BI* = [16°bl[* = [|bb("D)*|| = [|0*(6")*[| = [|°[|*.

Daraus folgt
161 = [1o]I*.

Beispiel 3.24. Sei X ein kompakter topologischer Raum und C(X,C) die kommutative
Banachalgebra der stetigen Funktionen von X nach C. Dann ist

«:O(X,C) = O(X,C), f > f = f

eine x—Involution. Dadurch wird C(X,C) zu einer kommutativen C*—Algebra.



102 KAPITEL 3. LOKALKOMPAKTE ABELSCHE GRUPPEN

Satz 3.25. (Satz von Gelfand-Neumark) Sei B eine kommutative C*—Algebra und p
der kanonische Homomorphismus p : B — C(Spec(B),C). Dann gilt fir alle b € B

p(b) = p(b*).
Und p ist ein C*—Algebraisomorphismus von B nach C(Spec(B),C).
Beweis Wenn n eine Potenz von 2 ist, dann gilt

161" = 16" I

Also ist
(8) = Tim [V = [o].

Dann ist wegen Satz p eine Isometrie und deshalb injektiv. Sei x € Spec(B) und
X(b) = a+ pfrund x(b*) = v + o mit «, 3,7, € R. Wenn f + § # 0, dann sei

. b+b* — (a+’y)]l‘
p+0
Offenbar gilt ¢* = ¢ und x(c¢) = +. Dann gilt fir jede reelle Zahl A € R
X(c+ A1) = (1 + N).
Daraus folgt |14+ Al < |le+ A1 und
(14+A)? < le + 22112 = [[(c + A1) (e + 2 AD*|| < || + M| < || + N2

Damit haben wir 142\ < ||¢?|| fiir alle A € R, was nicht mdglich ist. Also gilt 3+ = 0
Wenden wir das gleiche Argument auf :b mit (:b)* = —b* an so erhalten wir « —y =0

und damit p(b*) = p(b).

Weil p eine Isometrie ist, ist das Bild von p in C(Spec(B), C) eine C*-Unteralgebra
von C(Spec(B),C). Fiir alle x; # x2 in Spec(B) gibt es offenbar ein b € B mit
X1(b) # x2(b). Wenn die Realteile von y;(b) und x2(b) verschieden sind, dann stimmen
x1 und x» auch auf b + b* nicht iiberein, und wenn die beiden Imaginérteile von x4 (b)
und x(b) nicht ibereinstimmen, dann stimmen y; und Y, auch auf b — b* nicht
tiberein. Also erfiillt die R-Unteralgebra {p(b)|b € B mit b* = b} die Voraussetzungen
des Satzes von Stone Weierstra3. Wir bemerken, dass der Beweis des Satzes von Stone—
WeierstraB sich auf alle kompakten topologischen Réume tibertriagt, indem die offenen
Kugeln von X durch beliebige offene Mengen ersetzt werden. Die Bedingung, dass die
stetigen Funktionen die Punkte des kompakten topologischen Raumes trennt, hat zur
Folge, dass der topologische Raum ein Hausdorffraum ist. Also enthélt das Bild alle
reellen stetigen Funktionen auf Spec(B). Weil p(b*) = p(b) gilt, und jede komplexe
stetige Funktion die Summe einer reellen stetigen Funktion und 2 mal einer reellen
stetigen Funktion ist, folgt, dass p surjektiv ist. q.e.d.
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Ubungsaufgabe 3.26. Sei X ein kompakter topologischer Raum und C(X,C) die
Banachalgebra aller stetigen Funktionen von X nach C.

(i) Zeige, dass fir alle x € X, das Ideal a, = {f € C(X,C)|f(x) = 0} mazimal ist.
(i) Zeige, dass fir alle x € X gilt C(X,C)/a, ~ C.

(iii) Zeige, dass ein Ideal a, das nicht in a, enthalten ist mit x € X, ein Element
g € C(X,C) enthdlt, so dass g(x) # 0 gilt.

(iv) Zeige, dass jedes Ideal in einem der Ideale (a,)zex enthalten ist.

(v) Zeige, dass alle mazimalen Ideale von C(X,C) von der Form a, mit x € X sind.

3.3 Inverse Fouriertransformation

Wir wenden jetzt die Ergebnisse aus dem letzten Abschnitt auf die kommutative Ba-
nachalgebra A = A(T") ~ [}(G) mit der Konvolution als Produkt an. Wir haben schon
gesehen, dass die Banachalgebra L['(G) mit dem Produkt der Konvolution fiir nicht
diskrete Gruppen G keine Eins enthélt. In diesen Féllen hat also A = A(T") keine Eins,
und wir gehen zu der Banachalgebra mit Eins A = A x C iiber, wie wir das am Anfang
des letzten Abschnittes beschrieben haben. Wenn A schon eine Eins enthélt, dann sei
A gleich A.

Wegen Satz (i) definiert jedes Element v € I' einen (stetigen) Algebrahomo-
morphismus von A nach C und umgekehrt entspricht wegen Satz jedem Algebra-
homomorphismus von A nach C mit Norm 1 ein Element v € I'. Offenbar ist die
Einschriinkung eines Algebrahomomorphismuses von A nach C auf A auch ein Alge-
brahomomorphismus. Allerdings gibt es genau einen Algebrahomomorphismus von A
nach C, dessen Einschrinkung auf A verschwindet. Wenn also A eine Eins enthélt,
dann kann T als Menge mit Spec(A) identifiziert werden. Andernfalls kann I' mit der
Teilmenge Spec(A) \ {0} identifiziert werden, wobei {0} der eindeutige Algebrahomo-
morphismus von A nach C ist, dessen Einschriankung auf A verschwindet. Sei also
A c A* die Teilmenge aller Homomorphismen von A nach C, deren Einschrinkung
auf A nicht verschwindet zusammen mit der schwachxTopologie. Wegen dem Satz von
Alaoglu ist A bzw. A U {0} C A* schwach* kompakt. Damit kann dann folgendes

gezeigt werden:

Ubungsaufgabe 3.27. (i) Zeige, dass A in A* ein lokal kompakter topologischer
Hausdorffraum ist.

(i1) Zeige, dass als topologischer Raum I' homdéomorph ist zu A C A*, so dass I' eine
lokal kompakte Gruppe ist.
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(iii) Zeige, dass A(G) dicht in Cy(T') liegt.

Der Schliissel zur inversen Fouriertransformation liegt in den positiv definiten Funk-
tionen.

Definition 3.28. Eine Funktion v : G — C heif§t positiv definit, wenn fir alle z € C"

und x € G" folgendes gilt:
Z 2iZp(x; —xp) >0
k=1

Es gibt zwei kanonische Beispiele:

(i) Fiir f € I?(G) sei 1) = f * f mit f(z) = f(—z). Dann gilt

Z 2 Zp (x5 — x) sz r—uz;)| dp(x) > 0.
k=1
Hier liegt ¢ in C(G).
(i) Fiir ein positives MaB p € M (T) ist ¢(z) = [, y(z)du(y) positiv definit:

2

Z 2 Zph (x5 — x) Z/zﬂ x;)dp(y) ()

j,k=1

Hierbei liegt ¢ wieder in C(G).

Wir zeigen jetzt die Verallgemeinerung von dem Satz von Herglotz auf allgemeine
lokalkompakte abelsche Gruppen.

Satz 3.29. Sei ) € C(G) positiv definit. Dann gilt fiir ein ein positives Mafi v € M (T)

Y(x) = /Fw(x)dy(v) fir alle r €.

Das ensprechende Maf ist eindeutig.

Beweis: Aus der Defintion von positiv definiten Funktionen folgt fiir n = 2

P(z) = (=) fiir alle z € G und ()| < (0).

Wir normieren ¢ so, dass 1(0) = 1 gilt. Dann gilt ||¢||« = 1. Wir betrachten folgendes
Funktional auf L!'(G) ebenfalls mit Norm 1:

- /G F (@) ()du(z).
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Indem wir f und g durch Funktionen in C.(G) approximieren erhalten wir

Ty(f*g) = . f(@)g)(r — y)du(r) @ duly) =: [f, g.

Weil ¢ positiv definite ist folgt [f, f] > 0. Also erfiillt [f, g] die Cauchy-Schwarzsche
Ungleichung

Lf. 9> < [f. f]- g, 9] fiir alle f,9 € ING).
Wir behaupten, dass fiir alle f € L!'(G) folgendes gilt:
Ty (N> < . f]- (3.1)
Wihle ein f € L}G) und u. eine Familie von nichtnegativen Funktionen in I'(G)

mit [u.dp = 1 deren Triiger fiir € N\, 0 in beliebig kleinen Umgebungen von 0 € G
enthalten ist, also eine Diracfolge auf GG. Dann gilt

Ty (f * i) |* < [ue, we][f, f] = Ty (ue * @)[f, f]-

Im Grenzwert ¢ N\, 0 folgt wegen ¥(0) = 1 die Behauptung. Sei h = f * f und
hy, = hp_q % h fiir n > 2. Indem wir (3.1)) iterieren erhalten wir fiir alle n > 1:
2 —-n
Ty (NP < Ty(h) < (Ty(han))” < [hanllf
Im Grenzwert n — oo erhalten wir aus Satz [3.21]
T(f)] < Ifll fiir alle f € ING). (32)

Das heifit insbesondere, dass G geniigend viele Charaktere besitzt, um die Funktionen
auf G zu bestimmen. Also definiert 7}, ein beschrinktes lineares Funktional auf A(I") C
Cy(T). Dieses Funktional ist wohldefiniert, weil fiir f € I}(G) aus f = 0 auch Ty,(f)=0
folgt. Allerdings kénnen wir bisher noch nicht aus f = 0 auch f = 0 schlielen. Setze
T, zu einem Funktional auf Cy(I') mit der gleichen Norm fort. Dann folgt aus dem
Rieszschen Darstellungssatz, dass ein komplexes Mafl p € M(I") existiert mit ||u| < 1
und

Tolf) = | F=dnta) = / fa) [ (@dur)duta) fix alle 1 € (6.

Also gilt die Darstellung im Satz fiir fast alle € G. Wegen der Stetigkeit gilt sie dann
fiir fast alle x € G. Insbesondere gilt fiir x = 0

1= (0) = / d(y) = p(T) < il < 1.
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Dann muss 4 eine positives Maf sein. Fiir die Eindeutigkeit sei f € I}(G). Dann gilt

/ () f(—x)dp(z) = / F()du).
G I

Weil A(T") dicht in Cy(I") liegt, folgt die Eindeutigkeit. q.e.d.
Um den Zusammenhang mit der inversen Fouriertransformation zu erkléren, be-
trachten wir ein Element f € [*(G). Dann folgt aus dem Satz

(f * P)(a) = / (@) dul).

Wenn G kompakt ist, dann ist I' diskret. Multiplizieren wir obige Formel mit n(—z)
und integrieren iiber G so folgt

|f () = p({n}) fir alle p € T.

Damit haben wir eine inverse Fouriertransformierte berechnet:

(f* D)= @) f ().

yerl’

Im allgemeinen Fall fithren wir den Raum B(G) der Funktionen ein, die von folgender
Form sind:

flx) = /F Y(z)dp(y) mit g€ M(T).

Indem wir g in Realteil und Imaginérteil und daran jeweils im positiven Anteil und
negativen Anteil zerlegen, sehen wir, dass B(G) genau aus den endlichen Linearkombi-
nationen von positiv definiten Funktionen besteht. Sei B'(G) = [}(G) N B(G). Dann
haben wir

Satz 3.30. Fir alle f € BYQG) gilt f € INT') mit

f(z) = / () F () dpu(y) -

Hierbei ist dp das Haarsche Maf$ auf ', dessen Normierung durch die Normierung des
Mafles auf G bestimmdt ist.

Beweis: Fiir jedes f € B(G) sei pu; das enstsprechende Mafl im vorangehenden Satz.
Wir zeigen jetzt X
frg = guy fiir alle f, g € BY(G). (3.3)
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Fiir alle h € L!(G) gilt ndmlich

((f *g)*h)(0) = ()g(y)h(—x — y)dp(z) @ du(y)

G><G

/ / & — y)dpis (1) g () h(~2)dp ® du(y) = / W) () g ().
GxG T

Aufgrund der Symmetrie in f und g ist das gleich zu

/F h(7) f () dpy (7).

Weil A(T') dicht in Cy(I') liegt folgt die Behauptung. Als nichstes definieren wir ein
lineares Funktional auf C.(T'). Fiir jedes 7o € T sei f € [*(G) mit f(v) # 0. Dann
ist F'= fx f positiv definit und a (7) > 0. Endliche Linearkombinationen von solchen
Funktionen ergeben ein g € BY(G), das positiv definit ist mit § > 0 auf dem Triger K
von ¢ € C.(I"). Sei

v()
TW)= | - (7)- (3.4)
Wegen (3.3) héngt das nicht von der Wahl von g ab. Also ist 7" wohldefiniert mit
T(¢) > 0 fir ¢ > 0, weil p, ein positives MaB ist. Auerdem verschwindet 7" nicht
identisch. Fiir ein ¢ und oy mit [y # 0 ist auch T'( wf fr Yus # 0. AuBerdem
ist T translationsinvariant, was fir f(x) = v(zo)g(x) aus (3.4) folgt. Also gibt es ein
Haarsches Mafl v auf I' mit

= / b(y)dv(v)
r

Fiir f € BYG) und ¢ € C.(T) folgt dann

/qufZT(wf) Z/wadv(v)

also py = fv. Weil py in M(I) liegt folgt fe I}T') und die Behauptung. q.e.d.

Eine einfache Schlussfolgerung ist, dass die trigonometrischen Polynome dicht in
C(G) liegen, wenn G kompakt ist. Insbesondere folgt fiir f € L'G) auf f = 0 auch
f =0. Aus diesen Aussagen folgen auch die Sdtze von Plancherel und Parseval.

Satz 3.31. Fir jedes f € L'(G) N I*(G) gilt || fll2c) = ||f||L2(F). Die Fouriertransfor-
mierten solcher Funktionen liegen dicht in [*(T') und die Fouriertransformation setzt
sich eindeutig zu einer unitiren linearen Abbildung von I*(G) auf I*(T') fort. Insbeson-

dere gilt (f,g) = <f, g) fiir alle f,g € I?(G).
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Beweis: Fiir f € I*(G) sei h = f % f. Dann folgt » € BY(G) und wegen dem vorange-
henden Satz fiir f € I?(G) N [}G)

LuuWwwwiéﬂmﬂﬂwmm—M@—ﬁﬁwmmw—4#wﬁww»

Um zu zeigen, das die Fouriertransformierte von f € I[*(G) N [}(G) dicht in [*(T)
liegen, sei x im orthogonalen Komplement vom Bild der Fouriertransformation von
I2(G) N IMG). Wegen fx € INT) und wegen der Translationsinvarianz von I2(G) N
[NG) gilt fiir alle z € G

/Ff(v)x(v)v(—fv)du(v) =0 firalle f € ING) N X(G).

Nach Multiplikation mit einem g € L!}(G) ergibt die Integration

Afwnwmwmmwzo

Weil A(T') dicht in Cy(I') liegt, folgt daraus fx = 0 auf I'. Wegen der Translationsin-
varianz unter I' von dem Bild und wegen der Stetigkeit von f folgt auch x = 0. Also
liegt das Bild dicht im I*(T") und der Satz folgt. q.e.d.

Der Dualitédtssatz von Pontrjagin besagt, dass fiir jede lokalkompakte abelsche
Gruppe die biduale Gruppe wieder gleich der urspriinglichen Gruppe ist.
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