Kapitel 4

Apriori Abschitzungen fiir lineare
Differentialgleichungen

4.1 Schwache Losungen

Auf einer offenen Menge Q C R™ bezeichnet W, *(Q)* C D'(Q) den Dualraum aller
Distributionen, die sich stetig auf W, () D C5°(Q) fortsetzen lassen. Dazu gehoren
alle Distributionen der Form f+ V - ¢ mit f € I*(Q) und g € I*(Q)™

(f+V.-g,v):= / (fv — Zn 19202-11) dp fiir v € Wol’z(Q).
Q =
Definition 4.1. Ein elliptischer Differentialoperator in Divergenzform auf Q2 C R™ ist
Lu:= Zi:l (ijl aia,-jﬁju + szu + c,&u) + du mit (41)

g Cai(2)&E > ATHEP fast diberall auf x € Q und fir alle £ € R" (4.2)
ij
laille) <A [lbillpe@) <A, lcille@ <A, ld]po@) <A (4.3)

fiirein1 < A < oo. Fiir f € Wy?(Q)* heifit u € WH(Q) schwache Lisung von Lu < f
baw. Lu > f, falls —L(u,v) < bzw. > (f,v) fiir alle 0 < v € Wy*(Q) gilt, mit

L(u,v) ::/Q<Zz:1 (ijl a;;0ju + bm) o;v — (Zi:1 c;O0u + du) U) dp.
L ist eine stetige Bilinearform auf W,*(Q), da mit @3) folgendes gilt:
1£(u,0)] < COAullwrae ol (1.4)
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Aus ([E2) und [@3) folgt fiir u € W12(Q) die Gardingungleichung

L(u,u) = A7 Vullfq) — Cn)Allull )| Vull @) — Allullzzq) >
> o5Vl ) — Cln, Allull o) = gxllullivie@) — C'(n Mlullg)- (4.5)

Wir erweitern das schwache Maximumprinzip 2.I8 auf Operatoren in Divergenzform.

Schwaches Maximumprinzip 4.2. Fs sei () € R" offen, L ein linearer, elliptischer
Differentialoperator in Divergenzform, der (AI))-([3)) in Q erfillt und es gelte

/Q (Z;l biOjv — dv) dp >0 fiir alle 0<ve W, Q). (4.6)

Dann gilt fiir eine schwache Lésung u € W12(Q) von Lu > 0

supu < supuy = inf{t € R | (uy — ). € Wy (Q)}.
Q 20

Beweis: Fiir u € W2(Q),v € W, *(Q) gilt uv € Wy''(Q) und FI9). Dann folgt

/QZ:; (Z::1 a;;0;udiv — (¢; + bﬁ&-uv) dp < /Q (— Z;l b;0;(uv) + duv) dp <0

fir alle v > 0 mit wv > 0 aus Lu > 0. Fiir M := supygquy und M < t erfiillt
v = (u—t)4 = (uy —t)4 € W,(Q) wegen Proposition diese Bedingungen mit

Vo, — Vu  fast iiberall auf [u > ¢],
"o fast tiberall auf [u <.

Im Spezialfall ¢; + b; = 0 folgt Vv, = 0 und mit Proposition vy = 0:
0< A—1/ (Vo |? dp = A—1/ IVu)? dp < / > aydudwy dp < 0.
Q [u>M] Q B
Falls die Behauptung im allgemeinen Fall nicht gilt, folgt fiir M <t < supg u aus (3]
A—I/ \Vvt\zd,u g/ Z”aijajuaivt du §/ Zn 1(cl- + b;)Ojuvy dp < 2A/ v | Vo | dp
Q Q K Q = Q
S 2A||V’Ut||L2(Q)||,Ut||L2(Ft) mit Ft = [V'Ut 7£ 0] = [VU 7£ 0] N [U > t]

Mit der Soboleveinbettung W, *() < L9(Q) fiir ein 2 < ¢ < oo, siche Satz B43, und
der Poincaréungleichung 340, da v, € W,*(Q), erhalten wir fiir § := 1- % >0

lvellzzeny < 1T lella) < 1 (COCQ,0)[vellwrzi) < C'(Qn)u’ ()| Vorl| 2.
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Falls Vo, # 0 folgt ||[Vullz@) < 2A%||vg|i2(r,) aus der vorletzten Ungleichung und

CA=5 < w(Ty) fiir alle M < ¢ < supq u aus der letzten. Fiir ¢ 7 supgu < oo folgt
0 < p([Vu # 0] N [u = supgu|). Wegen u € I*(Q) gilt u(u = c0) = 0, und es folgt
zuerst 0 < M < supqgu < +00. Zweitens widerspricht das Proposition 3.27, geméaf§ der
Vu = 0 fast iiberall auf [u = 7] fiur alle 7 € R gilt. Damit ist der Satz bewiesen.q.e.d.

Also hat das Dirichletproblems unter der Bedingung (4.6]) hochstens eine Losung.

Existenz von schwachen Loésungen des Dirichletproblems 4.3. Sei () € R”

offen, L ein elliptischer Operator in Divergenzform, der auf Q (£I)-(43]) und (4.6])
erfillt, f € Wy *(Q)* und ¢ € WH(Q). Dann ezistiert genau eine schwache Lésung
u € WH(Q) von Lu = f mitu— ¢ € Wy*(Q). Sie erfillt die folgende Ungleichung:

[ullwrz@) < Cln, D) f w2 + lellwr2@)-

Ist fiir eine Familie { Ly, }mem solcher Operatoren {a; jm,Cim | 1 < 1,7 <n,m & M}
in L) kompakt, so existieren gleichmiflige obere Schranken C(n, L,,) < C(n, A, K).

Beweis: Die Eindeutigkeit folgt aus Satz 1.2l Als Distribution ist Lu = f auf
dquivalent zu L(u — @) = f, wobei f € W,*(Q)* fiir v € Wy*(Q) definiert ist durch

(f,0) = (f,v) —l—/ (Z:;l (Z:Zl a;;0;p0;v + bjpd;v — ci&«pv) — dgpv) du.

Q
Deshalb koénnen wir ¢ = 0 annehmen. Wegen (4.4]) definiert folgende Gleichung

(—Lu,v) =: L(u,v) = / <Z:L:1 <Z::1 a;;0;ud;v + bjud;v — cﬁmv) — duv) dp,

Q
einen linearen Operator L : W, *(Q) — W, *(Q)* 2 W,*(Q). Genauso definiert

(Ku,v) = / wv dp.
Q
einen kompakten Operator K : W, *(Q) < I*(Q) — Wy 2(Q)*, da W,*(Q) — I[*(Q)
wegen dem Satz von Rellich kompakt ist. Mit der Gardingungleichung (43]) gilt
(=L + C(n, ) K )u, u) > co(A)|Jullfprz0) fiir alle u € Wy (Q).

Wegen dem Satz von Lax und Milgram Bl ist —L + C(n, A)K ein Isomorphismus.
Da L nach Satz injektiv ist und K kompakt ist, ist L mit Lemma [B.4] auch ein
Isomorphismus. Folglich existiert eine Losung u € VVO1 2((2) von Lu = f. Weiter gilt

HuHWl»?(Q) < ||L_1|| : ||fHW01’2(Q)*’

Die gleichméBige Abschiatzung von C(n, L,) folgt aus dem néchsten Lemma. q.e.d.
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Lemma 4.4. Seien Q@ € R™ und L,,, L elliptische Differentialoperatoren, die (41])—
[@3]) auf Q erfillen. Konvergieren a;j,m — aij und ¢, — ¢; fast dberall auf Q und
bim — b und d,, — d schwach in I*(Q), und erfillt L ([8), so existiert C < oo mit

||l < C||Lmu]|W01,z(Q)* fiir alle u € Wy*(Q) und fiir hinreichend grofies m.
Beweis: Angenommen, das Lemma ist falsch. Dann existieren u,, € W, () mit
[l < 2 lltm o) und fn = Lot
Wir setzen ||up, || 2@ = 1. Mit (&3]) folgt
co(M)|umlliyra) = O Ml ) < (=Lt ) < | finll2 gy Imllwr2),
also [umllwrz@) < C(n, A)(||fm||wg’2(g)* + l[umllr2)) < 2C(n, A)[lum| r20)-

In VVO1 2(Q)* konvergiert f,, — 0 stark. Wegen dem Satz von Rellich konvergiert
eine Teilfolge u,, — u stark in I*(2), wegen dem Sat4] von Banach und Alaoglu
schwach in VVO1 2((2) Wegen Lebesgues beschrénkter Konvergenz konvergieren a;j ., —
a;; und ¢; ,, — ¢; stark in LQ(Q). Das Skalarprodukt von stark konvergenten mit schwach
konvergenten Folgen in I?(f2) konvergiert. Fiir v € C(Q) folgt Lu = 0 aus

0 4= (fim, ) = (LU, v) =
= / (Z (— Z aij,majumﬁw — bi,mumﬁiv + Ci7m8iumv> -+ dmumv> dy — <Lu, U)

o \i=1 j=1
schwach auf Q. Da L (4.6]) in 2 erfiillt, ergibt das Schwache Maximumprinzip A.2u = 0.
Dies widerspricht ||ul| 2y < ||um|l 2@ = 1, da w, — u stark in (). q.e.d.

Eine innere Apriori Abschitzung ist die Caccioppoliungleichung.

Caccioppoliungleichung 4.5. Sei Q@ C R" offen, f € Wy *(Q)* und L erfille 1)~
@E3) auf Q. Auf Q' € Q erfiillt jede schwache Lisung u € WH2(Q) von Lu = f

lullwrz@y < CQQ A ) Fllwpe @) + lullz@)- (4.7)

Beweis: Wir wihlen € C§°(Q2) mit n = 1 auf @' und 0 < 7 < 1 und setzen
v = un® € Wy(Q). Dann folgt gemif Definition BT und mit (@2)

/inj a;;0;udvdp = /Q (Zz:1 (—b;ud;v + ¢;0uv) + duv) dp — (f,v), also

'B(0, R) C W,"*(Q) ist schwach folgenkompakt (Theorem I11.3.7 in Werner: “Funktionalanalysis” ).
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1
A /Q Vel du < /Q Zij a;;05udsu - 1 dp
= / (Z (Z Oyt + biu&iuTF + biu28i77277 - Cz’@z‘uun2> N du2772> du+

o \i=1 \j=1
+ £z

< C(A,n) / (\w Nl - V] -l + 1] - Jal? + o (1991 - 0] + 7)) dut

@ <

1 ’
i IVl Cn) [ @RI Y dit CAm g <

<o / VP i OO m) (1R + i)

wobei wir wiederholt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung angewandt haben. Wir ab-
sorbieren den ersten Term der rechten Seite und erhalten wegen n|o = 1 (L7). q.e.d.

Hohere Regularitit der Koeffizienten von L und von f {ibertragt sich auf die Losung.

Satz von Friedrichs im Inneren 4.6. Sei Q C R" offen, f € I[?(Q) und L erfiille
ED-E3) auf Q2 und laijl|cor) < A und ||bif|cor) < A. (4.8)
Fiir eine schwache Lésung u € W12(Q) von Lu = f auf Q gilt dann fir k =0
w€Wiel(Q) mit ||ull ez < C(Q, Y, A, n, k) (|| fllweo) +lull ) fiir YEQ. (4.9)

Die schwachen Ableitungen von u erfillen fast tberall auf 2 Lu = f d.h.

Zij a,-jaj@-u + Zj:l (ijl @-aij + bl + Ci) &u + (ijl &b, + d) u = f (410)

Beweis: Wir vereinfachen Lu = f zu Lou = f, mit einem L, das (4.8)) erfiillt:
Lou = Zij &(aij@ju) — Z 8 (b U) Zi:l Ciaiu —du + f
e .h- —_ " . . . _ e ¢ 2
= Z d;bsu Zizl(bl +e)0u—du+ f = f € I}(Q).
Fir @ € " € Q" € Q folgt mit der Caccioppoliungleichung (4.7))

1l < COQQ" An) ([ fll 2@ + ull ). (4.11)
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Fir Q" € Q" € Q und 0 < |h| so klein, dass {z | d(x,Q") < |h|} € Q" gilt, liegt der
Differenzenquotient (3I3) dfu € W2(Q"). Fiir v € Wy*(Q") berechnen wir

(=Lo(00u),v) = Lo(Of'u,v) :/ Z”aijaj@lhuaiv dp :/ Z'_aij@hﬁju@v du
/Zaua (a;;00)d /Zawﬁu@a "vdp /Za " 0udv(.—hey) dp

= / fotvdu - / ) Zij O aiOpu(. + he)dp dp =: (—f', v). (4.12)

mit diskreter partieller Integration und Lou = f. Wegen Proposition 322 BI14) gilt
10, 0| 2y < || V|| 120y und f € Wy (Q")*. Aus (@7) und @I folgt

1 w2y < CONIFllzm + llag o) Vull z@m)
< C(A ) ([l 2@+ llull 2 @) (4.13)

([E12) besagt Lo(Ofu) = f]' schwach auf Q7. Mit (3.14) und (&7) folgt  [|0)"ullwr2(a <
< OO, A n) (LA e+ 107l i) < O QA 0) (| fllzie) + 1l 20))-

Mit Proposition BI6) folgt @A) mit & = 0, da d'u — Gu stark in I*(QY)
nach Proposition BI4). Da a;;,b; € COYQ) € WH(Q) und Vu € W, 2(Q),

folgt mit der Produktregel Proposition aiOju € WhA(Q) und bu € W22 (Q) mit
V(aiﬁju) = (Vaij)ﬁju + ai]@jVu und V(b,u) = (Vbz)u + b;Vu. Fur v € C&(Q) fOlgt

_ /Q fodp = /Q (Z;l (Z::1 a;;0;u0;v + byudv — ciaiuv) — duv) dpu

- /Q <Z,~:1 (ijl —0;(a;;0;u + biu) — cﬁm) — du) vdpu.
Da v € C3(Q) beliebig war, folgt die letzte Aussage (£.10). q.e.d.
Fiir QO C R"™ bezeichne wieder Q4 := QNR"™! x £(0, 00) und Q5 = QNR""! x {0}.
Caccioppoliungleichung am Rand 4.7. Sei f €W, ?(B(0,2)4)" o€ W2(B(0,2).)

und L erfille (EI)~@E3) auf B(0,2),. Fiir eine schwache Lésung u € W2(B(0,2),)
von Lu = f auf B(0,2); mit u= ¢ auf B(0,2)y gemdff Definition[3.33 gilt dann

[ullwrzsoa) < CA D) lwi2so2),)- + 19Ivmo.) + lulzse.))-

Beweis: Wegen ||L90||W372(B(0,2)+)* < (n)A||<p||W1,2(B(0,2)+) geniigt es ¢ = 0 zu be-
trachten. Wir wahlen n € C§°(B(0,2)) mit n = 1 auf B(0,1) und 0 < n < 1 und setzen
v = un® € Wy*(B(0,2),) mit Definition B33, da u = 0 auf B(0,2)y. Der Rest des
Beweises verlduft wie der Beweis der Caccioppoliungleichung q.e.d.
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Globaler Satz von Friedrichs 4.8. Sei Q € R" offen mit 90 € CH, f € I[3(Q),
o € W22(Q) und L erfille (&8) auf Q. Fiir eine schwache Lisung u € WH2(Q) von
Lu = f auf Q mit u — o € Wy(Q) gilt dann fast iberall auf Q @EI0) und fir k =0

(S Wk+2’2(Q) mit HuHWk+2,2(Q) SC(Q, A, n, k)(HfHWkZ(Q)_'_ ||<,0||Wk+2,2(9 + ||u||[;(Q)). (414)

Beweis: Aus dem Satz von Friedrichs im Inneren @6 folgt v € W2>*(Q) und (@.I0).

loc

Wegen || Lg|| 2i0) < C(n)All¢|lwe2q) gentigt es ¢ = 0 zu betrachten. Wegen 9Q € C*

gibt es fiir jedes xg € 0N eine Umgebung U(zg) von xy und einen C':!-Diffeomorphismus

U U(zg) = B(0,2) mit U(zg) =0 und V(U(xg) N Q) = B(0,2),. Wir definieren
i:=uo Wt e WH(B(0,2),) NW22(B(0,2).).

loc

U
0,
Aus Proposition B28 und ¥ € C(U(z)) folgt dju = ((Qy1r) o ¥) 9;¥;. Da u = 0 auf
09, gilt @ = 0 auf B(0,2),. Fiir 0 € C}(B(0,2),) ist v:= 00 ¥ € C}(Q) mit

— /Q fodp = /Q (Zi:1 (ijl a;;0;u0;v + bjudv — c,-@,-uv) — duv) du
Q ijkl Q ik

- /sz ¢i0; Vg (Optio W)(0 o W) du — / d(ioW)(voW)du

Q

= / (Z (Z 0,000 + by uOyD — a,ﬁm) - Jaa) dp=— [ fodpy,
B(0,2)+ .

k B(0,2)4
also  Lii=Y (m (Zl Gyl + Bka) + 5@@) +di = f auf B(0,2), mit

El,kl ::Zi](aijﬁj\lflaillfk)o\If_1|det(D\If_1)| ||dkl||C'0’1(B(0,2)+) <C(\D) THZ?JX ||a7;j ||C'071(Q)

[;k = Zl(b@\lfk) owt. ‘ det(D\If_1)| ||5k||00»1(3(0,2)+) <C<\If) mlax HbiHCO’l(Q)

Ek = ZZ(CZa,\I/k) o \I/_l . | det(D\If_1)| ||6k||L°°(B(O,2)+) <C(\I/) mZaX ||C,||Loo(Q) (4 15)
d:=doW™".|det(DU™Y) | 2 (B0.2)+ ) < C(V) ||| 1o

fi=foU¥ ™ [det(D¥ ) £l 250.2)0) SCCO)| £l 2200

Fiir alle y = U(z) gilt dann mit (£2) fiir £ € R
>, any)&s = Z.j @i (2)0;04(2)640; Uy (7)€ - | det (DT (y))|

> A" 26| 1D )] 2 eo(w, ) e
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da W ein Diffeomorphismus ist, also DW(z) invertierbar ist. Also erfiillen L und @ alle
Bedingungen des Satzes in B (O 2) 4 mit geeignetem A=C (W, A). Wie im Beweis von
Satz [.6] vereinfachen wir dies zu Lot := ) _,; O (@ 0,0) = f schwach auf B(0,2); mit

||f||L2(B ) < COU,A) (1 f1l 2 B0.2)) T lallwizse,3).) <
< C(‘I’ A)(HfHLZ(Boz + 11l 2B0,2),)) < OV, M) fllz@ + lullze), (4.16)

wobei wir die Caccioppoliungleichung am Rand [£.7] verwendet haben. Fiir 0 < |h| < i

I=1,...,n—1ist 9fa € W"(B(0,2)) mit 9t = 0 auf B(0, 3),. Mit [EI2) gilt
Lo(dta) = fh schwach auf B(0,2),.

Mit der Caccioppoliungleichung am Rand (4.7, (4.13) und (4.16]) folgt

1 w2 0,305y < COV AUz + lullze)

07 @llwr2s.0.) < OO A)(If L) + lull 2w)-

Da O'a — Oyu stark in I2 _(B(0,1),), folgt a € WH3(B(0,1),) und, da wir @ €

loc
W22 (B(O 2)1) bereits wissen, folgt dy0a € I*(B(0,1),) und zunichst

10c01l| (0,1 < OO NI fllp@ + ullpe) — fir (k1) # (n,n).

Mit ([ZI0) aus Satz A6 angewandt auf Lot = f erhalten wir fiir die verbleibenden

24 = gt ~ ~ " P I A
also mit (A.2)) und der Caccioppoliungleichung am Rand 7] ebenfalls

1020|120,y < CO¥, AN ([ fll 20 + [l 20)-

Es folgt @ € W*2(B(0,1),) und fiir V(zg) := ¥~1(B(0,1)) der Anteil von ([£I4) in
W22(V(x) N Q) aus Proposition mit der Konstanten C'(V¥, A). Da 09 kompakt
ist, existieren endlich viele zq,...,zy € 002 und 6 > 0 mit

0N C{x | d(z,00) <26} CV(x))U...UV(zn).
aus Satz [@9) fir Q' :={z € Q| d(z,00) > i} € Q folgt (LI4) fur £ =0. q.e.d.
Aus dem Sétzen von Friedrichs und [4.8 ergibt sich folgender Regularitétssatz.

Satz 4.9. Sei Q @ R" offen, k > 1, f € W*2(Q) und L erfiille fir ein 1 < A < oo
@), [2) und [laijl[ora) < A, [[billorr@) < A, [leillor-11@) < A und ||d|cr-110) < A
Fiir eine schwache Losung u € WH2(Q) von Lu = f auf Q folgt (&9)

Falls 9Q € C*51 und u — ¢ € Wy *(Q) mit o € WE22(Q), so folgt (E14).
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Beweis: Wieder kénnen wir ¢ = 0 annehmen. Fiir & = 0 mit C~51(Q) ersetzt durch
L>(2) sind dies die Aussagen der Sétze von Friedrichs, Sétze [4.6] und (.8
Wenn die obige Aussage fiir 0,...,k — 1 gilt, dann folgt u € VVI‘CJrl *(Q) und

loc

fir @ € ' € lullyrerzn < COL QLA 0 k)| fllwer2@) + lullz@), (4.17)
bzw. u € Wk+1’2(Q) mit ||u||Wk+1,2(Q) < C(Q,A,n, k’)(”f”wkfl,Z(Q) + ||u||L2(Q)). (418)

Wie im Beweis von Satz vereinfachen wir die Differentialgleichung zu
Lou L= Zij 8i(aij8ju) = — Zi:l 82(192”) — Zi:l cz&-u —du + f
— N a1 N b A .7 k,2 .
= Zi:l d;biu Zizl(bz + )0 —du+ f = f € WE(Q) mit

| Flwean < CO m )L llwsan + llullyss o)
< O A k) ([ fllwea + lul @) fir @ €0’ €, (4.19)

bzw. f € WH2(Q) mit ||fHWk,z(Q) <O A 0 B)([fllwre) + [ullzg).  (4.20)

Wegen a;; € CH1(Q) € WF1L2(Q) und u € W)?(Q) folgt mit der Produktregel
Proposition B.25 a;;0;u € WF(Q), §ja;;0,u € WE2(Q) und fiir v € C5°(Q)

loc loc

/inj a;;0;0udv dp = — /Q Zij a;;0;u0;0v dp — / Zij Oia;;0;udiv dp =
- /Qf@v dp + / Zij 0; (Q1a;;0;u) vdp = / ( —Of + Z ; (O1ai;0;u ) vdpu.

Dies ergibt Lo(Ou) = alf Z ; (D1ai;0;u) = =: f; schwach auf €. (4.21)

< 010, 0; uH <
Wk— 12(9// Z Z ! ] Wk,z(Q//)
< C(n, A)[[ullreraqey < CQ,Q" A n, k)| fllwe-req + ol z@)

Weiter gilt HZ ; (0ya;0;u H

mit @I7). Aus @I7) fiir k — 1 folgt du € WrE2(Q) also u € WEH*2(Q), und aus

loc

(@17), (£19) und (E21) schlieBlich (£9): Qw120 <

<O, A n k) (||alf||wk v + HZ : (Buay;05u) H + 10l 2 Q)

k—1,2 Q//

< OO A n k) (I fllwea + [ullz@)-
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Im Fall mit Rand kénnen wir den Rand mit einem C**11-Diffeomorphismus ¥ glatt-
biegen, und, da ||v||yr+2207) ~ |00 WU ||yprr22(g()) mit einer von ¥ und n abhéingigen
Konstanten, geniigt es lokal Q@ N B(0,2) = B(0,2); zu betrachten. Aus (4.I8)) folgt

HZ i (DaijO5u Hwkw(g) < HZU dya;;05u )W“(Q)
< OO A0, B) (| fllwr12(0) + llull2@),
Mit (£20) und [@21)) folgt Lo(du) = f; schwach auf B(0,2), fir [ =1...,n mit
I fillwe-r2s02),) < COLA k)| fllweeq) + lullz@)- (4.22)

Wir wihlen B(0,3): € Qo C B(0,2); mit 9Q € C* und n € C§°(B(0,3)) mit
n = 1 auf B(0,1). Mit Proposition B.37 und Definition folgt ndyu € W,2(Qp) fiir
I=1,...,n—1und aus Ly(du) = f1, u € WrI**(B(0,2),) und a;; € C*'(B(0,2),),

loc

L = i\Uij U5 = i %
o(noju) Zijﬁ (a;;0;(n0yu)) ZZ 0;(aijn0;0pu) + Z ;(ai;0;m0u)
= Z ;(ai;0;00u)n + Z a;;0;0ru0;in + Z i (ai;0;m01u)
= fin + Z a;;0;0udm + Z 8, (ai;0;n0u) = fi., schwach in B(0,2),,
wobel HflnHWk 12(B(02)4) < C(Q Aon, B) (L ey + llull @)

wegen (4I8) und ([@.22). Mit (4.11) folgt ndu € WE12(Qq) fiir k — 1 und
| Ol fyye1, 2(B(0,1)1) = 1m0 ||yer, 2(Q0) < C(A,n, k)”flnHWk 12(00) T ||778lu||L2(Qo )
<O, A, B f llwez@) + llullze), also zunéchst
10:0ullwr2po,1),) < COQ A0 E)([fllwe2@) + ullpe  fir (i,7) # (n,n),

< C(n, A)l[ullwr+rz)

da wir u € WT*(Q) bereits wissen. Wie am Ende von Beweis von Satz E8, erhalten
wir mit (£I0) aus Satz .6l angewandt auf Lou = f fiir die verbleibenden

Qu=a,, (— Z(i’j#(nm) a;;0;0;u — sz:1 dsa;;0;u + f) auf B(0,2),,
also mit (£2)), (£20) und ([@I8) ebenfalls
||aiu||wk»2(3(o,1)+) < CQ, A0, EB) (| fllwez@) + Jullz@)-
Es folgt u € Wk+22(B(0, 1)) zuerst lokal
[ullwrezzso.) < OO AR E)([fllweeg) + lull @)

und dann mit endlich vielen Béllen > 0Q und @A) v € W*22(Q) mit (@14). q.e.d.
Fiir glatte Daten sind auch die Losungen glatt.
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Korollar 4.10. Sei Q2 € R"™ offen, f € C*(Q) und L erfille (A1) und (A2) auf Q mit
glatten Koeffizienten. Dann gilt u € C*(Q) fiir eine schwache Lésung u € WH2(Q) von

Lu = f. Ist weiter 0Q € C* und u|aq = |aq fiir ein ¢ € C*(Q), so gilt u € C=(Q).

Beweis: Aus Satz folgt u € W"2(Q) Vk € N. Aus dem Satz von Morrey

loc

ergibt sich u € C*°(€2). Im Fall mit Rand folgt aus Satz u € Whk2(Q) Vk e N.

Wieder ergibt der Satz von Morrey B.46l u € C*°(£2). q.e.d.

4.2 Schauderabschitzungen

Wir betrachten einen elliptischen Differentialoperator L (23) in Nicht-Divergenzform
auf Q C R” offen fiir u € C?(Q2). Dabei seien a;; € C%(Q), b; € C**(Q) und ¢ €
C%(Q) fiir ein 0 < a < 1, kurz L € C%*(Q2), und es gelte fiir ein 1 < A < oo

||CLinCO,a(Q) S A ||bi||CO»G(Q) S A HCHCO,a(Q) S A (423)
ai;(0)&& > ATHEP fiir alle € Qund £ € R™ (4.24)

Innere Schauderabschéitzung 4.11. FEin elliptisches L in Nicht-Divergenzform (2.3])
erfiille (E23)) und [E24)). Dann gilt fir u € C**(B(0,2))

lullc2e o) < C(An, ) (| Lullcoasoa) + [l 2sea)) -
Um diesen Satz zu beweisen, betrachten wir zuerst L = A auf R".
Proposition 4.12. Firu € C2%(R™) mit 0 < o < 1 und h6lgn o D*u < 0o gilt
holgn o D*u < C(n,a) hélgn o Au.

Beweid?: Angenommen die Aussage ist falsch, d.h. es existiert kein C'(n, @) < co. Dann
existiert eine Folge u,, € C2%(R™) mit

1
holgn o Aty < — hdlga o D*u,, < 0o.
m

Ersetzen wir u,, durch A, u,, mit geeignetem A,, > 0, so kénnen wir holgn , D%y, =1
annehmen. Dann existiert ein Multiindex v mit |y| = 2 und ein ¢ € 1,...,n, so dass
fiir eine Teilfolge jeweils fiir ein x,, € R™ und h,, > 0 folgendes gilt:

v N
) =Pl Ly s L
hg, 2n ’ 2

n3

2siehe Theorem 1 in L.Simon: “Schauder estimates by scaling”, Calc. of var. and Par. Diff. Eq. 5.
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Reskalieren wir t,,(z) := h, 2 “U,(Tm + hyme) so bleiben die bisherigen Annahmen
unverandert. Also kénnen wir 0.B.d.A. zusétzlich folgendes annehmen:

1
|07 U () — 07U (0)] > o8 > 0.

Das Substrahieren eines beliebigen Polynoms hochstens zweiten Grades 1afit diese und
die bisherigen Annahmen unveréndert. Zuséatzlich kénnen wir also folgendes annehmen:

U (0) =0 Vi, (0) =0 D?u,,(0) = 0.
Aus holgn 4 D?u,, = 1 und dem Mittelwertsatz folgt
1D || 1 (B0,R)) < R ||Vt |l 1o (80,1m)) < C(R)R™ b 102 (0,R)) < C(n) R*H.

Mit héanﬂ Dzum =1 fOlgt Huchza(B(QR)) < C(n, a, R)
Damit konvergiert fiir eine weitere Teilfolge u,, — u stark in C2_.(R™). Aus allen diesen
Bedingungen folgt u € C2%(R") mit hélgn o Au = 0, also Au = const in R” und

holgn o D*u <1 u(e;) # u(0)  D*u(0) =0 |ullmsor) < C(n)R*.
Daraus folgt Au = 0. Auf = € B(0, R) ergibt Korollar 2.2 wegen 0B(x, R) C B(0,2R)
107 u| o 0.1y < C'(n, |y]) RN+ fiir beliebige Multiindices ~.

Fiir |7| > 3 und R — oo folgt D3u = 0 auf R”, und u ist ein quadratisches Polynom.
Insbesondere ist D?u konstant. Dies widerspricht 9 u(e;) # 97u(0), da |y| = 2. q.e.d.

Betrachtet man eine lineare Transformation, so erhélt man folgende Proposition:

Proposition 4.13. Es sei 1 <A < oo und (a;;) € R™"™ mit
D, wiibis > A€ fir € € R” la;| < A.

Fiir 0 < a < 1 und v € CZ*(R™) mit holgn o D*u < 0o gilt dann

loc
holgn D*u < C(A,n,a) ) holgn 4 (Z a;;0;0; u)

Beweis: Da 0;0;u symmetrisch in ¢, j ist, kénnen wir a;; = aj annehmen. Dann ist
A = (a;;) € R™" symmetrisch, positiv definit und A™'7 < A < C(n)AI. Die positive
Wurzel B = (b;;) von A erfiillt A = B2, Bt = B und A™?1g. < B < C(n)AY?1gn.
Setzen wir 4i(z) := u(Bz), so ist & € C*(R") und

Z dsu(Bz)by,  Op0yti(x Z 0;0;u( Bx)biby Atz Z ;;0;0;u( Bz)
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holgn o Al < C(n)A? holgn o (ZU a;0,051) < 00
holgn o D*i < C(n) A2 holgn o D*u < 00 hélgng D*u < C(n) A2 hélgn o D@,
Also erfiillt @ die Voraussetzungen von Proposition und die Poposition folgt aus
holgn o D*0 < C(n, ) hélgn o A q.e.d.
Wir beweisen zuerst folgende schwiichere Version von Satz .17l
Proposition 4.14. Unter den Voraussetzungen von Satz[4.11] gilt
ullczeB0,1)) < C(A,n,a) (| Lullcowso2) + lulle2s0,2)) -

Beweis: Wir wihlen n € C3°(B(0,2)) mit n = 1 auf B(0,1) und betrachten zunéchst
alle 0 < p < 1/2. Fiir g € B(0,1) gilt B := B(xo,20) C B(0,2), und wir setzen

T—x0

Mzo.o() = 1) V= Uy, € Cy(B).
Es gilt v = w auf B(xg, 0). Aus der Proposition folgt mit (4.23) und (4.24)

holgn o D*v < C(A,n,a) holgn o <Z” a;j (:Bo)@@jv) )
Wir schreib ii(20)0;0;0 = 10;0;0 — (aij — g 0;0;
ir schreiben Zij a;;(29)0;0;v Zij (a;;0;0;v — (a;; — a;j(x0))0;0;v)

=Lv— Z b;0v — cv — Z (ai; — aij(0))0;0;v.
) ]

Dann ergibt sich aus obiger Abschiitzung, Proposition B9 und 4) holp,, D*v <

C(A, n, Oé) <h(.le7a(L’U)+hélB7a (Zij(ai]— —aij(:):o))aiﬁjv> +h6137a <ZZ b,&v + CU))
C(A,n, ) mi?X(Haij —a3(0) || o (31615 o (D*0) + 08l g o (as; — asj(20)) | D] e () +

IN

IN

+ C(A, n, Oé) (h('le@(LU) + (mlax HbiHCO,a(B(O,Q)) + ||C||CO»G(B(0,2))) HUHCLQ(B))
< C(A,n, @) (0" holp o (D*v) 4+ holp o (Lv) + |[v]|lczm)) -

Wir absorbieren fiir hinreichend kleines o = o(A,n, ) den ersten Term und erhalten

hélpa D*v < C(A,n, @) (bolpa(Lo) + ||v]|c2m)) -
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SchlieBlich rechnen wir und schiatzen ab

[vllc2s) < Cllullezso2) 11e0.0llc2s) < Clo)llulle2soz) < CA 1, a)llullcaso,2)
Lv = Zij a;50;0; (Unzg,0) + ZZ bi0;(Unzg,0) + CUMg 0
= LU 1y, + Zij(aijaiuﬁjnxo,g + Ui, o + U1 0:0ju,p + ubiOiTg o
holp o (Lv) < O Lu, Vu, ul|co.a(p0,2)) 115 izs bi, cll 0o (0,2)) 10,0/l 020 (3)
< C(A,n, @) ([[Lullconso2) + lullcrasoz2)) -
Zusammen mit v|p(zg,0) = U|B(zo,0) €rgeben alle diese Abschétzungen
615 (20,00 D*u < C(A,n, @) (| Lul| coaB0,2)) + llullcz(s.2))) -
Da x¢ € B(0,1) beliebig war und ¢ = o(A, n, «), folgt die Aussage aus
holpo1)a D*u < C(A,n, a) (|| Lulleoaso2) + lulle2s.))
[ullc2a(p0,1)) < holpe1),a D*u+ C(n)|ullc2(so.2)
< C(A,n, @) ([ Lullcoaso2) + llullc2so2) - q.e.d.

Beweis von Satz @IT: Sefl S :=|D%u |0"§:;§) = sup d(z,0B(0,2))"**?|D%u(z)|
z€B(0,2)

mit S < oo wegen u € C**(B(0,2)). Fiir 2o € B(0,2) sei ¢ := 3d(x0,0B(0,2)) < 1,
also B(x,20) C B(0,2) und d(z,0B(0,2)) > p fir alle x € B(xg,20). Wir reskalieren
folgendermaBen fiir x € B(0,2) und erhalten mit (£.23) und o <1

W(z) = u(zo + o) aij(z) == ai;(xo + 0x) bi(x) := obi(zo + 0x) & := o°c(wo + o)
Lu(xg + ox) = (Z awaﬁu—irz b@u—ircu)(:co—irgx)
— (o 0.0+ 0 'S bio 'O+ o~ éﬂ) 2)= o 2Li(z) (4.25
(e auddji+e Y e o~%it) () =0 *Lii(x) (4.25)
D%l o B0,y = |1 D%ullpeBaoey  Nll2so2) < 0" llullrso2)
0" D?%til| (50,2 = 0" Dl 1o (Bao20)) < S
| L] co(Bo,2)) = 01 Ltull 1 (Bao,20)) + 0T DDlB(ag,20),0(Ltt) < || Lullcoe(so2)
||C~Lij,bi70’|00)a(3(0,2)) < ||aijubivCHC°’a(B(0,2)) <A

Insbesondere erfiillt L (23), @23) und@24) auf B(0,2). Wegen Proposition
erfiillen folgende Abbildungen die Vorrausetzungen von dem Lemma von Ehrling

3Um in Proposition 14 die C2-Norm in eine I?-Norm zu absorbieren, miissen die Gebiete der Nor-
men auf beiden Seiten der Ungleichung iibereinstimmen. Damit der Rand dann keine Schwierigkeiten
macht, bilden wir das Supremum iiber das Produkt mit einer Funktion, die am Rand verschwindet.
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C%(B(0,2))— C*(B(0,2))— L*(B(0,2))und C*>%B(0,1)) — C*(B(0, 1)) — [*(B(0, 1)).

Mit |l c2(p0.2)) = [Pl 1 (B(0,2)) + || @l c2(B(0,2)) absorbieren wir in der entsprechenden
ersten Interpolationsungleichung den Term ||%||c1(p(0,2)) und erhalten fiir 0 < e < 1

Gl 2502 = |l (30,2)) + 1 D*il| 22 (B0,20) < C () (|| D0l 122 50,20y + Nl 20300.20))
I D?a| e (50,1) < litllc2(s0,1)) < €lltillczeso1)) +C (1, a, )il s,
Zusammen ergeben alle diese Abschiatzungen mit Proposition .14 wegen ¢ < 1
d(z0,0B(0,2))"**2| D?u(wo)| < (30)"* 2| D?ul| e (8w .0)) = 320" * | D*a| 1 (B0,1)

< e0"?|illc2a(p0y) + Cn, a,€)™?

1@l z2(B0,1))
< C(An, a)fgn/2 (HI’{LHCO’Q(B(O,Z)) + ||u||C2(B(0,2))) +C(n,a, E)Qnﬂ”ﬂHLZ(B(O,l))
<C(A,n,a) <]|1~L11||Co,a(3(0,2)) +eg? ||D211||Loo(3(072))> +C(A,n, a, €)0™?||i]| r2(B0.2)
< C(A,n,a,€) (|| Lullcoesoz) + lull o)) + C(A,n, a)es.
Das Supremum der linken Seite iiber zo € B(0,2) ergibt fiir kleines € = €(A, n, a)
S < C(An, ) ([Lullcoasog) + [ullzmos)) -

Wir reskalieren und tiberdecken B(0,1) durch kleine Bélle. Aus Proposition .14 folgt
mit der obigen ersten Interpolationsungleichung auf B(0, 2) anstatt B(0, 2)

ullczeB0,1)) < C(A,n,a) (HLUHCQQ(B(O,%)) + ||U||02(B(o,g))>
< C(An,a) <||Lu||CO’Q(B(O,%)) + ||U||L2(B(o,g)) + ||D2u||Loo(B(o,g))) :
Aus || D*ul oo 2)) < 2"/2+2 G folgt dann die Behauptung. q.e.d.

Fiir die Existenz klassischer Losungen brauchen wir Abschiatzungen am Rand.

Schauderabschitzungen am Rand 4.15. Ein elliptisches L (23] erfiille (£23) und
@24) auf B(0,2), € R™. Dann gilt fiir u, o € C*>*(B(0,2),) mit u = ¢ auf B(0,2),

HUHC“(B(Ol <C(An 04)(HLUHCOa (B(0,2),) T HSOHCM (B(0,2),) T+ HUHL2 (B(0,2) 4+ ))

Aus Proposition B.9lfolgt || Ly||co.a(p0,2),) < C(A,n, a)||¢|c2eB0,2),)- Also kénnen
wir 0.B.d.A. ¢ = 0 setzen. Zuerst betrachten wir wieder L = A auf R"} = R" 1% (0, 00).

Proposition 4.16. Firue C2%(R7) mit 0<a <1, u

loc

Rgzo und hélRi,a(Dzu) <00 gllt

hélRi,a(D%) < C(n, @) hélgy o(Du).
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Beweid]: Falls die Aussage ist falsch, dann existiert eine Folge u,, € C**(R") mit

U |y = 0 holgn o D) < m! hélRi,a(Dzum) < 00.
Wir renormieren holgs o(D?u,,) = 1. Wieder existiert ein Multiindex  mit |y| = 2 und
i €{1,...,n}, so dass fiir eine Teilfolge und geeignete z,, € R" und h,, > 0 folgendes
gilt
|07 Uy (T, + hmei) — Oty ()| 1 .. 1
> — holgn o Uy, > — > 0.
he, = on OR Um = o
Nach einer Translation um einen Vektor aus Rf kénnen wir |z,,| = (z,, €,) annehmen.
Wir unterscheiden zwischen lim h_!'(z,,, e,) = +oco und lim inf h_'|z,,| < +oo:
m—ro0 m—r0o0

Im Fall lim h_'(x,,,e,) = oo reskalieren wir durch @,,(z) := h_ 2" “Up (2 + hpmt).
Nach Subtraktion eines Polynoms vom Grad hochstens zwei konvergiert eine Teilfolge

Uy, — u in C2_(R™), was wie in Proposition 12 zum Widerspruch fiihrt.

Im zweiten Fall lim inf A !lz,| < oo reskalieren wir @, (z) = h 2" %y, (hn).
m—o0

Dadurch bleiben alle bisherigen Annahmen unverédndert, und wir kénnen o0.B.d.A.

1
a'ym m i_aﬂym m 2—>O
0t + €)= ()| = 5

annehmen. Nach Ubergang zu einer Telfolge konvergiert z,, gegen zy € R7. Bei Sub-
traktion der Taylorpolynome

Pon(x) == upn(0) + Vu,(0) - z + 22" D*u,, (0)z
bleiben alle Annahmen unveréndert, und wir kénnen O.B.d.A.
U (0) = 0 Vun,(0) =0 D?u,,(0) = 0.
annehmen. Aus hélRi,a(DQUm) = 1 und dem Mittelwertsatz folgt
| D* ]| o (B0.0) ) SR NVt o (00,5)5) SC() R thn | e (B0, ) < C () R

also ||um|lcze(so.r),) < C(n, o, R).. Damit konvergiert in CZ (R) eine weitere Teil-

loc
folge u,, — u. Aus dlesen Annahmen folgt v € C>*(R™) mit

loc
ulry =0 Au = const holgr J(D*u) <1
((Wu(xo + €i> % 8VU(SL’0) D2U(0) =0 ||u||Loo(B 0,R)+ < C( )R2+a.

4siche Theorem 4 in L.Simon: “Schauder estimates by scaling”, Calc. of var. and Par. Diff. Eq. 5.
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Wegen den mittleren Bedingungen ist u harmonisch auf R’}. Wegen der ersten gilt
Pu =0 auf R fir [ = 1,...,n — 1, also 92u = — >7' 9%u = 0 auf RZ. Setzen wir
u(y,t) := —u(y, —t) fir y € R*! und ¢t < 0, so sehen wir zuerst u € C. _(R"). Weiter
ist 0,0,u stetig fir [ = 1,...,n — 1, und dasselbe gilt fiir 1 <,k <n—1oder (I,k) =
(n,n), da 90pu(y,0) = 0 fiir diese [, k. Somit ist u € C2*(R™), also Au = 0 auf R™.
Mit Korollar folgt || D*ul| i (o.r)) < C(n, k)R™F+2+e fiir beliebige Multiindizes
k. Fir |k] > 3 und R — oo folgt D3u = 0 auf R", und u ist ein quadratisches
Polynom. Insbesondere ist D?*u konstant, also D*u = D?*u(0) = 0. Dies widerspricht

Du(zg + €;) # N u(xg) wegen |y| = 2. Damit ist die Proposition bewiesen. q.e.d.

Wie bei den inneren Abschéitzungen folgt

Proposition 4.17. Es sei 1 < A < oo und (a;;) € R™*"™ mit
Zij a;;&&; > AYEP fiir € € R |aij| < A.

Fiir u € C2*(R™) mit 0 < o < 1 und ulgn = 0 und hdlgn (D*u) < 0o gilt dann

loc
hélRi,a(DQu) < C(A, n, a) hdlgn o(a;;0;05u). q.e.d.
Wieder beweisen wir zuerst eine schwichere Version von Satz 4.15

Proposition 4.18. Unter den Voraussetzungen von Satz[{.13 fir L auf B(0,2) gilt

ullczeapo,1),) < C(A,n, @) (| Lullcossoz,) + |€llczamoo,) + ullc2so2),)) -

Beweis: Wieder kénnen wir ¢ = 0 annehmen. Wir wéhlen n € C§°(B(0,2)) mit n =1

auf B(0,1) und 0 < ¢ < 1/2 klein, wie unten beschrieben. Fiir zy € B(0,1); gilt
B := B(x,20) C B(0,2), und wie im Beweis von Proposition [L.14] definieren wir

Neoo € Co(B)  mit Nao,0(®) == N(*"2)
v e C*(By) mit V= Ty, € Co®(By U By)
suppv C By U By VB, =0 VB0, = UBoo),

Aus ([#23),[#24) und v|g, = 0 folgt mit Proposition 17
h(.leJ”a D2U S C(A, n, Oé) hélBJ”a <Zu Qi (a:o)&-ajv> .

Daraus ergibt sich dann wie im Beweis von Proposition .14

holp, o D*v < C(A,n,a)0” holp, o D*v+ C(A,n, a) (hélp, o(Lv) + [[v]lc2(s,)) -
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Wihlen wir o = (A, n, «) klein genug, so erhalten wir
hélp, o D*v < C(A,n, @) (holg, o(Lv) + [|v]lc2s,)) -
Wie im Beweis von Proposition B.14] ergibt sich daraus mit v|p(zg,0), = |B(z0,0)+
h6lp(g,0),0(D*u) < C(A,n, @) (|| Luflcoepo2),) + l[ullc2so2),)) -

Da zy € B(0,1); beliebig war und o = o(A, n, ), erhalten wir schlieBlich

hélpa), .0 D*u < C(A,n, a) (|| Lul| poasoe ) + [|ullc2s02),))

[ullc2aB0,1),) < BOlpn, o(D%0) + Cn)llullc2mo2),) <
< C’(A,n, @) (| Lullcoaso2),) + lulle2s02),)) - q.ed.

Beweis von Satz [4.15: Analog zum Beweis von Satz [4.11] setzen wir

S = |D%ul{ha, = sup d(z,0B(0,2))"/**| D?u(x)|.
(EGB(O,2)+

Wegen u € C**(B(0,2),) gilt S < co. Fiir 2y € B(0,2), setzen wir
| 5d(z0,0B(0,2)) and o o J %0 falls zo, > td(z, 0B(0,2))
| Y0, 0B(0,2)) °" \@wo — women  falls xg, < Ld(zo, 0B(0,2)).
In beiden Féllen gilt

zo € Bz, 0)+ B(xy,20)

€ B(0,2)
d(y,dB(0,2)) > o fiir alle y € B(xy, 20) d(zo,0B(0,2)) <8

AuBerdem gilt im ersten Fall B(x(,20) € R} und im zweiten Fall 2, € Rf. Wir
reskalieren u(y) := u(oy), fiir y € B(y), 2)+ mit y) = o~ 'z, und erhalten wie in (Z.25)

Lu(oy) = o~ *Li(y) fiir y € B(y),2)+

mit geeignetem L. Sei jetzt B := B(yy,2) = B(o 'x},2). Wegen Proposition B.12]
erfiillen folgende Abbildungen die Vorrausetzungen von dem Lemma von Ehrling 3.3k

C*(By) — CY(By) = I*(By) und C**(B(yy, 1)+) — C*(B(yo, 1)+) = L(B(y, 1)+)-

Wir absorbieren in der entsprechenden ersten Interpolationsungleichung wieder den
Term ||a|lcr(p,) mit [|allc2s,) = | D?*@|| e (my) + ||@]lcr (s, ) und erhalten fiir 0 < e < 1
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lallc2(p,y < C(n) (1Dl e,y + il 2(s4))
||D221||Loo(3(y6,1)+) < ellt]|cza By + Cn, ;e[ sy
Mit den Propositionen T4 und ergibt dies wegen o < 1 wieder
d(200B(0,2))"**?| D*u(0)| < (80)"* 2| D*ul| 1= (B(zp,0) 0 = 8" * 20" || D*al 1= By 1))
< eg"?|[illc2o g + Clns a, €@l sy,
< C(A,n, o)eg™? (Hzauco,a(&) + ||a||cz(3+>) + C(n,a, €)0"(| 2By, )
< C(Ayn,) (| Lilloos(n.) + oI D%llpe(e.) ) + C(A, . 0, €)0" il
<CA,n,a,¢) (||Lu||COvO‘(B(O,2)+) + ||u||L2(B(0,2)+)) + C(A,n,a)eS.
Das Supremum der linken Seite iiber zq € B(0,2), ergibt fiir kleines € = €(A, n, a)
S < C(A,n,a) ([ILuflcon o)) + lullzso2),)) -

Wir reskalieren und tiberdecken B(0,1) durch kleine Bélle. Aus Proposition I8 folgt
zusammen mit der obigen ersten Interpolationsungleichung auf B(0, %)Jr anstatt B

lullozs),) < C(An, 0) (IZullnnso ) + Iellezgso )
< C(8,n,0) (IZullnnao ). + el a2y + 1Dl m0.2)) ) -

Dann folgt die Behauptung aus || D*ul| o (p0,2),) < /242G, q.e.d.
Mit den Propositionen .14 und I8 beweisen wir schliefSlich

Globale Schauder Abschitzungen 4.19. Sei Q @ R" offen, 0 < a < 1, 9Q € C?<,
p € C**(Q) und L 23) erfiille (E23)-@24). Dann gilt fiir ue C*“(Q) mit u|oq=|sn

[ullcza) < C(Q A, n, @) (| Lullcoay + l@llcza@ + lullz@)) -

Beweis: Wie oben bemerkt, geniigt es, ¢ = 0 zu betrachten. Sei xy € 02 beliebig. We-
gen 90 € C*“ gibt es eine Umgebung U(zg) von g und einen C*?-Diffeomorphismus
U Uxg) = B(0,2) mit U(zg) = 0 und ¥(U(zo) N Q) = B(0,2),. Wir definieren
a=uoWteC?(B(0,2)s). Wegen ulspq = 0 gilt @|p(2), = 0. Wir rechnen

Lu= Zij aij&-aju + Zz bz&u +cu =
= Zijkl aijﬁi\lfkﬁj\lfl(ﬁk&il) O\If—l-zik (ZJ aijaiﬁj\lfk + blal\lfk> OpioW+c- (ﬂo\lf).
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.. z . Foo -1 _ ~ ~ 7 ~ ~~
Dann erfilllt L mit  La:= (Lu) o ¥~ = Zkl 0ROt + Zk brOyt + ¢ und

ag = Zij(aijai\l’kﬁj‘l’l)o‘l’_l by = ZKZ} aij0;0; W, + bi&'\l’k) oWl :=coP!
> W& = (WA )¢ firalle  ye B(0,2); und € € R”
maX{Haleco,a(B(og)ga ||[~?k||00»a(3(0,2)+), ||5HCO’0¢(B(0,2)+)} < C(\IlvAvnv Oé)-

Mit V(zg) := ¥~1(B(0,1)) erhalten wir aus Proposition B8  ||ul|c2.e(v(zo)n0) <

< C(¥,n, a)||d|c2epo),) < C(¥, A n,a) <||Eﬂ||cova(3(o,2)+) + ||ﬁ||c2(B(o,2)+)>
< C(¥, A n, ) ([ Lullcoa) + lulloxe) - (4.26)

Nun betrachten wir zy € Q. Dann existiert 0,, > 0 mit B(xg,20,,) C £ und aus
Proposition .14l folgt nach Reskalieren von V' (zy) = B(x, 04,)

HUHCQ,a(V(xO)) S C(A, Q:Boa n, Oé) (HLUHCO,a(Q) + HUHC2(Q)) . (427)
Da  kompakt ist, existieren endlich viele z,...,zy €  mit
QCV(x)U...UV(zy).

Aus ([A26) und [@27) folgt
[ullczo@) < C(Q, A, n, @) (| Lul|cooy + llullcze)) -
Die Behauptung folgt nun fiir hinreichend kleine € aus der Interpolationsungleichung
[ulle2) < ellulleza) + C(Q, €)|lull 2@,

die aus dem Lemma von Ehrling B3] und der Proposition B.I0 folgt. q.e.d.

Aus den globalen Schauder-Abschétzungen ergibt sich zusammen mit der héheren
Regularitit aus der I2-Theorie die Losbarkeit des Dirichletproblems.

Existenz von klassischen Losungen des Dirichletproblems 4.20. Sei () € R” of-
fen, 0 <a < 1,00 € C*, f € C™"(Q), p € C**(Q) und L Z3) erfille [A23)-@.24)

mit ¢ < 0. Dann existiert eine eindeutige Losung u € C*%(Q2) des Dirichletproblems

Lu=f auf Q mit ulan = ¢laa, und diese erfillt
ullcze@) < C(Q A0, @) (| fllcoa@) + llllcza@) - (4.28)
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Beweis: Wieder geniigt es ¢ = 0 zu betrachten. Die Eindeutigkeit der Losung in
C?2(Q) folgt aus dem Maximumprinzip Korollar Z.I8 mit ¢ < 0.
Zuerst beweisen wir die Abschitzung [#2]) fiir C**-Losungen des Dirichletpro-

blems. Angenommen (A28) gilt nicht, dann existieren L,, ([2.3), die (£23)-#24)
erfiillen mit ¢,, <0, u,, € C**(Q), fmn € C**(Q) mit Uy,|sn = 0 und

| fmllcoa@) < smllumlloze@).

Andererseits folgt aus Satz [4.19 durch absorbieren fiir m > 2C(£2, A, n, )

[t || 2.0 () < C(Q A, 1, @) (|| fnllcocay + [[tmllco@))
< C(Q, A1, @) (% [umllcze@) + [[tumlloo@)) < 2C(Q2 A, 0, @)t co@)-

Wir nehmen 0.B.d.A. ||ty || co@) = 1 an. Nach Ubergang zu einer Teilfolge gilt dann
Uy, — u stark in C*(Q) L, — L stark in C°(Q)  f,, — 0 stark in C**(Q).

Es folgt Lu = 0 auf Q mit u|sq = 0. Wegen 0 > ¢, — ¢ folgt aus dem Maximumprinzip
Korollar 218 v = 0 im Wiederspruch zu [[u[|coq) < [|tml/co@) = 1. Also gilt (£.28).

Zum Beweis der Existenzaussage wéhlen wir glatte L,, (2.3) mit ¢,, < 0, die (£.23])—-
([E2Z4) erfiillen und in C°(Q) gegen L konvergieren. Dazu withlen wir glatte beschrinkte
fm, die in C°(Q) gegen f konvergieren. Gibt es Losungen u,, der entsprechenden Di-
richletprobleme, dann sind diese wegen (Z.28) beschriinkt in C%%(2). Somit konvergiert
eine Teilfolge u,, in C%(Q) gegen ein u € C%(Q) mit Lu = f und u|sq = 0.

Also geniigt es die Existenz fiir glatte L € C*°(Q) und f € C*°(Q) zu beweisen.
Solche L konnen wir mit glatten Koeffizienten in Divergenzform (4.1]) schreiben. Wegen
¢ < 0 erfiillt L die Bedingung (£6) des Maximumprinzip Satz [£2] und nach Satz
existiert eine schwache Losung v € WH2(Q) von Lgu = f auf Q mit ulsg = 0. Aus

L, f € C>(Q) folgt u € C.(Q) und Lu = f auf Q aus Korollar LI0. Ist dariiberhinaus

loc

00) € C, so folgt auch u € C*°(2) und u|sg = 0. Dann ist u eine klassische Losung.

Unter den Voraussetzungen 9 € C%“ des Satzes miissen wir u € C**(Q) zeigen.

Bzw., da wir u € C2(2) schon wissen, dass u € C%*%(V(zo) N Q) fiir alle 7y € O

auf einer Umgebung V (zo) gilt. Wegen 9Q € C** kénnen wir 99 mit dem C>°-

Diffeomorphismus ¥ : U(zg) = B(0,2) in einer Umgebung U(xy) glattbiegen, und
G:=uo VUt eW"(B(0,2);) erfiillt @|p(z2), = 0. Setzen wir gemaf (415

= Zij(aijaj\lflai\pk) oW |det DU ¢:=coVU™|det DU
=) ((b -y ajaji) &\Ifk) o Ul |det DU fi= fo U det DU
f)dﬂ = Zij 0; (dwaﬂ]) + Zz 518111 + cu, Ed S Cl’a(B(O, 2)+>, f c Cl’a(B(O, 2)+),
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so transformiert sich Lyu = f auf B(0,2), zu Lyt = f. Wir zeigen @ € C*>*(B(0,1),).
Dafiir wihlen wir Lg,, fm € C®(B(0,2);) mit &, < 0 die in C'(B(0,2), gegen
L bzw. f konvergieren und in CY*(B(0,2),) beschrinkt sind. Weiter wihlen wir
B(0,4)+ € Q9 C B(0, %) mit 9Q € C* und mit Proposition 338 @,, € C<(B(0,2))
mit @|p(o,2), = 0, die in Wh2(B(0,2),) stark gegen U konvergieren. Wegen Satz[.3] exi-
stieren schwache Losungen i, € W2(Q) von Ly iy, = f auf Qo mit @, |a0, = Gmloa,

und ~ ~
lmllwiz@e) < C (Il 20 + 1Bmllwra)

mit einer von m unabhéngigen Konstanten C' < oo. Die rechte Seite bleibt imGrenzwert
m — oo beschrinkt, und somit konvergiert fiir eine Teilfolge @, — w schwach in
Wh2(Q). Es folgt, dass @ eine schwache Losung von Lyt = f auf Qg mit @|aq, = taq,
ist, und wegen ¢ < 0 folgt mit dem Maximumprinzip Satz 4.2 u = 4, also dass @, in
VV1 2() schwach gegen konvergiert. Aus Ld ms fm, P € C° (Qo) und 0§y € C'™ folgt
mit Korollar 10 @, € C*() und Lmum = f., auf Q, wobei L,, der ausdifferenzierte
Nicht-Divergenzform Operator von Ld,m ist. Die Koeffizienten von Lg,, sind beschrénkt
in C*(B(0,2)) und die von L, in C%*(B(0,2),). Aus Satz EI5 folgt

lmlezeson, < C (Imllconsosyo + Iimll a0
mit einer von m unabhingigen Konstanten C' < oo, da | B0.4) = = Ol B(0,4), = 0.
Aufgrund der Konstruktion bleibt die rechte Seite im Grenzwert m — 00 beschrankt
Also folgt u € C**(B(0,2),) aus der Konvergenz ,, — . q.e.d.

SchlieBlich zeigen wir, dass C2-Lésungen so regulir sind, wie die Daten.

Satz 4.21. Es sei Q € R" offen, 0 < a < 1 und L (2.3)) erfille ([E23) und fir k >0
laijllcra@) < A 10ill ki) < A [clleraq) < A (4.29)

Fiir f € CH*(Q) und eine Lisung u € C2 () von Lu = f auf Q gilt dann fir ' € Q
€ Ct?(Q) mit |Julloriza@ny < C(Q,Q, A0, . k) (|| fllore@) + lullco@y) (4.30)

loc

Aus 02 € C*22 und ulsq = plag mit p € CF29(Q) folgt

uwe CF2(Q) mit ||ul|crraa@) SC A, 1, o, k) (| fllore o)+ llollcrrza) +ullcog) -
(4.31)

Beweis: Wir betrachten konzentrische Bille B’ € B € (2 und wihlen ¢, € C>(B)
mit ¢, — u stark in C?(B). Mit Satz existiert u,, € C**(B) mit

Lou,, = Zij a;;0; 05U, + Zl by = f —cu=: f € C(B)  Umlop = Pmlon.
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Da Lo(u,, —u) =0 in B, folgt mit dem Maximumprinzip Korollar 2.18§]
[tm — ull By < ltm — ullp=@8) < l9m — ullm) — 0,

also dass u,, in C°(B) stark gegen u konvergiert. Mit Satz 11| folgt

ltmlleay < O B, B nya k) (I flleos) + lumllevs) ) -

Wegen der Konvergenz von u,, ist die rechte Seite im Grenzwert m — oo beschrankt.
Es folgt u € C%%(B’), also ([&30) fiir k = 0 aus Satz EI11
Nun sei & > 1 und @30) fiir 0,...,k — 1 bewiesen. Dann folgt v € CFIV*(Q).

loc

Wir withlen Q' € Q" € Q" € Q. Fiir die endliche Differenz of'u BI3), [ = 1,...,n,
0 < |h] < d(Q2",09"), und u(x) := u(z + he;) gilt
L(Ofu) =0/ f = (9Fai)005u— Y (9fb)o — (Ofc)yu =: f  anf Q. (4.32)
ij

7

Firv e Cl’a(Q) gllt auf z € Q" ||8lhv||0k71,a(m) S ||8ﬂ)||ck—1,a(ﬂm) wegen

1 [td !
ofv(x) = E/o Ev(aj—l—thel) dt:/0 O (z + they) dt.

Daraus fO].gt mit (m) HfthCkfl,a(Qu) S ||f“ck,a(9m) + C(n)AHuHckJrl,a(Qm).
Aus ([A30) fiir £ — 1 und ([£32)) folgt

||8th||Ck+1,a(Q/) < C(Q//, Q/,A,TL, «, k) (HalthC'k*l’a(Q”) + ||al}Lu||C'O(Q”))
S C(Q”/, Q”, Q” A, n, o, k) (Hf”(}k’am’”) + ||U||Ck+1,a(Q///))
< C(Q”/> Q”a 9,7 A> n, &, k) (HfHC'k’Q(Q”’) + ||u||CO(Q)) .
Fiir h — 0 konvergiert df'u — dyu in C°(Q). Dann folgt du € CFTH(Q) und @E30).

loc
Im Fall mit Rand konnen wir ¢ = 0 annehmen. Wir biegen den Rand glatt zu

QN B(0,2) = B(0,2),. Durch Reskalieren ¢ — gz transformieren sich die Koeffizienten

aij(x) = (o)  bi(x) = ob(ox)  é(x) = o’clox)  f(z):= o’ f(ox)

von L und f. Daher kénnen wir annehmen, dass L (2.3]) die Voraussetzung (4.23]) mit
A ersetzt durch geeignetes Ag erfiillt und ||c||(B(0,2),) < € fiir ein hinreichend kleines
e > 0 gilt, das wir erst spiter festlegen. Weiter sei B(0,3)1 C Qo C B(0,2), mit
99 € C™ und ¢, eine Folge in C**(B(0,2)) mit v |p02), = 0, die in C°(B(0,2)4)
stark gegen u konvergiert. Wir suchen dazu Losungen u,, € C%%(Qy) von Lu,, = f
auf Qo mit u,, |90, = ©mloa,- Wir betrachten die stetigen linearen Abbildungen L, Ly :
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C?0(Qq) == {v € C**(Qq) | v = 0 auf 9} — C**(Qp). Mit dem Satz ist Ly
ein Isomorphismus, und L — Ly ist kompakt. Wihlen wir € > 0 so klein, dass ¢y :=
1—-C(0, Ag)e > 0 in Korollar 224 gilt, so folgt mit Korollar2.24], dass L injektiv ist und
mit Lemma[34] dass L ein Isomorphismus ist. Damit existiert u,, —¢,, € C**(Qp) mit
LU, — @) = f und u,, — @, = 0 auf 9Qg, also sind u,, € C*%(€)) solche Lisungen.
Mit Hopfs Maximumprinzip 2.21] folgt wegen cq := 1 — C'(Q2(Ag)e > 0,

[t — UHCO((TO) < o |t — ulloogan,) < co lom — UHCO(B(O72)+) — 0.

Also konvergiert u,, in C°(Q) stark gegen u. Mit Satz 15| folgt

HumHsza(B(Ql)H < C(An,a) <||f||00»a(B(o7g)+) + ||um||CO(B(O,%)+)> :

Wegen der Konvergenz von u,, ist die rechte Seite im Grenzwert m — oo beschrankt,
und es folgt u € C>*(B(0,1)). Uberdecken wir 9Q mit endlich vielen Billen, so folgt
(4.37]) fir £ = 0 aus Satz [£.19

Nun sei k> 1 und @31) fiir 0, ...,k — 1 bewiesen. Daher gilt v € C!"t**(Q) und

loc

we CMNQ) mit |ullorirey < OO A0, a k) (| fllor-1a@) + llullcow)) - (4.33)

Weiter gilt yu € CET*(B(0,2)4)NCH(B(0,2) ) mit du|po.2), = 0 firl = 1,...,n—1

loc

wegen up(o.2), = 0. Wir wihlen 7 € C§°(B(0,3)),n = 1 auf B(0,1) und erhalten

fiir vi=ndu € CITH Q) N CP () und  v|pn, =0
Zij ai]&-@jv = Zz’j aij@@j(nﬁlu) =
- Zij (1a;0;0;01u + a;;(0m0;0ru + 9mO;Opu) + a;;0ud;0;m) =
= ZU naljﬁlajalu + Rl mit ||Rl||ck71’°‘(3(0,2)+) <
< C(A,n, o k) |ullcr+ragpog)y,) < CO A 0, o, k) ([ fllor-10@) + ulloog))

wobei wir (4.33) verwendet haben. Aus Lu = f folgt auf B(0,2), wieder mit (4.33)
Zij aijaiajalu = Zij (0l(aij8i8ju) — (@aij)&-@ju)
=0 (f=) bidu—cu)— Qrai;)0:05u =: f
l(f ZZ u CU) Zw( aij)0i0ju =: f

||f||0k*1’&(B(0,2)+) < C(A,n, k) (||f||0k’a(B(0,2)+) + HUHC’““’“(B(OQH))
< C(Q,A,n,% k‘) (||f||ckva(sz) + ||U||CO(Q)) .
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Wenden wir (4.31)) fiir £ — 1 auf v in Q) an, so erhalten wir
1Oulleriapony ) < lvlleriay) < CQ A7, o, k) (lai0i0;vllcr-1aq) + vllcog@y))
< C( A n, o, k) (Hf||ck»a(ﬂ) + ||u||CO(Q)) .
Dal=1,....,n—1und u € CF*>*(Q) folgt wegen Lu = f, [E23) und (E33)
10:05ullcre(so1),) < O A, 0, k) ([ fllera@) + [[ullco@) fiir 4, j # (n,n)
8flu = a;ﬁ (— Z(z,])#(nn) aij&-@ju — Zi:l blﬁlu —Ccu + f) auf B(O, 2)+
102ul| e (o), ) < CQ A n, o, k) (|| fllore@ + [lullcog)
[ullerezaipoay,) < O A, o k) ([ flloka@ + [ulloow) -
Uberdecken wir 992 mit endlich vielen Béllen, so folgt mit ([E30) auch @E31). q.e.d.

4.3 Calderon-Zygmundabschitzungen

Wir betrachten wieder elliptische Differentialoperatoren in Nicht-Divergenzform (23))
auf offenen Teilmengen 2 C R™ fiir u € W2(Q2) mit meSbaren Koeffizienten

aj,bi,c: Q2 —= R a;j(x) symmetrisch und positiv definit fast tiberall auf Q (4.34)
D := deta;; > 0 D* := Du. (4.35)
Fiir meBbares f heifit u € W21(Q) eine starke Losung von Lu > (<) f auf , falls diese
Ungleichung nach Einsetzen der schwachen Ableitungen fast iiberall in € erfiillt ist.

Wir beginnen mit einem weiteren Maximumprinzip. Dabei benutzen wir die sogenannte
obere Kontaktmenge einer auf {2 definierten Funktion v : 2 — R:

LH=THQ):={zeQ|FIbeR" mit v(y) <v(z)+b-(y—2z) VyeQ}

Diese Menge besteht aus allen x € €2, so dass {(y,2) € Q@ xR | v(y) < z} in (z,v(z))
eine ganze Hyperebene von R"*! enthélt, d.h. v unterhalb einer Hyperebene verliuft.
Wenn v in z € I zweimal differenzierbar ist, dann folgt b = Vv (z) und D?v(x) < 0.

Alexandroff’sches Maximumprinzip 4.22. Sei L ein Differentialoperator in Nicht-

Divergenzform (2.3), der (£34)-(A.35) auf Q € R™ offen erfillt. Weiter sei
16/D*[| () < A, ¢ <0. (4.36)
Fir ue W2MQ) N C%(Q) mit Lu > f fast diberall in QN [u > 0] und f/D* € () gilt

supu < sup uy + C(A,n) diam Q|| f_ /D"
Q 20

(T, N[u>0]) (4-37)
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Zuerst geben wir eine niitzliche Stetigkeitseigenschaft der Kontaktmenge an.

Proposition 4.23. Seien Q C R" offen mit offener Uberdeckung Q = U, Q, mit
Qo € Qg1 und u = Q — R ouy, : Q= R u,, — u punktweise in €. Dann gilt

m—o0

Beweis: Sei x € I'; (€,,) fiir eine Teilfolge m — oo und ein b,, € R™ mit
U (V) < U (x) + by - (y — ) fiir alle y € Q.

Ein Ball B(z,2p,) € Q liegt fiir grofie m in Q,,. Falls b, fiir eine Teilfolge diver-
giert, so konvergiert fiir eine weitere Teilfolge b,,/|b,,| — v € 0B(0,1), insbesondere
(by/|bm|)v — |v|? = 1, und by, - v — 0. Fiir y =  — o,v € B(x, 0,) C Q,, folgt

—00 < U(Y) = Un(Y) < Um(T) + b - (Y = ) = U () — b - ¥ = —00,
also ein Widerspruch. Daher konvergiert fiir eine Teilfolge b,, — b € R™. Dann gilt
u(y) <u(x)+b-(y—x) fir alle y € Q,

also x € T} (), und ([Z38)) folgt. g-e.d.

Den Beweis des Alexandroff’schen Maximumprinzips beginnen wir mit

Proposition 4.24. Fiir Q @ R" und u € C*(Q) N C%Q) mit u <0 auf 9 gilt

diam "
supu < . / | det D%u| | .
Q wr I, N[u>0]

Beweis: Wegen dem Satz von Sardd wird [det D?u = 0] durch Vu auf eine Nullmenge
abgebildet. Mit Jacobis Transformation von Maflen berechen wir das Lebesguesmafl

W(Vu(TE N > o) < / | det D?ul dp. (4.39)

i, N[u>0]
Wir kénnen M := supg u > 0 annehmen, also M = u(zy) fiir ein zy € Q. Sei

I(y) := u(zo) +b- (y — 20) = ug(20) +b- (y — 20).

5John W. Milnore: “Topology from the Differentiable Viewpoint” Kapitel 2.
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Fir 0 < |b| < M/ diam Q gilt dann [ > 0 = uy auf 9€2. Dann gibt es ein x € 2 mit

sup(uy — 1) < 0= (uy —1)(wo) <sup(uy — 1) = (uy — I)(z)
29 Q

Daraus folgt uy(r) —b-z > uy(y) —b-y fiir alle y € Q, also x € '} . Fiir u(z) > 0 ist
uy bei x differenzierbar mit b = Vu, () = Vu(x). Weil y := x — b fiir ein ¢ > 0 in 02
liegt, folgt uy(z) > uy(y) +b- (z —y) =tb* > 0, also u(z) = uy(z) > 0. Dann folgt

B(0, M/ diam Q) \ {0} € Vu(T}, N [u > 0]) (4.40)

M n
1 1t1 < + . .e.d.
und die Proposition aus w, (diamﬂ) < ,u(Vu(Fu+ N[u > 0])) und [@39). q.ed

Proposition 4.25. Fir Q € R", einen Differentialoperator in Nicht-Divergenzform
23), der (E34) und [E38) auf Q erfiillt und v € C*(Q)NC(Q) mit u < 0 auf ON gilt

supu <
Q nwyy

diam 2 Zij a;;0;0;u
1 D*

(1, N[u>0])
Beweis: Fiir symmetrische Matrizen A, B > 0 und die positive Wurzel S von B, d.h.
S >0 symmetrisch mit B=35?

gilt mit der Ungleichung zwischen geometrischen and arithmetischen Mittelwerten

T n n
det A - det B = det STAS < (M) _ (@) ‘

n n
Mit A = (a;;) > 0 und —B = D?u < 0 folgt die Porposition mit Proposition .24] aus

— 245 0 0;0u

n

| det D*u| < D! ( ) auf I'y Nfu>0]CTy. qed. (441)

Beweis von Satz .22 Sei zuerst u € C?(Q) N C°(Q). Es geniigt supg u > supyg, Uy
zu betrachten. Fiir 1 > 0 gilt auf I';, N [u > 0] C T mit der Hélderungleichung

0< =3 ayddu < b+ cu—f < WIVul + 1= < 108 S all((Ful )] 2

(Jal? + [p])e fiir 1 < ¢ < oo,

max{|al, |[b|}  fiir ¢ = occ.

mit  ||(a,b)[lq := {
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Damit erhalten wir auf I'f, N [u > 0]

. >4 0050 _ (|| + p )
—gn < — i = .
gr(Vu)=——F—< D mit  g(p) = [|(p, )| L

Fiir M := (diam Q)" (supg, u — supyq, u) > 0, folgt wie in (@40) die Relation
B(0,M)\ {0} C Vu('} N [u>0]).

Mn M ,,,.n—l 2n—2 n—2 1
ln,<—ﬁzj-+>1> ::7l/£ Tn”+’ﬂn dr < Wy, t/pg (W@gen_Q g<p);2 WV”%M”>

B(0,M)

2n—2
< / g(Vu) - | det D*u| (Satz von Sard und Jacobis Transformation)
4, Nu>0]

Wn

< 2”_2/ §(Vu) (_ D i az‘j@j@iu)" - PAL / o]" + " f
~ Wa Jrt s n’D* ~ "W Jrf, njuso) D

mit ([LAT). Im Grenzwert p | || f—/D*|| (I, Nfu>0)) erhalten wir durch Exponenzieren

_ n—2 n
M < | exp 2 1+ / &
n"wy . N[u>0] D

Da M = (diam )~} (supq u — supyg u.) folgt ({37 fiir u € 02(Q) N C’O(Q).
Im allgemeine Fall v € W2™(Q) N Q°(Q) nehmen wir zuerst folgendes an:

laij /D™ || o0y < 00 166/ D7 e (2 < 00 (4.42)

u>m)'

Wir wihlen u,, € C*(€2) mit u,, — u stark in W2™(9), d.h. u, — u stark in W2?(€Y)
und u, — u stark in CO(Y) fir ' € Q. Indem wir w,, durch w,, — ||un — ul| @)
ersetzen konnen wir 0.B.d.A. u,, < w auf 2 annehmen. Dann folgt

Lu —Lu+z a;;0;0; (U, — u +Z b;0i(u + (U, — u)
> /- 15050; (U, — b;0;(
> f Zijaj 0 (u u +Zi (u
da ¢ < 0. Dann folgt mit (£37), #EZ2) und f/D* € L*(Q) fiir u,, € C*(Q)

supu = lim supu,, < limsupsup u,, y + C(A,n)diam Q'

Qf m—o0 Q/ m—o0 oY
s |7 + |2, 00— 0+ X, gt~
m—+00 D~ (T, Nlum>0]) ij D D Q)

<supuy + C(A,n)diam Q'||(f-/D*) lim sup Xt

o’ m—00 o, +

N[wm >0]) 17 ()5



4.3. CALDERON-ZYGMUNDABSCHATZUNGEN 87

mit Kontaktmengen I'y =17 (). Aus u,, < u folgt [uy, > 0] N C [u> 0] und

Um,+

lim sup y i

<
et Alum>0]) = X(T3f, N[u>0)):

,+

aus (£38). Dies ergibt (£37) fiir v auf ' € Q unter der Annahme (£.42).
Fiir L mit b;/D* € ['(2) definieren wir und folgern daraus im Grenzwert € | 0

L.:=L+¢€(o,+ |b))A mit spec(a;j) ={0< o1 <... <0, <00}
ag; = aij + €(on + [b])0;;  mit spec(ag;) = {0y +e(on +b]) [I=1,...,n}
D* <D! und e(on + [0))1 < (aj;) < ((1+€)on +¢€b]) 1L
<€(0n+ |b|)>" < €"(on + [b])" _ €(an+ b))
D ~ e Yo, + b)) op + €(on + ) on+e(on +[0])
also 12> w — 0 fast tiberall auf €. (4.43)

€

Also erfiillt L, @42). Aus @37) fiir w € W2"(Q) N C%Q) und L, folgt mit D* < D?

loc
g (Q/)) .

Der letzte Term konvergiert fiir ¢ — 0 mit dem Satz von Lebesgue, Au € L*(€)') und
(#43) gegen 0. Fiir ' € Q folgt ([A3T). SchlieBlich wéhlen wir Q,, C Q,,41 € Q mit
Q = U>_ 0, und erhalten ([&37) auf Q wegen u € C°(Q), f/D* € [*(Q) und ([E3T)

€(o + b))
D*

€

supu < supuy + C(A, n) diam Q' (Hf_ H + Au
o (Q)N[u>0))

Qf oY

supu = lim supu < limsup (sup uy + C(A, n) diam Q|| f— /D[] 1+ rt, m)ﬁ[u>0}))

m—oo Q. m—o0 OQm

S S;lé) u+ + C(A, n) dlam QHf_/D* ||D1(F1JI+ (Q)ﬂ[u>0])’ qed

Aus dem Alexandroff’schen Maximumprinzip folgt folgender Eindeutigkeitssatz.

Satz 4.26. Fir einen elliptischen Differentialoperator L ([2.3) in Nicht-Differgenzform,
der [E34)-E30) auf Q € R™ offen erfillt, f mepbar in Q und ¢ € C°(Q), hat Lu = f
auf Q und u = ¢ auf OQ hichstens eine starke Losung u € W2I(Q) N CQ).  q.e.d.

Beispiel 4.27. Satz[{-20 bleibt nicht richtig fiir starke Losungen in WP (Q) firp < n,
wie folgendes Beispiel zeigt. Fir 0 < A < 1 und n > 2 hat das Dirichletproblem

Aut (3= - 1)y TE9.0u = 0 in B(0,1) w=0 auf dB(0,1)

i |22
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die Losungen u(x) = 0 und v(z) = 1 — |z]*. Fir p < 5 gilt v € W2P(B(0,1)).
Approzimieren wir v durch v,, € C*(B(0,1)) mit v, — v in W??(B(0,1)) wie in

Proposition [3.30, so folgt W*P(B(0,1)) < C°(B(0,1)) fiir p > n/2 aus Satz[3.7

U (0) = v(0) =1, sup U, — sup v =0, ;;0;0;Um — 0;;0;0;0 =0
8B(0,1) 8B(0,1)

stark in [F(B(0,1)) mit a;j(z) = 6;; + (=% — 1)a1z;/|z|* Dies zeigt, dass ({L31) fir

p < n selbst fir u e C*(Q) im allgemeinen nicht gilt.
Schliefflich erhalten wir folgendes starke Maximumprinzip.

Satz 4.28. Sei L ein elliptischer Differentialoperator in Nicht-Divergenzform (2.3) auf
offenem und zusammenhdangendem 2 CR™ und 1 < A < oo mit

@il o) < A 16| e ) < A el ey < A (4.44)
aij = aj; Z“aij(x)&gj > AP fiir fast alle v € Q und € € R™. (4.45)
ij

Weiter sei u € Wf)C"(Q) eine Losung von Lu > 0 auf Q mit ¢ < 0 bzw. ¢ = 0. Nimmt
u ein inneres nichtnegatives bzw. beliebiges Maximum auf €2 an, so ist u konstant.

Beweis: Fiir u € C?(Q) folgen wir dem Beweis des Hopf’schen Maximumprinzip 2.21]
wobei wir das Alexandroff’sche Maximumprinzip anstatt Korollar 2.8 verwenden.

Nehmen wir an, dass der Satz im allgemeinen Fall falsch ist, so nimmt wu sein
Maximum M = supg v in €2 an, ohne konstant zu sein. Dann existieren konzentrische

Bille 0.B.d.A. mit 0 als Zentrum B(0, o) € B(0, R) € € mit

u < M auf B(0, o), u(zg) = M fiir ein zq € B(0, R) \ B(0, o).

Fiir a > 0 setzen wir v(z) := e~*" — ¢=*F* Wir rechnen, da ¢ < 0 und mit {Z45),

LU(I) _ e—oz|m|2 <4042 Z QiTT — 200 Z(a“ + bZSL’Z)> + cv
1) ?

> e (402A ol = 20 (3 @i+ blla]) +¢) > 0 auf B0, )\ B0, o)

fiir grof genuge «, da a;,b,c € L°(2). Da ¢ < 0 und M > 0 oder ¢ = 0, gilt
L(M —u—ev) <0auf B(0,R)\ B(0, p) fir e > 0. Auf 90B(0, R) gilt M —u > 0, und
v = 0. Weiter gilt infyp(g,0)(M —u) > 0, also M —u —ev > 0 auf 9B(0, g) fiir kleine e.

Aus dem Alexandroff’schen Maximumprinzip £.22] folgt M —u—ev > 0 auf B(0, R)\
B(0, 0) 3 zo im Wiederspruch zu (M —u — ev)(zg) = —ev(zy) < 0. q.e.d.
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Wir bereiten jetzt die Calderon-Zygmundabschétzungen vor. Sei €2 € R" offen, und
es gelte der Divergenzsatz fiir . Fiir u,v € C?(Q) gilt die erste Green’sche Formel.

/ V- (vVu) = /(UAU + VoVu) = / vVu - N do.
Q Q o9
Durch Antisymmetrisieren von u und v erhélt man die zweite Green’sche Formel
/(vAu — ulAv) = / (vVu —uVv) - N do.
Q o9

Die Laplacegleichung hat auf R™ \ {0} die radial symmetrische Lésung r*~" fiir n > 3
und Inr fiir n = 2. Durch Normierung erhalten wir die Fundamentallésung von A:

—L—|z]*"  fiirn >3
() = § T ] = (4.46)
5 In || fiir n = 2.
Der Name begriindet sich mit folgenden Rechnungen. Fiir x £ 0 und k£ > 1 gilt
T 8ij)? — nwx; Chk
VI(z) = 00,1 (z) = DT (a)| < — . (447
(SL’) nwn‘l’|" J (SL’) nwn\x|n+2 ‘ (LL’)‘ — ‘S(Z|n+k_2 ( )

Fir z € Q und v(y) :=I'(y — ) konnen wir die zweite Green’sche Formel nicht auf Q2
anwenden, da v bel « singuldr ist. Stattdessen wenden wir sie auf Q \ B(z, o) an:

/ 'y — z)Au(y) d"y = / (vVu —uVv) - Ndo — / (vVu —uVv) - Ndo.
Q\B(z,0) o0

0B(z,0)

Im Grenzwert o — 0 erhalten wir fiir x € ) die Green’sche Darstellungsformel
< nwpo" (o) sup |[Vu| =0

/ vVu- Ndo
OB(z,0) B(z,0)

1
/ qu~Nda:F'(g)/ uda:ﬁ/ udo — u(x)
0B(z,0) 0B(z,0) nwy 0 0B(z,0)

ulz) = /a (u(y)VI(y — ) — Ty — 2)Vuly)-N do(y) + / Py — 2)Au(y) d°y. (4.48)

Q

= 'F(g) Vu - N do
9B(z,0)

Lemma 4.29. Fir 2 € R mit diamQ < d, 1 <p<oo,1 <g< o0 und% >%—%
ist das Newtonpotenial eine stetige lineare Abbildung

N:IP(Q) = L), (Nf)(x) ZI/QF(CU—?J)J”(?J) d%  mat |[N|| < C(d,n, p,q).

Fir f € CY(Q) gilt auferdem Nf € C*(Q) mit ANf = f auf Q.
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Beweis: Fiir z € ), diam Q) < d ,n > 2 und fiir 1 <7 < %5 bzw. 1 <r < oo gilt
/ |ID(z —y)|"d"y < C'W/ ly["@= dvy < C(d, n,7) < 00 fir n > 3
Q B(0,d)
/ ID(z — )| d"y < (%)—"/ (nly) d'y < C(d,r) < o0 fiirn=2.
Q B(0,d)

Fir p > 3 folgt [Nf(z)] < [T'(z — )| [flp@ < Cld,n,p)llfllpe wd N :

7T (@)
Q) — L*(Q) ist stetig mit || V]| <C(dnp) Nunseil <p <3, p<qg<oound
%>%—%.Fﬁr%— L_1-1)also0<1— —<Eund1§r<n_ folgt
IT(x = )@ < Cd,n,r)=C(d,n,p,q) fir x € Q.

Mit, ijl + % +=l=1, r% +2=1und 2+ p=t =1 folgt aus der Holderungleichung

INf(z)] < /Q D@ = y)["7 Dz = )5 F @) F )P dy

<5 = Dl [ 10 =150y >|Pdn)
— 1= M ([ 100 - y>|f|f<y>\pdny)q 1710,

I ey < sup TG = )y (/ / D =)l >|pdnydn) 171

1

< sup IT(x — )||U(Q ‘ ||f||[,n

Lro1(Q)

< C(d,n,p, )l fll e

Fiir f € C1(Q) € CYR™) folgt Nf € C2(Q) mit VI = € LL_(R") aus

VN f(x /VFx— )dny:/nVF(z)f(x—z)dnz z=x—y
OVNI@) = [ VIEaf a0 = [ V@ -pof) Py y=a—

Wir wihlen supp f € @' € Q mit Q' € C*'. Fiir ¢ |. 0 konvergiert ||[VI|| 12 (50,0 — 0.
Aus AT' =0 auf 2\ {z} und dem Divergenzsatz folgt wie im Beweis von (4.48))

ANf(z)= [ VI(z —y) Vf(y)d"y =lm VI(z —y) - Vf(y)dy
o 0 JonB(a,0)
= —lim VI(z —y)f(y)- Ndo(y) = f(x). q.e.d.

ol JoB(z,0)
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Wir kommen zu den Calderon-Zygmundabschitzungen, die fiir 1 < p < oo die W?2P-
Norm einer starken Losung von Lu = f durch die IP-Norm von f und schwécherem
Normen von u abschéitzt. Wieder betrachten wir zuerst A auf dem R™.

Lemma 4.30. Fiirl < p < co undu € W*P(R") gilt || D*ul| ey < C(n, p)||Aul| p(rn).-

Beweis: n = 1 ist trivial. Fiir u € W?P(R") existiert mit Proposition B.21] eine Folge
Uy, € C§°(R™) mit u,, — u stark in W*P(R™). Gilt die Abschétzung fiir u,,, so folgt sie
fiir u. Also geniigt es u € C§°(R)™ zu betrachten. Wegen der Green’schen Darstellungs-
formel (4.48)) ist u = NAu das Newtonpotenial seines Laplace, und die Abschéitzung
folgt aus der folgenden Calderon-Zygmundungleichung fiir das Newtonpotential.q.e.d.

Spezialfall der Calderon-Zygmundungleichung 4.31. Es sei ) € R" offen, n > 2
und 1 < p < co. Dann erfillt fir f € IP(Q) das Newtonpotential N f € W*P(Q) mit

ID* (NPl < Cnp)Ifllpy  mit (Nf)(z) = /QP(::: —y)fly)d'y.  (4.49)

Beweis: Sei zuerst p = 2. Fiir f € C5°(Q) C C(R") ist u := Nf € C*(R") und mit
Lemma 429 gilt Au = f. Fiir R > Ry mit Q C B(0, Ry), gilt mit dem Divergenzsatz

D*ul? = / 88u2 /Vu VAu—i—/ O;uVou - N do
| | B(ORZ | | B 8B(ORZ

B(0,R) (0,R)
:/AuAu—/VuAu Nda+/ Z@uV@u Ndo
B(0,R) dB(O,R dB(0,R)
2+ / > 9uVou- N do,
B(0,R) J&B(0,R) v
da f = Au =0 auf 0B(0, R). Mit den dritten Abschétzungen in (£.47) folgt

. Col| fll e )
\Dku(:c)|§/Q|DkF(:c—y)| 1f(y)| d™y S 0);“1_2 fiir |2| > Ro, k = 1,2.

Fir f € C5°(2) folgt folgende Abschétzung und damit auch (£49) fiir C'(n,2) = 1:

wn R ORI
O;uVo;u - Ndo| < - @)
/8B(0,R) Z’ (R — Ro)" YR — Ro)"

— 0 fiir R — oo.

Fir f € I*(Q), wihlen wir f,, € C°(Q) mit f,, — f € I*(2) Mit Lemma ist
N : I2(Q) — [?(Q) stetig, also N f,, = Nf in I?(2). Aus dem schon Bewiesenen folgt

limsup || D*(N fin) |20 < limsup || finll 2 = 1 f] r200)-

m—0o0 m—0o0
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Dies ergibt N f € W22(Q) und (£49) fiir f. Damit ist (449) fiir p = 2 bewiesen.
Fiir feste 1 < 4,5 < n erhalten wir den stetigen, linearen Operator
Aus (£49) fir p = 2 mit C(n,2) = 1 folgt fur ¢t >0

1713
moaNs>or < [ yps [ oans >0 < =E (450)
[19;0: N f|>t] Q

Als néchsten zeigen wir

Cull fll )
t

Wir setzen f auf R™ \ € durch 0 fort, fixieren ¢ > 0 und wéhlen R > 0 mit

QC Qo:=[-R A" [ fll 2 ) < tu(Qo)- (4.52)

Wir zerlegen den Wiirfel @)y gemafl Calderon-Zygmund, d.h. wir halbieren die Seiten
von (Qp und zerlegen @)y in 2" kongruente Unterwiirfel ). Fiir sie gilt entweder

1 1
m/@my oder m/@mw.

Die ersten werden weiter unterteilt. Die zweiten fassen wir sukzessiv zu einer Familie
{Qi}ien von Unterwiirfeln zusammen, deren Innere paarweise disjunkt sind. Jedes Q;
ist in einem eindeutigen Vorgangerwiirfel (); doppelter Seitenlédnge enthalten, der

1 1 .
M(Ql)/@mgt t<W/Ql|f\§2t. (4.53)

erfiillt, weil ,u(@l) = 2"u(@Q;) gilt. Wir setzen A := Qo \ Uien@;, und sehen, dass fiir
jedes x € A eine Folge ),; von Unterwiirfeln mit beliebig kleiner Seitenldnge und

1
M(Qx,l) /Qx,l |f‘ S !

existiert. Da fast alle = Lebesguepunkte@ von f sind, d.h. f(z) = lim,o m | B(x.0) f,
folgt | f| <t fast tiberall auf A. Wir zerlegen f = g+ h mit h := f — g und folgern

firrxe A
g(z) = f(lx) ?r . lg| < 2"t fast iiberall auf Qg (4.54)
melf fUI'LUEQl,ZGN

h=0auf A /h:OfﬁrleN /|g|:/f)§ If]
Q: Q1 Q: Q1
1Al o) < 1l @ovay H gl zv@onay 20 flle) 9l < I1fllme- (4.55)

6Tn E.Stein:” Singular Integrals and Differentiability Properties of Functions” Kapitel I §1.8.
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Da 0]0,N linear iSt, gllt |0]02Nf| < |0]8ZNQ| + |8]8ZNh| und
W(00NF| > 1) < j(10,0:Ng| > &) + u(|0,0.Nh] > 1), (456)
Fiir den ersten Term auf der rechten Seite sehen wir mit (£50), (£54) und (E55)
g 22|\ g|| Ch,
(|8 Ng| > %) 4] |L§2 (Qo) < ||9t||L (Qo) < HftHLl(Q)‘ (4.57)
Zur Abschitzung des zweiten Terms schreiben wir h = Y ,° b mit by := h - xq,, da
h =0 auf A mit ([£54). Fiir x ¢ Q; und das Zentrum gy von Q; = y + [—o, o] folgt
9;0;Nhy(x) = 5 0;0(x — y)hu(y) d"y = /Q (0;0.(z — y) — 0;0,1'(x — §)) u(y) A"y
1 1

|0;0; Nh(x)| < Civ/no - d(x,Ql)_"_l/ |hy| wegen |D?T(z)| < Cplz|™™* fiir  # 0.
Q

Da d(z,@Q;) > |z — §| — V/no > 3|z — g fir © & B(y,2/no) =: By ergibt sich

Qo\B; n—B Qi Qi

Setzen wir A* := Qo \ UjenBy, so erhalten wir mit Summation und (4.55])

Cullf @y

t (4.58)

| 10,000 < Cullfloy 10,030 > 41047 <

Andererseits gilt wegen der zweiten Ungleichung in (A53])

RS S Cn Coll £
p(Qu\A) <D p(B) < Cod o p(@) < D | Il < TR (459)
=1 =1 =1 7@
Dann folgt (£.51)) aus (A56), (£57), (£58) und (£59). Wir wenden den Marcinkiewic-
zinterpolationsssatz an. Fir 1 < p < 2 ist dann wegen (A50) und (51
0;0;N = IP(Q) — IP(Q), mit |0;0;N|| < C(n,p)
stetig. Fiir 2 < p < o0, f, g € C5°(Q) folgt mit (LIT) fiir ¢ = 25 € (1,2)

/@-ai(zvf)g' = | [ os0.) ' /aang‘ /faa Ng)‘
Q

< oo |50:N ey < o)l el
10,0,N flmey < Clm )l f L mcey do  [5,3N] < Clnp).

Mit Lemma [£.29) folgt (£49]) durch Approximation. q.e.d.
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Marcinkiewiczinterpolationssatz 4.32. Sei (2 C R"™ mefibar, 1 < q < p < 00 und
T eine subadditive Abbildung von L1(2) + LP(S2) in die mefbaren Funktionen auf 2 mit

IT(fy+ f2)| < |TA|+|Tf (subadditiv) u(|Tf|>t) < <M)
T p
p(|Tfl >t) < (M) firp < oo ||Tf|lp@) < Tool| T 1o(0) fiir p= o0

und t > 0. Dann gilt fir f € LI'(Q) C LI(Q) mit ¢ <r < p und + = ot I_To‘
T fllr@) < C, ;7T T, fll o) (4.60)
Beweis: Fir f € I'(Q) C L1(Q2) + [P(2) und s > 0 zerlegen wir
f=h+1 fr=F X f2=F xunss)
Es gilt |T'f| < |T fi| + |T'f2], also fiir p < oo

2Tq||f1||Lq<m)q i (el )

W51 > 1) < WAL > £+ Tl > 5 < (20 :

Fiir s = L mit einem spéter zu wihlendem A > 0 folgt

A

Lirsr=r [Teturs > de<
Q 0

ey [Tee (f e )anereny [Teoee (] ()
=r(20,)1A™1 /(]'OOTT_l_q </|f>7 |f|q) dr+r(27,)PA™P /OOOTT_l_p </f|<T] |f|p) dr
M [Tee(f )= | g [ cear = ot [
A o e

folst /|Tf| < (@n)Aa 4 @n A /|f\ (4.61)
Ist p = 00, 50 gilt |T fo| < Tios und fiir s = 57—

2Tq||f1!|Lq(Q))q

W(TF| > 8) < u(TH| > 1) < ( t



4.3. CALDERON-ZYGMUNDABSCHATZUNGEN 95

Fiir p < oo wihlen wir A = 27, "1,/ wihrend fiir p = oo und A = 2T, der zweite
Term in (£61) wegfillt. In beiden Féllen folgt (4.60) aus

% 1 ) 1/r
1T fllr ) < 2 (;Tq + Iﬁ) TOT' | f @ mit C(p,q,r) =2 (TL_q + p%r) qed.
Die Differentialoperatoren L (2:3)) sollen neben (£.44)-(4.45) folgendes erfiillen:

es gibt 0 <e,0< 1 0sC  a;; < € fiir alle z € Q. (4.62)
B(z,0)NQ

Bemerkung 4.33. Fir a;; € C(Q) ist fir alle e > 0 ([LG62) mit einem o > 0 erfillt.
FEine Vorgabe solcher o > 0 fiir alle hinreichend kleinen € > 0 heifst Stetigkeitsmodul.

Fiir Q C R"™ bezeichne wieder Qg := QNR"™! x £(0,00) und Q5 = QNR""! x {0}.

Calderon-Zygmundabschitzungen 4.34. Sei 1 < p < oo, und L ein Differen-
tialoperator in Nicht-Divergenzform (23)), der auf B(0,2) bzw. B(0,2), (Z44)-(Z45)
und [A62)) mit geniigend kleinem € = (A, n,p) > 0 erfillt. Dann erfillt jede Léisung
u € WP(B(0,2)) von Lu = f auf B(0,2) mit f € IP(B(0,2)) folgende Abschitzung:

[ullw2rso1) < CA 1P, 0)(1f | B02) + Ul 2s02)- (4.63)
Fir o € W?P(B(0,2)4) und f € IP(B(0,2)) erfillt jede Lésung u € W>P(B(0,2),)
Lu = f auf B(0,2)4 u = auf B(0,2),
lullw2rso,1),) < CA 1P 0) ([ flrBo2)s) TIellwzeso2,) +ulpEo2,)) (4.64)

Beweis: O.B.d.A. gilt ¢ < 1. Fir y € B(0,1) ist B(zg,0) € B(0,2). Fir v €
W?2P(B(w, 0)) betrachten wir Lov := 37 aij(10)d;0v. Fiir v € WP (B(z, 0)) C
W?2P(R") folgt aus Lemma [1.30 nach Anwendung einer linearen Transformation

D20\ 1p (B(0,0)) < C(A, 1, )| Lov]| 12(B(wo,0))

< C(A,n,p) < ‘ZU ai;0; O Zij aij = aij (70))0;0 ‘U’(B(xovg)))

< C(A> n>p) HZU a'ijajai'u + C(A> n>p) B(()xsocg) (ZU aij) ||D2'U||[P(B(SL‘O7Q))‘

| +
17 (B(w0,0))

‘U’(B(IO,Q))

Fiir hinreichend kleines € = €(A, n, p) folgt durch Absorption

||D2U||L7?(B(wo,g)) S C(A, n,p) HZ” aijaj&-v

‘U’(B(mo,g)) '
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Fiir 0 < 0 < 1, 0/ = 2 erhalten wir fiir v := un € WP (B(xo, 0)) mit geeigneten

n € C(B(xy,0'0)) n=1auf B(zg,o0) |D*n <CL((1—0)o)7" fiir k=0,1,2.

I1D*ull p(Bo0e) < 1D (B(zo,e))

< C(A,n,p) )Zij(aijnajaiu + 2a4;0;u0;n + ua;0;0;m) H

17 (B(z0,0))

1 1
< C(A,n,p) <||f||l?(B(zo,g)) + mHVUHU(B(mo,a’g)) + m||u||lp(3(:co,o'e)))-

Um den mittelern Term mit dem Interpolationslemma B.41] zu absorbieren bilden wir:

Sk = sup (1 —0) " |D*ullp(Beoeyy k=0,1,2

O0<o<1
Sy < C(An,p) (1 fll (B0 + 51+ So) - (4.65)

Fiir % <o <1,0<d <1 gilt mit dem Interpolationslemma BT mit € = §(1 — o) < 1

(1= 0) ol Vull i (Bzo.we) < 60(1 = 0)?0*| D*ul| 1p(B(z0,00)) +C(1, P)0 o Htl| 12(B(w0,00))
< 585+ Cn, p)55,

nach Reslkalieren mit op. Wir bilden das Supremum iiber % < 0 < 1 und erhalten

S1 <2 sup (1 —0)ol|Vullip(Baose) < 20652+ C(n,p)d—"S,.

%<0<1

Dies setzen wir mit kleinem § = §(A, n, p) in (£G5) ein und wihlen o = 3:

Sy < C(A 1, ) (&N flr (Biaoo)) + 1l p(Bwo,0)))
1Dl 1 (Bzo,2)) < CA 1, D) (| f 1 (Blaoso)) + 01l 2 (B0,0)))-

Uberdecken wir B(0, 1) mit endlich vielen Billen B(x, 3) mit 2o € B(0,1), so folgt
ID*u]| 50y < C(A, 1, ) (I f Il (B02)) + el 0.2))-

Schlielich folgt (4.63]) aus dem Interpolationslemma [3.41]
Im Fall mit Rand kénnen wir wegen folgender Abschétzung wieder ¢ = 0 annehmen:

Lol p(B02),) < C(A, 0, D) [@llwzr(B02)4)-
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Zuerst nehmen wir ||a;; — 0;j|| 1 (B(0,2),) < € an, und setzen v mit F_ ([3.24) ungerade
auf B(0,2) fort, d.h. fiir (y,t) € B(0,2)_ sei
u(y,t) = —uly, =) flyt) = fly, —1)
Qi = (_1)L%J+L%Jaw(y7 _t) bl(yv t) = (_1>L%Jb2(y7 _t) C(yv t) = C(yv _t>
Mit Proposition sehen wir u € W2P(B(0,2)), L erfiillt ([£44)-(45) auf B(0,2)

ai; — il e (B(0,2)) < € 1 fllr o2y < 2Y71fllrBo2),) Lu = f.

Mit dem bereits bewiesenen Resultat folgt

[ullwzr o)) < CA )1 fllrBo2) + lullrso2))
< C(An,p) (I f | (Bo.2)) + NullpB0,2)4))-
Im allgemeinen Fall wéhlen wir mit (LG62) fiir alle zy € B(0,1)p ein symmetrisches
(agj) mit ||£I7;j — a?j|| [7(B(z0,0)) < €. Nach einem affinen Parameterwechsel transformiert
sich L zu L und (ay;) zu (d;;) mit [|as; — 8ij | e (Blao.co(a)e)) < C(A)e. Mit dem bereits
Bewiesenen erhalten wir schliellich mit einer endlichen Uberdeckung

lullw2r(B@ocon)o)s) < CA 1, D, 0)(|| fllrB0.2)4) + 1ullp(B0.2)4))
|wllw2p(0,1)n{0<an<cor)er) < CA 1, p, 0)(IflrB0,2)4) + el rB0,2)4))

und insgesamt mit ([L63)) auch (£.64)
[ullw2es000 0wy < CA 1P, ) flrBosy) + lulpre)).  aed

Globale Calderon-Zygmundabschitzungen 4.35. Sei Q@ € R" offen mit 000 €
Ch 1 < p < oo, und L ein Differentialoperator in Nicht-Divergenzform [23)), der

auf Q ([E44)-([E40) und [E62) mit geniigend kleinem e = e(Q, A, n,p) > 0 erfillt. Fiir
© € W2P(Q) und f € IP(Q) erfiillt eine Lésung u € W?P(Q) des Dirchletproblems

Lu = f fast tiberall in ) u = auf 0
[ullw2r@) < C(Q,A 0, p, o) (| fll@ + lellw2r@ + lullp@). (4.66)

Beweis: Wir kénnen ¢ = 0 annehmen. Wir betrachten zo € 9. Da 9Q € C*!, kénnen
wir 99 in einer Umgebung U () mit einem C''-Diffeomorphismus ¥ glattbiegen, und
@ :=uoW™! € W?P(B(0,2),) erfiillt @ = 0 auf B(0,2),. Wir betrachten wie im Beweis
von Satz den Differentialioperator L mit

) := (Zw aijai\lfkal\lfz) o <Zw a;j0;0; ¥y, + ZZ bﬁﬂ’k) vt
&:=coV¥ ™ € [’*(B(0,2);) fi=foU e IP(B(0,2),)
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so gilt Lt = f auf B(0,2),. Weiter erfiillt f [@44)-@45) und {@62) mit A, o, € ersetzt
durch C(A, ¥, n),co(¥)o, Co(¥, A)e. Setzen wir V(zg) := ¥~1(B(0, 1)), so erhalten wir
aus den Calderon-Zygmundabschitzungen (L.G3) folgende Abschitzungen

||u||W2vP(V(:vo)ﬂQ) < C(\Ila nap)’|@’|w2m(3(o,1)+)
< OV A n,p o)([[ fllrso2)) + 1llpB02)4))
<O, A n,p, o) fllre + llullp@)-

Genauso erhalten wir den Satz .34 fiir jedes xy € Q eine Umgebung V() C Q mit

|l w2r (v iz < C(A, d(xo,02),n,p, 0)(|| fll p(0) + |1l 22 (02))-

Indem wir die kompakte Menge Q C V (z)U. ..UV (zy) mit endlich vielen zy, ..., zx €
(2 iiberdecken folgt (A.66]) aus diesen beiden Abschétzungen. q.e.d.

Die Eindeutigkeit von starken Losungen aus W?2P fiir das Dirichletproblem mit
¢ < 0 folgt fiir p > n aus dem Eindeutigkeitsatz [£.26] bzw. dem Alexandroft’schen
Maximumprinzip [£.22l Fiir 1 < p < n brauchen wir zuerst ein Regularitétsresultat.

Satz 4.36. Sei Q) € R" offen, 1 < p,q < oo, und L ein Differentialoperator in Nicht-

Divergenzform (23)), der auf Q (£44)-([45) und [@E62) mit e = e(A, n,p,q) > 0 erfillt.
Bine starke Losung u € W29(Q) von Lu = f auf Q mit f € IP(Q) liegt in u € WP ().

Gilt dariiberhinaus 0 € CYY, ([A62) mit € = €(Q, A, n,p,q) > 0 und u = @ auf OQ mit
© € WP(Q), so liegt die Losung sogar in u € W2P(Q).

Beweis: Es geniigt p > ¢ zu betrachten. Wir betrachten zy € 2 und B(z, 00) € {2
mit 0 < gy < o, also existiert mit ([#62) ein symmetrisches (af;) € R™"™ mit
0
|ai; — aij||L°°(B(xo,g)) < e

Fiir ein 1 € C5°(B(79, 00)) mit n = 1 auf B(xp, £) und v := un € W (B(xo, 0)) gilt
L()'U = Zij a?jajaiv = Zij(a?j — aij)(‘?j@iv + g auf R" mit

g = 7’]f — Zz nbz&u — ncu + ZZ](20,2]02U0]77 + ua”@@m)

Mit dem Soboleveinbettungssatz folgt u € W'licn_jl(Q) und g € L'(B(wo, 00)) fiir
r = min{p, %} € (q,p]. Mit einer linearen Abbildung transformieren wir Ly in den
Laplaceoperator. Aufgrund dem Spezialfall der Calderon-Zygmundungleichung [£.31]
erhalten wir mit der Green’schen Darstellungsformel (£.48)), und Approximation fiir

1 < s < 0o einen Operator N : I*(B(xg, po)) — W?*(B(zq, po)) mit
|NS]| < C(A,n, s) und N,Low = w fiir alle w € W2*(B(z0, po))
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Also 16st v die Fixpunktgleichung v = T,v + Nyg mit

b3 (5, nm)

ij
| Tswllw2sBao.po < INslI(at; — ai;)d;0w

L*(B(z0,p0)) < C(A7 n, S)EHwHWQ’S(B)'

Deshalb ist T fiir s = ¢,r fiir hinreichend kleines € = €(A, n,p, q) eine Kontraktion:
|T4]| < 5. Wegen g € L'(B(xo, po)) C L1(B(xo, po)) und dem Banachschen Fixpunkt-
satz und hat w — T,w + Ngg fiir s = ¢, r jeweils einen eindeutigen Fixpunkt v, in
W25(B(z9, po)) C W>4(B(xg, po)). In W24(B(z0, po)) gilt dann v = v, = v, und damit
auch v € W27 (B(xg, po)). Iterieren wir dies mit 7, := min{p, (ﬁ)l q} endlich oft bis
rn = p, so folgt u € W?P(B(z0, %)) und u € W2P(Q).

Wegen 00 € C*! kénnen wir im Fall mit Rand fiir 2, € 9Q folgendes annehmen:

QHB(O,Q) :B(0,2)+ ||aij _5ij||L°°(B(0,2)+) S € QOZO
Lu = fin B(0,2), u = 0 auf B(0,2)o.

Wir setzen v mit E_ (8.24) ungerade auf B(0,2) fort, d.h. fur (y,t) € B(0,2)_ sei

u(y7 t) = —U(Z/a.—t) . f(yvt) = f(y7 _t)
Clij(y,t) = (_1)L%J+L%Ja2](yv _t> bz(yvt) = (_1>LEJbz(y7 _t) C(yvt) = C(y7 _t)'

Mit Proposition sehen wir u € W24(B(0,2)), L erfiillt (£44)-[EZH) in B(0,2),
laij = 6ijll(B(0,2)) < € und f € IP(B(0,2)) mit Lu = f. Mit dem bereits bewiesenen
Resultat folgt u € W2P(B(0,1)), also u € W*P(Q). q.e.d.

Mit den globalen Calderon-Zygmundabschétzungen zeigen wir nun die

Existenz starker Losungen fiir das Dirichletproblem 4.37. Sei 2 € R" of-
fen mit 00 € C1,1 < p < oo, und L ein elliptischer Differentialoperator in Nicht-
Divergenzform [23), der auf Q [@4)-EA5) erfillt mit a;; € C°(Q) und ¢ < 0. Dann
ezistiert fir o € W2P(Q) und f € IP(Q) genau eine starke Lisung u € W2P(Q) des
Dirichletproblems Lu = f fast tberall auf 2 mit w = ¢ auf 9. Diese erfiillt

ullw2r@y < C(Q A, p,w) (| fllp@) + |ellwerq)) mit Stetigheitsmodul w. — (4.67)

Beweis: Die Differenz u := uy — u; € WP(Q) zweier Losungen uy,us € WP(Q) 16st
das Dirichletproblem zu f = 0 und ¢ = 0. Mit Satz £.37 folgt v € W?"(Q), und mit
dem Einbettungssatz in Holderriume, Satz .46, v € C°(Q) und mit Proposition
u = 0 auf 99Q. Da ¢ < 0, folgt mit dem Einbettungssatz Satz [£.26], dass u = 0, also
u; = ug, und es gibt hochstens eine Lésung des Dirichletproblems.
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Zur Existenz kénnen wir ¢ = 0 annehmen. Zuerst zeigen wir ({.G7). Angenommen

(A67) git nicht, so gibt es L,, 2.3), die (£.44)-([£.45]) erfiillen und einen Stetigkeitsmodul
w fiir a;jm,m und u,, € WP(Q) mit u,, = 0 auf 92 und

It () < 55 l[umll w2

Mit den globalen Calderon-Zygmundabschétzungen [£35] folgt

C(L A, p, w)(|| Lintiml @) + || tml 1r @)

[wmllw2r ()
o) S C(Q A n,p,w)||um| e fir m >2C(Q, A, n,p,w).

<
[umllwzr@) <

Nehmen wir zusétzlich ||ty @) = 1 an, so folgt || Lpyum| @) — 0, und u,, ist be-
schrinkt in W?2P(Q). Fiir eine Teilfolge m — oo konvergiert u,, — u schwach in
W2P(Q), stark in W?(Q), insbesondere ||ul/p) = 1. Da @, einen gemeinsamen
Stetigkeitsmodul haben, konvergiert a;;,, — a;; stark in C’O(Q), bim — b und ¢,, = ¢
schwach in [4(Q) fiir alle 1 < g < oo und eine weitere Teilfolge m — co. Damit erfiillt
L (23) mit Koeffizienten a;;, b;, ¢ [E44)-(E4H), und a;; € C°(Q).

Aus || Lyt || @) — 0 folgt Lu = 0 fast iiberall in €2, und mit dem Eindeutigkeits-
resultat folgt u = 0 im Widerspruch zu |[u||p) = 1, und somit ist (£.67) bewiesen.

Zur Existenz nehmen wir zuerst L, f € C°°(Q) an und schreiben in Divergenzform

LdU = Zij@(aijajv) +Zz (bz — Zjﬁjaﬁ) &v +cv = Zijaijaj&-v +Zzb,8,v +cv = Lo.

Da ¢ < 0 existiert mit dem Satz 3] eine schwache Losung u € W2(Q) von Lgu = f
auf Q und v = 0 auf 9Q. Fiir f € I?(Q) und 90 € CH! folgt u € W?%(Q) aus dem
Satz von Friedrichs 4.8 Wegen (A.10) ist u eine starke Losung des Dirichletproblems.
Fiir f € IP(Q) und 9Q € CM! folgt u € W2P(Q) aus Satz

Allgemeines L, f approximieren wir mit L,,, f,, € C*(Q) mit a;;,, — a;; stark in
C%Q), b;m — by und ¢, — ¢ schwach in L4(Q) fiir alle 1 < ¢ < oo, f,, — f schwach
in [P(S2), und L,, erfilllt (£44)-(445) fir 2A, und a;j,, a;; haben einen gemeinsamen
Stetigkeitsmodul wy. Dann existiert wie gezeigt eine Losung u,, € W2P(Q) mit

L, = fr auf @ up =0 auf 00 ||t ||wer) < C(Q A, 1, p,wo)ll finll r@)-

Fiir eine Teilfolge m — oo konvergiert u,, — u schwach in W*P(Q), stark in W'?(Q),

und Lyt — Ly, schwach in IP(Q), da a;;,, — a;; stark in C°(Q). Daraus folgt Lu = f
fast iiberall in Q, und u € W?P(Q) ist eine starke Losung des Dirichletproblems.q.e.d.

SchlieBlich zeigen wir, dass starke Losungen so regulér sind wie die Daten.
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Satz 4.38. Es sei ) € R™ offen, 1 < p < 0o, und L ein linearer, elliptischer Differen-
tialoperator in Nicht-Divergenzform, der [2.3), (L45) auf Q erfillt, k > 1 und

laijllcr-1a) <A biller-rr@) <A lelerag <A f e WRP(Q).  (4.68)

Fiir eine starke Losung von Lu = f inu € W24(Q) fir 1 < ¢ < oo folgt u € Wr7(Q)

loc
ullwerzw@y < COQ QLA 0, p, k) (| fllwre@ + Jullpe)  fir @ € Q. (4.69)
Ist 9Q € C**11 und u = o auf O mit ¢ € Wr2P(Q), so gilt u € W*2P(Q) mit
lullwrr2r@) < COQ A0, p, k)| fllwer@) + lollwrrzro) + l|ullr@)- (4.70)

Beweis: Wieder kénnen wir ¢ = 0 annehmen. Fiir k = O mit a;; € C°(Q) und ([{.44)
anstatt (L.68)) folgt die Regularitidtsaussage aus Satz | und die Abschétzungen aus
den Calderon-Zygmundabschitzungen A.34] 435 und Satz 437

Wir nehmen an, dass obige Aussage fiir O, ...,k —1 bereits gelten. Wir erhalten im
Fall ohne Rand u € W/ ?(Q) und im Fall mit Rand « € W*+?(Q) mit

|wl|wrsrm@my < C(Q Q" A n,p, E)([| fllwe-100)+|ull @) filr QeQ€QeQ, (4.71)

[ullwrrio@) < O A0, p, ) ([ fllwe-109) + [[ullp@)- (4.72)

Dabei beachten wir, dass der Stetigkeitsmodul von a;; fiir & = 0 durch die Annah-
me |la;cor) < A gegeben ist. Wie im Beweis von Satz vereinfachen wir die

Differentialgleichung im Fall mit und ohne Rand mit f € WhP(Q) zu

Lou := Z”a,ijajaiu =f- ZZ b;0;u — cu =: f fast tiberall in 2 (4.73)

1wy < O, p, k)| Fllwsngem + lullwieogm)
< C(Qu Q///7 A7 n, P, k)(HfHWk»p(Q) + ||u||U’(Q))

| Fllweay < C(Q A, 1, k) (| Fllwe + [l o). (4.74)

Fiir die endliche Differenz 9u, sieche (B.13), [ = 1,...,n,0 < |h| < d(2”,09Q"), und
u(x) := u(x + hey) gilt mit(4.68), (A.7T) und ([E73)

L(OMu) =P f — Zij(ﬁfaij)ajam =: f[' fast iiberall in ©".

L lwirory < 1 Fllweagomy + Collf as oo oy lullwessogmy
< C(Q, Q" An,p, K)([[f lwes) + el @)-
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Mit [@89) fiir & — 1 und @7T) folgt Afu € WHP(Q) mit

107 ullwrsrmry < COQ", QXA np )L lwe-ro@ry + 0] wll o)
< OO, A, p, k)| f lwes) + lull @)

Da wir u € W} P(Q) bereits wissen, konvergiert df'u — dyu stark in W*?(Q) fiir

loc

h — 0. Daraus folgt du € WET(Q), also u € Wk+2p( ), und (4.69) fiir k.

loc loc
Im Fall mit Rand kénnen wir den Rand mit einem C**L1-Diffeomorphismus ¥

glattbiegen, und, da ||v|lwsr2sqry ~ [[v 0 U lyprizp(gy)) mit einer von ¥, n,p und k
abhéngigen Konstanten, geniigt es lokal 2 N B(0,2) = B(0,2), zu betrachten.
Da wir u € mk+2p(Q) NWHFLP(Q) bereits wissen, folgt aus (73], ([E72) und [E74)

Lo(Ou) = alf — Z (01a;5)0;0;u =: fy fiir [ = 1,..., n fast iiberall in B(0,2), (4.75)
I fillwr-re 2. < IFlwee@) + CollOaigllweros @ lllwrsng)
S C(Q,A,?’L,p, k)(”f”kaP(Q) + ||u||l]’(ﬂ) (476)

Wir wihlen B(0,3)+ € Qo € B(0,3); mit 9y € C* und n € C5°(B(0,3)) mit
n =1 auf B(0,1). Mit Proposition B.37 und Definition folgt ndu € Wy () fiir
l=1,...,n—1und mit ([L75) fast tiberall in B(0,2)

Lo(ndu) = ZZ a;;0;0;(ndu) = nfi + Zij@&ij@majazu + a;;0;0mou) =: fin,

wegen u € W?(B(0,2)4) und a;; € C¥11(B(0,2)4) = WH*(B(0,2),). Dabei gilt
[ frnllwe—oo2),) < OO AR, E) ([ fllwes@) + ull @)

mit (£.72) und (L76). Aus (ﬂ:ﬂ) folgt mit [@T0) ndou € WHP(Qy) fiir k — 1 und

||8lu||wk+1p(3(01 < ||nalu||Wk+1p(Q0)
< CAn,p, k) (| finllwe-1000) + 1M 2 (020))
<C(Q,An,p, k)(”f“w’w(m + HUHU(Q)),

10:05ullwrsBo,1),) < O A0, p, ) (| flwen) + lullpo) fir (i) # (n,n), (4.77)
da wir u € W7 (Q) bereits wissen. Zuletzt erhalten wir aus (£.73)

85’& = ar_zr{ (— Z(i,j);ﬁ(n,n) aijajaiu + f) in B(O, 2)+,
also mit (&45)), (E74) und (ETT) nacheinander schlieflich u € W*+2P(B(0,1),) mit

102 ullwraso1),) < CO A n,p, k)| fllwraw + lullpe)
HUHWHM(B(M < C(Q A,n,p, )(||f“wkm(9) + HUHU’(Q))-

Uberdecken wir 99 mit endlich vielen Béllen, so folgt (Z70) aus (EGY). q.e.d.



