Kapitel 3

Funktionenriaume

3.1 Banachriume

Zuerst erinnern wir an ein paar grundlegende Begriffe.

Definition 3.1. Fin normierter Vektorraum ist ein K-Vektorraum X mait einer Norm,
d.h. einer Abbildung || - || : X — R mit folgenden Eigenschaften:

(i) |lz|]| > 0 und Gleichheit nur fir x = 0.
(i) [|Az|| = A =] firz € X, X € K.
(i) [l +yll < [l + llyll fir 2,y € X.

Eine Norm erzeugt durch d(z,y) := ||z — y|| eine Metrik Ist X mit dieser Matrix
vollsténdig, d.h. jede Cauchyfolge ist konvergent, so heifit (X, || ||) ein Banachraum.

Eine symmetrische, positiv definite Bilinearform (-, -) auf X heifit inneres Produkt
oder Skalarprodukt auf X. Sie erzeugt durch ||z|| := y/(z, x) eine Norm auf X. Ist die
erzeugte Metrik vollstédndig, so heifit (X, (.,.)) Hilbertraum.

Der Raum aller stetigen, linearen Abbildungen £(X,Y") zwischen zwei normierten
Vektorrdumen X,V ist mit der Norm [|T'[| := sup,<; [|[Tz| wieder ein normierter
Vektorraum, und ein Banachraum, wenn Y ein Banachraum ist. Der Dualraum X’ :=
L(X,K) ist der Banachraum der stetigen linearen Funktionale auf X.

Wir konstruieren mit folgendem Kriterium von Lax und Milgram Isomorphien:

Satz von Lax und Migram 3.2. Fulls ein T € L(X, X) auf einem Hilbertraum X
folgendes erfiillt, dann ist T ein Isomorphismus, d.h. T ist bijektiv und T—' € L(X, X):

(Tx,z) > Clz|? fir ein C' > 0 und fiir alle v € X. (3.1)
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Beweis: Aus (3] folgt C||z||? < (Tx,z) < ||Tz| - ||| aund damit auch
Cllz|| < || Tx| fir alle z € X (3.2)

Insbesondere ist T injektiv. Fiir eine Cauchyfolge (T'z,,)men im Bild von 7', die gegen
y konvergiert, ist (z,,)men wegen ([B:2)) eine Cauchyfolge, und konvergiert gegen ein x
mit Tz = y. Fiir 2z € (BildT)* folgt 2 = 0 aus (B) und 0 = (T2, 2) > Cz||?, und
damit Bild7T = BildT = X. Also ist T bijektiv und wegen ([B.2)) ist T~! stetig. q.e.d.

Eine stetige lineare Abbildung 7" : X — Y heifit kompakt, wenn fiir jede beschrank-

te Teilfolge (2, )men in X eine Teilfolge von (T'z,,)men konvergiert. Die Verkettung
einer stetigen und einer kompakten Abbildung ist wieder kompakt.

Lemma von Ehrling 3.3. Es secien X,Y,Z Banachriume und X — 'Y — Z zwei
stetige, lineare Abbildungen, deren erste T : X — Y kompakt und deren zweite [ :' Y —
Z ingektiv ist. Dann ezistiert zu jedem € > 0 ein C(e) < oo mit

|Tz||y <el|z||x +Ce)|[ITx| 2 fiir alle z € X.
Beweis: Andernfalls existiert ein € > 0 und eine Folge (2,,)men € X mit
ellzmllx +mlITzmllz < [[Tzmly = 1.

Dann ist z,, € X beschriankt, und, da 7" kompakt ist, konvergiert eine Teilfolge von
(T'x)men gegen y € Y. Der Grenzwert der entsprechenden Teilfolge von (|72, ||y )men
ist ||y||y = 1, und insbesondere y # 0. Aufgrund der Annahme konvergiert die entspre-
chende Teilfolge von (|[ITZ,||)men gegen Null und wegen der Stetigkeit von I gegen
| Ty]|, im Widerspruch zu der Injektivitiat von I. q.e.d.

Injektive kompakte Stérungen von Isomorphismen sind wieder Isomorphismen:
Lemma 3.4. Seien T, K : X — Y stetige lineare Abbildungen zwischen zwei Ba-

nachraumen X,Y . Die erste T sei ein Isomorphismus, und die zweite K sei kompakt.
Ist T — K injektiv oder surjektiv, so ist T'— K ein Isomorphismus.

Beweis: O.B.d.A. konnen wir X =Y und 7" = 1x annehmen.
Zuerst sei 1 — K injektiv. Wir behaupten, dass dann folgendes gilt:

(1- K)z| > Cllz|| fiir ein C' > 0 und alle x € X. (3.3)

Andernfalls existiert eine Folge (2, )men in X mit [[(1— K)ap,|| < L]z, und 0.B.d.A.

|Zm|| = 1. Nach Ubergang zu einer Teilfolge konvergiert Kz, — y und x,, — y wegen
|(1—- K)z,,|| = 0. Dann ist (1 — K)y der Grenzwert von (1 — K)z,, — 0. Weil 1 — K
injektiv ist folgt y = 0 im Widerspruch zu 1 = ||z,,,|| — |ly||. Das zeigt ([B.3)).



3.1. BANACHRAUME 33

Dann ist fir jede Cauchyfolge ((1 — K)Zy,)men im Bild(1 — K) mit Grenzwert y
auch (2 )men eine Cauchyfolge, mit einem Grenzwert x mit (1 — K)z = y. Also ist
Bild(1 — K) abgeschlossen. Wenn 1 — K nicht surjektiv ist, sei x € X \ Bild(1 — K).
Mit 1 — K ist auch (1— K)" injektiv und von der Form 1 — K mit K kompakt:

1—K)"=1- ”) —1)EK
-ry=1-3 (7)o
Aus (1-K)"z = (1-K)" 'y mit y € X, wiirde (1-K)"(z—(1-K)y) = 0 folgen, und da
(1— K)™ injektiv ist, auch x = (1— K)y € Bild(1— K') im Widerspruch zur Wahl von z.
Das ergibt (1— K)"z € Bild(1—K)™\Bild(1— K)™! und d((1— K )"z, Bild(1— K )"*) >
0, weil Bild(1 — K)™ abgeschlossenen. Sei y,, € Bild(1— K)"™! mit

[(A = K)"2 — gl . (I-K)"w—yn .
<2 und g, = Bild(1 — K)".
A= Ky, Bidd - &y = 2 I = [ Ry, € BA R
_ n 3 _ n+1
Dann folgt  d(, Bild(1— K1) > 2 Hﬁ )_x[’gfj(_l - ﬁ( ") S % und

K9 — KOl = 190 — G — (1 — K) Gy + (1 — K) G| > 1/2 fiir m > n,

da g, + (1— K)g, — (1— K)g,, € Bild(1— K)"*!. Also konvergiert keine Teilfolge von
(K¥m)men, Was ||Um|| = 1 und der Kompaktheit von K widerspricht. Also ist 1 — K
surjektiv und ein Isomorphismus, weil wegen (B.3)) die Umkehrabbildung stetig ist.
Nun sei 1 — K surjektiv. Zunédchst nehmen wir an, dass 1 — K nicht injektiv ist.
Dann existiert = z; € Kern(1— K) \ {0}. Da 1 — K surjektiv ist, existiert induktiv

(1- K)zpe =z, firn € N,
Daraus folgt (1— K)" 'z, =2;#0 und (1-K)"z,=(1-K)z; =0.
7, € Kern(1 — K)"\ Kern(1 — K)"™! fiir n > 1.
Der Kern(1 — K)"! ist abgeschlossen. Sei k,, € Kern(1— K)"~! mit

=2 d @ =" € Kem(1- K)".
d(z,, Kern(1 — K)»=1) = un 7 (E— € Kern( )

d(z,, Kern(1 — K)"1) 1
[E | 2

1K &y — Kol = ||in — Gm — (1= K)an + (1= K)&n| >1/2  fiir m > n,

da Z,, + (1 - K)z, — (1 — K)%,, € Bild(1 — K)"!. Das widerspricht wieder der
Kompaktheit von K und ||Z,,| = 1. Also ist 1 — K auch injektiv. q.e.d.

Dann folgt  d(%,, Kern(1— K)"1) > > und
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Bemerkung 3.5. Allgemein kann man zeigen, dass eine kompakte Storung eines Iso-
morphismus ein Fredholmoperator vom Index 0 ist, siehe H. W.Alt: Lineare Funktional-
analysis Satz 8.15. Dabei heifst eine Abbildung T : X — Y Fredholmoperator, falls

(i) BildT CY ist abgeschlossenen, (ii) dimKernT" < oc.
(iii) dim KokernT = dim(Y/BildT) < oc.
Die Differenz Ind T := dim KernT' — dim Kokern T" heifst der Index von T.

3.2 Holderraume

Definition 3.6. (Ho6lderrdume) Sei Q C R" offen und k € Ny. Der Raum der k-fach
stetig differenzierbaren Funktionen auf Q bzw. auf A mit Q C A C ) ist

CH(Q) == {u: Q=R | u ewistiert fiir |y| < k und ist stetig auf Q}
C*(A) := {u e C*(Q) | D setzt sich fiir |y| < k stetig auf A fort}

und C*°(A) := NgenC*(A). Der Index 0 bezeichnet Funktionen mit kompaktem Triger:

C5(A) := {u € C*(A)|supp(u) € A} Coo(A) == NkenCy(A).
Fiir beschrinktes Q ist C*(Q) ein Banachraum mit  ||ul|or @) Z 107 || 100 (03)-
lv|<k
|u(z) — u(y)|

Fiir 0 < a <1 ist die Hélderkonstante definiert als  holg o u := sup
xF#YyeQ |5E - y|a

und eine Lipschitzkonstante lipg v := holg ; u. Eine Funktion u mit endlicher Holder-
bzw. Lipschitzkonstante heifit holder- bzw. lipschitzstetig. Der Raum der Funktion mait
beschrdankten und hélderstetigen Ableitungen bis zur k-ten Ordnung ist

CFe(Q) = {u € CF(Q) | 07w 1= () + hlo.a(d7u) < oo fiir || < k}.

zusammen mit der Norm ]| ragoy = Z (/|07 || 0o (2) + h6lg 0 O w).
lv|<k

Wir nennen C**(Q) Hélderrdume. Schlieflich sei fir Q C A C Q

CEY(A) :={u € C*Q) |Vz € A: 30> 0: ulanpey € CH* (2N B(x,0))}.

Ubungsaufgabe 3.7. Zeige dass fir a > 1 lokal u = const aus holg o u < oo folgt.

Proposition 3.8. C*%(Q) ist ein Banachraum.
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Beweis: Sei (u;);en eine Cauchyfolge in C**(2). Weil die stetigen und beschrinkten
Funktionen auf einem metrischen Raum mit || - || ein Banachraum sind, konvergiert
0, fiir |y| < k gleichméfig gegen eine solche Funktion w.,. Fiir 7; > 1 folgt aus

t

O uj(z +te;) = 07 %y (z) —i—/ DNuj(x+se;)ds auf {z+te | |t| <e} CQ
0

die analoge Gleichung fiir die entsprechenden Grenzwerte. Deshalb folgt u, = 0”7 mit
u = lim u; aus der gleichméBigen Konvergenz aller partiellen Ableitungen der Ordnung

< k. Genauso konvergiert Z4l2)=01uv) {(z,y) € QA x Q| z # y} gleichmiBig

|z—yl*
gegen eine stetige beschrinkte Funktion. Der Grenzwert stimmt mit dem punktweisen
Grenzwert % iiberein. Also kovergiert u; in C**(Q) gegen wu. q.e.d.

Das Produkt zweier holderstetiger Funktionen ist wieder holderstetig.
Proposition 3.9. Seien k € Ny und 0 < a < 1. Dann gilt fiir u,v € C%*(Q)
holg o (uv) < holg o ul|v]eq + ||t]| @) holg.qa v
und fiir u,v € C**(Q) [uv]|cra@) < Cn, B)|Jullcra@)llvllora@)-
Beweis: Die erste Abschiatzung folgt aus folgender Ungleichung fiir z,y € €
uv(@) — wo(y)] < Ju(@) — uy)] [v()] + |uy) [v(z) = v(y)
< (holoa ul|v]| o) + Ul () hélaa v) |2 — y|%,
Die zweite folgt aus dieser unter Beachtung der Produktregel
" (uwv) = Z (7) OPud Py fiir |y| < k. q.e.d.
0<B<y
Proposition 3.10. Fir Q2 € R" und 0 < 8 < « sind folgende Einbettungen kompakt:
Co(Q) — COP(Q) — C°(Q).

Beweis: Eine Funktion u € C%%(Q) ist gleichmiBig stetig und 148t sich daher stetig auf
Q fortsetzen. Klarerweise ist die Einbettung C%%(Q) — C°(Q) stetig. Eine in C%*()
beschriinkte Folge von Funktionen (u;);ey ist auf Q gleichgradig stetig beschriinkt. Da
Q) kompakt ist, gibt es nach dem Satz von Arzela-Ascoli eine gleichmiBig konvergente
Teilfolge, und die Einbettung der Hélderrdume in den Raum der bis zum Rand stetigen
Funktionen ist kompakt. Fiir 0 < f < o, z #y € Q und 6 > 0 gilt

M < holgqu 0477 wenn |z —y| <0 (3.4)
|z —y|’
[u(z) —uly)| < 2] oy 6" wenn lz —y|l>0.  (3.5)

|z —y|?
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Fiir 6 > diam Q folgt daraus die Beschrinktheit von C%®(Q) — C%#(Q):
holg g u < holg, o udiam® 7 (Q)

Nach Ubergang zu einer Teilfolge konvergiert also eine in C%%(Q) beschrinkte Folge
u; gleichmiBig in C°(Q) gegen eine Funktion w. Mit (3.4]) und (B3] folgt fiir alle 6 > 0

lim sup holg g(w; — u;) == lim sup holg g(u; — u;) <

i,j—00 k=00 >k
< limsup 67 (holg, o u; + héloq uj) + limsup 267 ||u; — w;| o) < C5*7.
2,]—>00 2,]—>00
Also ist u; eine Cauchyfolge, und damit konvergent in C%%(2). q.e.d.

Fiir Einbettungen mit £ > 0 muss 0 eine gewisse Regularitéit aufweisen.

Definition 3.11. Seien Q C R™ k € Ny und 0 < o < 1. Wir nennen 9Q C*- bzw. C*°-
regulir (02 € C* baw. C*), wenn OQ lokal der Graph einer C* bzw. C** Funktion
ist. D,h. fiir alle zg € O ewistieren o > 0, M < oo und ¢ € C*(B"71(0,0)) bzw.
CE(B™ 10, 0)) mit p(0) = 0 und ||p||ee < M, so dass nach einer geeigneten Rotation

{z—z0 |2 € QFNB"H(0,0) x (=M, M) = {(y,t) € B"7'(0,0) x (=M, M) | t > ¢(y)}.
Damit erhalten wir den Kompaktheitsansatz fiir Holderrdume mit k£ > 0.

Proposition 3.12. Seien Q €@ R" offen 00 € C%', k > 1€ Ny, 0 < B, < 1 mit
k+a > 1+ 3. Dann sind die Einbettungen C**(Q) — C4(Q) kompakt.

Beweis: Fiir k = [ folgt die Aussage sofort aus Proposition B.I0. Auch der allgemeine
Fall folgt aus Proposition B.I0, wenn wir zeigen, dass die Einbettung

() — CO(Q) (3.6)

wohldefiniert und stetig ist. Da 9Q € C%!, hat Q nur endlich viele Zusammenhangs-
komponenten, und diese haben alle positiven Abstand zueinander. Fiir z,y € €, die
nicht in derselben Zusammenhangskomponente liegen, gilt somit

u(z) = u(y)] < 2fjull@) < CQ)|ullpe@lz =yl

Fir z,y € Q in der selben Zusammenhangskomponente gibt es nach dem folgenden
Lemma einen stetig differenzierbaren Weg v : [0, 1] — €, mit v(0) = z,v(1) = y und

Liy) = / V(0] dt < CQ)e — .
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Daraus folgt fiir u € C*(Q)

1
ule) ~u(w)] < [ 1Vuls(0)]dt < [Vl @z~ .
0

Also ist lipg u = hélg 1 u < C(Q)[|ul|c1(q), und ([B.6) wohldefiniert und stetig.  q.e.d.
Lemma 3.13. Es sei Q @ R” offen und zusammenhdingend, 0 € C%'. Dann gibt es

C(Q) < oo, so dass fir zwei beliebige Punkte x,y € Q ein stetig differenzierbarer Weg
v 10,1 = Q mit v(0) = x,v(1) = y und folgender Eigenschaft existiert:

_ / (O]t < C@Q)]z — . (37)

Beweis: Fiir zy € 0f) setzen wir nach einer geeigneten Rotation
Ulzo) :={z €Q|ax—x9€B"(0,0) x (—M, M)},
wobei ¢ := g,y > 0, M := M, und ¢,, € C*'(B"1(0, ¢)) wie in Definition B sind.
Dann ist (3.7) fir U(zo) N Q mit C := C(p, M,lip p) < oo erfiillt. Fiir zyp € 2 wihlen
wir U(zo) := B(2o, 0z,) € §2, und sehen dass ([B.1) fiir U(zp) mit C' =1 erfiillt.
Da ) kompakt ist, existieren endlich viele z; € ) mit

QCU(z)U...UU(zy).

Fiir jedes i = 1,..., N ist (3.7) fir U(z;) N Q mit einem C; < oo erfiillt. Wir setzen
C = max{C},...,Cxn}. Wiahle 6 > 0, so dass fiir beliebige x,y € Q mit |z —y| < ¢

x,y € U(z;) NQ firemi=1,...,N
gilt. Also ist (B1) fiir z,y € Q mit | — y| < 6 mit C = max{C},...,Cy} erfiillt.

Da € zusammenhéngend ist, existiert fiir x,y € Q mit |[x — y| > 0 ein stetig
differenzierbarer Weg v von = nach y mit (er durchlduft jedes U(x;) hochstens einmal)

L(v) < <Z C; diam (U (x;) ) (ZC diam (U F‘lQ)) lz =yl 5 vl _ =: Cylz — y|.

Mit C () := max{Cy,...,Cn} < oo ist [B.7) erfiillt, und das Lemma bewiesen. q.e.d.
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3.3 Sobolevriaume

Wir beginnen mit einer kurzen Erinnerung an I[P-Raume.

Definition 3.14. (IP-Rdume) Sei (2, A, ) ein Mafiraum, d.h. A eine o—Algebra auf
Q und p ein o—additives Maf$ auf A. Fir 1 <p < oo und mefbares u : ) — K sei

ullpgy - 4 UaluPdi)” fiir 1< p < oo,
(#) inf{\ | p-fast dberall gilt |u| < A} fiir p = oo,
und definieren den Raum der p—integrablen bzw. der beschrinkten mefbaren Funktionen

DP(p) =P A p) = {u: Q= K mefbar | ||u]|p@) < o},

wobei wir wie iblich Funktionen identifizieren, die p—fast iberall iibereinstimmen. IP (1)
ist mit der Norm, || - ||p(u) €in Banachraum und fiir p = 2 mit dem Skalarprodukt

(u,v) := /qu dp

ein Hilbertraum. Fiir Q C R"™ messbar schreiben wir abkiirzend IF(Q) = IP(Q, A, ),
wobei 1 das n—dimensionale Lebesquemaf ist und A die o—Algebra der lebesguemefsba-
ren Teilmengen von ) bezeichnet. Weiter setzen wir

Lp

loc

(Q):={u: Q=K |ulgr € () fiir alle Q' € Q},

p

wobet .y, in L () gegen u konvergiert, falls w,,|o — ulq in LP(SY) fir alle Q' € Q.

Fir 1 <p < oo heifit 1 < ¢ < oo mit %—i—% = 1 der zu p konjugierte Exponent, und
es gilt fir u € IP(u),v € L(u) die Holderungleichung

\ / wo du‘ < Null g 0 -

Fir 1 < p,q,r < oo mit %—l—%: % folgt fiir u € IP(u),v € L1(p)

1 1 1
ol = 0o gy < Nl 1070 ) = Tellgollelsgo.

w( )Yl gy < ()P ull gy fir p(Q) <ccund 1<r<p<oo  (3.8)
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Mit Induktion erhalten wie die verallgemeinerte Holderungleichung

Ipm () fU.l" L 4+ ...+ L - 1 (39)

p1 ’ Pm

/ul...um d,u‘ < ua ]l zrr gy -+ - [t
Q

Auf einer offenen Menge 2 C R™ ist fiir 1 < p < oo jede Treppenfunktion in IP(£2) ein
Grenzwert von Funktionen in Cy(€2). Also liegt Cy(£2) dicht in IF(Q).

Diese Aussage wollen wir verschérfen, indem wir zeigen, dass die unendlich oft
differenzierbaren Funktionen mit kompaktem Triger in 2, d.h. C3°(Q2), fir 1 <p < 0o
in IP(Q2) dicht liegen. Dazu wihlen wir einen Mollifier A € C5°(B(0,1)), A > 0 mit
JA=1@B. A= ¢poy). Wir setzen A\(x) := e "A(%) fiir ¢ > 0 und sehen A, €
Cs°(B(0,e) und [ A = 1. Fiir Q C R" offen, u € Lj () definieren wir die Faltung

ue(x) == (A xu)(z) = /)\E(x —y)u(y) d"y fir z € Q mit € < d(z,00). (3.10)

Wir sehen u, € C() fiir ' € Q mit d(,9Q) > €. Fiir u € ' (Q) koénnen wir u, auf
ganz R" definieren mit u, € C*°(R"). Fiir supp(u) € Q und € < d(supp(u),0f) gilt
ue € C°(Q). Fiir u = xqr mit Q' € Q" € Q und € < min{d(',0Q"),d(Q",00)} gilt

ue € C5° () 0<u <1 u. =1 auf .

ue approximiert v in lokalen Rdumen, wie die folgende Proposition zeigt.

Proposition 3.15. (i) Firue I (Q),1 <p < oo gilt ue — u in L}

loc loc

Ist Q =R" und v € IP(R™), 1 < p < o0, so gilt ue — u in [P(R™).

Q).

(ii) Fiir u € C°(Q) gilt fiir alle O € Q u. — u in CO(QY).

(iii) Fiiru € C(Q), 0< a <1, k €Ny, gilt fir 0 < < a u.— u in CE2(Q),

und fiir alle ' € Q gilt ||[uc|| cray < |ullerey, falls € < d(§Y, 082).

Beweis: Fiir u € L}, (Q),2 € @ € Q" € Q und e < d(Q,0Q") gilt, wegen [ A =1,

loc

wle) = u() = [ Ao = p)(uly) ~ u@) ' = [Nt - ) - u@) . (311)

Q" B(0,¢)

(i) Wegen A\ > 0, [ A\ = 1 und der Konvexitét von = — |z[P folgt! (SALN)" < [ALfIP

!Diese Ungleichung folgt auch aus der allgemeinen Holderungleichung (B.8) fiir das Maf$ . dp.
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fir f € IP(B(0,¢€)) aus Jensens Ungleichung?. Fiir u € L (€2) und 1 < p < oo folgt

e =l / / (e — y) — (@) dyda

Q' B(0,e)
= [ AWl =)~ ulfyy 'y < sup (- = ) = ) = 0
y|<e
B(0,¢)

im Grenzwert € | 0, weil das fiir den dichten Unterraum der Treppenfunktionen gilt.
Fiir w € IP(R™) und 1 < p < oo folgt im Grenzwert € | 0 genauso

=l < [ [ A@)luta =) - )Py e =

R™ B(0,¢)

= / Ayl =) = ullf ey Ay < s [lul- =) = ullf ey 0. (3.12)
y|<e
B(0,¢)

(i) Fiir w € C°(Q) und ' € Q" € Q ist u gleichméiBig stetig auf Q”. Aus (B.I1)) folgt

Jue —ull @y < sup  Ju(z) —u(y)| = 0.
e |z—y|<e

(ili) Fir z € ' gilt B(x,€) € Q, A(z —.) € C5°(2) und fiir |y| < k

Nu(z) = /Ae(aj — ) u(y) d"y.

Q
Daher geniigt es & = 0 zu betrachten. Aus (ii) folgt |Jue — [y — 0. Mit (B.11) folgt
aus ([B4) fir xq # xo € ' und 1 — y # x9 — y oder fiir x1 # 1 —y und zy # x9 —
[(ue = u)(21) = (ue — u)(22)] <
< / AcW)(u(rr = y) — ulz)) — (w(zz —y) — ulzz))| d"y

B(0,¢)
< 2hélgr o (u) min{|z; — z]%, €} < 2P holgr o (u)|z) — 22"

?In Rudin:“Real and Complex Analysis” findet sich folgender einfache Beweis: Sei ¢ = [ A|f].
Aus der Konvexitiit von s +— sP folgt sP > tP + ptP~!(s — t) (Tangente an s — sP) fiir s > 0, also
[f(@)[P > 7 +pt?= (| f(2)] — t). Daraus folgt [ Ac[f[? > [At? +pt?~! [A(|f] =) = 7 = (] Ac|f])?
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Dies ergibt hélgy g(ue — u) < 2¢* P holgn o u — 0 fiir € | 0. Weiter gilt

lue(x / y)|u(z —y)| d"y < ||ul| (o) und

|ue(x1) — ue(z2)| Y)|u(zy —y) —u(ze — y)| d*y < hélg o (u)|x; — 22|

o\

Dies ergibt HuEHck,a(Q,) < |l oraq)- q.e.d.
Daraus folgt sofort
Proposition 3.16. C3°(Q) liegt dicht in IP(QY) fir 1 < p < oo.

Beweis: Die Treppenfunktionen mit kompaktem Tréger in €2 liegen dicht in [F(€).
Fiir u € IP(Q),supp(u) € ' € Q, 0 < € < d(supp(u), o) gilt u. € C(2). Mit Pro-
position B.T5 (ii) folgt fiir € L 0 [Jue — ul| oy < () P||ue — u| ey — 0. q.e.d.

Wir kommen zu den Sobolevraumen.

Definition 3.17. (Sobolevraume) Auf einer offenen nicht leeren Menge 2 C R™
ist fir 1 < p < oo der Raum der Sobolevfunktionen mit k-fachen [P-integrierbaren
schwachen Ableitungen definiert als WhP(Q) :=

{u € IP(Q) | V]y| < kJu, € IP() /Wp dp = (=1)M! /uanp dp Vo € C’g"(Q)} .
Wir nennen 0"u := u, die schwache Ableitung von u und definieren die Norm

lullwrso =Y N10"ull @)

0<vy<k

Fir 1 < p < oo definieren wir WiP(Q) als den Abschluff C3°(Q) C kap(Q)_ der
unendlich oft differenzierbaren Funktionen mit kompaktem Trager. Fir Q2 C A C ) set

WEP(A) = {u € I, () | Vz € A: 3o > 0: ulonpay € WHP(QN B(z,0))}.

loc

Zur Vereinfachung der Schreibweise setzen wir abkiirzend WO (Q) := IP(Q). Wir nen-
nen WeP(Q) und W*P(Q) Sobolevriume und ihre Elemente Sobolevfunktionen.

Proposition 3.18. W*?(Q) und Wi (Q) sind Banachriume, und fir p = 2 sind
Wh2(Q) und W% (Q) mit folgenden Skalarprodukt Hilbertriume:

(u,v) =Y / O udv du

1vI<k o
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Beweis: Wir sehen, dass W"?(Q) isometrisch WhP(Q) =

{twhoctia € 210 xcox @) [t = (-0 [wpan woecrm ),

zu einem abgeschlossenen Unterraum von IP(Q) x ... x [P(£2) ist und somit ein Ba-
nachraum. Damit ist auch Wg?(Q) als abgeschlossener Unteraum von W*?(Q) ein
Banachraum. Die Normen der oben definierten Skalarprodukte sind dquivalent zu den
Normen von W*2(Q) und Wg?(2). Also sind diese Réume Hilbertriiume. q.e.d.

Folgende Proposition gibt eine Charakterisierung der Sobolevridume fiir 1 < p < oo.

Proposition 3.19. Fir 1 < p < co,k € N gilt u € W*P(Q) genau dann, wenn u €
1) und fir ein M < oo, |y| < k, ¢ = £ folgendes gilt (< |[ullwrrq) < C(n, k)M ):

1N u(p)| < M|gllme  mit Ayu: CP(Q) =R Au(p) = (—1)1 /u@”gp du.

Q

Beweis: folgt aus der isometrischen Dualitét L7(Q) = [P(Q) fir 1 <p < o0. q.e.d.

Proposition 3.20. Es sei Q@ C R™ offen, zusammenhingend, und v € W51 (Q) mit
Vu = 0. Dann ist fast tiberall w = const auf €.

Beweis: Wir betrachten zq € Q und B(x,20) C Q. Fiir € < p ist die Faltung u, €
C>(B(xg, 0)) und fiir x € B(xg, 0) ist Ac(z—.) € C°(B(xg,20)) C C5°(R2). Dies ergibt

Vue(r) = /We(x —yuly)d'y = /Ae(ﬂj —y)Vu(y)d'y = 0.

Daher ist u, = const auf B(xg,0), und, da u. — u in L'(B(x,0)), ist fast iiberall
u = const auf B(zg, 0). Da  zusammenhiingend ist, folgt u™'[{u(x)}] = Q. q.e.d.

Sobolevfunktionen kénnen durch glatte Faltungen (3.10) lokal approximiert werden.

Proposition 3.21. Firue W*r(Q), ke N und 1 < p < oo gilt uc — u in W"P(Q).

loc

Ist supp(u) € Q oder Q = R", so existieren u,, € C§(Q) mit u,, — u in WHP(Q), also
ue Wi (Q), wenn supp(u) € €,

und WHP(R?) = WyP(R™). Ist schlieflich Q = R? := R*! x (0,00), so existieren

Uy, € CF(RY) mit uy, — u in WEP(R), d.h. WEP(RY) = C5°(RT).
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Beweis: Wir betrachten die in ([B.10) definierte Faltung u, := A\ x u € C*°(R"). Fiir
r e Qe<d(x ) ist A(z —.) € C(Q), und wir sehen fiir |y| < k

o) = [ o=y @y = (07 [ G- ) ary

Q Q

_ / Aol = y)0u(y) d'y = (97u)c(x)

Q

im Sinne einer schwachen Ableitung. Da 0"u € I () folgt mit Proposition
(u) = (0"u). — Ou in £ _(Q), also ue — u in WP(Q). Ist supp(u) € Q oder
2 = R", so gilt mit obiger Rechnung und Proposition ue — u in WkP(Q).
Im Fall supp(u) € §2 wissen wir weiter, dass u, € C§°(2), wenn € < d(supp(u), 0€2).
Im Fall Q = R” kénnen wir mit obigem Argument u € W*?(R") N C>°(R") anneh-

men. Wir wéhlen n; € C§°(B(0,2)) mit n; = 1 auf B(0,1). Fir R > 1 gilt dann

‘al’/]}g‘ S CIR_IXB(OQR)\B(O,R) fir { eN mit UR(SL’) = 7]1(%).

Wir setzen up := nru € Cg°(R"). Dann gilt fiir |y| < k im Grenzwert R — oo

up Z (g) IPnrd"Pu |0 ug — NrRO u|| prny < C(n, k)R_lnuHWk,p(Rn) — 0.

0<B<y

Da nrdu — 0w in IP(R") folgt Our — 0w in [P(R"), und ur — u in W*P(R").
Im Fall Q = R" wihlen wir den Faltungskern in A € C§°(B(0,1)NR" ™! x (—o0,0)).

Fir z € R} héngt die rechte Seite von (B.11]) nur von den Werten von u auf R’} ab.

Wegen |[uelry — ulrr @) < [[ue — ullp@n) folgt auch dieser Fall. q.e.d.

Schwache Ableitungen kénnen durch endliche Differenzen approximiert werden. Fiir
QCR"offen, h£0,l=1,...,nund u : 2 — R setzen wir

_ u(z + he) — u(x)
h

Wenn wir z 4 he; durch x substituieren erhalten wir die diskrete partielle Integration:

Ou(x) : fiir r € QN (Q— hey). (3.13)

/Olhuqb dp = —/u@l_hgb du fiir u € L, .() und ¢ € Cy(9).

Proposition 3.22. Fs set Q CR" offen k e N, 1 <p<oo, undl=1,...,n.
Fiiru € WhP(Q), ' € Q und 0 < |h| < d(Y,09) gilt

||8lhuHWk71,p(Q/) S ||8lu]|Wk71,p(Q) und 8lhu — 8lu n Wk_l’p(Q) fﬂ’l" h — 0. (314)

loc



44 KAPITEL 3. FUNKTIONENRAUME

Gilt umgekehrt fir 1 < p < oo,u € WFLP(Q), 0 < |h| < d(Q,00) undl =1,...,n
fiir alle Q' € Q 107 || i1y < C(E), (3.15)
so ist u € WP(Q) mit 1Ol w10y < C(n, &, Q). (3.16)

Beweis: Fiir u € WP(Q)NC>®(Q), |v| <k -1,z € € Qund |h| < d(Y,09) gilt

1

= /ﬁyﬁlu(m + the;) dt

0

Nu(x + he)) — Nu(x)
h

070 u(x) =

1070l ) < / / Oz + the) [P dt &' < / / ()l dy dt < 11070l g,

wegen Jensens Ungleichung. Fiir glatte u folgen nacheinander beide Seiten von (B.14]).
Fiir allgemeines w existiert nach Proposition B21] u,, € C*(Q2) mit w,, — u in
WEP(Q). Mit @ € Q' == {z € R" | d(z, ) < §} € Q und fiir |h| < § < d(Q,9Q) gilt

||azhu||wkfl’p(9’) A ||8lhum||wk71’p(9') < ||8lum||wk71»p(9") - ||alu||wk*17p(m)>
also (B.14)) linke Seite. Die rechte Seite folgt im Grenzwert m — oo, weil folgendes gilt:
lim sup [|0'w — dulwr-10(0r) <
h—0
< 111};1 sup ||8lhum - 8lumHka1,p(Q/) -+ H@lh(u - ’U/m)Hwkfl,p(Q/) + ||alum - 81U’|Wk—1,p(ﬂ/)
—0

S 2||8lum — 0lu||Wk71,p(Qu).
Umgekehrt folgt fiir % + % =1, e CP(), |7 <k—1und 0 < h < d(supp ¢, 0€)

‘/u@lmapdu‘ = ‘/8“’u8l<pd,u — '/8“’u81_h<pd,u‘ = ‘/mﬁlhugod,u‘ <
< |0 ullwr-so@n |l @) < CQ)ll¢llme
aus (315). Fiir 1 < p < oo folgt mit Proposition BI9u € W*(Q2) und B106) aus

loc

[ o] < sl qed.

Bemerkung 3.23. Fiir u € W??(Q),1 < p < oo sehen wir durch zweimalige Anwen-
dungen von [BI4) fir ¥ € Q" € Q, 0 < h < d(Y,00"),d(Q",00),

10,00 ull oy < 1000 ull ey < N107ull o)

und O "Ofu — 0w in IF () durch Approzimation mit Proposition [3.21.
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Fiir p = oo kénnen wir W1 mit Holderrdumen identifizieren.
Proposition 3.24. Fiir Q C R" offen, k € N gilt C*~11(Q) C W**°(Q) und
|Vl 0y < C(n)lipgu fir u € C*H(Q). (3.17)

Ist Q @ R™ mit 9Q € C% oder Q konvez, so gilt W (Q) C C*LY(Q), und, falls Q
zusammenhdngend ist, lipg u < C(,n)||Vul (o) fir u e WH(Q).

Beweis: Es geniigt den Fall & = 1 zu beweisen. Fiir u € C%'(Q), ¢ € C5(R2) und
0 < h <d(supp(p),0(Q),l =1,...,n gilt mit diskreter partieller Integration

‘/u@lapd,u‘ — ‘/u@lhgpd,u‘ = ‘/Q_hugpdu‘ < lipg u||@|| o)

Dann folgt mit Proposition B9, dass v € WH*(Q) und BIT7). Nun sei u € WH>(Q).
Zuerst betrachten wir @ = B(0,1). Dann liegt die Faltung [B.I0) u. = A x u in
C>®(B(0,1 —¢)). Da A(x —.) € C*(B(0,1)) fiir x € B(0,1 — ¢), folgt

Va(a) = [ e = puln) Py = [ Al - ) Tuly) dy

hpB(O,l—e) ue < [|Vull(50,1))-

Wegen dem Satz von Arzela-Ascoli konvergiert u. — u in C(B(0,1 — ¢)) fiir § > 0 im
Grenzwert € | 0 nach Ubergang zu einer Teilfolge. Dies ergibt u € C%!(B(0,1)) und

lipgoa) v < [[Vul B0, (3.18)

Fiir allgemeines Q erhalten wir W,">°(Q) = C2!(Q). Fiir Q € R” zusammenhingend

loc loc

mit 9Q € C%! existiert nach Lemma fiir beliebige x,y € € ein stetig differenzier-
baren Weg v : [0,1] — Q, mit 7(0) = x,v(1) = y und ([B.7)). Gleiches gilt fiir konvexes
Q mit C(2) = 1. Wir unterteilen [0,1] in 0 =ty < t; < ... <ty =1 mit

[y (t:) = v(ti-1)| < d(7([0,1]),00) =: 6 firi =1,..., N.
Dann folgt fiir u € WH*(Q) C C2H(Q) mit FIN)

loc

ti
[u(v(t:)) — w(y(tim))] < Py, v () — Y(Em)] < VUl o)) / [ ()] dt
t.

i—1

1
u(z) = u(y)| < [[Vull = / Y ()] dt < CQIVul| ol — yl.
0
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Dies ergibt u € C%1(Q) und lipg u < C(Q)||Vu| ().

Ist Q nicht zusammenhingend, so ist u € C%(Q) fiir alle Zusammenhangskompo-
nenten 2 von . Da 0Q € C%!, gibt es nur endlich viele Zusammenhangskomponenten
und diese haben positiven Abstand zueinander. Dies ergibt u € C%1(). q.e.d.

Wir stellen einige einfache Rechenregeln fiir Sobolevfunktionen zusammen.

Proposition 3.25. (Produktregel) Es sei u € Wh(Q),v € WH(Q), 1 < p,q,r <
oo mit + = &+ . Dann ist uv € WH(Q) und

V(uv) = (Vu)v + uVo. (3.19)

Beweis: Zuerst betrachten wir p, ¢ < co. Geméafl Proposition B.2]] existieren u,,, v,, €
C®() mit u,, — uw in W,2P(Q) und u,, — v in WE9(Q). Dann folgt w,,v, — uv aus

U Uy, € C°(§2) mit der Holderungleichung in I .(€2) und

loc
V (Umm) = (V) Uy + Uy Vo, = (Vu)o + uVo.

Damit folgt uv € W27 () und BI9) in (). Da uv € I'(Q), folgt uv € WL ().
Ohne die Endlichkeitannahme an p, ¢ erhalten wir fiir # > 1 zuerst uv € W, (Q)

und anschlieBend vv € W (Q), da wv € L'(Q) und V(uv) € L'(Q). Ist r = 1 und

0.B.d.A. p = 00,q = 1 so approximieren wir u,, — u, v, — v in W,>1(Q) durch glatte

U, U Flir ein festes [ € N folgt w,,v; — uv; in W'liCl(Q) fiir m — oo, und ww; erfiillt

(BI9). Dann folgt uv; — uv in W21 (Q) fiir I — oo und EI9), da u € WH=(Q).q.e.d.
Proposition 3.26. (Kettenregel) Es sei u € W'P(Q),1 < p < oo und f € C'(R),
f(0)=0, f € L*(R). Dann ist f(u) € W(Q) und V(f(u)) = f'(u)Vu.

Beweis: Gemif Proposition B21] exitieren u,, € C°(Q) mit u,, — u in W>!(Q) und
U — U, VU, — Vu punktweise fast iiberall. Es gilt f(u,,) € C1(Q) C Wl’l(Q) und

loc

[f () = f ()] < ) ey [tim — ul f () Vi, — f'(u)Vu
punktweise fast iiberall in Q. Aus der Konvergenz in Lt (Q) folgt f(u) € W2 (Q) mit
V(f(u) = f'(w)Vu € (). Mit ()] < [1f | zoe ry el
wegen f(0) = 0, folgt f(u) € IP(2) und schlieBlich f(u) € WP (Q). q.e.d.

Proposition 3.27. Firu e WhH(Q) ist |u| € WH(Q) mit

1 fir u > 0,
Viu| =Vu-<0 fiir u =0,
-1 firuw<O.

Auperdem ist Vu = 0 fast iberall auf u='[{0}] N Q.
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Beweis: Mit Proposition [3.26] ist fiir alle # € R und € > 0

: 2 2\1/2 2 1,1 = u+ fe
te = ((u+ 00"+ €)= e+ 1€ WH(Q) - Vue = g aym Vi

Im Grenzwert € | 0 konvergiert u, — |u| in L!(€) und

1 flir u > 0,
Vu, — Vu - ﬁ flir u = 0,
—1 fiir u < 0.

punktweise fast iiberall in Q und in L'(2). Daraus folgt |u| € WH(Q) und

1 fiir u > 0,
Viu| = Vu - \/% fiir u =0,
-1 fiir u < 0.

Da die schwache Ableitung wohldefiniert ist, ist obiger Ausdruck unabhéngig von 6 € R,
und somit ist Vu = 0 fast {iberall auf u~*[{0}]. Dies ergibt die Behauptung.  q.e.d.

Fiir Transformationen im Definitionsbereich haben wir folgende Proposition.

Proposition 3.28. FEs seien 21,0 C R™ und ¥ : Qy = Qy eine bi-lipschitzstetige
Abbildung mit lipg, ¥ < A und lipg, U= < A. Fir 1 < p < oo folgt uo ¥ e Whr()
aus u € WHP(Qy). Mit der schwachen Ableitung DV von ¥ € C%1(Q;) C Whee(Q,),
die gemdfle Proposition[3.24) existiert, gilt dann

V(woW) = ((Vu)o W) - DU mit ||uo¥|wrrq,) < CA n)|ullwirg,). (3.20)

Beweis: Zuerst sei u € C*(y). Fir ) € ; konvergiert mit Proposition B.I5] die
Faltung (3.10) ¥, — V¥ gleichméBig auf ], DV, — DV punktweise fast iiberall in €2,

[DW|| o) < ([ DV 10(02y) < A

Wihlen wir U(Q)) € Q) € Qy, so gilt U () C Q) fiir kleine €. Dies ergibt uo U, €
C>(Q)) und v o ¥, — uo ¥ gleichméBig auf ] mit

V(uoW,) = ((Vu)oW,) - DV, — ((Vu) o ¥) - DU

in I}(2)), da die Konvergenz punktweise fast iiberall in  und Vu auf Q) und DV,
auf Q) beschriinkt sind. Daraus folgt u o ¥ € Wh(Q]) und die linke Gleichung von
(B:20) Nun gilt fiir lebesguemeBbares A C

(T (A)) < (lipg, U1)"u(A) also / oW dy < A" / vy
Q1 Qz
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fiir v € I'(Qy) mit v > 0. Daraus folgt uo ¥ € WP(£;) und
|uo ¥l|wing,) < CA,n)||ullwre,)- (3.21)

Ist schlieflich v € WP(Q,) so existieren mit Proposition B.21 u,, € C*(Qy) mit
U — u in W21 (Q,) und punktweise fast iiberall. Aus 321 folgt, dass u,, o ¥ in
I/VloC (Q) konvergiert. Andererseits konvergiert u,, — u und Vu,, — Vu fast tiberall
auf Qy, z.B. auf Qy — N mit pu(N) = 0. Da u(¥~H(N)) =0, da U~! lipschitzstetig ist,
konvergiert u, 0¥ — uwoW¥ und (Vu,,)oW¥ — (Vu)o U fast iiberall auf ;. Daraus folgt
woW € Wb (Qy), und die linke Gleichung von (3:20) aus der entsprechenden Gleichung

loc

fiir u,, € C*(Qy). Aus (B2 fiir u,, folgt uo ¥ e WHP(Q) und (3:20). g.e.d.
Als néchstes setzen wir Funktionen iiber einen geniigend glatten Rand hinweg fort.

Fortsetzungssatz 3.29. FEs sei Q) € R” offen mit 00 € C*11 k€ N,1 < p < 0.
Dann, ezistiert fiir jedes ' 3 Q ein Fortsetzungsoperator E : W5P(Q) < WP (V) mit

EBulg=u und |Eullwioy < COQ,Q nk)|ullwraq YO<I<k 1<qg<p.

Beweis: Fiir R :=R""! x (0, 00) definieren wir einen Fortsetzungsoperator
k+1

Ey: WFP(R™) — WHP(R™) (Eou)(y,t) ZU’ ,—it) fir t <0,
k+1
wobei die o; so gewéahlt sind, dass Z oi(—i)™ =1fiirm =0,...,k gilt. Damit folgt
i=1
Eou € CER™) C WFP(R™) aus u € C°(R%). Und mit Proposition folgt auch
Equ € CFHH(R™) C Wh(R") aus v € C*(R?) und

[ Eoullwrsgny < C(n, k) ||lullyen. (R ).
Da C§°(R") gemiB Proposition B2 in W*?(R") dicht liegt bzw. mit Proposition 3.24]
CFLHRT) = Wkeo(R?) gilt, setzt sich Ey stetig auf WHP(R") — W"P(R") fort.

Da 09 € C*~1! kompakt ist, konnen wir endlich viele zy, ..., zxy € 02 mit Umge-
bungen z; € U; € ' und bi —C*~"'-Abbildungen ¥; wihlen, die nach einer Rotation
Ti(y,t) = A7 ((y, t = 05(y) — ;) Uy, t) = Ny, t) + ¢5(y) +z; it

Aj >0, @; € CFEHR™TY und
und ?Q CUU...UUy € erfiilllen. Dazu wihlen wir eine offene Teilmenge U, € 2
mit Q CUyUU; U...UUy € ' und eine entsprechende Zerlegung der Eins

N
n€CEWU;)  0<m; <1 firj=0,...,N mit y p;=laufQ  (3.22)

J=0



3.3. SOBOLEVRAUME 49
Damit definieren wir fiir u € W*?(Q) als Eju := Eqy ((nju) o \I/]_l) oV;.

Aus Propositionen B.241 und B.28 folgt ¥; € C*=11(U;) C W (U;) und
Ejue WRP(Q)  mit  [|Bjullwrey < Cny, Uy, Uy, s B) ullwee). (3.23)

Da supp(n;) € U; folgt supp(E;u) € U; € ¥ aus der Definiton von Ejy, also F;u €
WP () aus der Proposition B2 Weiter gilt E;ulq = n;u. SchlieBlich setzen wir

N
Fu = Tou + Z EJU € Wé€7p(Q/),
j=1
N n
Aus 322) und Eju|q = n;ju folgt Elq = nou + Z E;ulq = nou + Z nju =u. q.e.d.
=1 =1

Damit kénnen wir die Approximation aus Proposition B.21] verschirfen.

Approximationssatz 3.30. Es sei Q € R" offen mit 90 € C* "' k€N, 1 <p < oo
und u € WFEP(Q). Dann ezistieren u,, € C®(Q) mit u,, — u in WHP(Q).

Beweis: Fiir ein ' 3 Q betrachten wir den Fortsetzungsoperator aus Satz
E: WEP(Q) = WP (Q).
Wir wihlen v, € C5°(€Y) mit v,, — Eu in W*P(Q). Fiir u,, 1= v,,]q € C®(Q) folgt
U = Um|o = Bulg = u in WHP(Q). q.e.d.

Ubungsaufgabe 3.31. Zeige mit den folgenden Aussagen, dass fi, ..., fn € CO1(Q)
auf einer offenen beschrinkten Menge Q @ R™ mit 02 € C%! den Divergenzsatz erfillt.

(i) Fir f € W, >(B" 10, 0) x (=M, M)) und ¢ € C*'(B" (0, 0)) definieren wir
fondo= [ fwe) (Vel)-Dd .
{(y9(y)lyeB™1(0,0)} B =1(0,0)
Fiir 9 € C' stimmt das entsprechende [,, f - N do mit Definition I3 iberein.
(ii) Zeige fir fi,..., fo € C2(B"1(0, 0) x (=M, M)) und ¢ € C*'(B"*(0, 0))

/ fvf(y, t)dtd" 'y / o) - (Vyply), —1)d" My,
) o)

B"=1(0,0) ¢(y B"=1(0,0)
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Folgende Proposition stellt den Zusammenhang zwischen Randwerten und VVO1 P her.

Proposition 3.32. Es set Q @ R" offen mit 9Q € C% und 1 < p < co0. Ein
w e COQ) NWP(Q) gehirt genau dann zu Wy (Q), wenn u auf O verschwindet.

Beweis*: (=) : Es sei u € C°(Q) N Wy (Q). Falls supyg, |u| > 0, so existiert z € 9Q
mit einer Umgebung U(xg), so dass 0.B.d.A. u > €in U(xy), also min(u, €) = € in U(xy)
gilt. Wegen u € W, P(Q) exisitiert u, € C*(Q) mit up, — u € W(Q) und u,, — u
und Vu,, — Vu punktweise fast iiberall. Es gilt min(u,,, €) — min(u, €) in IP(£2), und
mit Proposition gilt min(up,, €) € WHP(Q), V min(um, €) = Xu<qVu punktweise
fast iiberall, V min(u,,, €)| < |Vu,,|, also min(u,,, €) — min(u, €) in WP(Q).

Fiir ¢ € CJ(U(x), R™) rechnen wir mit min(u,,, €) € C'(Q)

a{ ep-Ndo = Q/V - ((min(u, €)) dp <+ Q/v - ((min(tm, €)) dp = 0.

Auf 9 € C™' gilt dies nicht fiir alle ¢ € C(U(z0), R™). Also folgt u|ypq = 0.
(<) : Es sei w € C°%>Q) N WH(Q) mit w = 0 auf 9. Fiir u, := max(u, €) — € mit € > 0
gilt supp(uc) € Q, uc — uy in IP(Q), und mit Proposition B.27 gilt weiter u, € W1P(Q),

Ve = Xus>qVt = Xus0 Vu punktweise fast tiberall, und  |Vue| < Xpusq|Vul,
also u, — uy in W(Q). Mit Proposition B2T] ergibt sich u, € W, ?(Q), also u, €
W, ?(Q). Genauso folgt (—u); € W,y (Q) und schlieBlich u € Wy (Q). q.e.d.

Dies legt folgende Definition nahe.

Definition 3.33. Es sei Q C R"™ offen, I' C 0Q offen und 1 < p < oo. Wir sagen
u € WH(Q) hat Nullrandwerte auf T in WHP(Q), geschrieben u = 0 auf T', wenn
un € Wy P(Q) fiir allen € CHQUT). Wir sagenv € W'(Q) hat die gleichen Randwerte
wie u, falls w —v =0 auf I'. Die Randwerte bleiben unter Konvergenz erhalten.

Proposition 3.34% Es sei Q0 C R” offen und I' C 99 offen 1 < p < co. Dann ist
Vi={ue W (Q) |u=0 auf T} S W"(Q)  ein abgeschlossener Unterraum.

Beweis*: Klarerweise ist V ein Unterraum. Nun sei u,, € V mit u,, — u in WP(Q).
Fir n € CHQUT) gilt pu, — nu in WH(Q). Da nu,, € Wy*(Q) und Wy*(Q) C
W1P(Q) abgeschlossen ist, folgt nu € Wol’p(Q) und v =0 auf I', alsou € V. q.e.d.
Fiir Q@ C R" bezeichne Q3 = Q NR"! x £(0,00) und Qp = QN R x {0}.
Approximationen kénnen mit Erhaltung von Nullrandwerten durchgefiihrt werden.

Proposition 3.35% Sei u € W'(B(0,1),),1 < p < oo mit u =0 auf B(0,1)y. Dann
existieren u,, € C*(B(0,1),) mit u,, = 0 auf B(0, 1)y und w,, — u in WP(B(0,1),).
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Beweis*: Wir setzen u(y,t) =0 fir t <0 und Q := B(0,1) URZ Nach Definition
gilt un € WyP(B(0,1)4) fiir n € C}(€2). Durch Approximation mit u,, € C5°(B(0,1)4)

folgt
0= / V(un)d,u:/and,u—i- / nVudu,

B(0,1)+ Q B(0,1)+
also u € W'P(Q). Wir setzen up(y, t) := u(y,t—h) fiir b > 0 und (y,t) € Qp, := Q+he,
und wéhlen & fiir gegebenes 0 > 0 so, dass ||up — u||wrr(o1),) < 0 gilt. Da B(0,1), &

Qy,, konvergiert die Faltung uj, . € C*°(B(0,1);) nach Proposition B.21] up — uy in
WP(B(0,1)4), also |Jup,e — upllwiesoa),) < 0 fiir € hinreichend klein. Fiir e < h gilt
up = 0 auf B(0,1)o. Wihlen wir d,, | 0, so erhalten wir die gewiinschte Folge. q.e.d.

Wir setzen eine Funktion w : B(0,1); — R folgendermafen auf B(0, 1) fort:
u(y, t) falls ¢ > 0,
{£,0}u(y,—t) fallst <0.

Proposition 3.36% Fiiru € WY (B(0,1),),1 <p < oo gilt E,u € WY (B(0,1)) und,
falls w =0 auf B(0,1)y, gilt weiter Eyu € W'?(B(0,1)) und E_u € W'*(B(0,1)).

Beweis*: Mit dem Approximationssatz und Proposition existieren wu,, €
C>(B(0,1);) mit u,, — u in W' (B(0,1)), und, falls u = 0 auf B(0, 1)y, so gilt
weiter u,,, = 0 auf B(0,1)y. Dies ergibt Fy gu,, € C*'(B(0,1)) C WP(B(0,1)),

IV Ex 0t |l p 0.1y < 2Y7| V|l o1y, < C
und Fy guy, — Eyou in IP(B(0,1)). Daraus folgt ELou € W'?(B(0,1)). q.e.d.

Eyou(y,t) = { (3.24)

Bei zwei schwachen Ableitungen iibertragen sich Nullrandwerte auf Ableitungen.
Proposition 3.37F Fiir u € W*P(B(0,1),),1 < p < oo mit u =0 auf B(0,1)y gilt
Ou =0 auf B(0,1) fiir I=1,....,n—1.

Beweis*: Fiir 0 < § < 1/2 wéhlen wir B(0,1 —4). € Q¢ € B(0,1), mit 99 € C*>
und betrachten den Fortsetzungsoperator E : W2?(Qq) — W P(R™) aus Satz 329 Mit
Proposition 322 folgt Of Bu — 9y Ew in W.P(R™) € WP(B(0,1-6),). Da 8} Bu = 9'u

in B(0,1 —26), fiir 0 < |h| < 4, folgt Mu — u in WHP(B(0,1 — 26),). Nun gilt
OMu = 0 auf B(0,1 — 2§)g, und die Behauptung folgt aus Proposition 3.3 q.e.d.

Wir setzen Funktionen mit zwei schwachen Ableitungen ungerade duch E_ fort.
Proposition 3.387 Fiir u € W*P(B(0,1),),1 < p > oo mit u =0 auf B(0,1)y gilt
E_u € W*P(B(0,1)).

Beweis*: Proposition B.36 und B.37 ergeben 9;(E_u) = F_(Qyu) € W'P(B(0)) fiir [ # n
und 0, (E_u) = E, (0,u) € W'?(B(0,1)), also E_u € W*P(B(0,1)). q.e.d.
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3.4 Einbettungsitze fiir Sobolevriaume
Wir beginnen mit dem Satz von Rellich.

Satz vom Rellich 3.39. Fiir Q @ R" offen mit 0Q € C*! und 1 < p < oo ist folgende
Einbettung kompakt: WhP(Q) — IP(Q).

Beweis: Fiir p = oo folgt aus den Propositionen B.10 und [3.24] die Kompaktheit von
Whee(Q) = C%H(Q) — C(Q) — L°(Q).

Fiir 1 < p < oo betrachten wir eine beschréinkte Folge u,,, in WP (Q2). Mit dem Fortset-

zungsoperator E aus FortsetzungssatzB29 fiir B(0, R) 3 Q folgt Eu,, € Wy (B(0, R)).

Wir konnen also 0.B.d.A. u,, € Wy*(B(0, R)) mit ||tnm|lwirso.r < C annehmen.
Fiir die Faltung B.I0 wp, . eines up, gilt wegen A (z) = ¢ "A(%) und (3.8)

n [ Al = (B(0,1 C’
|um,s(x)| = '/)\E(x - y)um(y)d Yy < %HUMHI}(B(O,R)) < E_”
(3.25)
n VAl = (B0,1)) c”
|Vum,e(x)| = '/V)\e(z - y)um(y)d Yy S €n+1 ||um||U(B(0,R)) S €n+1'
Weiter gilt mit (B.12)) |u — ue|| p@ny < sup ||u(. + h) — u|| p@n und

|h|<e
p

1
Ju(- + R) = ullf@n §/|u(9§+h)—u(x)|pdnx§/ /|h-Vu(x—l—th)|dt d"x
0
1 1
g//\h-Vu(erth)Pdtdnxg |h|p//|Vu(:c+th)\pdn:cdt: APV Ul gy
0 0

Zusammen ergibt dies v — ve|lp@ry < €|Vl p@n).- (3.26)

Wegen (B.25) und dem Satz von Arzela-Ascoli kénnen wir induktiv fiir jedes j € N
die Folgenglieder u,, zu m > j durch eine Teilfolge von (u,)m>; ersetzen, so dass
Uppj i= Up,e; Mit €5 = % gleichméBig auf B(0, R) und somit in [P(B(0, R)) konvergiert:
lim sup ||tm,; — w5 p(B0,r)) = 0. Mit ([B.26)) folgt limsup |[um — w|Bo,r) < 2C¢;.

m,l—o0 m,l—o00

Der Grenzwert j — oo zeigt, dass u,, in IP(B(0, R)) eine Cauchyfolge ist. q.e.d.

Mit dem Satz von Rellich erhalten wir eine Poincaréungleichung.
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Poincaréungleichung 3.40. FEs sei 2 € R" offen, zusammenhdingend mit 02 €
CO'1 < p < oo, und M C WH(Q) ein abgeschlossener Kegel, d.h. mit u € M
folgt \u € M fiir A > 0, der aufler 0 € M keine Konstanten enthdlt. Dann gilt

|||y < ClVul o) fiir ein C' > 0 und fir alle w € M.
Beweis: Angenommen die Gleichung ist falsch, dann existieren wu,, € M mit
IVl @) < 5 llwmll©)-

Nach Ubergang zu € M konnen wir weiter ||ty = 1 annehmen, und wu,,

e
ist beschrinkt in W1hP (Q() .) Nach dem Satz von Rellich konvergiert fiir eine Teilfolge
Up, — w in IP(€2) mit [Ju|| ) = 1. Andererseits konvergiert wegen obiger Ungleichung
Vi, — 0 in () und daher w, — u in W'?(Q). Also ist v € M mit Vu = 0,
und nach Proposition ist 4 = const, also nach der Vorraussetzung u = 0. Dies
widerspricht [|ul| ;) = 1, und die Ungleichung ist bewiesen. q.e.d.

Die Kombination des Satzes von Rellich mit dem Lemma von Ehrling B3], ergibt das

Interpolationslemma fiir Sobolevraume 3.41. Fir u € Wz’p(]R"), 1<p<oogilt

IVull gy < O, p) gy 1Dl -
Fiir Q @ R"™ offen mit 9Q € C*', uw € W2?P(Q) und 2 < p < oo gilt fiir 0 <e <1
IVullp) < el D?ull @) + C(Q,n, p)e Jul| o)
Beweis: Sei (), ein offener Wiirfel mit Seitenléinge p. Die Einbettungen
W2P(Qy) — WHP(Qy) — IP(Qn)
sind wegen dem Satz von Rellich kompakt. Mit dem Lemma von Ehrling folgt

IVull gy < 5llullwer@n) + 5C (1, p)l|ull ) <
< VUl gy + 2Dl 1) + C(n, )|l p(qy) fiir w € WP(Qy), also

IVl < 1Dl + C(n,p)lull piau).
Fiir o > 0 und u € W?P(Q,), reskalieren wir v(z) := u(px) und erhalten

n
~14+2

IVullp@,y =0 IVullmey < o D*v|| gy + Cn,p)o 7 0]l oy
= ol D*ul| (g, + C(n,p)e ullp(q,)-
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Wir iiberdecken R™ bis auf eine Nullmenge N durch abzéhlbar viele disjunkte Wiirfel
der Seitenléinge o: R" \ N = |J;2; Q.. Fiir a,b > 0 gilt (“2)? < ¥ < maxP{a,b} <
(a + b)? wegen der Konvexitit von x — 2P. Fiir u € W*P(R™) und 1 < p < oo folgt

IVulls e ZHVUHW <2 Z(gan?qu(%)+é<n,p>g—f°r|ur|§p(%>)

C 4C'1/pn p
= 1(20]| Dul| p(e))? + C22 (2] ey >p<(29||D ull ey + 2C3 B pany)

also || Vul p@ey < ol D?ul| ey + 4C~’1/p(n,p)g_1||u||[p(Rn) fiir alle p > 0. (3.27)

Fiir p = oo erhalten wir [Vl e mny = sup |[Vu| = qi) <
ieN

< sup (ol D*ul(op + Co0e el i@y = ol Dl + Clm)e™ ey,

[uflp @) + €
| D?ul| p(mny + €
IVullZ@ny < Cln,p)(ID*ull @y + €)([ull ey +€)
aus (3.27). Im Grenzwert € | 0 folgt die erste Behauptung.

Fiir Q € R” offen mit 9Q € C*! und 1 < p < oo betrachten wir den Fortsetzungs-
operator E : W??(Q) < WP (R") aus Satz und erhalten fiir u € W?2P(Q)

IVl < 1 Bullwisgaey < Ol p)|1Bull e

also wieder ([3.27)). Fiir € > 0 setzen wir g := >0 und erhalten

1/2
| D2Bul| )t + | Bl e
1/2 1/2 _
< O, p)l|ull iyl < ellullwan) + €' n, p)e|ull ey <
< €| D?ul| ey + €| V|| ey + C"(Q,n, p)e ] iy,

also nach Absorption des Termes €||Vu| () die Behauptung. q.e.d.

Wir zeigen jetzt, dass Sobolevfunktionen hohere Integrabilitéit besitzen.
Sobolevungleichung 3.42. Es sei u € WP(R"), 1 < p < n. Dann gilt

Beweis: Zuerst sei p = 1,p* = L= und u € C§°(R™). Dann gilt
w(xy, . xyy ., Ty :/ Ou(xy, ...ty ..., xy) di;, also
lu(z)| < / V@, .t w0)| s und
R
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Nun integrieren wir beziiglich x;. Dies ergibt mit (3.9) / lu(zy, ..., zn) |77 day <

S (/ |Vu<tl’z2’... |dt1) /H(/|vu Il?"'atl )|dt)n dl’l
R

< (/ IVu(tl,xz,...,:Bn)|dt1)n H(//|vu(1'1,---,ti,...,xn)|dtidl’1)n |

® =92 R JR

(2

. =)
Sukzessive Integration tiber xo, . .., z, ergibt / lu|»=7 dp < < / |Vul d,u) , also
R™ R™
ol gy < 1903 (3.29)

Fiir u € WH(R™) gibt es nach Proposition B.2T u; € C§°(R™) N WEHR™) mit u; — u
in WHH(R"). Eine Teilfolge von u; konvergiert fast iiberall gegen u. Mit (3.28) folgt

il e gy < B0 e gy < Bmint [ V510 = [ [Vl (329)

Im Fall 1 < p < n setzen wir v = |u|? fir v € C§°(R"™) und v > 1. Mit (3:29)) gilt

1
I I gy 190 ey < 190 < s (¥l
R?’L
Wir wihlen v so, dass % = p;—l bzw. £ 17 = ”7_1(7—1) also (ppl — "T_1> v = —”T‘l
und -~ = lil = o5 =p". Dies ergibt 1wl ey < VI VUl 2 (®e).-
Fiir allgemelne u € Wlp(]R") folgt dies mit Proposition 3.2 wie oben. q.e.d.

Soboleveinbettungssatz 3.43. Fir Q € R" offen mit 092 € C%', k,l € Ny, und
1 < p,q < oo sind folgende Finbettungen stetig und bei strikten Ungleichungen kompakt:

WhP(Q) — Wh(Q)  fir k>0 und @ k—2>1— (3.30)

"GIB
QlB

Beweis: Zuerst betrachten wir den Spezialfall k = 1,1 =0,1<p<n,1 -2 > —

Fiir u € W'(Q) gilt mit dem Fortsetzungsoperator E aus Satz [3.29,

3

n
p

Bu € WP (R™)
und mit der Sobolevungleichung und

[ull @) < 1Bullpe ey < C(n, p)IVEUl @ny < CE 1, p)l[uflwieg)
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Aus =% =1-12 > —2folgt 1 < ¢ < p*. Wegen (3.8) ist W'(Q) — F'(Q) — L(Q)
stetig. Gllt die strikte Unglelchung in 330), also 1 < ¢ < p und ist u,, beschrinkt
in W1P(Q), so ist u,, nach dem Gezeigten beschriinkt in IP"(Q), und nach dem Satz
von Rellich konvergiert eine Teilfolge w,, in IP(Q)) gegen u. Fir 1 < g < p folgt
der Spezialfall aus ([B.8). Fiir p < ¢ < p* und M > 0 folgt lim sup ||u, — u||%q(9) =

m—0o0

= timsup ([ (tm = w)X{jun i3 350 + | ton = 0 X310

m—r0o0
a+p*(1-2%)

ul 7T <o a0y,

< M9 lim sup||upm — qu +AM—:D*(l—pi*) lim sup||tm, —
m—00 m—0o0

weil |uy, —ul? < MTP|u, —ulP auf [|u, —u| < M] gilt, und wegen (B.8) zusammen mit
p([|t — u| > M))MP" < ||ty — UHZP*(Q)' Im Grenzwert M — oo folgt der Spezialfall.

Die allgemeine Aussage beweisen wir mit Induktion in k£ — [ € Ny. Fiir k = [ gilt
1 < ¢ < p und die Aussage folgt mit (B.8) aus der Stetigkeit von IF(2) — L1(Q).

Nun sei kK =1+ 1. Dann gilt 1 — % > —%. Da ¢ < o0, gilt —% < 0, und wir kénnen
0.B.d.A. 1 < p < n annehmen. Fiir u € W*P(Q) und |y| < [ ist 97u € WP(Q), und

107 ull (@) < C(Qn, p)|07ullnre0) < C(2 1, p)[ullwrs@)

folgt aus dem Gezeigtem. Dann ist WEP(Q) — Whi(Q) stetig. Fiir strikte Ungleichheit
in (3.30) und wu,, beschrinkt in W*P(Q) ist 0" u,, fiir |y| < [ beschrinkt in WP ().
Mit dem Spezialfall konvergiert eine Teilfolge 97u,, in L4(£2), also u,, in Wh4(Q).

SchlieBlich sei k > 1 + 2. Ist p > n, so gilt k:—% >(k—-1)-2 2l>l—% und per
Induktion ist die folgende Einbettung kompakt:

WEP(Q) s WFLm(Q) — Whi(Q).

Ist 1<p<mn, sogilt k—-2=(k-1)—2r=1-1, (3.31)

und per Induktion ist die Einbettung W"?(Q) < W 1" (Q) — WhH(Q) (3.32)

stetig. Ist die Ungleichung in (3.30)) strikt, dann auch in (8.31]), und per Induktion ist
die zweite Einbettung in (3.32) kompakt, also auch die Einbettung (3.30). q.e.d.

Bemerkung 3.44. Im kritischen Fall 1 — % = —2:=0, also p = n, gilt firn > 2
Wtn(Q) & L°(2). Dazu betrachten wir auf B(0,1)

u(z) == In(1+ |In |z|]).
Klarerweise gilt u ¢ L*°(B(0,1)). Weiter gilt w € WY™(B(0,1)) fiir n > 2 wegen

1 e )

1 . nw,r" 1 dr nw,, dt nwr,
Vu(a)| = IVulfyson = [ o = [ — Dn
0 0

lz|(1 4 |1n]z||) (1 —1Inr)” (1+t)» n-1
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Nun betten wir Sobolevrdumen in Holderrdume ein. Dazu folgende Abschétzung:

Lemma 3.45. Fiir Q @ R" konver, S C Q mefbar mit u(S) > 0 und u € WH(Q) gilt

diam"( 1
— < —= — gt d” Q mat = —— dpe.
lu(z) —ug| < (S /| yI " Vu(y)| d™y a.e. in Q mit ug (S)/u i

S

Beweis: Sei d = diam ). Mit Approximation von u durch glatte Funktionen wie in

Proposition [3.21] erhalten wir fast {iberall auf z # y € Q mit w = ‘y ;‘

lz—yl
u(z) —uly) = — / Vu(z + rw)wdr.
0 oy
Integration von y iiber S ergibt — u(S)|u(x) — ug| < / / |Vu(x + rw)| drd"y

s 0

d d
/ /|Vu z +1w)|xa(r + rw) drdy // /|Vu T+ rw)|xa(r + rw)dws"*dsdr
B(x,d) 0 0 0 aB(0
/ /|Vu T+ rw)|xa(r + rw) dwdr = —/|:B— I Vu(y)| dy. q.ed.
0 9B(0,1)

Nun kommen wir zum Einbettungssatz in Holderrdume.

Satz von Morrey 3.46. Fiir Q € R™ offen mit 900 € C%', k> 1 € Ny, 1 < oo und
0 < a < 1 sind folgende Finbettungen stetig und bei strikter Ungleichung kompakt:

WEP(Q) — Ch(Q) mit k=2>1+a (3.33)

Beweis: Die Kompaktheit der Einbettungen ergibt sich sofort aus der Stetigkeit der
Einbettungen und Proposition B.I0: Gilt in ([B.33) die strikte Ungleichung, so wéhlen
wir 0 < f < 1 mit k — o> [+ 3 > 1+ «a, und erhalten die stetige Einbettungen

WkP(Q) e CHF — Cb(Q).

Nach Proposition [3.10]ist die zweite Einbettung kompakt, also auch die Gesamteinbet-
tung. Daher geniigt es die Stetigkeit der Einbettungen zu beweisen.
Zuerst betrachten wir den Spezialfall k = 1,1 = 0,1 -2 = a € (0,1). Mit dem

Fortsetzungsoperator E aus Satz gilt fiir B(0,R)  Q und u € WH?(Q)

Eu € Wy"(B(0, R)) [Eullwieso.r) < C(%n,p)llullwise)
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Zum Beweis der Stetigkeit der Einbettung im Spezialfall geniigt es folgendes zu zeigen:
|ullco.e@ny < C(n, p)||ullwirmny fir alle u € Cg°(R™). (3.34)
Im Spezialfall gilt n < p < oo und deshalb 1 < ¢ < "5 fiir i + % = 1. Es folgt

1/q
H = 1" lmBo) < (/B(O ) [y 7= dny) < C(n,p) firalle e B(0,1).

Mit Lemma und der Holderungleichung folgt fir u € C§°(R™)

osc u:= sup u(z) —u(y) < 2|lu—upolremo1) < Cp)|Vullpmey. (3.35)
B(0,1)  zyeB(0,1)

Durch Reskalieren v(z) := u(z+ o) erhalten wir fiir alle B(z, ) C R" wegen 1—-2 =«

osc u = sup u(x) —u(y) = osc v < C(n,p)||Vv|mso1) = Cn,p)o®|Vull B0
B(z,0) z,y€B(z,0) B(0,1)

Daraus folgt fiir z # y € R", o := |x;y|, z:=5Y x,y € B(z,0), dass

u(e) = u()| < ose u < Cp)e"[Vullp@esy  holana < Clnp)|Vulon)

Schliefllich folgt aus (3.35) fiir beliebiges By = B(z,1) C R" ||| e,y <
< lu—up, =8y + lup,| < C(n, P) VUl s,y + Cn)lullp s,y < C(n,p)l[ullwrss,).-

Damit ist (3.34) und der Spezialfall bewiesen.
Wenn 1 — 2 > a, ist fir a :=1—2 € (0,1) die Einbettung

WLP(Q) — CO3(Q) — C(Q)

mit dem eben Gezeigten und Proposition BI0 stetig.
Die allgemeine Aussage beweisen wir mit Induktion in kK — [ € N. Fiir £ = [+ 1 gilt
1-2>a. Firue WHEP(Q) und || <1 gilt 97u € WHP(Q), und wegen dem Gezeigten

||87U||CO’Q(Q) < C(Qan,p)HayUHWl’p(Q) < C(Q,%P)Hunwk’p(m-

Also ist die Einbettung W*?(Q) — C¥(Q) stetig.
Firk>1+2undn<pgilt k-2 > (k—1) >+ a. Fiir grofies p < oo ist

WEP(Q) — WFLP(Q) — Ch(Q)

wegen Satz [3.43 und durch Induktion eine kompakte Einbettung.
Firk>14+2und 1 <p <n gilt k—%: (l{;—l)—}% > [+ «a, und die Einbettung

WkP(Q) — WFP(Q) — Ch(Q)
ist durch Induktion und mit dem Satz stetig. q.e.d.



