Kapitel 1

Einfiihrung

Eine partielle Differentialgleichung ist eine Gleichung in den partiellen Ableitungen ei-
ner oder mehrerer gesuchter Funktionen, die von mindestens zwei Variablen abhé&ngen:

Definition 1.1. Eine gegebenenfalls vektorwertige Gleichung der Form
F (D*u(z), D*'u(z),..., Du(x), u(z), ) = 0

heifit partielle Differentialgleichung der Ordnung k. Hierbei ist F' eine gegebene Funk-
tion und u die gesuchte Funktion. Die Ausdriicke D¥u bezeichnen die Vektoren aller
k-ten partiellen Ableitungen der Funktion u. Fine Funktion u heifst Losung der Diffe-
rentialgleichung, wenn sie k mal differenzierbar ist und der obigen Gleichung gentigt.

Wir bezeichen hohere partielle Ableitungen auf Teilmengen des R™ im Folgenden oft
durch 9" =[], 0/)" = Hi(a%i)”“ fir Multiindizes v € Nij mit der Lénge |y| = >, 7. Auf
den Multiindizes benutzen wir die Ordungsrealtion 6 <y <= §; <, firi =1,...,n.
Die partiellen Ableitungen wirken dabei immer nur auf die Funktion, die unmittelbar
dahinter steht. Soll sie auf ein Produkt wirken, so setzen wir dieses in Klammern.

Ubungsaufgabe 1.2. Zeige fir alle v € Ny die verallgemeinerte Leibnizregel

()= Y (g) Pud %y = i (71) i (g:) Pud .

0<5<y §1=0 0 $0=0
1.1 Beispiele
A. Lineare Differentialgleichungen
0? 02
1. Laplacegleichung. Au = —Z +...+ ()
ox3 02
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Losungen der Laplacegleichung heiflen harmonische Funktionen. Die Laplacegleichung
ist eine homogene lineare partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung.

Die entsprechende inhomogene Gleichung heifit Poissongleichung. —Au = f.
Hierbei ist die Funktion f gegeben und die Funktion u gesucht.

2. Helmholtzgleichung. —Au — Au=0.

Hier ist A € R und u die gesuchte Funktion. Sie ist eine einfache Poissongleichung.

3. Lineare Transportgleichung. w+b-Vu=0.

Hier ist b ein Vektorfeld auf 2 C R x R™ und u die gesuchte Funktion.

4. Liouvillegleichung. w4+ V(b-u)=0.

Hier ist wie bei der Transportgleichung b ein gegebenes R"-wertiges Vektorfeld auf
einem Gebiet 2 C R x R™ und u die gesuchte Funktion auf diesem Gebiet. Diese
beiden linearen Differentialgleichungen erster Ordnung sind &hnlich.

5. Wirmeleitungsgleichung. uw—Au=0.

6. Schrodingergleichung. w4+ Au = 0.

Hierbei ist u eine gesuchte komplexe Funktion. Der Faktor i, durch den sich die
Schrodingergleichung von der Warmeleitungsgleichung unterscheidet, fithrt zu deut-
lichen Unterschieden dieser beiden Gleichungen.

N
7. Kol leichung. E ; E bi— = 0.
olmogorovgleichung 2 a;j 8@ 8% D
Sie ist eine Verallgemeinerung der Warmeleltungsglelchung.

" 2as n ,
8. Fokker-Planckgleichung. U — Z; % + 2:: %x’f)u =0.
82
9. Wellengleichung. Eo Au = 0.

10. Allgemeine Wellengleichun @ — Zn: a;(t x)ﬂ + zn:b-(t x)% =0
A8 . & o T e oy T g, T

Sie verallgemeinert die Wellengleichung genauso wie die Kolmogorovgleichung die Wiir-
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meleitungsgleichung verallgemeinert.

9B
11. Airysche Differentialgleichung. U+ a—z =0.
x
Hier ist u eine gesuchte Funktion auf einem Gebiet 2 C R x R.
Pu  Mu
12. Balkengleich . — ——=0
alkengleichung 2 9

B. Nichtlineare Differentialgleichungen
1. Eikonalgleichung. |Vu| = 1.

2. Nichtlineare Poissongleichung. —Au = f(u).

Hier ist f : R — R eine gegebene und u die gesuchte Funktion auf 2 C R™.

3. Minimalflachengleichung. V. Ve 0

VIF[VuP

Die Graphen von Losungen der Minimalflichengleichung sind sogenannte Minimal-
flichen. Der Flicheninhalt solcher Hyperflichen im R"*! #ndert sich unter infinitesi-
malen Deformationen nicht. Seifenhéute sind Beispiele solcher Minimalflidchen.

4. Monge-Amperegleichung. det (Vvtu) = f. Hier ist f eine gegebene Funk-

tion auf einem Gebiet 2 C R™ und u die gesuchte Funktion. Dabei steht auf der linken
Seite der Gleichung die Determinante der Matrix der zweiten Ableitungen von w.

5. Hamilton-Jacobigleichung. i+ H(Vu,z) = 0.

Hierbei ist H eine gegebene Hamiltonfunktion auf einer Teilmenge von R™ x R™, und
u die gesuchte Funktion auf einem entsprechenden Gebiet in R"™.

6. Skalare Erhaltungsgleichung. u+ V- F(u)=0.

Hierbei ist F' eine gegebene R"-wertige Funktion und u die gesuchte Funktion auf einem
Gebiet (2 C R x R". Diese Differentialgleichung hat zur Folge, dass sich das Integral
von u iiber ein gegebenes Teilgebiet von R™ so mit der Zeit dndert, wie das Integral
von F'(u) iiber den Rand des Gebietes. Deshalb ldsst sich F'(u) als eine Flussdichte der
Erhaltungsgrofie u interpretieren.
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7. Burgers Gleichung. u+ ug—u = 0.
x

Hier ist u eine gesuchte Funktion auf einem Gebiet 2 C R x R. Sie ist ein Beispiel fiir
eine skalare Erhaltungsgleichung mit F'(u) = u?/2.

8. Reaktions-Diffusionsgleichung. i — Au= f(u).

Hier ist f : R — R eine gegebene Funktion und u die gesuchte Funktion.
9. Porése Mediengleichung. w—A W) =0.

Hier ist v > 1 ein gegebener Exponent. Diese Gleichung beschreibt die Ausbreitung
eines idealen Gases in einem porosen Medium wie Sand.

0%u
ot?
Hier ist f : R — R eine gegebene Funktion und u die gesuchte Funktion.

10. Nichtlineare Wellengleichung. — Au = f(u).

3
11. Korteweg-de-Vries-Gleichung. 41 — 6u@ — @ =0
Jr  0x3
Diese Gleichung besitzt eine sogenannte Laxdarstellung, d.h. sie lisst sich schreiben als
: . 0? #  3ud  30u
L—[A,L] mit L.—@—i—u A—ﬁ—F?a—x—Fi%

Daraus entwickelte sich ein neues Verstdndnis von integrablen Systemen.
C. Lineare Differentialgleichungssysteme

1. Lineare Elastizitit. ulAu~+ AN+ p)V(V-u) = 0.

Hier sind A > 0 und ¢ > 0 Konstanten und u die gesuchte R"-wertige Funktion.

J%u

2. Elastische Wellen. —
Ot2

— pAu— A+ p)V(V-u) =0.
E—-VXxB=—-47j B+VxE=0

3. Maxwellgleichungen.
V-E=47mp V-B=0.

Hier sind die Ladungsverteilung p und die Stromverteilung j gegebene reelle bzw. R3-
wertigen Funktionen auf der Raumzeit R x R? und das elektrische Feld F und das
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Magnetfeld B die gesuchten R3-wertige Funktionen. Weil j ja gerade die Ladungs-
flussdichte ist erfiillen die gegebenen p und j den Erhaltungssatz

p+V-j=0.
0 dv 0 0
4. Cauchy-Riemanngleichung. 8_3 = 8—; a—Z = _8_;
Hier sind (u,v) : R* — R?, (x,y) — (u,v) Realteil und Imaginérteil einer holomorphen
Funktion auf (Teilgebieten) der komplexen Ebene z + 1y = z € C.

D. Nichtlineare Differentialgleichungssysteme

1. Eulergleichung. u+u-Vu+Vp=0 V-u=0.

Hier ist u : R® — R3 das Geschwindigkeitsfeld einer inkompressiblen reibungsfreien
Fliissigkeit und p der Druck.

2. Navier-Stokesgleichung. t+u-Vu—ALAu+Vp=0 V-u=0.

Hier ist u : R? — R3 das Geschwindigkeitsfeld einer inkompressiblen viskosen Fliissig-
keit und p der Druck.

1
3. Einsteins Feldgleichungen. R;; — §gin = K13

Hier ist der Energieimpulstensor einer gegebenen Massenverteilung auf der Raumzeit
und g;; ist die entsprechende gesuchte Metrik auf der Raumzeit. Diese Metrik g;; ist
eine Lorentzmetrik auf der Raumzeit, d.h. eine symmetrische Bilinearform auf dem
Tangentialraum der Raumzeit mit der Signatur (1,3). R;; ist die dazugehorige Ricci-
kriimmung und R die skalare Kriimmung.

3
1 dgu  Ogu  0g;; y . ,
ko Kl j i ij A 1
Iy = 5 lz:;g (0$i + o Ol (97) == (gij) inverse Metrik
3 k 3 3
ory,  ork i
k=0 1=0 i,j=0
4. Riccifluss. Gij = —2R;;.

Diese Differentialgleichung beschreibt auf Riemannschen Mannigfaltigkeiten einen dif-
fusionsartigen Fluss der Metrik. Er gleicht Inhomogenitéiten und Isotropien der Metrik
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aus und fithrt nach langen Zeiten zu Metriken mit sehr groflen Isometriegruppen. Ri-
chard Hamilton hat in den 70ger Jahren ein Programm entworfen, um mit Hilfe dieses
Flusses die Geometrisierungsvermutung von Thurston zu beweisen. Diese besagt, dass
sich jede kompakte 3-Mannigfaltigkeit in Teile zerlegen ldsst, auf denen eine Isome-
triegruppe transitiv wirkt. Hamilton versucht durch eine Kontrolle {iber das Lang-
zeitverhalten des Ricciflusses auf kompakten 3-Mannigfaltigkeiten solche Metriken zu
konstruieren. Der russische Mathematiker Grisha Perelman hat 2003 3 Arbeiten ins
Netz gestellt und die letzten Hiirden {iberwunden. Das war ein grofler Erfolg fiir die
geometrische Analysis.

1.2 Gauflscher Satz

Definition 1.3. (Zerlegung der Eins) Fine glatte Zerlequng der Fins einer Familie
von offenen Mengen in R™ mit der Vereinigung 2 C R™ ist eine abzdhlbare Familie
(hi)ien von glatten Funktionen hy : Q@ — [0,1], so dass

(1) fir jedes x € Q auf einer Umgebung von x nur endlich viele hy ungleich Null sind.
(ii) Fir alle x € Q gilt 37,7 hy(x) = 1.
(iii) Jedes hy auferhalb einer kompakten Teilmenge eines Elements verschwindet.

Jede Familie von offenen Mengen in R"™ besitzt eine glatte Zerlegung der Eins.

Definition 1.4. Fir jede n x (n — 1)-Matriz A gibt es genau einen Spaltenvektor
A# € R", so dass det(A,x) = 2t - A% fiir alle x € R™ gilt. Er steht senkrecht auf dem
Bild von A als Hyperfliche in R™ und seine Ldnge ist der Flicheninhalt des Bildes von
0, 1]~ unter A in R™. Fiir eine n x n-Matriz A gilt (Algs—1)% = det(A)(A™!)le,.

Definition 1.5. FEine offene Teilmenge 2 C R™ hat differenzierbaren Rand, wenn ihr
Abschluss Q eine Uberdeckung von offenen Mengen O C R™ und stetig differenzierbare
Abbildungen ® : U — O mit stetig differenzierbaren Umkehrabbildungen ®=': 0 — U
besitzt, die jeweils O N Q in die obere Halbebene {x € R™ | x, > 0} und O N OQ nach
R™™ = {z € R" | x, = 0} abbilden. Seien det ®' > 0. Dann ist das Integral einer
Funktion f auf 02 mit einer entsprechenden Zerleqgung der Eins (hy)en definiert als

fdo= Z/ (hif)o® ‘(<I>’|Rn71)#‘ dpgn—1 wobei jeweils hy|gm\o = 0.
o0 UnRn-1

leN

Fiir eine R™-wertige Funktion f und die dufiere Normale N auf 02 definieren wir

f+Ndo :=— Z/ ((hyf) 0 @) - (P'|gn—1)? dpgn—1 wobei jeweils hy|gmo = 0.
o0 UNR?—1

leN
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Um diese Integrale zu berechnen, geniigt es ® auf U N R"! zu kennen. Stetig
differenzierbare Einbettungen ¥ : UNR" ! — ONO1Q, deren Ableitungen ¥’ den Rang
n — 1 haben, lassen sich so stetig differenzierbar auf kleine Umgebungen von U NR"~*
fortsetzten, dass sie stetig differenzierbare Umkehrabbildungen haben. Deshalb geniigt
es die Existenz solcher Abbildungen W = ®|;;-gn-1 vorauszusetzen.

Lemma 1.6. Auf den d x d Matrizen ist det eine differenzierbare Abbildung mit
d
o det(A+tB)| = Spur(det(A)A™'B).
=0
Beweis: Fiir zwei d x d-Matrizen A und B, von denen die erste invertierbar ist, gilt
det(A +tB) = det(A) det(1+tA™'B) = t?det(A) det(t 1+ A™'B) fiir ¢ # 0.
Die Ableitung nach ¢ bei ¢ = 0 ist also det(A) mal dem zweithochste Koeffizient des
charakteristischen Polynoms von —A™! B, also det(A) Spur(A~'B). q.e.d.

Satz 1.7. (Gaufischer Satz oder Divergenzsatz) Sei Q C R" eine offene beschrdnk-
te Menge mit zweimal differenzierbarem Rand und f eine auf Q stetige R"-wertige
Funktion, deren partiellen Ableitungen sich stetig auf ) fortsetzten. Dann gilt:

/ V- fdu= f-Ndo
Q o0
Hierbei ist N die duflere Normale und N do das entsprechende Maf auf dem Rand Of).

Beweis: Mit einer entsprechenden Zerlegung der Eins geniigt es die Aussage fiir eine
Funktion f zu zeigen, die aulerhalb einer abgeschlossenen Menge in einer offenen Menge
O aus Definition [LH verschwindet. Fiir f := det(®')(®")~!(f o ®) gilt wegen Lemma L6
= 0P, 0P,
V- f = det(®’ ) ——L (@) fi 0 D — det (P ) ——L () fio®
f e( )%( )2] c%rkﬁxl( )kl flo e( )%( )2] 81’@8@( )kl flO

+ det (@) Spur((®") ' (f' 0 ®)®') = det(®’) Spur(f’ o @) = det(®')(V - f) o ®.
Aus Jacobi’s Transformation von Mafen folgt |, o Vfdu= fU i dp. Also geniigt es

Fdy = — o0 ®) - (P
/U Vidy / lrem
= —/ det(®)"HP' ) - det(P)((®) e, dpgn—1 = —/ fo dpign
UNR7—1

UNR"—1

Rn—1 )# d/.,LRnfl

zu zeigen. Die Funktion f setzt sich stetig differenzierbar auf einen Quader fort, von
dessen Rand eine Seite in der Hyperebene R*~! C R" liegt. Weil f nur auf einer Seite
des Randes des Quaders nicht verschwindet, reduziert sich mit dem Hauptsatz der
Differentialrechnung das linke Integral zu einem Integral {iber die Seite des Quaders in
R™! und stimmt mit dem Integral auf der rechten Seite iiberein. q.e.d.
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1.3 Existenz von Losungen

Wir wollen zur Erlduterung ein Beispiel einer Differentialgleichung geben, das keine
Losung besitzt. Dieses Beispiel ist eine Vereinfachung (von Nirenberg) eines Beispieles
von H. Lewy: Gegeben ist eine komplexwertige Funktion f auf einem Teilgebiet von
(z,y) € R? und gesucht ist eine komplexwertige Funktion u auf demselben Teilgebiet,
die folgende lineare Differentialgleichung erster Ordnung erfiillt:

)
e z:)say— x,7).

Wir zeigen, dass es fiir eine glatte Funktion f, die folgende beiden Bedingungen erfiillt,
in keiner Umgebung von (0,0) € R? eine einmal stetig differenzierbare Losung u gibt:

(1) f(—:c,y) = f(x,y)

(ii) Es gibt eine Nullfolge o, | 0, so dass f auf einer Umgebung der Kreise 0B(0, ;)
verschwindet, die Integrale [ B(0.0n) f(z,y) dx dy aber ungleich Null sind.

Wenn A : R — RT eine glatte periodische Funktion ist, die auf einem Intervall aber
nicht auf R verschwindet, dann ist f(z) := exp(—1/|z|)h(1/|z|) ein solches Beispiel.
Wir bezeichen die euklidische Léange eines Vektors z € R™ mit |x|.

1. Schritt: Wegen (i) ist mit u(z,y) auch —u(—z,y) und w(z,y) = 3(u(z,y) —
u(—x,y)) eine Losung. Deshalb konnen wir u(—=z,y) = —u(z,y) annehmen.
2. Schritt: Jede solche Losung u verschwindet auf den Kreisen 0B(0, g,). Um das

einzusehen transformieren wir kleine Ringe A folgendermafien auf Gebiete A im R?:

_ 2 . >
A A (r,y) s § /2 w20
(—2?/2,y) fiir z <O0.

Diese Abbildungen sind offenbar Homdomorphismen von A auf A. Auf dem Teilgebiet
AL = {(s,y) cA|s> 0} ist die Funktion a(s,y) = u(z?/2,y) holomorph:

_ 1 (Ou(z,y)  Oulz,y)) _
Os dy  ds Oz oy _x( Ox e oy =0

Wegen dem 1. Schritt verschwindet @ fiir s = 0, und wegen dem Schwarzen Spiege-
lungsprinzip und dem Identitéatssatz auf A, und wegen dem 1. Schritt auf A.
3. Schritt: Wegen dem Gauflschen Satz gilt

/ fdxdy = / <@+zx%)dxdy:/ V-(u)dxdy
B(0,00) B(0,0n) \OT dy B(0,0,) Lru

u
= - N(z,y)do(x,y) =0,
R CARBLCE

ogi = 2us:y) | uls,y) _ dvdu(z,y)  Ou(z,y)
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im Widerspruch zu (ii). Also gibt es keine einmal stetig differenzierbare Losung.
Aus diesem Beispiel folgt auch, dass folgende reelle Differentialgleichung keine vier-
mal differenzierbare Losung hat:

g—l—mﬁ g—zxﬁ 2 g+zx3 U= a—2+x28—2 2+8_2 u=f
Ox oy ) \ Oz oy Ox oy) Ox? oy? oy -

1.4 Distributionen

Bei der Untersuchung von partiellen Differentialgleichungen wollen wir einerseits mog-
lichst viele Losungen bestimmen und andererseits Bedingungen finden, so dass die
Losungen eindeutig werden. Die Anzahl oder sogar die Existenz kann davon abhéngen,
was wir als Losung auffassen wollen. Wegen der Ableitungen, die in der partiellen
Differentialgleichung vorkommen, muss die Losung differenzierbar sein, und mit ih-
ren Ableitungen die Differentialgleichung erfiillen. Der Begriff von differenzierbaren
Funktionen lésst sich auf verschiedene Art erweitern. In diesem Abschnitt wollen wir
sogenannte Distributionen einfiihren, die wohl die gréfite Klasse von verallgemeiner-
ten differenzierbaren Funktionen darstellen, sich aber im Allgemeinen nicht mehr mit-
einander multiplizieren lassen. Im Fall von linearen Differentialgleichungen tauchen
in der Differentialgleichung nur die gesuchte Funktion oder ihre Ableitungen auf, so
dass fiir lineare partielle Differentialgleichungen schwache Losungen wohldefiniert sind.
Fiir nichtlineare partielle Differentialgleichungen werden wir sogenannte Sobolevraume
einfithren. Diese Sobolevraume lassen sich als Teilmengen der Distributionen auffassen,
so dass die letzteren als die allgemeinsten differenzierbaren Funktionen gelten kénnen.
Der Triager supp f einer Funktion f ist der Abschluss von {z | f(x) # 0}. Fiir eine
offenen Menge Q2 C R" sei C§°(Q2) die Algebra der glatten Funktionen mit kompaktem
Triger in 2, d.h. supp f € Q. Jedes f € [}(Q) definiert eine lineare Abbildung

F:C () = R, ¢»—>/Qf¢d,u

Verallgemeinerte Funktionen auf 2 sind solche Linearformen F' auf C5°(2). Die Elemen-
te von C§°(£2), auf denen die verallgemeinert Funktionen ausgewertet werden, werden
Testfunktionen genannt. Mithilfe von partieller Integration erhalten wir

/Q&fgbd“a::—/ﬂf@-gbd“x.

Deshalb sind solche verallgemeinert Funktionen unendlich oft differenzierbar. Fiir eine
beliebige Linearform F' auf C§°(2) definieren wir als die partielle Ableitung
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Weil der Vektorraum der Testfunktionen unendlichdimensional ist, stellen wir an die
Linearformen zusétzliche Stetigkeitsbedingungen, um ihn nicht unhandbar groff zum
machen. Damit die stetigen Linearformen unendlich oft differenzierbar sind, miissen die
partiellen Ableitungen stetige Operatoren auf dem topologischen Vektorraum C§°(€2)
bilden. Fiir f € [}(€)) sind die entsprechenden verallgemeinerten Funktionen F stetig
beziiglich der Supremumsnormen auf kompakten Teilmengen von €. Fiir jede kompakte
Teilmenge K C €2 und jeden endlichen Multiindex a definieren wir folgende Halbnorm:

I o - C5o(2) = R, ¢ = [0l o = Sup 0%(2)| -

Definition 1.8. Eine Distribution auf einer offenen Menge 2 C R™ ist eine Linearform
F auf C$°(2), die beziiglich der Halbnormen || - ||k, stetig ist, d.h. fir jede kompakte
Teilmenge K gibt es endlich viele Multiindices a, ..., ay und Cp > 0,...,Cy >0, so
dass fir alle Testfunktionen ¢ € C§°(2) mit Trigern in K gilt:

[F(9)] < Cillpllar + - -+ + Crrllllsc.cns-

Der Raum dieser Distributionen wird mit D'(Q2) bezeichnet.

Unter dem Tréager einer Distribution verstehen wir das Komplement der Vereini-
gung aller der offenen Mengen, so dass die Distribution auf allen Testfunktionen ver-
schwindet, deren Tréger in den offenen Mengen enthalten ist. Fiir einen Vektor x € R"
bezeichne |z| die euklidische Lange von des Vektors z. Die Testfunktion

o(x) = {exp (W;_l) fl?r lz] <1

0 fir |z] > 1
hat den Tréger B(0,1) und ist nichtnegativ. Durch Umskalieren von z und ¢ und
durch Translation lasst sich daraus fiir jeden Ball B(xg,¢€) eine eindeutige nichtne-
gative Testfunktion ¢p(y,,) konstruieren, deren Tréger gleich B(xg,€) ist, und mit
[ @B, dp = 1. Also gibt es insbesondere fiir jede offene Menge eine nichtnegati-
ve Testfunktion, deren Trager in der offenen Menge enthalten ist. Weil jede stetige
Funktion f auf 2, die nicht identisch verschwindet, auf einem offenen Ball fiir ein € > 0
entweder grofer als e oder kleiner als —e ist, gibt es ein ¢ € C§°(Q) mit [, fodu # 0.

Folgender Distribution auf 2 5 0 entspricht keine herkémmliche Funktion:

§:02(Q) - R ¢ ¢(0).

Eine entsprechende Funktion miisste auf R™\ {0} verschwinden und ihr Integral miisste
gleich eins sein. Eine solche Funktion wird Dirac’sche §-Funktion genannt. Die Familie
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der Distributionen, die den Funktionen ¢po) entsprechen, konvergieren im Grenzwert
€ | 0 gegen diese Distribution. Der Tréger dieser Distribution ist offenbar nur der Punkt
0 € Q. Auch alle partiellen Ableitungen dieser Funktion hdngen nur von den Werten
von der Testfunktionen und ihrer Ableitungen an der Stelle 0 € €2 ab.

Das Produkt einer Distribution F' mit einer Funktion g € C§°(R") ist definiert als

gF : C5°(Q) — R, ¢ F(g¢).

Dieses Produkt ist offensichtlich vertréglich mit der Einbettung von glatten Funktionen
in die Distributionen und der Multiplikation von Funktionen. Allerdings ist schon das
Produkt einer Distribution mit einer stetigen aber nicht differenzierbaren Funktion
nicht mehr definiert, geschweige denn das Produkt zwischen beliebigen Distributionen.

Die Faltung definiert eine weitere Produktstruktur auf den Funktionen in C§°(R"):

g D)= [ gle=pf @y = [ gwre- ey

Dieses Produkt ist abelsch und assoziativ (Ubungsaufgabe). Wegen der Gleichung

/M*f I—//¢ d“yd“w—/¢ /TPg()f(y)dnydnx

R?» R™

/ b(0)g(a — y)fy) Pz dy = / (6 Pg)fdy
n JRn R™

mit T, : Cg°(Q2) — Cg°(z +Q), ¢ To, mit (T.0)(y) = o(y — )
und P : C(Q) — C(—Q), ¢ — Po, mit (Po)(y) = d(—y)

ist die Faltung einer glatten Funktion g mit einer Distribution F' definiert als
gxF:R"—= R, z~— F(T,Pg)oderals g« F:CPR") =R, ¢~ F(¢px*Pg).

Lemma 1.9. Die Fualtung einer Distribution mait einer glatten Funktion mit kompak-
tem Trdager entspricht einer glatten Funktion, ist also eine Distribution im Bild der
FEinbettung der glatten Funktionen in die Distributionen. Der Triger dieser Funktion
ist enthalten in der Summe des Trdgers der Funktion mit dem Trdager der Distribution.

Beweis: Aus der Stetigkeit und Linearitét folgt dann fiir jede Distribution F' € D'(2):

g*F(¢)=F(Pgx¢)= /n F(T,Pg)o(x)d"z.



16 KAPITEL 1. EINFUHRUNG

Augrund der Stetigkeit der Distribution beziiglich der Halbnormen || - || g ist z +—

F(T,Pg) stetig. Weil der Differenzenquotient der Ableitung ag—;i’) auf den glatten Funk-
tionen beziiglich der von den Halbnormen || - ||k, induzierten Topologie gegen den

Operator T(y)a%i konvergiert, sind diese Funktionen sogar glatte Funktionen.

Wenn = +— F(T,Pg) in einer Umgebung eines Punktes z nicht verschwindet, dann
ist g(x — y) fiir ein y im Tréger von F' nicht Null. Also ist © = y + (x — y) die Summe
eines Elementes des Trégers von F' und eines Elementes des Trégers von g. q.e.d.

Aufgrund dieses Lemmas ist sogar die Faltung einer Distribution F' mit einer Dis-
tribution G' mit kompaktem Tréager definiert:

FxG:CF(Q) =R, ¢ > F(¢+PG) mit PG(¢) := G(Pg).

Die Faltung mit der Dirac’schen d-Funktion ist gleich der urspriinglichen Funktion.
Die Dirac’sche d-Funktion ist also beziiglich der Faltung das Einselement. Wir hatten
eine Familie von Testfunktionen ¢p(o) eingefiihrt, die im Grenzwert € | 0 gegen die
Dirac’sche ¢-Funktion konvergieren. Fiir eine beliebige Distribution F' konvergiert die
Familie von glatten Funktionen f. := ¢p( o *F im Grenzwert € | 0 in einem bestimmten
Sinne gegen die Distribution F'. Eine solche Familie (A¢)eso in Co(R™) mit

Ae >0 supp A\e C B(0,¢) / Aediz =1,

die also gegen die Dirac’sche d-Funktion konvergiert, heifit Mollifier. Damit zeigen wir,
dass sich verallgemeinerte Funktionen durch glatte Funktionen anndhern lassen.

Lemma 1.10. Sei f € C(Q) und (Ae)eso ein Mollifier. Dann konvergiert die Familie
von glatten Funktionen A x f im Grenzwert € | 0 auf allen kompakten Teilmengen von
Q gleichmdfig gegen f. Wenn f glatt ist gilt dasselbe fiir alle Ableitungen von f.

Beweis: Auf kompakten Mengen ist f € C(Q2) gleichméfig stetig. Weil Q offen ist,
ist jedes x € € in einem Ball B(x,¢) C Q enthalten. Fiir hinreichend kleine € héingt
der Wert von A, * f bei z nur von den Werten von f auf B(x,e) C € ab und ist
wohldefiniert. Fiir solche hinreichend kleine e gilt dann

(e x f)(2) = f2)] =

yEB(z,€)

/B M) = Sy £ s 17 - S

Daraus folgt auf kompakten Mengen die gleichméfiige Konvergenz lim, g Ac * f = f.
Aufgrund der Definition der Faltung gilt fiir zwei glatte Funktionen f und g:
I(f *9g) 0g _ Of |

= *
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Deshalb zeigen dieselben Argumente fiir glatte f, dass auch alle die Faltungen von A,
mit den partiellen Ableitungen von f auf kompakten Mengen gleichméflig gegen die
entsprechenden partiellen Ableitungen von f konvergieren. q.e.d.

Jedes Element f € L} .(Q2) definiert auf natiirliche Weise eine Distribution
FpiCR(Q) — R, ors [ fodn
Q

Fiir ¢ € C5°(Q2) mit Tréiger in der kompakten Teilmenge K C Q und f € [}(Q) gilt

[Fr(9)] < :161113|¢(93)|||f||z}(9)-

Fiir f € I} () besitzt dann jede kompakte Teilmenge K C Q eine endliche Uber-
deckung durch offene Mengen O4,...,Op, auf denen die Einschriankungen von f fiir
l=1,...,L jeweils in f|o, € L'(O,) liegen. Daraus folgt dann die Stetigkeit von Fy:

|F (0 |<sup|¢ IZIIflollleol

IOC(Q) gelte
F¢(¢) > 0 auf allen nichtnegativen Testfunktionen ¢ € C§°(2). Dann ist f fast dberall
nichtnegativ. Insbesondere ist die Abbildung L}, .(Q) — D'(Q2), mit f — F} injektiv.

loc

Lemma 1.11. (Fundamentallemma der Variationsrechnung) Fiir f € L

Beweis: Weil die Aussage lokal ist, geniigt es sie fiir f € L}(2) zu zeigen. Wir setzen
f auf R™\ Q gleich Null und kénnen f € [}(R") annehmen. Fiir Mollifier (\.)cso gilt

s s =slh= [

<[, [ AUty s -~ Sl

y€B(0,¢)

ém M) (@ — ) dy — fa)| dhe <

Wenn f die charakteristische Funktion eines endlichen Quaders ist, dann konvergiert
das Supremum auf der rechten Seite im Grenzwert € | 0 gegen Null. Wegen der Drei-
ecksungleichung konvergiert dieses Supremum auch fiir Linearkombinationen solcher
Funktionen, also fiir Treppenfunktionen, im Grenzwert € | 0 gegen Null. Weil die Trep-
penfunktionen dicht in I!(R") liegen, wird dieses Supremum auch fiir f € L'R") fiir
hinreichend kleine € beliebig klein. Deshalb konvergiert fiir alle f € I}(R") die Fami-
lie (Ac * f)eso fiir € | 0 in L'(R™) gegen f. Dann existiert eine Nullfolge (€,)nen, SO
dass || fas1 — fulli < 27™ fur alle n € N fiir die Folge (f,)nen mit f, = A, * f gilt.
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Weil dann | fi| + 3, cx [ fas1 — fu| in LH(R™) konvergiert, konvergiert nach Lebesgues
Satz der beschriankten Konvergenz diese Folge (f,,)nen fast iiberall gegen f. Offenbar ist
(Aex f)(z) = Fr(Ae(x—-). Deshalb folgt (A f)(x) > 0 aus der Bedingung F(¢) > 0 fiir
alle nichtnegativen Testfunktionen ¢. Dann folgt aus dieser Bedingung, dass tatséchlich
fast iiberall f > 0 gilt.

Wenn insbesondere f im Kern der Abbildung f +— F liegt, muss fast iiberall f > 0
und f <0 also f = 0 gelten. q.e.d.

Eine kurze und empfehlenswerte Einleitung in die Theorie der Distributionen ist
das erste Kapitel von Lars Hérmander: “Linear Partial Differential Operators”.

1.5 Regularitit von Losungen

Unter der Regularitét einer Losung einer Differentialgleichung versteht man die lokalen
Eigenschaften der entsprechenden Funktionen. Wir werden nur solche Losungen be-
trachten, die mindestens Distributionen sind. In diesen enthalten sind messbare Funk-
tionen bzw. allgemeiner IP-Funktionen. Diese enthalten die Funktionen, deren erste
oder n-te Ableitungen ebenfalls solche IP-Funktionen sind. Die Rdume solcher Funk-
tionen werden Sobolevraume genannt. In diesen Funktionen sind die glatten Funktionen
enthalten. Zuletzt kommen die analytischen Funktionen mit der héchsten Regularitat.

1.6 Randwertprobleme

Bei der Untersuchung von Losungen von partiellen Differentialgleichungen streben wir
eine moglichst vollsténdige Charakterisierung aller Losungen an. Im Allgemeinen haben
partielle Differentialgleichungen unendlich viele Losungen. Eine Losung einer gewhn-
lichen Differentialgleichung ist eindeutig bestimmt durch die Vorgabe der ersten n
Ableitungen an einem Punkt. Fiir partielle Differentialgleichungen streben wir eine
analoge Charakterisierung an. Weil die Losungen auf hoherdimensionalen Gebieten de-
finiert sind, liegt es nahe, dass die Vorgabe von Funktionswerten und eventuell einigen
Ableitungen auf dem Rand des Gebietes, die Losung eindeutig festlegt. Solche Vorga-
ben nennt man Randwertprobleme. In einem zweiten Schritt soll bestimmt werden fiir
welche Randwerte eine Losung existiert. Mit der Beantwortung beider Fragen sind alle
Losungen eindeutig durch die moglichen Randwerte bzw. Anfangswerte klassifiziert.



