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1 Einfiihrung

Im letzten Vortrag wurde gezeigt, dass falls f € CY(M, E) mit f(xy) = 0 und
Reo(Df(xg)) < 0, dann ist der kritische Punkt 2y der autonomen Differentialglei-
chung © = f(x) asymptotisch stabil und falls ein \g € Rec (D f(xg)) und Ay > 0,
dann ist der kritische Punkt z der autonomen Differentialgleichung & = f(x) insta-
bil. Wir wollen mehr qualitative Aussagen bekommen zum Fall, dass 04(A) := {\ €
o(A)|ReX < 0} # 0 und 0,(A) := {\ € o(A)|ReX > 0} # (.

Hierbei betrachten wir der Einfachheit halber nur den Fall, dass D f(z() einen hy-
perbolischen Fluss erzeugt, d.h. o, (D(f(zo)) = 0.

Es besteht ein Zusammenhang zwischen Fliissen und Homoéomorphismen. Nach
Theorem 10.4 im Amann ist jeder lineare Fluss e mit e € GL(E) fiir jedes
t € R ein Hom6omorphismus. Deshalb betrachten wir zuerst den Fall von Homoo-
morphismen wie wir im ersten Vortrag gehort haben, ist jeder Hom6omorphismus
ein zeitdiskretes dynamisches System. Ich werde das Linearisierungtheorem fiir den
zeitdiskreten Fall beweisen. Daraus léasst sich der zeitkontinuierliche Fall herleiten.



2 Vorbereitungen

Als Motivation der nachfolgenden Definitionen beweisen wir zuerst einen Spezialfall
des Spektralabbildungssatzes.

Lemma 1. Fir A € L(E) gilt
o(e?) = e .= [N e (A}

Beweis. Durch Komplexifizierung (d.h. K = C) ist E ein komplexer Banachraum.
Dies ist sinnvoll, da Eigenwerte von reellen Operatoren komplex seien konnen. Wegen
der direkten Summenzerlegung kénnen wir A in A\/+ N zerlegen mit A = {1, ..., \¢},
wobei Ay, ..., \x die paarweise verschiedene Eigenwerten von A sind, und einem nil-
potenten Operator N € L(FE). Aus der Definiton von Eigenwerte eines linearen
Operators folgt, dass es ein z € E'\ {0} gibt mit Az = Az, d.h. Nx = 0. Dann folgt:

d.h. o(e?) C e”. Es gilt umgekehrt ey = uy fiir p € C und y € E \ {0}, daraus
folgt:

Da N nilpotent ist, 3 k£ mit 1 < k < m und N*+ly = 0. Daraus folgt:

,UNky _ eANkZ ﬁle _ e)\z ﬁNk-Hy — e)\Nky
i=0 i=0
Also folgt aus N*¥y # 0, dass pu = e
Dies bedeutet o(e?) D e = g(e?) = 7@ O

Korollar 2. Sei A € L(E) und A erzeugt einen hyperbolischen linearen Fluss e,

d.h. o,(A) :={\ € o(A)|ReX = 0} = 0.
Wegen dem Lemma |o(e?)| = |e?@| = 7 £ 1. Somit heifit ein Homdéomorphis-
mus T € GL(E) hyperbolisch , wenn T keine Eigenwerte vom Betrag 1 hat.

Sei nun 7" € GL(F) hyperbolisch, so gilt
o(T) = 0o(T) U ooo(T)
mit
oo(T):={rAeo(T): |\ <1}

und
0oo(T) :={X€a(T): |\ >1}

Daraus folgt £ = FEy @ Ex und T = Ty @ T, und somit o(Ty) = oo(T) und
0(Ts) = 0o(T).



Lemma 3. Sei T' € GL(E) hyperbolisch und es gelte fir ein a € Ry.:
lo(Ty)| < a und |o(TLY)| <
Dann existiert eine Hilbertnorm || - || auf E mit
maz{[|To|l, 1T} < o

Beweis. Wir setzen wieder K = C und wissen, dass wir Tj zerlegen konnen in
D = diag[Ay, ..., Ai] und einen nilpotenten Operator N € L(Ej).
Die Operatornorm von D beziiglich der euklidische Norm ist:

" 1/2 . 1/2
|D|| = max || Dz||s = max Z)\fx? < max max || fo
Jallz=1 lela=1 \ lela=1 " i .

= max |\;| max ||zl = max |\
i Jall2=1 i

In Algebra haben wir gezeigt, dass es zur jeder nilpotenten Matrix N eine Ahnlich-
keitstransformation gibt, so dass

Sy 0 ... 0 01 ... 0
0 S, ... O R :
PlxNxP=]| . ‘2 mit S; = : T
: s 00 ... 1
0O 0 ... S 0 0 0

Wir konnen dann eine Basis B = {e, ..., ex} von Ey wéhlen, so dass

ei_ ,
Ne; = { i gilt. Dann ersetzen wir e; durch a; := é’¢; mit 6 > 0.
0

N(Zj = N5j€j = 5jN€j = 5j€j_1 = (55j_1€j_1 = (S(Zj_l

Also sieht die Matrix von N beziiglich der Basis {ay, ..., ax} so aus:

046 ... 0
00 ... ¢
0 0 0
Daraus folgt, dass Ve > 0 36, so dass es eine Hilbertnorm || - || auf Ey mit | V]| < e

gibt. Da a — max; |A;| > 0, gilt
Vo < o — max |,
Daraus folgt
I Tollo < [P0 + [[N]lo < max [Aif + a — max[A;] = a
Analog finden wir auf F, eine Hilbertnorm || - || , so dass gilt ||T2![|o < «. Dann
wird durch
2]1* := [l2oll§ + lzecll5e V& = 20 + %o € B ® B = E

die Hilbertnorm auf E definiert, da sie die Parallelogrammgleichung ||z +y/||*> + ||z —
ylI* = 2()l=[* + [lyl|*) erfiillt. O



Korollar 4. Sei T' € GL(FE) hyperbolisch, so ist
|00(T)] <1 < |oo(T)

Da gilt
1
o(T™H =o(T)' = {X DA€ J(T)}
und somit
ooo(T7H) < 1
Also ezistieren nach dem Lemma ein o < 1 und eine Norm || - || auf E mit

ITo]| €a<1und [T <a<1

Definition 5. Sei X ein topologischer Raum. Wir bezeichnen mit B(X, E) den
Banachraum aller beschrinkten Abbildungen u : X — E mit der Supremumsnorm
| u]|oo := sup,ex [u(2)|p Dann definieren wir mit:

BC(X,E) :=B(X,E)NnC(X,E)
den Banachraum der beschrinkten stetigen Funktionen mit der Supremumsnorm.

Betrachtung 6. F = E| & E, ist eine direkte Summenzerleqgung von E, dann gibt
es eine Projektion Py : E — E;, i = 1,2 mit |P;| <1, i = 1,2. Somit lasst sich jedes
Element u € B := BC(X, E) eindeutig zerlegen:

u = Plu + PQU
Dabei ist Pru € BC(X, E;) :== B;. Daraus folgt:

| Piul|s, := sup |Pru(z)| = [[Fullso < [Biffluflo < [ullo
xe

Definieren (Pu)(x) := Py(u(x)) VYo € X, dann sind P, : B — B;, i = 1,2 mit P, +
P, = idp stetige Projektionen. Somit gilt B = By ® Bs.
Dann konnen wir eine Norm auf B definieren:

[ull 5 == max{|| Prull s, [| Pul| 5, }
Lemma 7. Die Norm ||u||p ist eine dquivalente Norm zu ||u|l~ auf B.

Bewesis.

1 1 1
Sullee = SR+ Poloe < S{IPrtlloc + | Potloc}

1
= sl Prulls, + [ Poulls } < llulls < Jlull

]

Definition 8. Seien X,Y topologische Riume und f : X — X sowie g : Y — Y
Homdomorphismen, so heifst ein Homdéomorphismus h : X — Y eine topologische
Konjugation von f nach g, falls ho f = goh.



3 Globaler Hartmansche Linearisierungssatz

Theorem 9. Sei T' € GL(E) hyperbolisch und g € BC(E, E) eine gleichmafige
Lipschitz stetige Funktion mit A\ < $min{l — a, [T}, so sind T und T + g
topologisch konjugiert, d.h. hoT = (T + g) o h.

Bewets. Nach Lemma 3 und Korollar 4 gibt es eine Hilbertnorm | - || auf E mit
max{[[Tol, | 7o [I7"} < o < 1.

Schritt 1: Zeigen T + g ein Homéomorphismus
1. T + g stetig
2. (T + g)~! existiert
3. (T +g) " stetig
1. Es ist klar, da die Summe zweier stetiger Funktionen stetig ist.
2. Firein x € F 3z € F, so dass gilt: Tz + g(z) = z. Wir kénnen es zur Fixpunkt-
gleichung umformen.

r=TYz—g(z)) = f.(2)

(T + g) ist bijektiv < f, : E — E genau einen Fixpunkt x(z) hat.
Fiir festes z € E:

1f-(x) = L=l = 1T (z = g()) = T (z = gD < [T [llg(w) — g(@)l|

. 1
< AMTHllle = yll < 5llz =yl

d.h. f, ist eine Kontraktion. Dann folgt aus dem Banachschen Fixpunktsatz, dass
f- genau einen Fixpunkt hat.
3. Fir z,z2 € E:

l2(z) = 2(2)|| = I fo(x(2)) — fe(z(2))]
< If2(2(2) = L) + 1 Fo(2(2) = Fo(2(2))]

< Slle(e) — @) + 1Tz = 9(2)) = T = gla(2)]
< 271z — 2|

Damit ist z(-) = (T + ¢g)~! : E — E gleichméiRig Lipschitz stetig.
= T + g ein Hom6omorphismus.

Schritt 2: Konstruktion von H

In diesem Schritt nehmen wir an, dass fir g,h € BC(E, E) =: B gleichméafig Lip-
schitz stetige Funktionen mit der Lipschitzkonstanten A genau ein H := H(g,h) €
C(E,E) existiert mit H —id € B und (T'+ g) o H = H o (T + h), welches das
Theorem 9 erfiillt. Im néchsten Schritt wird die Existenz und Eindeutigkeit von H

bewiesen.
Dann gilt fiir a := H(g,0):

(T+g)oca=aoT



und fiir b := H(0, g):
Tob=bo (T +g)
Daraus folgt:
(T+g)oaob=aoTob=aobo (T +g)
Aufgrund der Eindeutigkeit von H folgt a o b = H(g,g) = id und aus
Toboa=bo(T+g)oa=boaoT

folgt boa = H(g, g) = id. Aus der eindeutigen Darstellung a = id+w und b = id+ v
mit u,v € B ist a ein Homéomorphismus von E und durch (7'+ g) ca = a o T eine
topologische Konjugation von T+ g nach T.

Schritt 3: Existenz und Eindeutigkeit von u zeigen
d.h. 3w € B, so dass (T + g) o (id + u) = (id + u) o (T + h). Wir haben gezeigt,
dass T+ h ein Hom6omorphismus ist, somit gilt:

id+u=(T+g)o (id+u)o(T+h)"
=go(id+u)o(T+h) ' +To(T+h) " +Touo(T+h)*

Wegen id = (T'+h) o (T +h)~! kann man die Gleichung zu einer Fixpunktgleichung
umstellen:

u="Touo(T+h)" 4+ G(u) = F(u)
mit
G(u) :=go(id+u)o(T+h)™" —ho(T+h)"

Zeigen, dass F: B— B:u — F (u) genau einen Fixpunkt in B hat.
Wir wissen, dass F = Ey @ Ey, somit ist Ey und E,, orthogonal. Daraus folgt || Fy||,
| Ps|l <1 fiir P, : E — E;. Wegen der Betrachtung 6 kénnen wir u = Pyu + Pyu
zerlegen und damit die Fixpunktgleichung:

P(]U = TO e} P(]u e} (T -+ h)il + PoG(U) =: F[)(U)

Pt = T 0 Pouio (T 4+ h) ™! + Py G(u) =: Fao(u)

Wir verketten T_! links und (7" + h) rechts an die zweite Gleichung:

T loPouo(T+h) = Peu+ T o PuG(u)o (T + h)
Fo(u) =T o Pouo (T +h) — T o PuG(u) o (T + h) = Pyu

Nach der Proposition 6 induziert die Zerlegung F = Ey ¢ E,, die Zerlegung B =
By & B, und fiir die Norm

[l 5 := max{[| Poul|oo, || Poctl[oc }



gilt
1
slulloo < llulls < lufle Vue B

Also wird durch F' := Fy + F,, eine Abbildung definiert, so dass u = F(u) = F(u)
gilt.
Fir u,v € B, r € Eund y := (T + h)"'(z), 2z := (T + h)(x) erhalten wir:

[ Fo(u) — Fo(v)]leo = |ToPou(y) + PoG(u) — ToPov(y) — RoG(v)]]
< [[Tolll Pouly) — Pov()[l + [[Poll |G (u) — G(o)]|
< o Po(uly) —v(y))ll+
lg o (id +u)(y) — h(y) — g o (id + v)(y) + h(y)]
< al|Py(uly) —v@)Il + llg(y +u(y)) — g(y +v(y))]
< al|Po(uly) — vl + All(y +w(y)) — (y + o)l
< af Po(u(y) —v())ll + Alluy) — v(y)]|
(

< af|Po(u = v)llee + Allu = vl

Analog gilt:

1P (1) = Foo(v)lloo = 175" Pooti(2) — Tg PG (u(2)) — T Pav(2) — T PosG(0(2)) |
< af| Pacu(z) = Poov(2)|| = [|G(u(z)) — G(v(2))]]

< of Poo(u(z) = v(2))]l = llg(y + u(=(y))) — 9(
< [ Poo(u = 0)loo + Allu = 0[]0

<
_|_
I~
f\
/-\
\_/
N~—
N~—

Wir wollen die Supremumsnorm {iberfiihren in die B-Norm:

[Fo(u) = Fo(v) [ < al|Po(u = v)[loc + Al[Fo(u — v) + Poo(t — v) |
< (a+ N)[[Po(u = v)[loc + Al Poo(u = v) ||
< (a4 A) max{{| Po(u — v)]|oo; [ Poo(u — v)[loc }+
Amax{|| Po(u — v)l[oo, || Poo(u — v) |}
= (a+2)\)||lu —v||B

Analog gilt fiir Fl:

[Foo (1) = Foo(v)]] < (@ + 20)[Ju — vl|5
Daraus folgt:

[1F(u) = F0)llp < (a4 2A)lu = v]|5

Wegen o + 2\ < a + min{l — a, [|T7!|7!} < 1 ist die Fixpunktgleichung eine
Kontraktion und damit folgt die Existenz eines eindeutigen Fixpunktes von F aus
dem Banachschen Fixpunktsatz. O



4 Hartman-Grobman Theorem

Theorem 10. Sei & = f(x) mit f € C' ein nicht-lineares System mit dem Fluss ¢;
und das lineare System & = Ax mit A := D f(xo) und xo ein kritischer Punkt. Wenn
der erzeugte Fluss e hyperbolisch ist, dann 3 ein Homéomorphismus H : U — V
(offen U,V C E) , so dass¥x € U 3 Iy C R. Dann gilt V't € I :

H o ¢y(z) = ¢ o H(z)
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