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1 Bezeichnungen

Im Folgenden werden diese Objekte verwendet:
1. E=(FE,|-|), ein endlichdimensionaler Banachraum;
2. die offene Menge D C F;

3. das offene Intervall J C R, wobei R, C J;

=~

. f€CY(J x D,E) (f ist lokal Lipschitz-stetig in der zweiten Komponente);

5. u € C'~(Dy, D) (lokal Lipschitz-stetig) ist die Losung des AWP

T = f(t,x), x(r) =¢, (1,§) e Jx D

2 Definitionen

Definition 1 (Ljapunovstabilitit). Sei f(-,x9) = 0. Dann ist die globale Ldsung
u(x) = x¢ eine Losung des AWP. Die Lisung xo heifit Ljapunov-stabil, wenn zu jedem
€ >0 und jedem 7 € J ein 6 > 0 existiert, sodass

lu(t, 7,&) — x| < &, Vt € [r,t7(1,8)), V|¢—xo| <6

Dabei ist t*(7,&) = sup{t € J‘u(t,T, €) € D} (vgl. [4, Satz 9]). Wenn die Losung xo nicht
stabil ist, so ist sie instabil (im Sinne von Ljapunov).

Definition 2 (Attraktivitdt). Die Lisung xo heifit attraktiv, wenn fir alle T € J eine
Umgebung W um xq existiert mait

VEe W : tH(1,€) = und 1tlim u(t, 7,&) =z
—00

Definition 3 (Asymptotische Stabilitéit). Ist die Losung xq stabil und attraktiv, nennt
man sie asymptotisch stabil.

Definition 4 (Gleichméfigkeit).
1. Man spricht von gleichmdflig stabil, wenn d nicht von T € J abhdngt.

2. Die Losung xqg ist gleichmdflig attraktiv, wenn W wunabhdingig von 7 € J ist und
tlim u(t, 7,€&) gleichmaflig bzgl. (1,€) € J x W ist. Letzteres bedeutet in diesem Fuall,
—00

Ve>0 d7T >0:

lu(t, 7,&) — o] < € Vi>1t+T, Y(r,§)edJxW

3. Sind beide Eigenschaften erfillt, spricht man von gleichmdf$ig asymptotisch stabil.

[1]



3 Motivation

Es sollen nun Aussagen dariiber getroffen werden, wann ein kritischer Punkt xg in einem
dynamischen System stabil ist. Hierfiir werden Dynamische Systeme betrachtet, die ,an-
nihernd linear* sind, d.h., fiir die Differentialgleichung & = Ax+g¢(t, x) gilt g(t, ) = o(|z|)
fiir x — x¢. Im Folgenden werden vorwiegend autonome Differentialgleichungen behan-
delt, da nicht-autonome Gleichungen durch Translation auf den autonomen Fall zuriick-
gefiithrt werden koénnen.

4 Stabilitatsaussagen

4.1 Stabilitat autonomer linearer Differentialgleichungen

Lemma 5 (Beschréanktheitskriterium). Fs sei A € Z(E). Dann bleibt jede Losung von
T = Ax fiirt — oo genau dann beschrinkt, wenn gilt:

(i) ReA<0 VA€ o(A)

(i1) Jedes N € o(A) mit Re A = 0 ist ein halbeinfacher Eigenwert, d.h., seine geometri-
sche st gleich seiner algebraischen Vielfachheit.

Beweis. Es gentigt, K = C zu betrachten. Seien (i) und (ii) erfillt. Dann wird jede
Losung u der Differentialgleichung eine Linearkombination von Funktionen der Form

treMy, Aeo(A),ye E

Wegen (ii) gilt fiir alle A mit Re A = 0, dass n=0. Damit ist u beschrénkt.
Andersherum existiert fiir jedes A € o(A) eine Losung der Form

e)‘t(yl +tys + ... + t”_lyn)

mit vy, ...,y, € C™. Wire A\ nun nicht halbeinfach, so wire n>1. Damit der Ausdruck
aber auch fiir Re A = 0 beschrankt ist, muss n < 1 sein. O

Satz 6. Sei A € Z(F). Die Nulllosung der linearen Differentialgleichung & = Ax ist
genau dann stabil, wenn

(i) Rea(A) <0
(i1) jedes A € o(A) mit Re\ =0 ein halbeinfacher Eigenwert ist.
Die Nulllésung ist genau dann asymptotisch stabil, wenn Reo(A) < 0.

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit geniigt es, den Fall 7 = 0 zu betrachten
(sonst setzt man t,., = t — 7, Woraus T,e, = 0 folgt). Der Fluss wird folglich durch e - ¢
beschrieben. Sei

= Sup{|etA|‘t ER } <0 . (1)

Somit ist fir e > 0

e gl < et el <e V(1§ €eR. xB(0,2)



d. h. die Nulllésung ist stabil.

Mit der Basis {xl, ...y T} von E ergibt sich folgende Zerlegung: £ = > 7" | &x; und

e e =" &er;. Um Ungleichung (1) erfiillen zu kénnen, muss daher e'4z; fiir alle
t = 1,...,m beschrinkt sein. Das genau dann der Fall, wenn jede Losung von & = Az
beschrankt ist. Das wiederum ist dquivalent zu (i) und (ii), wie mit Lemma 5 folgt.

Fiir die Riickrichtung wird angenommen, dass (i) oder (ii) verletzt sind. Nach Lemma 5
folgt:

dJre E: let4z| =25 0o

Dann wiichst auch |e!ex| fiir jedes € > 0 unbeschriinkt und die Nulllésung ist instabil.
Die asymptotische Stabilitdt folgt, wenn man in einem analogen Beweis [5, Satz 1.1]
verwendet. ]

4.2 Asymptotische Stabilitat
Satz 7. Gelte fiir A € L(E), dass Rec(A) < 0. Fiir g € C%'~(J x D, E) sei

g(t,x) = o(|z|) fir  x—0 und gleichmdfig in t € J. (2)
Dann ist die Nulllésung der gestorten linearen Gleichung
Tt =Ax +g(t,x)
gletichmdajig asymptotisch stabil.

Beweis. Wir wissen wegen [5, Lemma 3.2| bereits, dass «, 5 > 0 existieren, sodass
|etA| < Be Vt >0

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei § > 1. Sei auerdem u bereits eine Losung des
AWP
b= Az tglta) u(r)=¢

Durch die Anwendung der Variation der Konstanten auf die so erzeugte Differentialglei-
chung
T = Az + g(t,u(t))

erhdlt man die Integralgleichung
t
u(t) = el="4¢ +/ e g(s,u(s)) ds
Die Losung u(t) ist daher beschrénkt durch
t
)] = e e+ [ e Mg(s.u(e)) d
< e+ [ gt (o)) ds ®)

fiir 7 <t < t*(t,€).



Wegen (2) kann fiir ein beliebiges € € (0, a) ein ¢ € (0,¢) gefunden werden, sodass
(¢, z)| < (5)lz] Voo |z| <95, Vt>71 . (4)

Fiir den néchsten Schritt wird benétigt, dass |u(t)| < o fir |£] < % und ¢ € [1,t1(t,€)).
Der Beweis hierfiir wird durch Widerspruch gefiihrt.
Man nehme an,

(¢, t) - t =inf{t € [r,t7(t,))||u(t)| = 6}

Einsetzen von (4) in (3) ergibt
t
lu(t)] < de—ot=") +€/ e~ y(s)| ds
bzw. .
e u(t)] < 6e?” —1—6/ e®|u(s)| ds

Da beide Summanden rechts positiv sind, kann man durch die rechte Seite teilen und
erhélt nach Multiplikation mit e

eu(t)] -

deaT + ef: e?s|u(s)| ds

Wird diese Gleichung nach ¢ integriert, kann man die Substitutionsregel anwenden:

t t
10g(5ear + 8/ ea5|u<8)| dS) - 10g(560w'> < / e dt = €(t — 7—) 7
so dass sich t
e™u(t)] < de” + 6/ e |u(s)| ds < 5e°7 - e

oder
’u(t>| < 6€fa(t7'r)+€(t77) — 567(0475)(1577) < (5)

ergibt.[3] Setzt man jetzt ¢ ein, hat man mit
d=lu(t)| <o

einen Widerspruch erzeugt.
Wegen (5) fir alle |¢] < % und t € [1,t7(¢,€)) ist die Nullldsung gleichméfig attraktiv.

[
4.3 Instabilitat
Lemma 8. Fir A € ZL(E) gelte
a<Reo(A) < p
Dann existiert eine euklidische Norm || - || auf E, sodass fir das Skalarprodukt {-,-) gilt

allz]]* < Re (Az, z) < B|z|? Vr € E.



Beweis. Sei K = C. Analog zu [5, Lemma 3.2| kann A aufgeteilt werden in A = D+ N mit
D = diag[p, ..., ftm), wobei pi, ..., ttr, die nach ihrer Vielfachheit geordneten Eigenwerte
sind. Dann gibt es zu jedem € > 0 eine euklidische Norm || - || mit || V]| < e. Wihle nun
ein € mit

e < min{f — max[Reo(A)], min[Rec(A)] — a}

Bezeichne mit 1, ..., z,, die Basis zur Norm. Weiter ist (Dz,z) = Y ", pu;|2;|>. Daher
folgt
min[Re o (A)]||z||* < Re (Dz,z) < max[Rea(A)]||z]* . (6)

Jetzt lisst sich mit Re (Az, z) = Re (Dz,z) + Re (Nz, z) und Re (Nz,z) < ||N||||lz]]* <
el|z||* die Abschitzung

Re (Dx,z) — ¢||z||* < Re (Az, z) < Re (Dz, z) + ¢||z||”
herleiten. Wegen (6) und der Wahl von ¢ ist nun
oflz|* < min[Re o (A)]||z]* — llz]|* < Re (D, z) — elz[|* < Re (Az, z)
bzw.
Re (Az, ) < Re (D, z) + ¢z < max[Re o (A)]||z||* + e||z||* < 8=

Es verbleibt der Fall K = R. Durch Komplexifizierung kann der reelle Fall auf den kom-
plexen zuriickgefithrt werden. Sei also A¢ in E¢. Die Hilbertnorm || - || induziert eine
Hilbertnorm || - || auf E (vgl. [5, Lemma 3.2]).

Da fiir die Skalarprodukte gilt:

Re (¢ me = 1(I€+nle — € —nllz)  V&ne Be

und
(@) =3le+yl* =z —yl) Vayek

Nach Zusammensetzen folgt
alz|® = allz|z < Re(Acz, z)e = (Az,z) < Bllz||g = Bllz|>  Va € E.
O

Satz 9. Der Operator A € Z(E) habe einen Eigenwert mit positivem Realanteil. Es
existiere wieder ein g € C®'=(J x D, E) mit

g(t,x) = o(|z|) fir  x—0 und gleichmdfig in t € J. (7)
Dann ist die Nulllosung der gestorten linearen Gleichung
T =Ax + g(t,x)

mstabil.



Bewets. Da das instabile Spektrum o, (A) nicht leer ist, existiert ein v € (0, Re oy, (4)).
Definiere A, := A — 7 - 1. Wegen o(A,) = 0(A) — v ist das neutrale Spektrum o,,(4,)
leer. Daher erzeugt A, einen hyperbolischen linearen Fluss et Nach [5, Theorem 5.2]
gibt es eine direkte Summenzerlegung

E=E ®E, |,
die A, = (A,)_ @& (A,)+ so zerlegt, dass 04(A,) = 0((A,)-) und o,(A,) = 0((A,)+). Die

Zerlegung wirkt dann auch auf
A — A_ @ A+

mit 0(Ay) = 0,(A) und 0(A_) = 04(A) U o, (A). Folglich gilt
Reo(A-) <0 und Reo(Ay) >a >0

fiir ein geeignetes o > 0. Sei nun 5 € (0, ) fest. Mit vorangegangenem Lemma 8 folgt

die Existenz einer Skalarproduktnorm | - || auf £} und || - ||_ auf E_, sodass gilt
Re(A_z_,z_)_ < Bllz_|* Ve_ € E_ (8)
und
Re (A, ay), > alzi|} Vo, € By . (9)

Das innere Produkt des gesamten Raumes £ = E_ & E, ist definiert durch
(-t oy +y) = (o y-) + (@ ys)
da die Teilrdume senkrecht auf zueinander sind. Das Skalarprodukt induziert die Norm
lol? = o + a4l = o2 + oy |2 Vo—o +a,€B . (10)
Die Ableitung von ||z|* mit z =: a + bi ist:
(%) = (la +bill*) = (a + bi, a + bi))’
={(a+bi),a+bi)+ {a+bi,(a+ b)) ={(d +Vi,a+bi)+ (a+bi,a + Vi)
(a';a) + (', bi) + (b'i,a) + (b'i,bi) + {(a,d’) + {a,b"i) + (bi,a) + (bi, Vi)
(a';a) + {d' iy — {(a', bi) + (b'i,a) — (V'i,a) + 2(bi, bi)
Re (z/,x) . (11)
Definiere P: F — E, und @) : E — E_ die Projektionen auf den Unterraum,
®(z) = 5(|lz+|° = lz-|I*) = 3(|Pz|” = [|Qz[")  VzeE
und 7 := (o — ). Nach (7) existiert ein § > 0 mit

gDl <Allzll - Vo flzf <o . (12)



Sei [|u(0)]] < 6 und ®(u(0)) > 0. Sei p(t) := P(u(t)). Dann folgt aus den Gleichungen
(8), (9), (11) und (12), dass Vt > 0 mit ||u(t)]| < ¢ gilt:
() = Re (Pu(t), Pu(t)) — Re (Qu(t), Qu(t))
— Re (A us (1), (6) — Re (A_u_(t),u_(1)
+Re (Pg(t,u(t)), Pu(t)) — Re (Qg(t, u(t)), Qu(t))
> o Put)|” - BllQu(t)]
= IPI[[u@®) I Pu@)] = QU u@®|Qu(#)]l
Da P und @ Projektionen sind, gilt offensichtlich || P||, ||@Q] < 1. Wegen ¢(0) > 0 folgt
aukerdem, dass fiir kleine ¢ > 0 gilt, ®(u(t)) > 0, oder ||Qu(t)|| < ||Pu(t)]. Eingesetzt in
(10) ergibt sich ||u(t)|| < 2||Pu(t)|]. Damit folgt
(t) = al Pu(®)||® = BllQut)|| = yllu®)| (| Pult)l| + |Qu(®)])
> (a —49) || Pu(t)|* = BllQu(t)]
=28 ¢(t)
Daraus folgt
Ve 0 Ju®) <5: () 2 (0, ¢(0) >0

D. h. ¢(t) > 0 fiir t > 0, [|u(t)|| < 9. Da p(t) < %||u(7f)||2 fiir alle ¢ > 0, gibt es ein ¢,
sodass ||u(t)|| = d. Fiir jeden Anfangswert, der ||u(0)|| <6 und ¢(0) > 0 erfiillt, erreicht
also die Bahnkurve den Rand des Balls B(0, §). Damit ist die Nulllésung instabil. ]

5 Prinzip der linearisierten Stabilitat

In diesem Satz werden nun alle bisherigen Ergebnisse zusammengefasst.
Satz 10. Sei f € CY(D, E) mit f(zo) = 0. Gilt dann
Reo(Df(xo)) <0

so ist der kritische Punkt xo der autonomen Differentialgleichung & = f(x) asymptotisch
stabil. Ist
o(Df(zg))N{z € C|Rez >0} #0

s0 st xg instabil.
Beweis. Sei A:= Df(xg) € Z(FE) und g(y) := f(y + xo) — Df(xo) - y. Wegen

lim M‘ — lim |f(y +x0) — Df(x0) -yl
y=0] [yl | w0 [yl
_ Jig W F20) = flwo) = Df(zo) -]
v=0 [yl

der Differenzierbarkeit von f und der Definition der Jacobimatrix folgt das Grenzverhal-
ten liII(l) ‘%’ = 0. Also gilt g(y) = o(|y|), y — 0. Dann ist
Y—>

g =[fy+wz)=Ay+g(y)
Mit den Sétzen 7 und 9 folgt direkt die Behauptung. O
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