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Bezeichnungen

Im Folgenden werden diese Objekte verwendet:
@ E = (E,|-|), ein endlichdimensionaler Banachraum;
@ die offene Menge D C E;
© das offene Intervall J C R, wobei R} C J;

Q feC%~(Jx D,E) (f ist lokal Lipschitz-stetig in der zweiten
Komponente);

@ u € C'(Dy, D) (lokal Lipschitz-stetig) ist die Losung des AWP

x = f(t,x), x(1) =€, (r,§) e Jx D
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Definition 1 (Ljapunovstabilitat)

Sei f(-,x0) = 0. Dann ist die globale Lésung u(x) = xo eine Lésung des
AWP. Die Losung xo heillt Ljapunov-stabil, wenn zu jedem £ > 0 und
jedem 7 € J ein § > 0 existiert, sodass

|U(t,7"£)—x0| <¢g, vt € [7—7 t+(Ta§))v V’§—X0| <0

Dabei ist t7(7,&) = sup{t € J|u(t,7,€) € D} (vgl. [4, Satz 9]). Wenn die

Lsung xo nicht stabil ist, so ist sie instabil (im Sinne von Ljapunov).
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Definition 2 (Attraktivitat)

Die Lésung xo heillt attraktiv, wenn fiir alle 7 € J eine Umgebung W um
X existiert mit

veew:  tf(ré=co und  lim u(t,7,E) = x

Definition 3 (Asymptotische Stabilitt)

Ist die Lésung xg stabil und attraktiv, nennt man sie asymptotisch stabil.
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Definition 4 (GleichmaRigkeit)

@ Man spricht von gleichmabBig stabil, wenn § nicht von 7 € J abhangt.

@ Die Losung xq ist gleichmaBig attraktiv, wenn W unabhingig von
7 € J ist und tILm u(t, 7,&) gleichmaBig bzgl. (7,£) € J x W ist.
(o.9]
Letzteres bedeutet in diesem Fall, Ve >0 3T >0:

lu(t,7,8) —xo| <e Vt>7+T, VY(r,§)edxW

© Sind beide Eigenschaften erfiillt, spricht man von gleichmaPBig
asymptotisch stabil. [1]
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Es sollen nun Aussagen dariiber getroffen werden, wann ein kritischer
Punkt xp in einem dynamischen System stabil ist. Hierfiir werden
Dynamische Systeme betrachtet, die ,anndhernd linear” sind, d.h., fiir die
Differentialgleichung x = Ax + g(t, x) gilt g(t,x) = o(|x]) fiir x = xop. Im
Folgenden werden vorwiegend autonome Differentialgleichungen behandelt,
da nicht-autonome Gleichungen durch Translation auf den autonomen Fall
zuriickgefiihrt werden kénnen.
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SIEVINECENEEE-CO Ml Stabilitdt autonomer linearer Differentialgleichungen

Lemma 5 (Beschranktheitskriterium)

Es sei A€ Z(E). Dann bleibt jede Lésung von x = Ax fiir t — oo genau
dann beschrinkt, wenn gilt:

(i) RRA<O0 VA€ o(A)

(i) Jedes A € o(A) mit Re A = 0 ist ein halbeinfacher Eigenwert, d.h.,
seine geometrische ist gleich seiner algebraischen Vielfachheit.
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Stabilitdtsaussagen Stabilitdt autonomer linearer Differentialgleichungen

Beweis.
Es geniigt, K = C zu betrachten. Seien (i) und (ii) erfiillt. Dann wird jede
Losung u der Differentialgleichung eine Linearkombination von Funktionen

der Form
t"eMy,  Xeco(A),y€E

Wegen (ii) gilt fiir alle A mit Re A = 0, dass n=0. Damit ist u beschrankt.
Andersherum existiert fiir jedes A € o(A) eine Losung der Form

My +tyr + ...+ t"y,)

mit y1, ..., ¥, € C™. Wire X\ nun nicht halbeinfach, so wire n>1. Damit der
Ausdruck aber auch fiir Re A = 0 beschrankt ist, muss n < 1 sein. O

V.
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SIEVINECENEEE-CO Ml Stabilitdt autonomer linearer Differentialgleichungen

Satz 6

Sei A € Z(E). Die Nulllésung der linearen Differentialgleichung x = Ax ist
genau dann stabil, wenn

(i) Rec(A) <0
(ii) jedes A € o(A) mit Re A = 0 ein halbeinfacher Eigenwert ist.

Die Nulllésung ist genau dann asymptotisch stabil, wenn Re o(A) < 0.
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SIEVINECENEEE-CO Ml Stabilitdt autonomer linearer Differentialgleichungen

Beweis.

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit geniigt es, den Fall 7 =0 zu
betrachten (sonst setzt man t,e, = t — 7, woraus Tpe, = 0 folgt). Der Fluss
wird folglich durch e - ¢ beschrieben. Sei

a:=sup{le”|[te R} < o0 . (1)
Somit ist fure >0
|etA-§| S |etA"’€‘ <e V(T,&)ER.;.XB(O,%) ’

d. h. die Nulllésung ist stabil.
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Stabilitdtsaussagen Stabilitdt autonomer linearer Differentialgleichungen

Beweis.

Mit der Basis {x1, ..., xm} von E ergibt sich folgende Zerlegung:
E=S""T&xund e & =3""T &ex. Um Ungleichung (1) erfiillen zu
kénnen, muss daher e®x; fiir alle i = 1, ..., m beschrinkt sein. Das genau
dann der Fall, wenn jede Lésung von x = Ax beschrankt ist. Das wiederum
ist dquivalent zu (i) und (ii), wie mit Lemma 5 folgt.
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Stabilitdtsaussagen Stabilitdt autonomer linearer Differentialgleichungen

Beweis.

Fiir die Riickrichtung wird angenommen, dass (i) oder (ii) verletzt sind.
Nach Lemma 5 folgt:

tA t—o00
e x| —— o0

dx e E:
Dann wichst auch |e*Aex| fiir jedes € > 0 unbeschrinkt und die Nulllssung
ist instabil.

Die asymptotische Stabilitat folgt, wenn man in einem analogen Beweis [5,
Satz 1.1] verwendet. O

v
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SIELHGESENEEE-CO M Asymptotische Stabilitat

Satz 7
Gelte fiir A € £ (E), dass Rea(A) < 0. Fiir g € C%'~(J x D, E) sei
g(t,x) =o(|x|) fir  x—0 und gleichmaBig int € J.  (2)
Dann ist die Nulllésung der gestérten linearen Gleichung
x = Ax + g(t, x)

gleichmaBig asymptotisch stabil.
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SIELHGESENEEE-CO M Asymptotische Stabilitat

Beweis.
Wir wissen wegen [5, Lemma 3.2] bereits, dass «, 5 > 0 existieren, sodass

|eA| < Be™t  Vt>0

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei 8 > 1. Sei aulerdem u bereits
eine Losung des AWP

x=Ax+g(t,x) u(r)=¢

Durch die Anwendung der Variation der Konstanten auf die so erzeugte
Differentialgleichung
% = Ax+ g(t,u(t)
erhdlt man die Integralgleichung
t

u(t) = et=A 4 / e(t=9)4g(s, u(s)) ds

T
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SIELHGESENEEE-CO M Asymptotische Stabilitat

Beweis.
Die Losung u(t) ist daher beschrankt durch

)] =1+ [ Mg(s,u(s)) o

T

< Be(te| 4 8 / e2(t=9)|g(s, u(s))| ds

fir 7 <t < t™(t,&).
Wegen (2) kann fiir ein beliebiges € € (0, ) ein 6 € (0, ) gefunden
werden, sodass

()< (5 Vx: x| <8, w7
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SIELHGESENEEE-CO M Asymptotische Stabilitat

Beweis.

Fiir den nichsten Schritt wird benétigt, dass |u(t)| < ¢ fiir || < % und
t € [r, t1(t,&)). Der Beweis hierfiir wird durch Widerspruch gefiihrt.
Man nehme an,

E[(IE t=inf{t € [r, t*(t,f))|\u(t)| =6}

Einsetzen von (4) in (3) ergibt
t
lu(t)| < de=(t=7) 4 ¢ / e (=) |y(s)| ds

bzw.
t

e™|u(t)| < de” +5/ e“*|u(s)| ds

T
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SIELHGESENEEE-CO M Asymptotische Stabilitat

Beweis.

Da beide Summanden rechts positiv sind, kann man durch die rechte Seite
teilen und erhilt nach Multiplikation mit

eu(t)] -

det +6th evs|u(s)| ds
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SIELHGESENEEE-CO M Asymptotische Stabilitat

Beweis.
Wird diese Gleichung nach t integriert, kann man die Substitutionsregel
anwenden:

t

t
log(0e™™ + 5/ e**|u(s)| ds) — log(de®™) < / edt=¢(t—71) |,

T

so dass sich

t
ule) < 0 e [ eus)| ds < e e )

T

oder
]u(t)] < 5e—a(t—7)+a(t——r) _ 56_(0‘_5)(t_7) <5

ergibt.[3]
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SIELHGESENEEE-CO M Asymptotische Stabilitat

Beweis.
Setzt man jetzt t ein, hat man mit

5= |u(F)| <6

einen Widerspruch erzeugt.
Wegen (5) fiir alle ¢ < % und t € [7,t7(t,&)) ist die Nullldsung
gleichm3Rig attraktiv. O]
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Stabilitdtsaussagen [EGBELHG#

Lemma 8

Fir A e Z(E) gelte
a<Reo(A)<p

Dann existiert eine euklidische Norm || - || auf E, sodass fiir das
Skalarprodukt (-, -) gilt

alx||? < Re(Ax, x) < B|x|?  Vxe€E.
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Stabilitdtsaussagen [EGBELHG#

Beweis.

Sei K = C. Analog zu [5, Lemma 3.2] kann A aufgeteilt werden in

A= D+ N mit D = diag[u1, ..., ftm], wobei p1, ..., tm die nach ihrer
Vielfachheit geordneten Eigenwerte sind. Dann gibt es zu jedem ¢ > 0 eine
euklidische Norm || - || mit || N|| < e. Wahle nun ein € mit

e < min{f — max[Re o (A)], min[Rec (A)] — a}

Bezeichne mit xq, ..., x, die Basis zur Norm. Weiter ist
(Dx,x) = >_™, pi|xi|*>. Daher folgt

min[Re o (A)]||x|*> < Re (Dx, x) < max[Re o(A)][Ix]* . (6)
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Stabilitdtsaussagen [EGBELHG#

Beweis.
Jetzt |3sst sich mit Re (Ax, x) = Re (Dx, x) + Re (Nx, x) und
Re (Nx, x) < ||[N]|[|x]|* < e|x||* die Abschatzung

Re (Dx,x) — e||x||* < Re (Ax, x) < Re (Dx, x) + e|x||?
herleiten. Wegen (6) und der Wahl von ¢ ist nun
a||x||? < min[Re o (A)]||x||*> — ¢||x||? < Re (Dx, x) — ¢||x||* < Re (Ax, x)
bzw.
Re (Ax, x) < Re (Dx, x) + ¢||x||* < max[Re o(A)]|Ix|* + e|x||* < B]|x]]?

Es verbleibt der Fall K = R. Durch Komplexifizierung kann der reelle Fall
auf den komplexen zuriickgefiihrt werden. Sei also Ac in Ec. Die
Hilbertnorm || - || induziert eine Hilbertnorm || - || auf E (vgl. [5, Lemma
3.2)).

y
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Stabilitdtsaussagen [EGBELHG#

Beweis.
Da fiir die Skalarprodukte gilt:

Re (&, m)¢c = z(I€ +nllg —llE —nllg) Y& € Ec

und
x,y)=2(lx+ylP—lx—yl’) Vxy€eE

Nach Zusammensetzen folgt

allx|[* = allx||z < Re(Acx, x)¢ = (Ax,x) < Blx|g = BlIx|*  Vx€E.
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Stabilitdtsaussagen [EGBELHG#

Satz 9

Der Operator A € £(E) habe einen Eigenwert mit positivem Realanteil. Es
existiere wieder ein g € CO1~(J x D, E) mit

g(t,x) =o(|x|) fir x—0 und gleichmaBig int e J.  (7)
Dann ist die Nulllbsung der gestérten linearen Gleichung
x = Ax+ g(t,x)

instabil.
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Prinzip der linearisierten Stabilitat

In diesem Satz werden nun alle bisherigen Ergebnisse zusammengefasst.

Satz 10
Sei f € CY(D, E) mit f(xo) = 0. Gilt dann

ReU(Df(Xo)) <0 ,

so ist der kritische Punkt xo der autonomen Differentialgleichung x = f(x)
asymptotisch stabil. Ist

o(Df(x0)) N{z € C|Rez >0} #0 ,

so ist xq instabil.
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Prinzip der linearisierten Stabilitat

Beweis.
Sei A= Df(xp) € Z(E) und g(y) := f(y + x0) — Df (x0) - y. Wegen

y=0| |y| | y=0 |
_ im [fr +x0) — f(x0) — Df(x0) - y|
y—0 Iyl ’

der Differenzierbarkeit von f und der Definition der Jacobimatrix folgt das
Grenzverhalten IimO ‘gI(TyI)‘ = 0. Also gilt g(y) = o(ly|), y — 0. Dann ist
y—

y=f(y+x)=Ar+gy)

Mit den S3tzen 7 und 9 folgt direkt die Behauptung. O]
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Prinzip der linea rten Stab

Literatur

) & &

[

Wikipedia - Lyapunov stability.
http://en.wikipedia.org/wiki/Lyapunov_stability.
Version: September 2014, Abruf: 8. September 2014

Amann, H. :

Gewéhnliche Differentialgleichungen.
New York : Walter de Gruyter, 1995

Cesari, L. :

Asymptotic behavior and stability problems in ordinary differential equations.
Berlin ; Heidelberg [u.a.] : Springer, 1971

Dosch, T. :

Vortrag Differentialgleichungen, Dynamische Systeme, Fliisse und Vektorfelder.
http://analysis.math.uni-mannheim.de/lehre/hs1415/dglsem/skript/dosch_ausarbeitung.pdf.
Version: 2014

Nguyen, V. H.:

Hyperbolische lineare Fliisse.

http://analysis.math.uni-mannheim.de/lehre/hs1415/dglsem/skript/van_hoan_nguyen_ausarbeitung.pdf.

Version: 2014

Der Vortrag orientiert sich im Wesentlichen an Gewdhnliche Differentialgleichungen von Herbert Amann.

Patrick Bachmann Ljapunovstabilitat 3. November 2014

25 / 25


http://en.wikipedia.org/wiki/Lyapunov_stability
http://analysis.math.uni-mannheim.de/lehre/hs1415/dglsem/ skript/dosch_ausarbeitung.pdf
http://analysis.math.uni-mann heim.de/lehre/hs1415/dglsem/skript/van_hoan_nguyen_ausarbeitung.pdf

	Bezeichnungen
	Definitionen
	Motivation
	Stabilitätsaussagen
	Stabilität autonomer linearer Differentialgleichungen
	Asymptotische Stabilität
	Instabilität

	Prinzip der linearisierten Stabilität

