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1 Einführung
In dieser Arbeit wird der Begriff der Hyperbolizität eingeführt. Dabei werden aber zu-
nächst nur die hyperbolische lineare Flüsse betrachtet.
Im Folgenden betrachten wir den allgemeinen Fall eines beliebigen K-Vektorraums E =
(E, |.|) mit dimK(E) = m < ∞. Die entsprechende Norm auf L(E) bezeichnen wir mit
‖.‖E. Für A ∈ L(E) schreiben wir etA den von A erzeugte lineare Fluss auf E, statt

ϕ : R× E → E, (t, x) 7→ etAx

Satz 1.1. Für A ∈ L(E) gilt genau dann <(σ(A)) < 0, wenn für jede Lösung u 6= 0 von
ẋ = Ax

lim
t→∞
‖u(t)‖ = 0.

Analog gilt <(σ(A)) > 0 genau dann, wenn für jede Lösung u 6= 0 von ẋ = Ax in E ist

lim
t→∞
‖u(t)‖ =∞.

Beweis. Wir bringen A auf Jordansche Normalform. Da alle Normen auf endlichdimen-
sionalen Räumen äquivalent sind, genügt es den Satz für die Jordansche Normalform
von A zu beweisen.
Offensichtlich ist u(t) = etAx die Lösung von ẋ = Ax mit x 6= 0 und t > 0. Aus der
Vorlesung Differentialgleichung wissen wir, dass alle Lösungen u von ẋ = Ax Linear-
kombination von Funktionen der Form tnetλy mit λ ∈ σ(A) und y ∈ E sind. Wegen
|etλ| = et<(λ) gilt genau dann für <(σ(A)) < 0

lim
t→∞
‖u(t)‖ = lim

t→∞
‖etAx‖ ≤ lim

t→∞
‖etA‖‖x‖ = ‖x‖lim

t→∞
‖etλ‖ = ‖x‖lim

t→∞
(et<(λ)) = 0

also lim
t→∞
‖u(t)‖ = 0. Analog gilt lim

t→∞
‖u(t)‖ = ∞ genau dann für <(σ(A)) > 0, da

lim
t→∞

(et<(λ)) =∞ für <(λ) > 0.

2 Senke und Quelle
Der Nullpunkt von E ist natürlich ein kritischer Punkt von etA und zwar der einzige,
falls A injektiv ist.

Defintion 2.1. Der Nullpunkt von etA heißt eine Senke (bzw. eine Quelle), wenn für
alle x ∈ E\{0} gilt:

lim
t→∞

etAx = 0 (bzw. lim
t→−∞

etAx = 0)

Wegen Satz (1.1) ist 0 genau dann eine Senke (bzw. Quelle), wenn für alle λ ∈ σ(A) gilt:

<(λ) < 0 bzw. <(λ) > 0
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3 Kontraktion und Expansion
Definition 3.1. Ist 0 eine Senke, so heißt der lineare Fluss etA eine Kontraktion. Analog
heißt er eine Expansion, falls 0 eine Quelle ist.

Mit Hilfe des folgenden Lemma wollen wir zeigen, dass bei einer Kontraktion (bzw.
Expansion) jede Flusslinie ϕx(t) = etAx mit x 6= 0 für t→∞ exponentiell gegen 0(bzw.
„gegen ∞“) konvergiert.
Ist M ∈ C nicht leer und ist β ∈ R, so schreiben wir im Folgenden

<(M) < β,

wenn <(m) < β für alle m ∈M gilt. Analog sind verwandte Ungleichungen zu interpre-
tieren.
Unter einer Hilbertnorm ‖ · ‖ verstehen wir eine aus einem Skalarprodukt abgeleitete
Norm, d.h für ein geeignetes Skalarprodukt 〈·, ·〉 auf E gilt ‖x‖2 = 〈x, x〉.

Lemma 3.2. Für A ∈ L(E) und α ∈ R gelte <(σ(A)) < α.Dann existitert eine Hilbert-
norm ‖.‖ auf E mit ‖etA‖ ≤ eαt ∀t ∈ R+.

Beweis. Zuerst betrachten wir den Fall K = C.
Mit einer geeigneten Basis können wir A in die Form A = D + N schreiben, wobei D
eine Diagonalmatrix mit

D = diag[λ1, ..., λ1, λ2, ..., λ2, ..., λk, ..., λk] = diag[µ1, ..., µm]

ist und N eine nilpotente Matrix mit Nilpotenzgrad m (Nm = 0) ist und ihre Einträge
auf der ersten oberen Nebendiagonale 0 oder 1 sind sowie DN = ND.
Wir wählen eine Basis B = {e1, ..., em} von E so, dass Nej = ej−1 oder 0 gilt. Nun
ersetzen wir ej durch aj = δjej mit δ > 0, damit D unverändert bleibt und für N gilt:
Naj = δaj−1 oder 0.
Also hat die Matrix N bezüglich der Basis {a1, ..., am} in den Einträgen der ersten oberen
Nebendiagonale 0 oder δ. Daraus haben wir für ‖x‖ ≤ 1:

‖N‖ := max ‖Nx‖ = max ‖(δx1, ..., δxm, 0)‖ ≤ δ

Verwenden wir jetzt die zu dieser Basis gehörige euklidische Norm, so folgt, dass es zu
jedem ε > 0 eine Hilbertnorm ‖·‖ auf E mit ‖N‖ ≤ ε gibt.
Da D = diag[µ1, ..., µm] ist etD = diag[etµ1 , ..., etµm ].Wir müssen nun die Operatornorm,
die durch die Hilbertnorm definiert wird, näher betrachten:

‖D‖ = sup{‖Dx‖|x ∈ E, ‖x‖ ≤ 1}

Für jedes x ∈ E mit ‖x‖ ≤ 1 existieren α1, ..., αm ∈ R, so dass x = α1a1 + ... + αmam.
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Daraus haben wir:
‖Dx‖2 = ‖D(α1a1 + ...+ αmam)‖2

= ‖µ1α1a1 + ...+ µmαmam‖2

=
m∑
i=1

m∑
j=1

µiµjαiαj〈ai, aj〉

=
m∑
j=1

µjαjδ
2j

≤ max
j∈{1,..m}

µ2
j

m∑
j=1

α2
jδ

2j

= max
j∈{1,..m}

|µ2
j |〈x, x〉

= max
j∈{1,..m}

|µ2
j |

⇒ ‖etD‖ = max
j∈{1,..m}

|etµj | |e
it<(µj)=1|= max

j∈{1,..m}
|et<(µj)|

Wähle ε mit 0 < ε ≤ α−<(σ(A)) und δ ∈ (0, ε), dann folgt für alle t > 0:
‖etA‖ = ‖et(D+N)‖ = ‖etD+tN‖ = ‖etDetN‖ ≤ ‖etD‖‖etN‖ ≤ et(α−ε)etε = eαt

Im Fall K = R übertragen wir das Problem auf C, d.h wir führen die Komplexifizierung
von A auf AC durch. Da der Realteil eines komplexen Skalarproduktes ein reelles Ska-
larprodukt ist, induziert eine Hilbertnorm ‖·‖EC , die auf der Komplexifizierung EC eines
reellen Vektorraumes E difiniert ist, auf dem reellen Untervektorraum E eine Hilbert-
norm ‖·‖E. Außerdem ist ‖Ax‖E = ‖ACx‖EC , also erhalten wir die Behauptung im Fall
K = R durch Anwendung der obigen Resultate auf die Komplexifizierung.
Korollar 3.3:

(a) Gilt <(σ(A)) < α, so existiert eine Kontanste β ≥ 0 mit
‖etA‖E ≤ βeαt ∀t ≥ 0

(b) Gilt <(σ(A)) > α, so existiert eine Konstante γ > 0 mit
‖etAx‖E ≥ γeαt‖x‖E ∀x ∈ E und t ≥ 0.

Beweis: (a) Da alle Normen auf endlichdimensionalen Räumen äquivalent sind, existiert
ein β > 0, so dass:

‖etA‖E ≤ β‖etA‖
Lemma 3.2
≤ βeαt ∀t ≥ 0

(b) Es gilt <(σ(A)) > α⇔−<(σ(A)) < −α⇔<(σ(−A)) < −α. Dann folgt aus Lemma
(3.2) für t ≥ 0, dass ‖e−tA‖ = ‖et(−A)‖ ≤ e−αt. Wir haben dann für x ∈ E und t ≥ 0:

‖x‖ = ‖e−tA+tAx‖ = ‖e−tAetAx‖ ≤ ‖e−tA‖‖etAx‖ ≤ e−αt‖etAx‖
⇔ ‖etAx‖ ≥ eαt‖x‖

Daraus folgt die Behauptung wegen der Äquivalenz der Normen.
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4 Das exponentielle Abklingen bzw. Anwachsen der
Flusslinien

Nach den Vorbereitungen in dem vorherigen Abschnitt erhalten wir das folgende Theo-
rem über das exponentielle Abklingen bzw. Anwachsen der Flusslinien im Falle einer
Senke bzw. Quelle:

Theorem 4.1: Es sei A ∈ L(E). Dann sind äquivalent:

(i) Der Nullpunkt ist eine Senke.

(ii) Es existieren Konstanten α > 0 und β ≥ 0 mit ‖etAx‖E ≤ βe−αt‖x‖E für alle
t ≥ 0 und x ∈ E.

(iii) Es existieren eine Hilbertnorm ‖ · ‖ auf E und α > 0 mit ‖etA‖ ≤ e−αtfür t ≥ 0.

Ebenso sind äquivalent:

(i’) Der Nullpunkt ist eine Quelle.

(ii’) Es existieren Konstanten α > 0 und β ≥ 0 mit ‖etAx‖E ≥ βeαt‖x‖E für alle t ≥ 0
und x ∈ E.

(iii’) Es existieren eine Hilbertnorm ‖ · ‖ auf E und α > 0 mit ‖etA‖ ≥ eαtfür t ≥ 0.

Beweis: (i)⇒(ii):Der Nullpunkt ist eine Senke

(2.1)⇔∀x ∈ E\{0} : limt→∞e
tAx = 0

(1.1)⇔<(σ(A)) < 0
⇔ ∃ α > 0 : <(σ(A)) < −α
⇒ ∃ β ≥ 0 : ‖etA‖E ≤ βe−αt für t ≥ 0, x ∈ E
⇔ ∃ β ≥ 0 : ‖etAx‖E ≤ ‖etA‖E‖x‖E ≤ βe−αt‖x‖E für t ≥ 0, x ∈ E

(ii)⇒(iii): Wegen der Äquivalenz aller Normen existiert eine Hilbertnorm ‖·‖ auf E mit

‖etA‖ ≤ 1
β
‖etA‖E

(ii)
≤ e−αt für t ≥ 0.

(iii)⇒(i): ‖etAx‖ ≤ ‖etA‖‖x‖
(iii)
≤ e−αt‖x‖ t→∞−→ 0

⇒ etAx
t→∞−→ 0 für t ≥ 0, x ∈ E

(2.1)⇒ Der Nullpunkt ist eine Senke.
Analog läuft der Beweis für (i’),(ii’) und (iii’). Im Schritt von (iii’) ⇒ (i’) verwendet
man für x ∈ E\{0} : ‖etAx‖ t→∞−→ ∞ ⇒ <(σ(A)) > 0. �
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5 Hyperbolische lineare Flüsse
Im Folgenden wirdm(λ) als die algebraische Vielfachheit des Eigenwerts λ von A ∈ L(E)
bezeichnet.
Zunächst zerlegen wir das Spectrum σ(A) disjunkt in 3 Mengen:

σ(A) = σs(A) ∪ σn(A) ∪ σu(A)

• Das stabile Spectrum

σs(A) := {λ ∈ σ(A)|<(λ) < 0}

• Das neutrale Spectrum

σn(A) := {λ ∈ σ(A)|<(λ) = 0}

• Das instabile Spectrum

σu(A) := {λ ∈ σ(A)|<(λ) > 0)}

Definition 5.1. Der von A erzeugte Fluss etA heißt hyperbolisch, wenn σn(A) = ∅,
also wenn

σ(A) = σs(A) ∪ σu(A)

gilt.

Das folgende Theorem liefert die mehrdimensionale Verallgemeinrung des zweidimen-
sionalen Sattels.

Theorem 5.2. Sei etA ein hyperbolischer linearer Fluss. Dann gibt es eine direkte Sum-
menzerlegung

E = Es ⊕ Eu,

welche A und damit den linearen Fluss etA wie folgt zerlegt

A = As ⊕ Au und etA = etAs ⊕ etAu .

derart, dass etAs eine Kontraktion und etAs eine Expansion. Diese Zerlegung ist eindeutig
und es gilt

dim(Es) =
∑

λ∈σs(A)
m(λ) bzw. dim(Eu) =

∑
λ∈σu(A)

m(λ)

Beweis: Wir betrachten zuerst den Fall K = C. Setzen wir

Es =
⊕

λ∈σs(A)
Eλ Eu =

⊕
λ∈σu(A)

Eλ mit Eλ = {x ∈ E|(A− λ)m(λ)x = 0},
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dann ist E = Es ⊕ Eu. Diese Zerlegung zerlegt A = As ⊕ Au. Offensichtlich gilt

σ(As) = σs(A) und σ(Au) = σu(A).

Aus dem Satz (1.1) ergibt sich, dass etAs eine Kontraktion und etAu eine Expansion ist.
Die Formel für die Dimension von Es und Eu folgt direkt aus der obigen Wahl von Es
und Eu.
Nun müssen wir noch die Eindeutigkeit dieser Zerlegung zeigen. Sei E = E1 ⊕ E2 eine
andere Zerlegung von E, welche A reduziert, A = A1 ⊕ A2, derart, dass etA1 eine Kon-
traktion und etA2 eine Expansion sind. Wir wollen zeigen, dass E1 = Es und E2 = Eu
ist.
Sei x ∈ E1 beliebig, dann gilt x = y + z mit y ∈ Es und z ∈ Eu. Wir haben also

etAx = etA1x
t→∞−→ 0

Sei Pu : E → Eu die zur Zerlegung E = Es ⊕ Eu gehörige kanonische Projektion, dann
folgt

etAz = etAPux = Pue
tAx

t→∞−→ 0.
Da Au eine Expansion ist und somit der Nullpunkt eine Quelle, existieren nach Theorem
(4.1) Konstanten α > 0 und β > 0 mit

βeαt‖z‖ ≤ ‖etAuz‖ = ‖etAz‖ t→∞−→ 0

Daraus folgt ‖z‖ = 0, also z = 0, d.h E1 ⊂ Es. Aus Symmetriegründen folgt Es ⊂ E1,
also E1 = Es.
Für x ∈ E2 gilt

etAx = etA2x
t→−∞−→ 0.

Zerlegen wir x = y + z mit y ∈ Es und z ∈ Eu wie oben, dann erhalten wir analog zum
obigen Fall

etAz = etAPsx = Pse
tAx

t→−∞−→ 0.
Wegen etA = e|t|(−As) und σ(−As) = −σ(As) folgt aus Theorem (4.1) für t < 0 und
geeignete Konstanten α, β > 0

βeα|t|‖y‖ ≤ ‖e|t|(−As)y‖ = ‖etAy‖ t→−∞−→ 0.

Deswegen ist y = 0 und somit gilt E2 ⊂ Eu. Aus Symmetriegründen folgt Eu ⊂ E2, also
E2 = Eu. Damit haben wir die Eindeutigkeit der Zerlegung gezeigt.
Im Fall K = R wird die Behauptung mit Hilfe der Komplexifizierung von A bzw. E
gezeigt werden, also EC = E + iE und A ∈ L(EC). Wir zerlegen EC und AC wie oben
und setzen

Es := (EC)s ∩ E und Eu := (EC)u ∩ E.
Nun müssen wir zeigen, dass

(EC)s = (Es)C und (EC)u = (Eu)C.
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Im Fall σ(A) = {λ, λ̄} mit I 6= 0 betrachten wir die Summe der Haupträume
H := Hau(AC, λj)⊕Hau(AC, λ̄j).

Für x ∈ H ∩E gilt etAx = etACx. Ist z = a+ ib ∈ H, so folgt, dass auch z̄ = a− ib ∈ H
ist. Also sind a = (z + z̄)/2 und b = (z − z̄)/(2i) Elemente von H ∩ E. Falls etAC eine
Kontraktion (bzw. eine Expansion) auf H ist, ist etA ebenso eine Kontraktion (bzw.
Expansion) auf H ∩ E wegen etAa = etACa = etAC((z + z̄)/2) und etAb = etACb =
etAC((z − z̄)/(2i)).
Im Fall σ(A) = {λ} ⊂ R betrachten wir den Hauptraum H̃ := Hau(AC, λj) und es
verläuft analog. Da sich der allgemeine Fall aus derartigen Unterfällen zusammensetzt,
ergibt sich (Es)C = (EC)s und analog auch (Eu)C = (EC)u. Aus Gültigkeit des Theorems
im komplexen Fall erhalten wir nun die Behauptung im reellen Fall. �

Definition 5.3. Die invarianten Untervektorräume Es bzw. Eu des hyperbolischen li-
nearen Flusses etA heißen stabile bzw. instabile Vektorräume des Flusses.
Ein hyperbolischer linearer Fluss kann eine Kontraktion (Eu = {0}) oder eine
Expansion (Es = {0}) sein.
Beispiel:
1. Im Falle E = R2 können die hyperbolischen linearen Flüsse wie die Phasenporträts
auf dem folgenden Diagramm aussehen, außer den auf der blauen Linien, wo det(A) = 0
ist und für det(A) 6= 0 ist spur(A) = 0. Denn bei den hyperbolischen linearen Flusslinien
ist das neutrale Spektrum leer, also hat A keine Eigenwerte mit Realteil gleich Null. Das
ist der Grund dafür, dass sie innerhalb jedes der durch die blauen Linien getrennten
Bereichen durch kleine Störungen keine dramatische Veränderungen aufweisen.
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2. Im Falle E = R3 ist und weder der stabile noch der instabile Untervektorraum
trivial sind, können die hyperbolischen linearen Flüsse wie in der folgenden Abbildung
aussehen.
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