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1 Stabilitatsbegriffe

1.1 Einfithrende Definitionen
Definition 1. (Abstand Punkt zu Menge/Ball um eine Menge)
Sei M eine nichtleere Teilmenge von X, so definieren wir:
d(x, M) = dist(x, M) = infnem||z — m||
B(M,r):={zre X |d(z,M) <r}

Definition 2. (Anziehungsbereich)
AM) :={z e X |tt (z) = oo und ¢(t,x) - M wenn t — oo}

1.2 Stabilitat

Definition 3. (Stabilitit einer Menge)
FEine Menge M heisst:

1. stabil, wenn Ye >0 30 > 0: ¢(t,x) C B(M,€) Vo € B(M,0)
2. asymptotisch stabil, wenn M stabil ist und B(M,e) C A(M)

3. exponentiell stabil mit Exponent o, wenn Ja,n,0 > 0 Konstanten :
Vo € B(M,0) tt(z) = +oo und d(p(t,x), M) < ne=*d(x, M).
Falls dies Vx € X qilt, so nennt man M global exponentiell stabil.

Bemerkung 4.

M global exponentiell stabil + M kompakt = M asymptotisch stabil
f Lipschitzstetig, M exponentiell stabil = M asymptotisch stabil

M asymptotisch stabil = M stabil

1.3 Weitere Definitionen

Definition 5. (Ljapunovfunktion)
Eine Ljapunovfunktion ist eine stetige Funktion V : M — R mit V () <0
fir das autonome System x (t) = f(x(t)).

Definition 6. (relativ kompakt)
FEine Teilmenge M C X eines topologischen Raumes X heisst relativ kompakt,
wenn thr Abschluss A kompakt ist.

Definition 7. (positive Limesmenge)
Die positive Limesmenge w(x) ist definiert als w(x) := N7 (p (¢, x))
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Definition 8. (positiv invariant)
M ist positiv invariant, falls v*(m) C M ¥Ym € M

Definition 9. (W, )
W, ist die Menge der wachsenden Funktionen g : [0,7) — R fir die gilt:
g(0)=0 und g(&) > 0 V¢ > 0.

2 Wiederholung Satze

(I) v*(x) relativ kompakt = ¢*(z) = 400 (Kor. 10.13 (Amann))

(IT) V sei eine Ljapunovfunktion auf {x € X | v < V(z) < 8} mit —oo <
v < B <400
= M, ={zr € X |V(z) <a}ist Va € (v, ) positiv invariant

(III) M C X abgeschlossen, V Ljapunovfunktion auf M mit V(z) > 0
Ve € M
yH(x) C M = Ja € R mit w(z) C V7 1{a)
Insbesondere gilt: w(x) C {y eEMIV (y) = 0}

V(y) Vy e M

(IV) V Ljapunovfunktion auf M und Ja > 0 mit V (y) < —«
C M:

= Vo € M und VT € [0,¢t%(z)) mit ¢ ([0,7],z)
Vip(t,z)) < eV (x) Vt €[0,T)

(V) X C E, X offen und E reeller Banachraum, f das Vektorfeld zu z= f(x)
V : X — R differenzierbar =V (v) = <DV (z), f(z)> Vo € X

(VI) V Ljapunovfunktion auf M, V (¢ (t,y)) C M fir 0 <t <T < t*(x)
= V (p(t,y)) ist fallend auf [0, 7]

und V(¢ (t,9)) < V(y) + [y V (¢ (7,y)) d7 auf [0,T)

Die Aussagen (II)-(VI) wurden im Vortrag “Ljapunovfunktionen I von H.Vogel
besprochen und bewiesen.

Einen Beweis zu Aussage I findet man im Buch: Gewdéhnliche Differentialgleichungen.
2. Auflage. Berlin: de Gruyter, 1995 von AMANN H. in Teill II Kap.10.
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3 Satz zur Stabilitat

Theorem 10. (Stabilitit)

Es sei V € C(X,R) und M := V=1 (—o0,0] sei kompakt und nicht leer.
Ferner sei v > 0 und V eine Ljapunovkunktion auf B(M,r)\ M.
Schlieflich sei jeder in B(M,r) enthaltene positive Halborbit relativ kompakt.

(1) 3g € W mit V(x) > g(d(x, M)) Ve € B(M,r)\ M

= M 1ist stabil

(1) Wenn zusdtzlich gilt:
FheW mit V (z) < —h(d(z, M)) Yo € B(M,r)\ M

= M st asymptotisch stabil

(iii) Ewistieren Konstanten o, 3,7, > 0 mit V (z) < —aV (x) und
7 d(z, M))” < V(z) <fd(z, M))” Vo € B(M,r)

= M ist exponentiell stabil mit Exponent a3

In (ii) und (iii) gilt auferdem:
A(M) DV (=0, @), wobei @ := sup{a > 0|V~ (—o0,a] C B(M,r)}

Beweis.

Nach Satz(I) gilt: v (x) ist relativ kompakt = t¢*(x) = +oco0. Da nach
Vorraussertzung jeder in B(M,r) enthaltene positive Halborbit relativ kom-
pakt ist gilt somit: Va : 4t (z) C B(M,r) ist tT(x) = 4o0.

Auferdem ist M kompakt = Je € (0,7) mit B(M,e) C U fiir eine beliebige
Umgebung U von M

(i) ZZ.: M ist stabil <
Zu jeder Umgebung B(M,e) von M gibt es eine Umgebung W von M
mit p(t,z) C W

Sei My:={z € X | V(z) < a}. Wir wollen zeigen, dass diese Menge fiir
0 < a< f < g(e) die gesuchte Umgebung W ist.
Sei0 < B < g(e) (B existiert, da g(e) > 0) und Mz = {x € X | V(z) < 5}
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(i)

Beh.: V(z) < = d(M,x) < eVr € B(M,r)\ M

Beweis. Ang. d(M,z) > ¢
= g(d(M,x)) > g(e), da g monoton wachsend
g(d(M,x)) > f, da 8 < g(e)
= V(x) > B, da V(x) > g(d(z, M)) O

Somit gilt: Mg ={x € X | V(z) < B} C{z € X |d(M,z) < e} = B(M,e¢)
Also auch: Mz C U, da B(M,e) CU
Sei nun « € (0, 5). Da V stetig ist, ist M, eine Umgebung von M.

Es bleibt uns also zu zeigen, dass ¢(t,z) C M, Vx € U.
Dafiir wollen wir Satz(II) anwenden.

Wir setzen y=0(in VSS) und da V eine Ljapunovfunktion auf
V=10,8) € B(M,r)\ M erhalten wir, dass

M, positiv invariant ist.

Somit folgt nach Def.(positiv invariant): ¢(t,z) C M,

Also ist M stabil.

Z7Z.: M ist asymptotisch stabil & M stabil + M attraktiv
Die Stabilitdt folgt aus (i). Es bleibt also zu zeigen: A(M) ist eine
Umgebung von M (Def. M attraktiv)

Sei0<a<pB<g(r) )
Beh.:Fiir kein z € Mz \ M, ist v (z) ganz in Mz \ M,

Beweis. Ang. vt (z) sei ganz in Mg\ M,

Da M, offen ist, ist (M ) abgeschlossen.

Weiter ist (3, +o0) offen und somit (—oo, 5] abgeschlossen und da V

stetig ist, ¥V ~1((—o0, 8]) abgeschlossen.

Nun ist Mg\ M, die Vereinigung dieser Mengen und somit wiederrum

abgeschlossen.

Weiter ist Mgz \ M, C B(M,r)\ M (da 8 < g(r)), also ist V eine

Ljapunovfunktion aus Mz \ M,

Schlieklich gilt: z € My \ M, = = € {z € X | V() € [o, 8]} und da

a > 0ist V(x)=>0.

Somit sind alle Vorraussetzungen von Satz(IH) erfiillt und wir erhalten:
1.) 3¢ € R und ein y € w(z )rmtV y) =

2) wiw) € {y € M\ Ma |V () = 0

¢ M= dz,M)>0"2 nd ( M) > 0= —h(d(z, M)) < 0.

2)

)
Aus V (z) < h(d(xz, M)) folgt nun V (2) < 0= w(z) C ) = w(z) = 0.
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Nach 1. gibt es aber ein y, so dass w(x) C V71 (£) # () und erhalten
somit einen Widerspruch. O

Somit gilt: Vo € M\ M, Tty > 0: ¢ (tg, ©) C My, da wir aus (i) wissen
wir, dass Mg positiv invariant ist.

Da « beliebig klein gemacht werden kann folgt daraus, dass M ein At-
traktor mit Mz C A (M)

(iii) ZZ.: M ist exponentiell stabil < Ja, 3, d,n Konstanten: Vo € B(M,J)
t*(x) = oo und d(p(t,z), M) < ne” 5'd(x, M)

Es gilt t7(x) = +00. (siehe oben)

Sei z € My mit0 < 6 < g(r) und g (€) :== 7 (€)".

Dann gilt ¢ (0) =0, g (£) > 0 fiir £ > 0 und g wachsend, somit g € W
und 7 [d(z, M)]° < V(z) = V() > g(d(z, M)) Yz € B(M,r)\ M.

Die Vorrausetzungen von (i) sind erfiillt und wir konnen analog folgern,
dass M; positiv invariant ist, also ¢(t,2) C Ms C B(M,r).

Aus V (z) < —aV(z), V Ljapunovfunktion auf B(M,r) \ M und
o(t,z) C B(M,r) folgt nach Satz(IV)

Vip(t,x)) < eV (zx)Vr e B(M r)\ M

= V(p(t,z)) < eF[d (z, M)]”, da V() < 7[d (x, M)]°

Andererseits ist V(z) > 7[d(z, M))’ Y& € B(M,r) und ¢(t,z) €

B(M,r)

= 7[d (p(t,2), M) < V(p(t, 2))

= 7[d (p(t.2). M))" < e ld (e, M)
= d(p(t,2), M) < (2e7) " d(x, M)

= d(p(t,x), M) < ned'd(x, M) mit n := (%)% fir x € M
= M ist exponentiell stabil mit Ms C A (M)

Nun gilt @ < 3,6, also Mz =V ! (—oc0,@) C A (M) fiir (ii) und (iii). O
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4 Korollar zur Stabilitat

Im Folgenden seien:
e E ein endlichdimensionaler Banachraum
e X ecine offene Teilmenge von E

e f€C' (X,FE) das Vektorfeld zu z (t) = f(z(t))

Korollar 11. (Stabilitat)

Es sei V € C(X,R) und M:=V ' (—00,0] sei kompakt und nicht leer.
Ferner sei Bg (M,r) C X fir ein r>0 und

V sei auf B(M,r)\ M stetig differenzierbar.

(i) <DV (z), f(z)><0Vxe B(M,r)\ M
= M st stabil

(ii) Falls zusdtzlich:
<DV (z), f(x)><0Vx e B(M,r)\ M

= M ist asymptotisch stabil

mit A(M) DV~ (=00, @), wobei @ := sup{a > 0|V~ (—o00,a] C B(M,r)}

Beweis. Wir wollen in beiden Fallen Th.10 anwenden. Dafiir fehlen uns die

Vorraussetzungen: a) V Ljapunovfunktion auf B(M,r) \ M und
b) Jeder in B(M,r) enthaltene positive Halborbit ist relativ kompakt
(a) Nach Satz(V):

V ist differenzierbar = V (z) = <DV (z), f(z)>Vo € B(M,r)\ M

=V (r) < 0 nach Vorraussetzung und somit ist V nach Definition eine

Ljapunovfunktion
(b) ZZ.: v (x) mit v+ C B(M,r) ist relativ kompakt

Wir zeigen, dass B(M,r) relativ kompakt ist, woraus direkt folgt, dass

~v*(x) relativ kompakt ist

M ist kompakt = M ist beschrinkt = B(M,r) ist beschrinkt

Da M C X C F und dim(F) < 400 (E Banachraum)

=B(M,r) ist relativ kompakt

(i) Nun miissen wir ein g € W mit V' (z) > g(d(z, M)) finden.

Definiere:
g(0):=0 und ¢(&) :=min{V(z) | £ < d(z, M) <r} fir £ € (0,r)
Somit gilt: ¢ > 0=d(x,M) >0=x¢ M = V(zx) >0
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= g(&) > 0 fiir £ € (0,7) und
{(V(e) [ & < d(z, M) <r} C{V(2) | & < d(x, M) <7} fiir § > &
= 9(&) = 9(&)
Da g(0)=0 und V(z) > g(d(x, M)) offensichtlich erfiillt sind, gelten alle
Vorraussetzungen von Theorem 1, also ist M stabil.

(ii) Hier miissen wir noch ein h € W mit V (z) < —h(d(x, M)) finden.
Definiere:
h(0):=0und h(§) := min{—<DV (z), f(z)> | { < d(z, M) < r}fir €
(0,7)
DaV (z) = <DV(z), f(z )> und V Ljanuovfunktion ist: <DV (x), f(z)> <
0= —<DV(x), f(z)> >
= h(&) >0 fir £ € (0,7) und h ist monotOn wachsend. (analog zu g)
Da h(0)=0 und V' (z) > h(d(x, M)) offensichtlich erfiillt sind, gelten alle
Vorraussetzungen von Theorem 1, also ist M asymptotisch stabil mit
AM) c V1 (—o0,a).

O

Bemerkung 12. (direkte Ljapunovsche Methode)

Ist M = {z0}, also ein isoliertes Minimum von V, so ist xo ein kritischer
Punkt von f. Also gibt das Korollar in diesem Fall hinreichende Bedingungen
fir die (asymptotische) Stabilitit eines kritischen Punktes. Da man bei dieser
Methode die Losungen der Differentialgleichung = f(x) nicht kennen muss,
spricht man auch von der direkten Ljapunovschen Methode(oder 2.Ljapunov-
sche Methode). Die Schwierigkeit liegt darin eine geeignete Ljapunouvfunktion
zu konstruieren, da es hierfir kein allgemeine Verfahren gibt.
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5 Beispiel

(v)=(=20)

Dies ist eine autonome Differentialgleichung z= Ax
. —322 1
mit A= Df(x,y) = ( S1 —pyt
Offensichtlich ist (0,0) ein kritischer Punkt da f(0,0) = 0.
Unser Ziel ist es die Stabilitidt dieses Punktes zu untersuchen.

Eine Moglichkeit die wir schon kennengelernt haben, ist es das

Prinzip der linearisierten Stabilitdt anzuwenden.
Wir berechen also Re(a(Df(0,0))):
-3 0? 1 0 1
D1(0,0) = ( -1 —5.0t) " \-1 0
= o(Df(0,0)) = {£i} = Re(a(Df(0,0)) =0
Somit fiihrt das Prinzip der linearisierten Stabilitit zu keinem Ergebnis.

Versuchen wir es also mit der direkten Ljapunov’schen Methode:
Ziel ist es eine Ljapunovfunktion V zu konstruieren fiir die gilt:

M = Vﬁl(_ooa O] = {(0,0)} And V<$7y) >0 V(l’,y) 7é (070)7

V(0,0)=0 und V (z,y) < 0.

Wir machen den Ansatz: V(z,y) = az® + by?

Wodurch die ersten beiden Bedingungen erfiillt sind.

Da f differenzierbar gilt:

Vs = <DV s = (e ) (200

= 2az(—2® +y) + 2by(—z — y°)
= —2ax* + 2azy — 2bxy — 2by°

Mit a=b>0 ergibt sich V (z,y) = —2az* — 2by® < 0 V(x,y) € R?\ (0,0)
Also ist V eine Ljapunovfunktion auf R?\ (0,0) und da M = {(0,0)} kompakt
und nicht leer gilt nach dem Korollar, dass (0,0) asymptotisch stabil ist.
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6 Satz zur Instabilitat

Theorem 13. (Instabilitit)

Sei Ve C(X,R) und xg € X ein kritischer Punkt mit V(xq) = 0.
Weiter gelte: 3r > 0 und h € Wy, derart,

dass V (v) < —h(=V(z)) Vo € A,:—{y € X | V(y) <0} N B(xo,7).
Ve >0 A, # 0 und t7(x) = +o00 Vo mit v (z) C A,

= xq ist instabil

Beweis. Seid € (0,7) so klein, dass V(z) > —1 fiir x € As. Wir wollen diese
Aussage zu einem Widerspruch fithren indem wir zeigen, dass

lim 00 V (0 (t,y)) = —o0 fiir ¢ (t,y) C As

Ang. x, ist stabil

2 3¢ > 0 mit o(t,y) C B(xo,d) Yy € A und ¢(t,y) C A,, also auch

o(t,y) € {ye X |V(y) <0}, woraus ¢(t,y) C As. Wir wollen Satz(VI)

anwenden, miissen also zeigen, dass V eine Ljapunovfunktion auf As ist.
hew

Es gilt: Ve € A, =V (x) >0 =" h(—=V(z)) >0= —h(-V(x)) <0
=V (r) < 0, da nach Vorraussetzung V' (z) < —h(—=V(x)) und somit ist V
eine Ljapunovfunktion auf A,, also auch As.

Wir kénnen also Satz(VI) anwenden und erhalten:

Viety) < Vi) + / V (o (r,4) dr

IA
=
&
|
=

(=V (¢ (71,y)))dr nach VSS

(=V (¢(0,v)))dr, da —V wachend bzgl. T

IA

=

<
|

h(=V () dr, da ©(0,y) =y
h(=V (y)), da h(=V (y)) eine Konstante bzgl. t

IN
<
S
|
TS— 5— 5—,
>=

Es folgt lim; .o V (¢ (t,y)) = —oo. (Majorantekriterium)
Wir haben jedoch 6 so gewéhlt, dass V (¢ (t,y)) > —1 fiir ¢ (t,y) € As, was
zu einem Widerspruch fiithrt und somit muss x( instabil sein.

]
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