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1 Einfiihrung

In dieser Arbeit wird der Begriff der Hyperbolizitat eingefithrt. Dabei werden aber zu-
néachst nur die hyperbolische lineare Fliisse betrachtet.

Im Folgenden betrachten wir den allgemeinen Fall eines beliebigen K-Vektorraums F =
(E,].|) mit dimg(E) = m < co. Die entsprechende Norm auf £(F) bezeichnen wir mit
|.||z- Fiir A € L(E) schreiben wir ' den von A erzeugte lineare Fluss auf E, statt

0 :RxE— E,(t,z) — 2

Satz 1.1. Fir A € L(E) gilt genau dann R(c(A)) < 0, wenn fir jede Losung u # 0 von
T = Ax
Lim [lu(8)[| = 0.

Analog gilt R(c(A)) > 0 genau dann, wenn fir jede Losung u # 0 von & = Ax in E ist

Lim [lu(#)]| = oo.

Beweis. Wir bringen A auf Jordansche Normalform. Da alle Normen auf endlichdimen-
sionalen Rdumen &quivalent sind, geniigt es den Satz fiir die Jordansche Normalform
von A zu beweisen.

Offensichtlich ist u(t) = ez die Lésung von & = Az mit z # 0 und ¢ > 0. Aus der
Vorlesung Differentialgleichung wissen wir, dass alle Losungen u von © = Ax Linear-
kombination von Funktionen der Form t"e'*y mit A € o(A) und y € E sind. Wegen
et = e gilt genau dann fiir R(o(A)) <0

Lim |u(t)]| = lim ||ea|| < lim || |||2]| = [|lz]|lim ||e]| = =] Jim (e™™) = 0
t—o0 t—o00 t—o00 t—o00 t—o00

also tlim||u(t)|| = 0. Analog gilt tlim||u(t)|| = oo genau dann fur R(c(A)) > 0, da
lim (V) = oo fiir R(A) > 0. O

t—o00

2 Senke und Quelle

Der Nullpunkt von E ist natiirlich ein kritischer Punkt von e** und zwar der einzige,
falls A injektiv ist.

Defintion 2.1. Der Nullpunkt von e'* heifit eine Senke (bzw. eine Quelle), wenn fiir
alle x € E\{0} gilt:

lim ez =0 (bzw. lim ez =0)
t—o0 t——00

Wegen Satz (1.1) ist 0 genau dann eine Senke (bzw. Quelle), wenn fiir alle A € o(A) gilt:

RA) <0 bzw. R(A) >0



3 Kontraktion und Expansion

Definition 3.1. Ist 0 eine Senke, so heifst der lineare Fluss e eine Kontraktion. Analog
heifst er eine Expansion, falls 0 eine Quelle ist.

Mit Hilfe des folgenden Lemma wollen wir zeigen, dass bei einer Kontraktion (bzw.
Expansion) jede Flusslinie ¢, (t) = ez mit 2 # 0 fiir t — co exponentiell gegen 0(bzw.
»gegen 0o“) konvergiert.

Ist M € C nicht leer und ist 8 € R, so schreiben wir im Folgenden

R(M) < B,

wenn R(m) < S fir alle m € M gilt. Analog sind verwandte Ungleichungen zu interpre-
tieren.

Unter einer Hilbertnorm || - || verstehen wir eine aus einem Skalarprodukt abgeleitete
Norm, d.h fiir ein geeignetes Skalarprodukt (-,-) auf E gilt ||z|* = (z, z).

Lemma 3.2. Fir A € L(E) und a € R gelte R(0(A)) < a.Dann existitert eine Hilbert-
norm ||.|| auf E mit ||e*| < eVt € R,

Beweis. Zuerst betrachten wir den Fall K = C.
Mit einer geeigneten Basis konnen wir A in die Form A = D + N schreiben, wobei D
eine Diagonalmatrix mit

D = diag[Ai, ...; Ay Az, ooy Aoy ooy Ay ooy Ak] = diaglan, ey o)

ist und N eine nilpotente Matrix mit Nilpotenzgrad m (N™ = 0) ist und ihre Eintrage
auf der ersten oberen Nebendiagonale 0 oder 1 sind sowie DN = ND.

Wir wéhlen eine Basis B = {eq,...,e,,} von E so, dass Ne; = e;_; oder 0 gilt. Nun
ersetzen wir e; durch a; = 6’e; mit 6 > 0, damit D unveréndert bleibt und fiir N gilt:
Na; = daj_; oder 0.

Also hat die Matrix N beziiglich der Basis {ay, ..., a,,} in den Eintrdagen der ersten oberen
Nebendiagonale 0 oder §. Daraus haben wir fir ||z| < 1:

|N|| := maz [|[Nz| = max ||(0xy, ..., 0z, 0)]| <6

Verwenden wir jetzt die zu dieser Basis gehorige euklidische Norm, so folgt, dass es zu
jedem € > 0 eine Hilbertnorm ||-|| auf £ mit || N|| < e gibt.
Da D = diag[p, ..., pim] ist €P = diag[e, ..., e*m]. Wir miissen nun die Operatornorm,
die durch die Hilbertnorm definiert wird, naher betrachten:

ID|| = sup{|[Dz|[|z € E, ||=[| <1}

Fiir jedes z € F mit ||z|| < 1 existieren ay, ..., o, € R, so dass © = ajay + ... + .



Daraus haben wir:
HDwH2 = |[|[D(va; + ... + amam)H2
= ||M1041CL1 T S TeT |

ZZMM;Q o, a;)
Z ;0%

0
- J'Er{nlfi--}fn}|'LL]|
tR(uj) _
= e’ = max |et“f| TN pax [efR0w))
je{l,.m je{l,..m}
Wihle e mit 0 < e < a—R(o (A)) und d € (0,¢), dann folgt fur alle ¢ > 0:
||etAH “6 D+N)H HetDthNH — HetDetNH < ”etDHHetN” < et(afe)ete — eat

Im Fall K = R tbertragen wir das Problem auf C, d.h wir fithren die Komplexifizierung
von A auf Ac durch. Da der Realteil eines komplexen Skalarproduktes ein reelles Ska-
larprodukt ist, induziert eine Hilbertnorm ||-|| g, die auf der Komplexifizierung E¢ eines
reellen Vektorraumes E difiniert ist, auf dem reellen Untervektorraum FE eine Hilbert-
norm ||-||g. AuBerdem ist ||Az|| g = ||Ac| g, also erhalten wir die Behauptung im Fall
K = R durch Anwendung der obigen Resultate auf die Komplexifizierung. O]

Korollar 3.3:

(a) Gilt R(o(A)) < a, so existiert eine Kontanste § > 0 mit
etz < Be™ V¥t >0

(b) Gilt R(c(A)) > «a, so existiert eine Konstante v > 0 mit
ez > ve*|z||p Vo € Eundt > 0.

Beweis: (a) Da alle Normen auf endlichdimensionalen Rédumen dquivalent sind, existiert
ein # > 0, so dass:

emma 3.2

L .
ez < Bl < Bert V>0

(b) Es gilt R(0(A)) > a & —R(0(A4)) < —a & R(0(—A)) < —a. Dann folgt aus Lemma
(3.2) fiir t > 0, dass |le”*| = [|e!Y|| < e~**. Wir haben dann fiir x € F und t > 0:

o]l = [le™ ]| = [le™ e el < le™ [l < e |lex]
& [lea]| > |||

Daraus folgt die Behauptung wegen der Aquivalenz der Normen. O]



4 Das exponentielle Abklingen bzw. Anwachsen der
Flusslinien

Nach den Vorbereitungen in dem vorherigen Abschnitt erhalten wir das folgende Theo-
rem iiber das exponentielle Abklingen bzw. Anwachsen der Flusslinien im Falle einer
Senke bzw. Quelle:

Theorem 4.1: Es sei A € L(E). Dann sind dquivalent:
(i) Der Nullpunkt ist eine Senke.

(ii) Es existieren Konstanten o > 0 und 3 > 0 mit |e*x||p < Be=|| x|z fir alle
t>0undz e k.

(iii) Es existieren eine Hilbertnorm || - || auf E und o > 0 mit ||e!]] < e=®fiir t > 0.
Ebenso sind dquivalent:
(i) Der Nullpunkt ist eine Quelle.

(ii’) Es existieren Konstanten a > 0 und 3 > 0 mit ||e!z||p > Be ||| g fir allet > 0
undx € E.

(iii’) Es existieren eine Hilbertnorm || - || auf E und o > 0 mit ||e!?|| > e“fiir t > 0.

Beweis: (i)=-(ii):Der Nullpunkt ist eine Senke

vz e E\{0} : limy_yoee™z = 0

WR(e(A) <0

S Ja>0:R(e(A) < —«

=3B8>0: e < Be™ firt>0,2zckE

S 3IB>0:|ez|e < leel|z||e < Be | z|p firt>0,x € E

(ii)=(iii): Wegen der Aquivalenz aller Normen existiert eine Hilbertnorm |[|-|| auf E mit

1 (i)
et < =|lef|p < e~ fiir ¢ > 0.
o4

(i) = (1): le*4al] < 4]l < el =% 0

= e 20 firt>0,2€E

(i;) Der Nullpunkt ist eine Senke.

Analog l4uft der Beweis fir (i”),(ii’) und (iii’). Im Schritt von (iii’) = (i’) verwendet
man fiir z € E\{0} : [lez]| ©F 0o = R(c(A)) > 0. O



5 Hyperbolische lineare Fliisse

Im Folgenden wird m(\) als die algebraische Vielfachheit des Figenwerts A von A € L(E)
bezeichnet.
Zunachst zerlegen wir das Spectrum o(A) disjunkt in 3 Mengen:

0(A) = 05(A) Uan(A) Uou(A)
e Das stabile Spectrum
0u(A) == {A € a(A)R(N) < 0}
e Das neutrale Spectrum

on(A) 1= {\ € o(A)R(N) = 0}

e Das instabile Spectrum
ou(A) :={ A €a(A)|R(N) >0)}

Definition 5.1. Der von A erzeugte Fluss e* heifit hyperbolisch, wenn o,(A) = 0,
also wenn

0(A) = 05(A) Uau(A)

qgilt.

Das folgende Theorem liefert die mehrdimensionale Verallgemeinrung des zweidimen-
sionalen Sattels.

Theorem 5.2. Sei e ein hyperbolischer linearer Fluss. Dann gibt es eine direkte Sum-
menzerleqgung

E=FE,0 FE,,
welche A und damit den linearen Fluss et wie folgt zerlegt

A=A, ® A, und et = et @ et4w,

A

derart, dass et eine Kontraktion und et eine Expansion. Diese Zerlequng ist eindeutiq

und es gilt
dim(Es) = > m(\) bzw. dim(E,)= Y m(\)
A€os(A) A€oy (A)

Beweis: Wir betrachten zuerst den Fall K = C. Setzen wir

E;= @ Ex E,= @ E. mit Ey={z e E|(A-\)"Wz =0},
)\EUS(A) AGUU(A)



dann ist £ = E; & FE,. Diese Zerlegung zerlegt A = A, & A,. Offensichtlich gilt
0(As) =05(A) und o(A,) = oy, (A).

Aus dem Satz (1.1) ergibt sich, dass e's eine Kontraktion und e« eine Expansion ist.
Die Formel fiir die Dimension von E und E, folgt direkt aus der obigen Wahl von FEj
und F,,.

Nun miissen wir noch die Eindeutigkeit dieser Zerlegung zeigen. Sei £ = E; @& E» eine
andere Zerlegung von E, welche A reduziert, A = A, ® A,, derart, dass e/ eine Kon-
traktion und e*? eine Expansion sind. Wir wollen zeigen, dass F; = E, und Fy, = E,
ist.

Sei x € E; beliebig, dann gilt x = y 4+ z mit y € F,; und 2z € E,. Wir haben also

tA

t—o0
ety = et

r—0

Sei P, : £ — FE, die zur Zerlegung ' = E; ® FE, gehorige kanonische Projektion, dann
folgt

ez = e Px = Petx 2%,
Da A, eine Expansion ist und somit der Nullpunkt eine Quelle, existieren nach Theorem
(4.1) Konstanten o > 0 und § > 0 mit

Be|lz]] < flez]| = [le 2] = 0

Daraus folgt ||z]| = 0, also z = 0, d.h £} C E,. Aus Symmetriegriinden folgt E, C Ej,
also B, = E.

Fir z € E, gilt

A Ao t——00

ey = M2y T80 0.
Zerlegen wir x = y + z mit y € E; und 2z € E, wie oben, dann erhalten wir analog zum
obigen Fall

t——o0
ety = etAPsx = Psemx — 0.

Wegen et = ell=4) und o(—A,) = —0(A,) folgt aus Theorem (4.1) fir t < 0 und
geeignete Konstanten «, 5 > 0

Belly]| < el1Ay|| = [leyl =5 0.

Deswegen ist y = 0 und somit gilt £y C E,. Aus Symmetriegriinden folgt F, C Fs, also
Fy = E,. Damit haben wir die Eindeutigkeit der Zerlegung gezeigt.
Im Fall K = R wird die Behauptung mit Hilfe der Komplexifizierung von A bzw. FE
gezeigt werden, also Ec = E + iFE und A € L(E¢). Wir zerlegen E¢ und Ac wie oben
und setzen

Es:=(Ec)sNE und E,:=(Ec),NE.

Nun miissen wir zeigen, dass

(E(C)s = (Es)(C und (E(C>u = (Eu)(C



Im Fall o(A) = {\, \} mit J # 0 betrachten wir die Summe der Hauptriume
H := Hau(Ac, \j) © Hau(Ac, ;).

Fir x € HNE gilt e"x = e'4cx. Ist 2 = a +1ib € H, so folgt, dass auch z = a —ib € H
ist. Also sind a = (2 + 2)/2 und b = (2 — 2)/(2i) Elemente von H N E. Falls ¢ eine
Kontraktion (bzw. eine Expansion) auf H ist, ist ¢! ebenso eine Kontraktion (bzw.
Expansion) auf H N E wegen e'ta = eca = c((z + 2)/2) und eb = edch =
ete((z — 2)/(2i)).

Im Fall 0(A) = {\} C R betrachten wir den Hauptraum H := Hau(Ac, ;) und es
verlauft analog. Da sich der allgemeine Fall aus derartigen Unterfiallen zusammensetzt,
ergibt sich (Es)c = (Eg)s und analog auch (E,)c = (E¢)y. Aus Giiltigkeit des Theorems
im komplexen Fall erhalten wir nun die Behauptung im reellen Fall. U

Definition 5.3. Die invarianten Untervektorriume Eg bzw. E, des hyperbolischen li-
nearen Flusses e!t heifien stabile bzw. instabile Vektorrdume des Flusses.

Ein hyperbolischer linearer Fluss kann eine Kontraktion (E, = {0}) oder eine
Expansion (E; = {0}) sein.

Beispiel:

1. Im Falle E = R? konnen die hyperbolischen linearen Fliisse wie die Phasenportrits
auf dem folgenden Diagramm aussehen, aufler den auf der blauen Linien, wo det(A) = 0
ist und fiir det(A) # 0 ist spur(A) = 0. Denn bei den hyperbolischen linearen Flusslinien
ist das neutrale Spektrum leer, also hat A keine Eigenwerte mit Realteil gleich Null. Das
ist der Grund dafiir, dass sie innerhalb jedes der durch die blauen Linien getrennten
Bereichen durch kleine Stérungen keine dramatische Verdnderungen aufweisen.

.'-‘«'w:-.-f -:fﬁ'_l-‘gﬂ_"‘"‘!‘ { lassei ﬂJ:.'H o I[“-'v'_-f' !*”‘I‘-"'-'f’ L _""I' % A

l,"c'é'n'l et A =$| |"|.- L.":'
b




2. Im Falle F = R3 ist und weder der stabile noch der instabile Untervektorraum
trivial sind, kénnen die hyperbolischen linearen Fliisse wie in der folgenden Abbildung
aussehen.
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