
Martin Shmidt 20. Februar 2014Tobias Simon Di�erentialgleihungen3. Übung7. Lineare Di�erentialgleihungen.Finden Sie die Lösung u : IR → IR des inhomogenen linearen Anfangswertproblems
u̇(t) = t · u(t) + t, u(1) = 1 . (5 Punkte)8. Die Exponentialabbildung für Matrizen.Gegenstand dieser Aufgabe ist die Exponentialabbildung (für Matrizen), das heiÿt die Potenzreihe

eA := exp(A) :=
∞
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k!
Ak für Matrizen A ∈ K

n×n,die wir etwa bei der Lösung von linearen Di�erentialgleihungssystemen mit konstanten Koef-�zienten benötigen werden.(a) Funktionalgleihung der exp-FunktionFür zwei Matrizen A,B ∈ K
n×n gilt im Allgemeinen niht exp(A + B) = exp(A) · exp(B).Dies gilt nur, wenn die beiden Matrizen kommutieren, d.h. [A,B] := AB −BA = 0.(i) Zeigen Sie: Falls [A,B] = 0 gilt, so gilt die binomishe Formel
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∑
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AkBn−k (6 Punkte)(ii) Begründen Sie kurz, an welher Stelle bei der binomishen Formel ein Problem entsteht,wenn die Matrizen niht kommutieren. (2 Punkte)(iii) Zeigen Sie mit Teil (i) für kommutierende Matrizen die Formel
exp(A+B) = exp(A) · exp(B).[Tipp: Absolute Konvergenz.℄ (4 Punkte)(b) Wie man exp(A) ausrehnet.Sei A ∈ K

n×n . Zeigen Sie:(i) Basiswehsel. Ist C ∈ GL(n,K) , so gilt exp(CAC−1) = C · exp(A) · C−1 . (2 Punkte)(ii) Diagonalmatrizen. Ist A = diag(c1, . . . , cn) mit c1, . . . , cn ∈ K eine Diagonalmatrix,so gilt exp(A) = diag(ec1 , . . . , ecn) . (2 Punkte)Bitte wenden.1



(iii) Nilpotente Matrizen. Sei
A =
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eine nilpotente Matrix in Normalform. Man berehne exp(tA) für t ∈ IR . (5 Punkte)(iv) Jordan-Blöke. Sei λ ∈ K und
A =













λ 1 . . . 0... . . . . . . ...
0 . . . λ 1

0 . . . 0 λ











ein Jordan-Blok zum Eigenwert λ . Berehnen Sie exp(tA) .[Tipp: (a) in Verbindung mit (b)(ii),(iii).℄ (4 Punkte)Abgabe bis Freitag, den 28. Februar 2014, 8:30 Uhr, im Briefkasten Nr. 46219 (EingangC-Teil, A5-Gebäude).Hinweise: Beahten Sie bitte die (aus organisatorishen Gründen notwendige) frühere Uhrzeit desAbgabetermins. Als Entgegenkommen werden die neuen Übungsblätter künftig bereits bis Donnerstagabends online gestellt worden sein.Wie bereits in der Vorlesung und in den Tutorien angekündigt, sind ab sofort Abgaben mit maximaldrei Namen pro Blatt erlaubt und ausdrüklih erwünsht. Wir bitten Sie daher, nah MöglihkeitIhre bearbeiteten Lösungen jeweils in Dreiergruppen abzugeben.

2


