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12. Ubung

32. Uber den Wirmeleitungskern von S'. Mit ®(z,t) bezeichnen wir die Fundamentallésung

der Wérmeleitungsgleichung aus Def. 5.1.

(a)

(b)

(c)

(d)

Zeigen Sie, dass fiir jedes t > 0 die Funktion ®(-,¢) : R™ — IR eine Schwartzfunktion

ist. [Tipp: Man darf ohne Beweis als richtig voraussetzen, dass sup {|x|"e_x2} < oo fiir
zc€R
beliebiges n € IN gilt.]

(8 Punkte)
Berechnen Sie fiir ¢t > 0 die Fouriertransformierte der Funktion ®(-,¢) : IR" — IR.

(7 Punkte)
[Tipp: Um das benétigte Integral auszurechnen, schreibe man die Fouriertransformierte
von ®(-,t) an der Stelle k& € R” in der Form a - [ e~ tvteR)® gy mit (von k und ¢
abhéngigen) Konstanten a,b,c € R ; dafiir fiihre man im Exponenten eine “quadratische

Ergénzung” durch. Es darf ohne Beweis benutzt werden, dass f_oooo e dg = Vogilt.]
Sei f:IR — IR eine Schwartzfunktion. Zeigen Sie, dass dann die Reihe

f(@):=) fx+n)

neZ

auf IR konvergiert und eine periodische Funktion f: IR — IR mit Periode 1 definiert wird.
(8 Punkte)
Sei h:IR — IR eine stetige Funktion, die periodisch mit der Periode 1 ist und

u: R xR} — R die Losung der homogenen Wirmeleitungsgleichung mit u(-,0) = h.
Zeigen Sie, dass u(-,t) fiir jedes t > 0 periodisch mit Periode 1 ist und darstellbar ist als

1
) = [ Hoi(op )y mit H(2,3.0) = 3 0l =y +1.6),
neZ

[Tipp: Satz 5.3] (5 Punkte)

33. Der Zusammenhang zwischen der Fundamentallésung der Wirmeleitungsgleichung

und der Laplace-Gleichung.

Es sei @ : IR® X R — IR die Fundamentallgsung der Warmeleitungsgleichung. Mit

G(z, ) == /000 Dy (x,t) - e M dt (A>0)

bezeichnen wir die sog. Laplace-Transformation von @ beziiglich ¢.

Zeigen Sie, dass G(z,\) fir x € R™\ {0}, A > 0 und n > 3 wohldefiniert ist, indem Sie die
Existenz des uneigentlichen Integrals nachweisen. Zeigen Sie weiter, dass G(x, \) im Grenzwert
A — 0 eine Losung der Laplace-Gleichung ist, d.h dass fiir alle x € IR™ \ {0} gilt:

A,G(z,\) — 0 fiir A — 0. (3+5 Punkte)

Bitte wenden.



34. Eine alternative Beschreibung von Lésungen der Wirmeleitungsgleichung.

Es sei @ C IR™ ein offenes Gebiet und f : 2 — IR eine beliebig oft differenzierbare Funktion.

Wir setzen voraus, dass es eine Konstante M > 0 gibt, so dass
(AR F)(z)] < M* fiir alle 2 € Q und k>0

gilt. Hierbei bezeichnet AFf die k-fache Anwendung des Laplace-Operators auf f; wir setzen
NOf = f.

Zeigen Sie, dass dann durch

u(z,t) = () fla) =Y g(AFf) (@) ¢t

k=0

eine wohldefinierte Funktion u : Q@ X IR — IR definiert wird, indem Sie die Konvergenz der Reihe

auf €2 x IR zeigen. Zeigen Sie weiter, dass v eine Losung des Anfangswertproblems
t—Au=0, u(z,0)=f(x)

ist. (2+4 Punkte)
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