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11. Ubung

29. Losungen der homogenen Wirmeleitungsgleichung.

30.

Sei u : R™ x (0,00) — IR eine Losung der homogenen Wirmeleitungsgleichung, d.h. es gelte

u—NAu=0.

(a) Zeigen Sie: Fiir jedes A € IR ist uy(z,t) := u(A\z, A\*t) eine weitere Losung der homogenen
Wairmeleitungsgleichung. (2 Punkte)

(b) Verwenden Sie (a), um zu zeigen: v(z,t) := xz-Vu+2t 4 ist noch eine Losung der homogenen
Wirmeleitungsgleichung. [Tipp: Man betrachte %L)f.] (4 Punkte)

(c)

(d)

In der Situation n =1 sei eine glatte Funktion v : IR — IR gegeben und
u: R x (0,00) = R, u(z,t) := v("’%) Zeigen Sie, dass u genau dann eine Losung der
homogenen Wirmeleitungsgleichung ist, wenn v die gewohnliche Differentialgleichung

420"(2) + (24 2)0'(2) =0 fiir 2 >0 (%)

erfiillt. (5 Punkte)
Zeigen Sie, dass die allgemeine Losung von (x) gegeben ist durch
z
v(z) = c/ e s V2ds +d, ¢, deR.
0
z?

i
man die Fundamentallosung @ fiir n = 1 erhilt. (7 Punkte)

Differenzieren Sie anschliefend v(%-) nach z und bestimmen Sie die Konstante ¢ so, dass

Separation der Variablen bei der Wirmeleitungsgleichung
Es sei das folgende Randwertproblem fiir (z,¢) € (0,1) x IR" mit [ > 0 gegeben:

ou 9%u
a(%t) - @(

u(0,t) = u(l,t) =0, t>0.

x,t) =0

Bestimmen Sie die allgemeine Losung u(x,t) durch einen Ansatz der Separation der Variablen,

d.h.

durch den Ansatz u(z,t) := X(x) - T(t) mit reellwertigen Funktionen = — X(x) bzw.

t — T'(t), die jeweils nur von = bzw. ¢ abhéngen .

[Tipp: Das Ziel des Separationsansatzes ist es, die DGL so umformen zu konnen, dass die eine

Seite der Gleichung ausschlieflich von z, die jeweils andere Seite ausschlieflich von ¢ abhéngt.|

(8 Punkte)

Bitte wenden.



31. Glattungseigenschaft der Wirmeleitungsgleichung

Gegeben sei das Anfangswertproblem

ou 0%u

u(z,0) = F(z), ze€R

1, fir |z|<e
0, fir |:E|>€'

und einem € > 0. Zeigen Sie: u(z,t) > 0 fiir alle x € IR und jedes t > 0, egal wie klein die

positive Zahl € wird.

[Tipp: Substituieren Sie in der Formel zur Losung des inhomogenen Anfangswertproblems aus
Korollar 5.5 die dortige Integrationsvariable y durch z := % und schreiben Sie die Fundamen-
tallgsung mit dieser neuen Integrationsvariablen z.] (5 Punkte)
Physikalische Interpretation: Selbst wenn w zum Zeitpunkt ¢ = 0 eine Unstetigkeitsstelle hat,
ist die Funktion v zu jedem Zeitpunkt ¢ > 0 stetig im Raum. Wenn also zwei Metallstiicke ver-
schiedener Temperatur bei ¢t = 0 fest verbunden werden, wird sich (nach dieser Modellierung) an
der Verbindungsstelle schlagartig die mittlere Temperatur einstellen und die Temperaturkurve

stetig durch beide Werkstiicke verlaufen.
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