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Di�erentialgleichungen

7. Übung

18. Eine nicht-lineare Di�erentialgleichung.
Finden Sie die allgemeine Lösung y : I ⊆ IR → IR der folgenden Di�erentialgleichung:

y′(x)− y(x) = x · (y(x))5

(7 Punkte)

19. Stammfunktionen. In dieser Aufgabe wollen wir zeigen, dass auf nicht-konvexen Gebieten

Ω ⊆ IR2 zu einer Abbildung (g, h) : Ω → IR2, de�niert durch (x, y) 7→ (g(x, y), h(x, y)) mit zwei

stetig-di�erenzierbaren Funktionen g und h , die ∂g(x,y)
∂y = ∂h(x,y)

∂x auf Ω erfüllen, nicht immer

eine Stammfunktion F : Ω → IR existiert. Dafür betrachten wir (x(r, ϕ), y(r, ϕ)) ∈ IR2 \ {0} in

Polarkoordinaten (r, ϕ) ∈ IR+ × IR mit x(r, ϕ) := r cos(ϕ) und y(r, ϕ) := r sin(ϕ) .

(a) Man berechne stetig di�erenzierbare Funktionen g und h auf IR2 \ {0} , deren Ein-

schränkung auf jede konvexe o�ene Teilmenge M von IR2 \ {0} eine Stammfunktion F

von (g, h) auf M besitzt, die folgender Di�erentialgleichung genüge:

∂F (x(r, ϕ), y(r, ϕ))

∂r
= 0,

∂F (x(r, ϕ), y(r, ϕ))

∂ϕ
= 1.

(?)

[Tipp: Indem man die erste Gleichung in (?) mit r multipliziert, kann man die Polarkoor-

dinaten (r, ϕ) durch karthesische Koordinaten (x, y) ersetzen. Dadurch erhält man zwei

lineare Gleichungen für g(x, y) und h(x, y) , deren Koe�zienten nur von x und y abhän-

gen.] (6 Punkte)

(b) Man weise nach, dass g und h aus Aufgabenteil (a) zwar die Bedingung ∂g(x,y)
∂y = ∂h(x,y)

∂x

erfüllen, jedoch für kein r > 0 auf B(0, r) \ {0} eine Stammfunktion von (g, h) existiert.

Hierbei bezeichnet B(0, r) die Kreisscheibe im IR2 mit Radius r > 0 und Mittelpunkt 0.

(6 Punkte)

Falls Sie g und h aus Teil (a) nicht bestimmen konnten, dürfen Sie für Teil (b) mit den Funktionen

g(x, y) := −y
x2+y2

, h(x, y) := x
x2+y2

weiterrechnen.

Bitte wenden.
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20. Der Satz von Gauÿ

(a) Berechnen Sie mit Hilfe des Gauÿ'schen Satzes das Integral∫
S2

(
1

2
x3 + y + z)dσ.

Hierbei ist S2 := ∂B(0, 1), wobei B(0, 1) die Vollkugel im IR3 mit Mittelpunkt 0 und Radius

1 bezeichnet. D.h. S2 bezeichnet die Kugelober�äche der Einheitskugel im IR3.

(5 Punkte)

[Tipp: Es mag hilfreich sein, Kugelkoordinaten x := r · sin θ · cosϕ, y := r · sin θ · sinϕ,
z := r · cos θ mit r > 0 und θ ∈ [0, π], ϕ ∈ [0, 2π], zu verwenden.]

(b) Es sei f : IR3 \ {(0, 0, 0)} → IR3 de�niert durch

f(x, y, z) =
(
− x

r3
,− y

r3
,− z

r3

)
mit r :=

√
x2 + y2 + z2. Es sei Ω := {(x, y, z) ∈ IR3 | 1 < x2 + y2 + z2 < 4}.

Zeigen Sie (ohne Hilfe des Gauÿ'schen Satzes) die Gültigkeit der Gleichung∫
Ω
∇ · f dµ =

∫
∂Ω

f ·Ndσ,

indem Sie die beiden Integrale explizit berechnen. N bezeichnet hier die äuÿere Normale.

(8 Punkte)

Abgabe bis Freitag, den 28. März 2014, 8:30 Uhr, im Briefkasten Nr. 46219

Hinweise: Dies ist das letzte zur Prüfungszulassung relevante Übungsblatt für diejenigen Studenten

(z.B. Lehramtsstudenten), die sich die Veranstaltung �Di�erentialgleichungen� nur zur Hälfte anrechnen

lassen wollen. Der Sto� der mündlichen Prüfungen umfasst die Kapitel 1 bis einschlieÿlich 3 der

Vorlesung (also bis einschlieÿlich zur �Methode der Charakteristik�). Die Termine der mündlichen

Prüfung sind Mi, 30.4.2014 und Fr, 9.5.2014. Ab kommendem Montag können sich die betre�enden

Studenten bei Frau Braak (Raum B129) zwecks genauer Termine in eine entsprechende Liste eintragen.
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