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18.

19.

7. Ubung

Eine nicht-lineare Differentialgleichung.
Finden Sie die allgemeine Losung y : I C IR — IR der folgenden Differentialgleichung:

y'(x) —y(z) ==z (y(x))°

(7 Punkte)

Stammfunktionen. In dieser Aufgabe wollen wir zeigen, dass auf nicht-konvexen Gebieten
Q C IR? zu einer Abbildung (g, k) : Q@ — IR?, definiert durch (z,y) — (g(z,%), h(z,y)) mit zwei
stetig-differenzierbaren Funktionen ¢ und h, die ag(%y) = Bhéﬁ’y) auf Q erfiillen, nicht immer
eine Stammfunktion F : Q — IR existiert. Dafiir betrachten wir (z(r,),y(r,)) € R%\ {0} in

Polarkoordinaten (7, ) € IRT x IR mit z(r, ) := rcos(p) und y(r,¢) := rsin(y).

(a) Man berechne stetig differenzierbare Funktionen ¢ und h auf IR?\ {0}, deren Ein-
schrinkung auf jede konvexe offene Teilmenge M von IR?\ {0} eine Stammfunktion F

von (g,h) auf M besitzt, die folgender Differentialgleichung geniige:

OF (z(r, ), y(r, )

or =0
OF(a(r,0). u(r.0)) _ | ™
O )

[Tipp: Indem man die erste Gleichung in (%) mit r multipliziert, kann man die Polarkoor-
dinaten (r,¢) durch karthesische Koordinaten (z,y) ersetzen. Dadurch erhélt man zwei

lineare Gleichungen fiir g(x,y) und h(z,y), deren Koeffizienten nur von z und y abhéin-

gen.] (6 Punkte)
(b) Man weise nach, dass g und h aus Aufgabenteil (a) zwar die Bedingung agg;’y) = 8h§§’y)

erfiillen, jedoch fiir kein r > 0 auf B(0,r)\ {0} eine Stammfunktion von (g, h) existiert.
Hierbei bezeichnet B(0,r) die Kreisscheibe im IR? mit Radius 7 > 0 und Mittelpunkt 0.

(6 Punkte)

Falls Sie g und h aus Teil (a) nicht bestimmen konnten, diirfen Sie fiir Teil (b) mit den Funktionen

9(@,y) == =3z, h(x,y) == 1z weiterrechnen.

Bitte wenden.



20. Der Satz von Gauf}

(a) Berechnen Sie mit Hilfe des Gaufi’schen Satzes das Integral
L 3
(z2° +y + 2)do.
g2 2

Hierbei ist S% := 9B(0,1), wobei B(0, 1) die Vollkugel im IR? mit Mittelpunkt 0 und Radius
1 bezeichnet. D.h. S? bezeichnet die Kugeloberfliche der Einheitskugel im IR?.

(5 Punkte)
[Tipp: Es mag hilfreich sein, Kugelkoordinaten x :=r -sinf - cosp, y:=1r-sinf -sinp,
z:=r-cosf mit r > 0und 6 € [0, 7], ¢ € [0,27], zu verwenden.|

(b) Essei f:R3\ {(0,0,0)} — R?® definiert durch
x Y z
f(xvyv'Z) = (77073777“73777“73)

mit r 1= /22 + 92 + 22. Essei Q:= {(z,y,2) € R? | 1 < 2% + % + 22 < 4}.
Zeigen Sie (ohne Hilfe des Gaufs’schen Satzes) die Giiltigkeit der Gleichung

/V‘fd,u: f. Ndo,
Q o0

indem Sie die beiden Integrale explizit berechnen. N bezeichnet hier die duftere Normale.

(8 Punkte)

Abgabe bis Freitag, den 28. Mirz 2014, 8:30 Uhr, im Briefkasten Nr. 46219

Hinweise: Dies ist das letzte zur Priifungszulassung relevante Ubungsblatt fiir diejenigen Studenten
(z.B. Lehramtsstudenten), die sich die Veranstaltung “Differentialgleichungen” nur zur Hélfte anrechnen
lassen wollen. Der Stoff der miindlichen Priifungen umfasst die Kapitel 1 bis einschliefilich 3 der
Vorlesung (also bis einschlieflich zur “Methode der Charakteristik”). Die Termine der miindlichen
Priifung sind Mi, 30.4.2014 und Fr, 9.5.2014. Ab kommendem Montag kénnen sich die betreffenden

Studenten bei Frau Braak (Raum B129) zwecks genauer Termine in eine entsprechende Liste eintragen.



