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Di�erentialgleichungen

9. Übung

23. Über den Laplaceoperator.

Sei u : IR3 → IR zweimal stetig di�erenzierbar. Zeigen Sie, dass 4u in den Zylinderkoordinaten

x = r cos(θ) , y = r sin(θ) , z = z die Darstellung
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besitzt. (6 Punkte)

24. Zu Mittelwerteigenschaft und Maximumprinzip für harmonische Funktionen.

(a) Sei Ω ⊂ IRn ein beschränktes, o�enes, zusammenhängendes Gebiet und f : Ω → IR sowie

g1, g2 : ∂Ω → IR stetige Funktionen. Weiter seien u1, u2 : Ω → IR stetige, auf Ω zweimal

stetig di�erenzierbare Lösungen des Dirichlet-Problems

−4uk|Ω = f , uk|∂Ω = gk

für k ∈ {1, 2} .
Zeigen Sie: Gilt g1 ≤ g2 auf ∂Ω, so auch u1 ≤ u2 auf Ω. (4 Punkte)

(b) Zeigen Sie das folgende Detail aus dem Beweis der Mittelwerteigenschaft harmonischer Funk-

tionen:

Sei f : IRn → IR eine stetige Funktion, x0 ∈ IRn , ∂B(x0, r) := {x ∈ IRn
∣∣ ‖x − x0‖ = r }

für r > 0 . Dann betrachte man die Funktion

Φ(r) :=
1

σ(∂B(x0, r))

∫
∂B(x0,r)

f(x) dσ(x),

wobei σ(∂B(x0, r)) wie üblich das Ober�ächenmaÿ von ∂B(x0, r) bezeichnet.

Zeigen Sie: limr→0Φ(r) = f(x0).

[Tipp: Man untersuche zunächst das Verhalten von max f(x) und min f(x) über

x ∈ B(x0, r) im Grenzwert r → 0.] (6 Punkte)

25. Über harmonische Funktionen.

(a) Seien u, v : IRn → IR harmonische Funktionen. Zeigen Sie: Die Funktion w(x) := u(x)·v(x)
ist genau dann harmonisch, wenn ∇u(x) · ∇v(x)=0 für alle x ∈ IRn gilt. (4 Punkte)

(b) Sei A ∈ IRn×n eine orthogonale Matrix, d.h. A ist invertierbar und es gilt At ·A = A·At = 1l.

Wir de�nieren eine lineare Abbildung T : IRn → IRn durch

T (x) := A · x für alle x ∈ IRn.

Zeigen Sie: Ist u : IRn → IR harmonisch, so auch u ◦ T . (7 Punkte)
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