
Martin Shmidt 14. Februar 2014Tobias Simon Di�erentialgleihungen2. Übung4. Exponentielles und logistishes Wahstum.(a) Eine Bakterienkolonie wähst proportional zur Anzahl ihrer Einwohnerinnen und verdoppeltihre Gröÿe alle 2 Stunden. Zu Beginn der Betrahtungen gebe es genau 1 Bakterium.(i) Wie viele Bakterien gibt es nah diesem Modell nah 4 Stunden, nah 24 Stunden, nahzwei Wohen? (2 Punkte)(ii) Nah welhem Zeitraum hat sih die Bakterienzahl verdreifaht? (2 Punkte)(b) Das einfahe Modell des Populationswahstums aus (a) (exponentielles Wahstum) ist fürlängere Zeiträume niht realistish, da es niht berüksihtigt, dass die Ressouren desLebensraums der Population beshränkt sind.Um diesen Aspekt in unser Modell mit einzubeziehen, gehen wir davon aus, dass die Po-pulation eine gewisse Maximalgröÿe K � die Trägerkapazität des Lebensraums � nihtübershreiten kann. Ihr Wahstum wird also wohl proportional sowohl zur gerade vorhande-nen Populationsgröÿe P (t) als auh zum noh verbleibenden "`Spielraum"' K −P (t) sein,d.h. P wird einer Di�erentialgleihung der Form
Ṗ = λP (K − P ) (⋆)mit Konstanten λ,K > 0 genügen. Gehorht ein Wahstumsprozeÿ dieser Di�erentialgle-ihung, so spriht man von logistishem Wahstum.(i) Sei 0 < P0 < K . Zeigen Sie, dass die Funktion
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(†)die Di�erentialgleihung (⋆) löst und zur Zeit t0 = 0 den Wert P0 besitzt. (Späterwerden wir sehen, dass keine andere Funktion dasselbe leistet. Wir können deshalb inunseren folgenden Betrahtungen für P (t) die Gleihung (†) zugrunde legen.)(4 Punkte)(ii) Zeigen Sie, dass 0 < P (t) < K gilt, dass P streng monoton wahsend ist, und dass
limt→∞ P (t) = K gilt. Demnah nähert sih die Populationsgröÿe immer mehr derTrägerkapazität an, ohne sie je zu erreihen. (4 Punkte)(iii) Zeigen Sie: Ist P (t) < K
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), so ist Ṗ bei t streng monoton wahsend(bzw. streng monoton fallend). Dies zeigt: Ist P0 <

K
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(sehr kleine Anfangspopulation),so nimmt die Zuwahsrate Ṗ zunähst ständig zu, bis die Population die Gröÿe K

2
,die Hälfte ihres möglihen Maximalbestandes K , erreiht hat. Beim Übershreitendieser Populationsgröÿe erleidet die Population einen "`Vitalitätsknik"': zwar wähstsie noh, tut es aber zunehmend lustloser: ihre Wahstumsgeshwindigkeit wird ständigkleiner.[Tipp. Aus (⋆) leite man eine Di�erentialgleihung für P̈ her und untersuhe diese.℄(4 Punkte)Bitte wenden.1



5. Banahsher Fixpunktsatz.(a) Geben Sie eine Abbildung F : C(I, IR) → C(I, IR) (I ⊆ IR sei ein Intervall) an, derenFixpunkt Lösung des Anfangswertproblems
u̇(t) = u(t) + t, u(0) = 0 (⋆)ist und bestimmen Sie das Intervall I ⊂ IR so, dass die Abbildung F : C(I, IR) → C(I, IR)nah dem Banahshen Fixpunktsatz genau einen Fixpunkt hat. [Tipp: Beweis von Satz1.14℄ (4 Punkte)(b) Geben Sie explizit eine Folge an, die auf dem Intervall I gegen den Fixpunkt von Fkonvergiert. [Tipp: Satz 1.11. Man wähle einen geeigneten Startwert.℄ (4 Punkte)() Bestimmen Sie den Grenzwert der Folge aus Aufgabenteil (b) und untersuhen Sie, fürwelhe Teilmenge von IR die Folge konvergiert. Löst der Grenzwert dieser Folge tatsählihdas Anfangswertproblem (⋆) ? (5 Punkte)6. Lineare Di�erentialgleihungen.Gemäÿ dem Newtonshen Kühlungsgesetz kühlt eine Substanz in bewegter Luft mit einer Rateab, welhe proportional zum Temperaturuntershied zwishen Substanz und Luft ist. Ist Cdie (als konstant angenommene) Lufttemperatur, T0 > C die Temperatur der Substanz zumZeitpunkt t = 0 und T (t) die Temperatur der Substanz zum Zeitpunkt t , so gehorht dieFunktion T (t) deshalb der Di�erentialgleihung

Ṫ = −κ · (T − C), T (0) = T0,mit einer Proportionalitätskonstanten κ > 0 .(a) Finden Sie die Lösung dieser Di�erentialgleihung. (4 Punkte)(b) Eine Substanz kühlt in 15 Minuten von 100 oC auf 70 oC ab, wobei die Lufttemperatur30oC beträgt. Nah welher Zeit ist die Temperatur der Substanz auf 40 oC abgesunken?(4 Punkte)Abgabe bis Freitag, den 21. Februar 2014, 11:00 Uhr, im Briefkasten Nr. 46219 (EingangC-Teil, A5-Gebäude).
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