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6. Ubung

15. Lemma von Gronwall.
(a) Formulieren Sie das Gronwallsche Lemma 1.25 fiir den Spezialfall, dass die dort definierten

Funktionen a(t) :=a und b(t) := b Konstanten sind mit a,b > 0. (2 Punkte)
(b) Die Funktion (t,y) — f(t,y) im Anfangswertproblem (mit Anfangszeitpunkt ¢y € IR)
u<t) = f(t,U(t)), t > 1o, u(t()) = Uo
sei auf RY x IR™ stetig und linear beschrinkt, d.h. es gelte fiir alle (t,y) € R! x IR®

1wl <A@yl + B(#)

mit auf IR stetigen, nicht-negativen Funktionen ¢ — A(t) und ¢ +— B(t). Zeigen Sie mit
Hilfe von Teil a), dass dann das Anfangswertproblem eine globale, d.h. eine auf ganz [t, 00)
definierte Losung besitzt. [Tipp: Satz 1.38] (7 Punkte)

16. Diverse Differentialgleichungen.

Finden Sie die (allgemeinen bzw. ggf. eindeutigen) Losungen der folgenden Differentialgleichun-

gen bzw. Anfangswertprobleme:

() ¥/(2) = (& + y(a))? (5 Punkie)
€T $2
() y/(a) = ) - it y(1) =1 (5 Punkte)

17. Exakte Differentialgleichungen.

(a) Zeigen Sie, dass die Differentialgleichung e3% -4/ 4 3e3¥ y — 2 = 0 exakt ist und bestimmen
Sie ihre allgemeine Losung. (5 Punkte)
(b) Zeigen Sie, dass die Differentialgleichung (z%e¥ 4+ 1) -y + 2ze¥ — 1 = 0 exakt ist und
finden Sie eine Stammfunktion. Die Losungsfunktion y(x) mit y(1) = 0 ist nicht explizit
angebbar. Bestimmen Sie jedoch ihre Umkehrfunktion z(y). (5 Punkte)

18. Eulersche Multiplikatoren.

(a) Wir betrachten die Differentialgleichung

u(t) - h(t,u(t)) + g(t, u(t)) =0, (%)

wobei g,h : R xIR — IR stetig differenzierbare Funktionen in ¢ und w sein mégen. Zeigen

Sie: Hangt ( := (% - %)/g allein von u ab, so ist M(u) := exp(— f;”g B(s)ds) (mit

up € IR) ein Eulerscher Multiplikator fir (x). (3 Punkte)

(b) Finden Sie fiir die Differentialgleichung (3t —u?)-4—2tu =0, u(0) =1 einen Eulerschen
Multiplikator, sowie eine Funktion F', die die Losung w(t) der Differentialgleichung durch
F(t,u(t)) = const. charakterisiert. (5 Punkte)
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