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5. Ubung

12. Floquettheorie
Wir betrachten in dieser Aufgabe die Differentialgleichung

at) = Ault),  A(t) = (Coz(t) CO;@)).

Die Matrix A(t) ist periodisch mit Periode 27w. Das Ziel dieser Aufgabe ist es, eine invertierbare

Transformation G : IR — C?*2 der Differentialgleichung zu bestimmen, so dass die resultierende

Differentialgleichung (t) = Au(t) autonom ist.

(a)

(b)

(c)

(d)

Zeigen Sie, dass die Matrix

F(t) = <exp(sin(t)) texp(sin(t)))

0 exp(sin(t))
die Fundamentallésung von F(t) = A(t)F(t) mit F(0) = (3 9) ist. (4 Punkte)
Bestimmen Sie die Monodromie M von F(t) und ein B € C**2 mit exp(B) = M.
(8 Punkte)

Die Matrix A wird definiert durch B /2m. Bestimmen Sie die zu A gehorige Fundamentallo-
sung F(t) und die Monodromie M. (8 Punkte)

Berechnen Sie nun die Transformation G : IR — €2*2,  t + G(t), die das gegebene nicht-
autonome System u(t) = A(t)u(t) gemiR Satz 1.28 in das autonome System @(t) = Au(t)
transformiert. Geben Sie eine Formel an, mit der sich A mit Hilfe von A(t) und G(t)
berechnen lasst. (5 Punkte)

13. Unitire Fundamentalsysteme.

(a)

(b)

Es sei A : R — GL(n,IK) eine differenzierbare Abbildungen von IR in den Raum der

invertierbaren n x n-Matrizen. Zeigen Sie:

SN ™) = ~AD A AW
[Tipp: Man differenziere den Ausdruck 1= A - A71] (8 Punkte)

Sei C' eine komplexe Matrix, dann definieren wir C* := C7 als die dazu hermitsche Matrix.
Eine komplexe Matrix C heifit unitir, wenn sie die Gleichung CCH = 1 erfiillt. Wir
betrachten eine Fundamentallésung F(t) fiir ein lineares System F'(t) = B(t)F(t), F(0) = 1,
wobei t —+ B(t) stetig in einem Intervall I (mit 0 € I) sei und B (t) = —B(t) fiir alle t € T
erfiille.

Zeigen Sie: F'(t) ist fiir alle ¢ € I unitér.
[Tipp: Betrachten Sie mit Hilfe von (a) eine Differentialgleichung fiir (F)=1.] (5 Punkte)

Bitte wenden.



14. Ein Anfangswertproblem ohne eindeutige Losung. Aus Beispiel 1.6(i) ist bereits bekannt,

dass die Losung eines Anfangswertproblems nicht in allen Féllen eindeutig bestimmt ist. Wir

betrachten

(a)

(b)

=2+/|u] mit u(0)=0. (%)

An welchen Stellen erfiillt die Differentialgleichung (%) nicht die Voraussetzungen des
Existenz- und Eindeutigkeitssatzes? (2 Punkte)

Zeigen Sie, dass u : I — IR genau dann eine mazimale Losung (im Sinne der Sitze 1.34

bzw. 1.38) des Anfangswertproblems (x) ist, wenn I = IR und es a,b mit
—00 <a<0<b< 400 gibt, so dass

—(t—a)? firt<a
u(t) =40 fiir a <t <b
(t—b)?  fir t>b

gilt. (11 Punkte)
[Tipp: Ist w: I — IR eine maximale Losung von (%), so setze man

b:=sup{t € INR>o|ulpy = 0}. Im Falle b < oo fixiere man tr > b und vergleiche
u mit der maximalen Losung des Anfangswertproblems v = 2 +/|v| mit v(ty) = u(tp), das
man fiir (t,v) € O = IR x IRy betrachtet, wobei auf dem Gebiet O die Voraussetzungen

des Existenz- und Eindeutigkeitssatzes erfiillt werden.|

Abgabe bis Freitag, den 14. Méirz 2014, 8:30 Uhr, im Briefkasten Nr. 46219 (Eingang
C-Teil, A5-Gebiude).



