Kapitel 3

Partielle Differentialgleichungen
erster Ordnung

3.1 Homogene Transportgleichung
Eine der einfachsten partiellen Differentialgleichungen ist die Transportgleichung:
u+b-Vu=0.

Hier ist b € R™ ein Vektor und u : R™ x R — R die gesuchte Funktion. b- Vu bezeichnet
das Skalarprodukt des Vektors b mit dem Vektor der ersten partiellen Ableitungen von
u nach z: D, 1) 5 .
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Wir nehmen jetzt an, dass u(x,t) eine glatte Losung der Transportgleichung ist. Dann
ist fiir jedes feste (z,t) die Funktion

b-Vu(x,t) =b

2(s) =u(r +s-bt+s)
eine glatte Funktion auf R, deren erste Ableitung verschwindet:
2(s) =bVu(z +s-bt+s)+u(x+s-bt+s)=0.

Entsprechend muss u auf allen parallelen Geraden in Richtung (b, 1) € R™ x R konstant
sein, und es geniigt die Werte von u auf allen diesen Geraden zu kennen.

Anfangswertproblem 3.1. Gesucht ist eine Funktion u : R® x R — R, die die
Transportgleichung (mit gegebenem b € R™) erfiillt, und fiirt = 0 gleich einer gegebenen
Funktion g : R™ — R st.
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Alle parallelen Geraden des R™ x R in Richtung (b, 1) schneiden die Hyperebene
R” x {0} genau einmal:
(x+sbt+s) eR" x {0} < s=—t

Also ist u(z,t) = g(z —tb). Wenn g € CY(R"), dann ist u(z,t) = g(x — tb) eine Losung
der Transportgleichung und damit die eindeutige Losung des Anfangswertproblems.
Wenn aber g ¢ C'(R") dann existiert offensichtlich keine Losung des Anfangs-
wertproblems. Trotzdem ist u(x,t) = g(x — tb) der einzige Kandidat fiir eine Losung.
Fiir eine sehr grofle Klasse von Funktionen ist dieses u aber eine schwache Losung der
Transportgleichung und sogar die eindeutige Losung des Anfangswertproblems.

3.2 Inhomogene Transportgleichung

Wir betrachten jetzt die entsprechende inhomogene Transportgleichung
w+b-Vu=f

Hier ist wieder b € R™ ein gegebener Vektor, f : R” x R — R eine gegebene Funktion
und u : R” x R — R die gesuchte Funktion.

Anfangswertproblem 3.2. Gesucht ist eine Funktion u : R® x R — R, die die
inhomogene Transportgleichung (mit gegebenem b € R™) erfillt, und fir t = 0 gleich
einer gegebenen Funktion g : R™ — R ist.

Fiir jedes (z,t) € R™ x R erfiillt z(s) = u(xz + sb,t + s) die Differentialgleichung
2(s) =b-Vu(x + sb,t + s) + u(x + sb,t + s) = f(x+ sb,t + s).

[en]

Also gilt u(z,t) — g(x — bt) = 2(0) — z(—t) = /z’(s)ds
= /f(:)s +sb,t+s)ds = /f(:)s + (s — t)b, s)ds.

t
Deshalb ist die Losung gegeben durch — u(x,t) = g(x — bt) + / flxz+ (s —t)b, s)ds.
0

Wieder ist die Losung des inhomogenen Anfangswertproblems ein Integral iiber Losun-
gen der homogenen Anfangswertprobleme mit der Inhomogenitéit als Anfangswerte.
Wieder ist gegebenenfalls u die eindeutige schwache Losung. Wir haben also die in-
homogene und homogene Transportgleichung in eine gewohnliche Differentialgleichung
ibersetzt haben. Diese Methode der Charakteristik werden wir jetzt verallgemeinern.
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3.3 Methode der Charakteristik
Wir betrachten eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung von der Form

F(Vu(x),u(x),x) = 0.

Hierbei ist u eine reelle Funktion auf einem offenen Gebiet 2 C R™ und F eine reelle
Funktion auf einer offenen Menge W C R™ x R x R". Wir versuchen die Losung wie bei
der Transportgleichung dadurch zu bestimmen, dass wir aus der partiellen Differenti-
algleichung die Einschrankung der Losung auf den Integralkurven von Vektorfeldern
bestimmen. Sei also z(s) eine Integralkurve eines noch zu bestimmenden Vektorfeldes
und p(s) die entsprechende Ableitung p(s) = Vu(z(s)). Wir wollen die Integralkurve
so wahlen, dass wir z(s) = u(z(s)) bestimmen kénnen. Dazu differenzieren wir

dpi(s) _ d OQu(z(s)) _ " O?u(x(s)) daj(s)
ds ds Ox; i Ox;0x; ds =

Wenn wir F(Vu(z),u(z),z) = 0 total nach dz; differenzieren, erhalten wir

_ dF(Vu(x),u(x),r)

= OF(Vu(z),u(z),z) ®u(z) OF(Vu(z),u(z),z) Ou(z) OF(Vu(z),u(z),)
=2 Do, RE o, oz, |

j=1
Wegen dem Satz von Schwarz vertauschen die partiellen Ableitungen und es gilt

i 3F(p(8)52(8)7 2(s) Pula(s))  OF(p(s), =(s), ®s),

Dj 8215]81’@ 0z

j=1
Deshalb setzen wir
dx; _ OF(p(s)

I
—~
V)
~—
8
—~
Va)
N
~—

ds opj ’
und kénnen die Differentialgleichung % Z(S) =5 8;;‘%;8_)%(8) umschreiben zu
g=1 7

dpz OF (p(s), 2(s), 2(s))
Z 8%8@ Op;

__OF(p(s), 2(s),z(s))  OF(p(s),z(s),x(s))
= - oz - G pi(s).




52 KAPITEL 3. DIFFERENTIALGLEICHUNGEN ERSTER ORDNUNG

Zum Abschluss differenzieren wir

ds  ds 4 10—%($(8)) ds ; Jp;

J]=

dz(s)  du(z(s)) "\ Ou dxz;(s) _ zh:pj(s)ﬁF(p(s),z(s),x(s))‘

Dadurch erhalten wir das gewohnliche Differentialgleichungssystem:

_ OF (p(s), 2(s),z(s))
Opi
OF (p(s), z(s),x(s))  OF(p(s), 2(s), z(s))

jils) =~ P R (s)

. "L OF (p(s), z(s), (s
Z(S):Z_; (p( )ap(-) (s)

J

ZL’Z(S)

p;(s).

Es ist ein gewochnliches Differentialgleichungssystem erster Ordnung mit 2n + 1
Unbekannten. Damit haben wir folgenden Satz bewiesen:

Satz 3.3. Sei F' eine differenzierbare reelle Funktion auf einer offenen Teilmenge
W C R*"x R xR und u € C*(Q) eine zweimal differenzierbare Lésung der Diffe-
rentialgleichung F(Vu(x),u(z),x) = 0 auf einer offenen Teilmenge Q@ C R™. Dann
erfillen fir jede Losung x der gewohnlichen Differentialgleichung

die Funktionen p(s) = Vu(x(s)) und z(s) = u(x(s)) die Differentialgleichungen

pils) = _8F(p(s),a,;(is),x(s)) B OF(p(s),;;s),z(s))pi(s) und
s - 3 2P0t

J

p;(s). q.ed.

Jetzt wollen wir Randbedingungen von folgender Form betrachten:
uly) =g(y) firalley e QN H mit H ={y € R" |y-e, =z0-€,}.

Dabei ist e, = (0,...,0,1) der n—te Einheitsvektor und H die eindeutige Hyperebene,
die senkrecht auf e,, steht und durch zy € 2 geht. Mit Hilfe des Satzes der impliziten
Funktion lassen sich durch geeignete Koordinatentransformationen allgemeinere stetig
differenzierbare Hyperebenen auf diese Form bringen: Sei ® : 2 — ()’ ein stetig differen-
zierbarer Homéomorphismus, dessen Umkehrabbildung ®~! auch stetig differenzierbar
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ist. Dann ist fiir eine Funktion v : " — R die Funktion © = v o ® genau dann eine
Losung der Differentialgleichung

F(Vu(z),u(x),z) =0

wenn v eine Losung der Differentialgleichung
F((@ (@) Vo), v(y), () =0
ist. Also erhalten wir mit
G(Vu(y),v(y),y) =F ((<I>’ (7' (W)))" - Voly), o), ®‘1(y))

die entsprechende Differentialgleichung fiir v. Im Folgenden nehmen wir an, dass die
Hyperebene H die Form hat

H={yeR" |y e, =10 €}

Durch einen geeigneten Koordinatenwechsel konnen wir das immer erreichen, wenn die
Hyperebene nur hinreichend glatt ist. Weil 4 und v 2-mal stetig differenzierbar sein
miissen, um den vorangehenden Satz anzuwenden, sollten ® und ®~! auch 2-mal stetig
differenzierbar sein. Also muss auch die Hyperebene 2-mal stetig differenzierbar sein,
um sie auf die gewiinschte Form zu bringen. Auf 2N H muss ebenfalls

F(Vu(y), u(y),y) =0
gelten. Um also auf y € QN H die Anfangsbedingungen
2(0) = g(y), p(0) =q(y) und z(0) =y

entsprechend vorzugeben, miissen wir eine Funktion ¢ : Q@ N H — R” finden, so dass
fiir alley € QN H gilt

99(y) L
F(q(y),9(y),y) =0 und = g(y) firi=1,...,n—1.
Damit sind also alle Komponenten ¢ (y), . .., ¢,—1(y) durch %g—;lw, . —g 571(3)1 vorgegeben,

so dass wir nur noch die Komponente ¢, (y) so bestimmen miissen, dass gilt
Fq(y),9(y),y) =0 fiiralley € QN H.

Aus dem Satz der impliziten Funktion folgt:
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Lemma 3.4. Sei F' stetig differenzierbar und (pg, zo.xo) € W und xo € QN H und
20 = g(xo). Wenn
OF (po, 20, o)

Opn, 70

F(po,z0,70) =0 und

qilt, dann gibt es eine Umgebung von yo = x9 € QN H auf der die Gleichungen

Fla)ow)n =0 wd )= firi=1n

genau eine Losung q hat. q.e.d.

Satz 3.5. Sei W C R" xR xR" eine offene Menge und F' : W — R eine zweimal stetig
differenzierbare Funktion. Sei (po, zo, xo) € W mit F(po, 20, x¢) = 0 und g eine zweimal
stetig differenzierbare Funktion auf der Schnittmenge der Hyperebene H = {y € R™ |
en Y = e, - xo} mit einer Umgebung von xo € R™. Wenn %(po, 20, To) 7# 0 dann gibt
es auf einer Umgebung €2 von xy genau eine Losung des Anfangswertproblems

F(Vu(z),u(x),z) =0 fir xz€Q und uly)=g9gy) fir yeQnH.

Beweis: Wegen dem vorangehenden Lemma gibt es auf der Schnittmenge einer Um-
gebung von zy mit H genau eine stetig differenzierbare Funktion ¢ nach R", so dass
auf der Schnittmenge einer offenen Umgebung von xy mit H gilt

~ Jg(y)

F(q(y),9(y),y) =0 und q¢(y) = . firi=1,...,n—1.

Wegen dem Satz von Picard-Lindelof gibt es dann fiir alle y in der Schnittmenge einer
Umgebung von zy mit H genau eine Losung des Anfangswertproblems

1 (5) = 5 (9(6). 2(5),2(5) mit  2(0) =y
(s) =~ (p(5),25).5)) = S 05), ) Dls) it p(0) = ()
£(9) = 32 0. 2(5) (9o mit  =(0) = g(y),

Wir bezeichnen diese Familie von Losungen mit z(y, s), p(y, s) und z(y, s). Wenn Q 3 z,
klein genug gewihlt ist, sind diese Losungen sogar alle auf (2N H) X (—¢, €) eindeutig
definiert mit € > 0. Wegen Satz[[.33]sind diese Losungen zweimal stetig differenzierbar.
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Wegen den Anfangsbedingungen und der Bedlngung (po,zo,xo) # 0 besitzt die
Funktion

QN H) x (—€,6) = Q, (y,8) = x(y,s)
im Punkt (yo,0) = (z0,0) eine invertierbare Ableitung. Dann folgt aus dem Satz der
inversen Funktion, dass fiir eine geeignet verkleinerte Umgebung €2 von xy und ein ge-

eignetes € > 0 diese Abbildung ein zweimal stetig differenzierbarer Homéomorphismus
mit zweimal stetig differenzierbarer Umkehrabbildung ist. Dann definieren wir

u(z(y,s)) = z(y, s) fir alle (y,s) € (QNH) X (—¢,€).

Wir zeigen jetzt, dass diese Funktion die Differentialgleichung F(Vu(z),u(x),z) = 0
16st. Zunéchst folgt aus der gewohnlichen Differentialgleichung

%F(p(y’ s),2(y, ), 2(y,s)) = 0.

Weil F(q(y),g9(y),y) =0 fir alle y € QN H folgt auch

F(p(y,s), z(y,s),z(y,s)) =0 fir alle (y,s) € (RN H) x (—e¢,€).

Also geniigt es p(y, s) = Vu(z(y, s)) fur alle (y,s) € (2N H) X (—¢,€) zu zeigen. Wir
zeigen zunéchst, dass fir alle (y,s) € (AN H) x (—¢,e) und allet =1,...,n—1

RN 0r;(y, s) (9% Y, s)
- Z:;pg (Y. 8) =5, und ayl ij Y5 "o,

gilt. Die erste Gleichung folgt aus der gewohnlichen Differentialgleichung fir z(y, s)
und z(y, s). Fiir s = 0 folgt die zweite Gleichung aus den Anfangsbedingungen von
2(y, s), p(y, s) und z(y, s). Die Ableitung nach y; der ersten Gleichung ergibt

82Z(y7 8) o - apj (yv S) 825']‘ (y7 8) a2xj (yv S)
Dyids ; ( o os TR 5 ) '
: 0 [02(y,5) < 0x;(y,s)\
Mit dem Satz von Schwarz folgt 5 ( 9, ; p;i(y,s) o, =
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z": Op;(y. s) 9z;(y.s)  Op;(y.s) 9y, s)\ _
Oy 0s 0s Yi

op;(y, s) ,S),z(y,s),x(y, s
_Zpy F(p(y; ), 2(y, 5), 2(y, 5))

= v Ip; "
- (y7 ) x(y7 S)) aF(p(yas)uz(y7 S)7x<y78))pj(y7 S) 8%(3/73)
+ ‘= ( 8xj * 0z ) y;

- 8?%17(]9(% s), 2(y, s), (y, s))—

_ OF(ply. ). 2(y. ), 7(y. ) <az<y, D 3,5 2 s>> |

0z

Aus F(p(y, s), 2(y, s), z(y, s)) = 0 folgt % (g_?i(y, 9= b, S>al'j(y4a s)) _

Oty o) oy o) oly:) <az. 093 nt AL s>> |

Diese lineare gewohnliche Differentialgleichung mit Anfangswert 0 bei s = 0 hat die
eindeutige Losung 0. Also folgt die zweite Gleichung

02(y,5) _ < dz;(y. s)
= ;pg(y, LA
Lokal ist die Ableitung von (y, s) — x invertierbar. Damit erhalten wir insgesamt:
du 9z Os 0z Oy "L Oz, ) 05 e [~ On 8yz
dz;  9s 0, Z By Oz, <Zpk ) Zl ;p’“ y;
o - 8xk Js 8xk 8yl - 8xk o
=2 < ds or; Z dy; Oz, Zp’fax] — b
k=1
Aufgrund der Anfangsbedingungen an z(y,0) gilt fiir alle y € QN H auch u(y) = g(y).
Die Eindeutigkeit folgt aus dem Satz von Picard-Lindel6f und Satz 3.3 q.e.d.
Wir haben das Losen dieses Randwertproblems auf das Losen einer gewohnli-
chen Differentialgleichung zuriickgefiihrt. Im Fall der inhomogenen Transportgleichung

fassen wir x und t zu einer Koordinate (z,t) zusammen. Dann ist F(p, z, (z,t)) =
F(p,z,t) =bip1 + ...+ bupn + Pny1 — f(z,t). Die gewohnliche Differentialgleichung ist

i=b i=1 p=(Vf(x,t),f(z,t) 2=F(pxt)+ flzx,t)= f(x,1).




