Kapitel 5

Wairmeleitungsgleichung

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Warmeleitungsgleichung
—Au=0

und die entsprechende inhomogene Warmeleitungsgleichung
uw— Au=f.

Gesucht wird eine Losung u auf einem offenen Gebiet €2 C R™ x R und fiir die in-
homogenen Gleichung ist f eine gegebene Funktion auf €2. Von vielen Aussagen iiber
harmonische Funktionen werden wir analoge Aussagen fiir Losungen der Wirmelei-
tungsgleichung zeigen.

Diese Warmeleitungsgleichung beschreibt Diffusionsprozesse, das heifit die zeitliche
Entwicklung solcher rdumlich variierender Groflen wie Warme, chemische Konzentra-
tion usw.. Dabei ist die Flussdichte gerade proportional zu dem negativen Gradienten,
weil der Fluss von der hoheren Konzentration zu der niedrigeren zeigt. Damit erhalten
wir aus der skalaren Erhaltungsgleichung die Warmeleitungsgleichung.

5.1 Fundamentall6sung

Weil die Wirmeleitungsgleichung linear ist und bzgl. der Zeit nur erste Ableitungen
enthélt und bzgl. des Raumes nur zweite Ableitungen, ist fiir jede Losung der Wirmelei-
tungsgleichung u(z,t) und jedes A € R auch u(\z, A\*) eine Losung. Dieses sogenannte
Skalenverhalten legt nahe, nach Losungen zu suchen, die von mt—Q abhéngen.

Wir machen zunéchst den folgenden Ansatz:

1
u(z,t) = = (%) reR"t€R".
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Hier sind «, § Konstanten und v : R™ — R eine gesuchte Funktion. Dieser Ansatz ist

durch das Skalenverhalten u(z,t) = Au(\z, At) gerechtfertigt. Mit A = 1 erhalten

wir v(75) = u(5F,1). Mit diesem Ansatz geht die Warmeleitungsgleichung iiber in

—a -ty (y) — Bty Vo (y) — @A Au(y) =0 mit  y = t%

Damit diese Gleichung nicht von t abhéngt, setzen wir § = % Sie reduziert sich zu

1
av+§y-Vv+Av:0.

Wir nehmen wieder an, dass v nur von |y| abhéngt. Mit v(y) = w(|y|) erhalten wir:

n—1 . T
w' =0 mit 7‘:—|.

r Vit

Wenn wir @ = 2 setzen, konnen wir die Gleichung einmal integrieren:
2 bl

]‘ / "
aw+§rw +w' +

1 1
(r"_lw')/ + 3 (r"w)" =0 "’ + ir"w = a.
Wenn w und w’ im Unendlichen verschwinden gilt a = 0.
1 2
w/:—irw w="b-e 1 .

Wieder ergibt eine Wahl der Integrationskonstanten a und b die Fundamentallsung.

Definition 5.1. Folgende Funktion heifst Fundamentallosung der Wairmeleitungsglei-
chung:
R .
B(z.t) = | G fir T ERNE>0
0 fir zeR™t<0

Lemma 5.2. Fir alle t > 0 gilt /q)(x,t)d”x =1.
R

. 1 —l=12 1 22 m 1 g2
Beweis: W e d"r = povell I d"x = —72 e"dr| =1 q.ed.
R

R™ R™
Die Fundamentallosung ist also eine Art Mollifier auf dem R, so dass wir erwarten

konnen, dass die Faltung mit ®(z,t) im Grenzwert ¢ — 0 wie die Identitét wirkt.
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Satz 5.3. Fiir eine beschrinkte stetige Funktion h auf R™ gilt fiir folgende Funktion

(e t) = [ Bz = vy

R
(i) ue C®(R" x RT)

(i) @« — Au=0 auf R" x R*

(iii) w ldsst sich stetig und beschrinkt auf R™ x [0, 00) fortsetzen mit 11_{% u(x,t) = h(z).

Beweis: Weil ®(z,t) auf R" x R* unendlich oft differenzierbar ist, und wegen des
vorangehenden Lemmas und der Beschrianktheit von h, ist u(z,t) fir (z,t) € R" X
R* wohl definiert, beschriinkt und stetig. Fiir (z,t) € R? x R* liegen alle partiellen
Ableitungen von (z,t) — ®(z — y, t) als Funktionen von y € R” in I!(R™) und héngen
stetig von (z,t) € R™ ab. Deshalb definiert dies eine glatte Abbildung von (z,t) €
R" x R™ nach L'(R™). Weil das Integral ein lineares stetiges Funktional auf L' (R") ist,
ist auch u glatt. Weil ®(z,t) die Wirmeleitungsgleichung auf R” x R 16st, folgt (ii).
Aus der Stetigkeit von h folgt gleichméBige Stetigkeit auf kompakten Teilmengen. Fiir
jedes € > 0 und alle z aus einer kompakten Teilmenge von R" gibt es ein § > 0, so dass
|h(x) — h(y)| < € fiir alle |x — y| < § gilt. AuBlerdem gibt es ein T > 0, so dass

/ O(y, t)d"y = / Oy, 1)d"y < e fiir alle t < T gilt.
R"\ B(0,6) R7\B(0,6//%)
Daraus folgt lu(z,t) — h(z)| < /CI)(:c —y,t)(h(y) — h(x))d"y

n

< / Bz —y.t) | hly) — h(x) | dy  + / (x — y,t)|h(y) — h(0)|d"y
B(z,6) R"\B(z,9)
< e+ 2esup{|h(y)| | y € R"} fiir alle t < T..

Also konvergiert u(x,t) im Grenzwert ¢ — 0 auf kompakten Teilmengen von R
gleichméfig gegen h(x). q.e.d.

Als Distributionen (und sogar als Maf}) konvergiert ®(z,t) im Grenzwert ¢t — 0 also
gegen die Dirac’sche d-Funktion. Wir erkennen an dieser Losung des Anfangswertpro-
blems, dass sich Stérungen mit unendlicher Geschwindigkeit ausbreiten.
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5.2 Inhomogenes Anfangswertproblem.
Im letzten Abschnitt hatten wir eine Losung des Anfangswertproblems
t—Au=0 und wu(z,0)=h(z)

konstruiert. Duhamel’s Prinzip ist ein Verfahren, um aus der Losung des homogenen
Anfangswertproblems eine Losung der inhomogenen Differentialgleichung zu gewinnen.

t
Sei u(zx,t) = //@(z —y,t—s)f(y,s)d"yds. Dann haben wir formal:

0 R»

W(z,t) — Au(x,t) =lim [ &(z —vy,s)f(y,t — s)d"y+

+ // (q)(x —y,t—s)— D, P(x —y,t — 3)) f(y,s)d"yds = f(z,1).

0 Rn»

Losung des inhomogenen Anfangswertproblems 5.4. Sei f eine zweimal stetig
und beschrinkt differenzierbare Funktion auf R™ x [0,00). Dann ist

u(z,t) = /t/CP(I —y,t—s)f(y,s)d"yds = /t/é(y, s$)f(x—y,t—s)d"yds

0 Rn 0 Rn

eine Losung des inhomogenen Anfangswertproblems

o —Au=f auf R" x RY und limu(z,t) = 0.

t—0

Beweis: Wir haben bereits gezeigt, dass v,(z,t) = [, ®(x —y,t — s)f(y,s)d"y auf
R™ x (s,00) das Anfangswertproblem v, — Av, = 0 mit }tim vs(x,t) = f(z,t) erfiillt.
—s

Also ist vs auf R™ x [s, 00) stetig. Dann erfiillt fiir alle € > 0

ue(x,t) = /vs(:v,t)ds = //@(x —y,t —3)f(y,s)d"yds
0 Re

0

Ue(x,t) — Aue(z, t) :/q)(x—y,t—(t—e))f(y,t—e)d"y:/q)(x—y,e)f(y,t—e)d”y.

R™ R™
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Also gilt lir% e — Au, = f auf R” x RT. Andererseits gilt
e—

ue(w,t) = 7/ Oz —y,t—s)f(y,s)d"yds = /t/@D(y, s)f(z —y,t —s)d"yds.

e R»

Aufgrund der Voraussetzungen an f folgt daraus, dass auch

o 0 . 0
11_{% (te(x,t) — Au(x, b)) = (a — A) 11_{% ue(x,t) = (5 — A) u(z,t)
gilt. Aufgrund der Stetigkeit von v gilt auch u(z,0) = 0. q.e.d.

Korollar 5.5. Zusammenfassend ergibt sich folgende Lisung des Anfangswertproblems

w—Au=f = h(x)

u(x,0)
u(z,t) = /<I>(:17 —y, t)h(y)d™y +//(I>(x —y, t—s)f(y,s)d"yds. q.ed.

R™ 0 Rn

5.3 Mittelwerteigenschaft

Die Fundamentallosung ®(x,t) kann wieder dazu benutzt werden, um die Werte von
u(z,t) als Mittelwert auf einen “Ball” zu berechnen. Allerdings miissen wir den Ball
an die neue Gleichung anpassen.

Definition 5.6. Fir alle (x,t) € R" X R und alle r > 0 sei

1
(o tr) = {<y,s> ER™ |5 <L DB(r—yt—s)> —}

Tn

_lem®  (4m)M2(t — s)"/? jo—yl? 1 r2 \"?
e 4(t—s) > = 64(7:78) <
- rm = /2 \4(t — s)
2
e PV o) — (4t — 5)) — In(m)

4t —s) — 2
— |z —y|*<2(t—s)n2In(r) — In(t — s) — In(4n)).
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Mittelwerteigenschaft der Warmeleitungsgleichung 5.7. Sei u eine Losung der
homogenen Wirmeleitungsgleichung auf einem Gebiet 2 C R™ x R. Dann gilt fiir alle
(x,t) € Q und r >0 mit E(z,t,r) C

2
u(x,t):L / u(y,s)|x vl d"yds.

4rm (t —s)?
E(x,t,r)
Beweis: Aufgrund der Translationsinvarianz koénnen wir (z,¢) = (0,0) annehmen.
Jetzt definieren wir
o(r) = 1 / u(y,s)| Y |2d"yds = / u(ry,rzs)wd”yds.
rn s2 52
E(0,0,r) E(0,0,1)
Wir berechnen
2 2
d'(r) = <%y -Vu+ 2ruﬂ> d"yds
s s
(0,0,1)
1 lyl* n Ayl
= / ?y Vud"yds + ) 2u . d"yds
E(0,0,7) E(0,0,7)

Sei jetzt ¢ = —% In(—4ms) + % + nlnr. Dann gilt £(0,0,7) = {(y,s) | ¥(y,s) > 0}
und ¢ verschwindet auf dem Rand von E(0,0,7).

1 ol VL s — 2 Ay - Vipd™yd
yntl UT ys_rnﬂ uy - Vipd'yds

E(0,0,r) E(0,0,r)
1 . N m
= (Anip + Ay - Vu)d™yds
E(0,0,r)
1 . h n
= o (—4nay) + 4y - Vu)dyds
E(0,0,7)
1 . n_ |yl n
= (—4nuw +4 (—2—8 iy yVu | d"yds.
(0,0,7)
. , 1 2n .
Also gilt '(r) = — —4nAup) — —y - Vu | d"yds
rm S
E(0,0,r)
1 2
= (4nVu Vi) — —ny : Vu) d"yds =
T?’l
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Also ist ¢ konstant. Weil u stetig ist und

1 2 2

rn 52 52
£(0,0,r) £(0,0,1)

gilt, folgt 1irr(1] o(r) = 4u(0,0). q.e.d.
r—

5.4 Maximumprinzip

Fiir ein offenes Gebiet 0 C R" definieren wir als den parabolischen Zylinder Qr =
Q2 x (0, T]. Der parabolische Rand 927 von Qr ist definiert als Q7 \ Q7. Er besteht also
aus (092 x (0,7]) U (€ x 0) und enthélt keine inneren Punkte von Q zur Zeit t = T.

Starkes Maximumprinzip fiir die Wirmeleitungsgleichung 5.8. Sei Q0 wegzu-
sammenhdngend (d.h. fiir je zwei Punkte x,x' € Q gibt es einen stetigen Pfad in Q von
x nach z') und u eine zweimal stetig differenzierbare Lisung der homogenen Wirme-
leitungsgleichung auf Qr, die sich stetig auf Qp fortsetzen lisst. Wenn es einen Punkt
(xo,t0) € Qr gibt, an dem u das Mazimum annimmt, dann ist u konstant auf Sy, .

Beweis: Sei (zg,ty) ein Punkt von 7, an dem u das Maximum annimmt. Dann gibt
es ein 1g, so dass F(xo,to,70) C Qr liegt. Aufgrund der Mittelwerteigenschaften muss
u dann auf E(xg, to, ro) konstant sein. Weil €2 wegzusammenhéngend ist gibt es fiir alle
(x,t) € Q x (0,tg) offenbar endlich viele E(xq,to,r0), E(x1,t1,71), ..., E(Tn, ty, ) in
Q2 x (0,tp), die jeweils die Punkte (z1,t1),..., (Tn,tn), (x,t) enthalten. Also ist u auf
dem Abschluss von (2, konstant. q.e.d.

Schwaches Maximumprinzip fiir die Warmeleitungsgleichung 5.9. Sei ) C R"
ein beschrinktes und offenes Gebiet und u eine zweimal stetig differenzierbare Lisung
der homogenen Wirmeleitungsgleichung auf Qp, die sich stetig auf Qp fortsetzen lisst.
Dann nimmt v das Maximum auf dem parabolischen Rand an. q.e.d.

Daraus folgt wieder die Eindeutigkeit von bestimmten Randwertproblemen:

Eindeutigkeit des Randwertproblems 5.10. Sei 2 C R" offen und beschrankt.
Dann existiert hichstens eine Losung u der inhomogenen Wirmeleitungsgleichung auf
Qr, die sich stetig auf Qr fortsetzen lisst und auf OQr vorgegebenen ist.

Beweis: Wir wenden das Maximumprinzip auf die Differenz zweier Losungen an. q.e.d.
Wir wollen die Eindeutigkeit des Anfangswertproblems auf dem R™ x RT zeigen.
Dazu benétigen wir, wie bei dem Poissonproblem, ein Abfallverhalten im Unendlichen.
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Maximumprinzip fiir das Cauchyproblem 5.11. Sei h eine beschrinkte stetige
Funktion auf R™ und u eine Lisung auf R™ x (0,T] des Anfangwertproblems

t—Au=0 auf R" x (0,7) u(z,0) = h(z) auf R" x {0},
die das Wachstumsverhalten u(z,t) <A™ quf R™ x [0,
mit Konstanten A,a > 0 hat, dann gilt sup u = suph.
R x[0,7] R"

Beweis: Wir nehmen zunéchst an, dass 4aT < 1 gilt. Dann gibt es ein € > 0 mit
4a(T + €) < 1. Offensichtlich ist fiir alle y € R™ und alle ¢ > 0 die Funktion v(x,t) =

2

u(z, t) — me% auf R” x (0,7 +¢) eine Losung der Warmeleitungsgleichung.
Also kénnen wir das Starke Maximumprinzip auf alle Gebiete der Form Qp = B(y, r) x
(0, T] anwenden. Aufgrund der Voraussetzung an u ist sowohl u als auch h durch Ae**”
beschrénkt. Weil m > a gilt fiir ¢ > 0, gibt es ein R > 0, so dass fiir alle r > R
auf 007 = B(y,r) x {0} U9dB(y,r) x (0,T] gilt v(x,t) < sup{h(z) | x € R}. Dann
folgt aus dem Schwachen Maximumprinzip v(z,t) < sup{h(z) | z € R"} fiir alle
(x,t) € R" x[0,T]. Weil pu > 0 beliebig war gilt das auch fir 4 = 0. Wenn 4aT" > 1 gilt
zerlegen wir das Zeitintervall [0, 7] in solche Teilintervalle [0,7] = [0, T3] U. ..U [Ty, T
fiir die 4a(Tye1 — Tn) < 1 gilt. Dann folgt induktiv die Aussage. q.e.d.
Eindeutigkeit des Anfangswertproblems 5.12. Sei h € C(R"), f € C(R"x[0,T7]).
Dann gibt es hichstens eine Losung des Anfangswertproblems

uw—Au=f auf R" x (0,7T) u=h auf R" x {0}
die auf R" x [0, T] das Wachstumsverhalten |u(z,t)| < Ae” hat mit A > 0 und a > 0.

Beweis: Wegen dem Maximumprinzip fiir das Cauchyproblem B.11] verschwindet die
Differenzen zweier Losungen. q.e.d.

Ahnlich wie bei der Laplacegleichung lésst sich die Eindeutigkeit des Randwertpro-
blems 5.0 und des Anfangswertproblems auch mit Hilfe einer Monotonie eines
Energiefunktionals zeigen. Sei

e(t) = /uQ(:c,t)d"a:.

Wenn u die homogene Wirmeleitungsgleichung erfiillt und am Rand von €2 verschwin-
det, dann ist dieses Funktional in Abhéngigkeit von ¢t monoton fallend:

é(t) = Q/U(z,t)u(x,t)d"x = Q/u(:)s,t)Au(:B,t)d"x = —2/(Vu(a:,t))2 d"z <0.

Wenn u(z, t) fur t = 0 verschwindet, und u(-, t) und Vu(-, t) fiir ¢ > 0 quadratintegrabel
sind, dann verschwindet u identisch.
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5.5 Warmeleitungskern

In Analogie zu der Greenschen Funktion der Laplacegleichung definieren wir fiir offene
Gebiete 2 einen Warmeleitungskern Hg,.

Definition 5.13. Sei Q ein offenes Gebiet im R™, Dann heifit Hg : Q x Q x RT — R
Wirmeleitungskern von €2, wenn Hq folgende Eigenschaften hat.

(1) Fir (x,t) € Q x RT setzt sich y — Hq(z,y,t) stetig mit Randwert 0 auf 02 fort.

(ii) Firz € Q lost (y,t) = Ha(z,y,t) — ®(x —y,t) die homogene Wirmeleitungsglei-
chung, setzt sich stetig auf Q x RS fort und verschwindet auf (y,t) € Q x {0}.

Lemma 5.14. Sei Q2 ein offenes Gebiet im R" und u und v zwei reelle Funktionen mait
den erforderlichen Regularititseigenschaften. Dann gilt

T

/ / (e, ) (Ow(@, T — 1) + Dole, T — 1)) d"zdt

/(&u(aj, t) — Au(z,t)v(z, T — t)d"zdt =

(u(y, ) Vyo(y, T —t) = Vyu(y,t)o(y, T — t))N(y)do(y)dt

B
+ [ (u(z, T)v(x,0) — u(z,0)v(x, T))d"x.

I
O — Tt — T T—5°

Beweis: Eine partielle Integration bzgl. t von den beiden zeitlichen Ableitungen ergibt

als die Randterme die Integrale iiber €2 und der Gaufische Satz ergibt fiir die zweiten

rdumlichen Ableitungen die Integrale iiber OS2 q.e.d.
Benutzen wir fiir v(y,t) = Hq(z,y,t) die entsprechenden Eigenschaften, so folgt

//(u(y,t) — Au(y, 1)) Ho(z,y, T — t)d"ydt =

/u(z, )V, Hq(x,z, T —t)N(2)do(2)dt + u(z,T) — /u(y, 0)Ho(x,y, T)d"y.
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T
Und damit auch u(x, T) = //(u(y,t) — Au(y,t)Ho(x,y, T — t)d"ydt
0 0
T
- / / w(z, )V Ho(z, 2, T — t)N(2)do(2)dt + / w(y, 0)H (x, y, T)d"y.
0 90 0

Losung des Anfangswert und Randwertproblems 5.15. Seien f eine Funktion
auf Q x (0,T), g eine Funktion auf 02 x [0,T] und h eine Funktion auf 2 mit den
erforderlichen Regularititseigenschaften, so dass alle auftauchenden Integrale absolut
konvergieren. Dann ist

T

u(w,T) = / / F(y. ) Hole.y, T — t)d"ydt
0 Q
T

—//g(z,t)VzHQ(:z, z,T—t)N(z)da(z)dt—l—/h(y)HQ(x,y,T)d"y

0 90
die eindeutige Losung des Anfangs- und Randwertproblems.

—Au=f auf Q x (0,T) u=g auf 0Q x [0,T] u(x,0) = h(x) auf Q
Beweisskizze: Wir zeigen zunéchst, dass der Warmeleitungskern symmetrisch ist.
Lemma 5.16. Fiir alle T > 0 und x,y € Q gilt Ho(z,y,T) = Ho(y,z,T).

Beweis: Setze die Funktionen wu(z,t) = Hq(z, 2,t) und v(z,t) = Hq(y, z,t) in Lem-
ma [5.14 ein. Dann erhalten wir wegen der Eigenschaft (ii) und Satz 5.3 (iii)

0= /(Hﬂ(x7Z’T)H(ya 270) - HQ(Ia Z>O)Hﬂ(ya Z>T))dnz = HQ(IayaT) - Hﬂ(yax>T)
Q

q.e.d.
Aus der Definition des Warmeleitungskernes folgt die Aussage fiir f =0 = g.
Als néchstes zeigen wir diese Aussage fiir das inhomogene Anfangswertproblem.

Wir haben bereits gezeigt, dass vz, T) = /Hg(sc,y,T —t)f(y,t)d"y
Q

das Anfangswertproblem

0—Av=0auf Qx (t,00) v(z,t)= f(z,t) auf Q x {t} v(z,t) =0 auf 9Q x [0, 0]



5.6. SPEKTRALTHEORIE UND WARMELEITUNGSGLEICHUNG 79

16st. Wenn f wie im inhomogenen Anfangswertproblem [5.4] solche Regularititseigen-

schaften hat, so dass v sich zweimal stetig differenzierbar auf Q x [0, T'] fortsetzen lisst,
T

dann erfiillt  w(x,T) = / / Ho(z,y, T —t)f(y,t)d"ydt  das Anfangswertproblem
Q

0

(z,t) — Au(x,t) = fauf Q x (0,7) u(z,0)=0auf Q wu(x,t) =0 auf 02 x [0,T].
Zuletzt betrachten wir inhomogene Randwertprobleme. Gesucht ist eine Losung von

(z,t) — Au(x,t) =0 auf Q x (0,7) wu(z,0)=0auf Q wu(x,t) =g auf 02 x [0,T].

Fiir eine beliebige Funktion g auf 92 x [0, 7] mit den erforderlichen Regularititseigen-
schaften, setzen wir zunéchst g auf €2 x [0, 7] fort. Von dieser Fortsetzung @ ziehen wir
die Losung zu f = 4 — Aw und h(x) = @(z,0) ab und erhalten dann eine Losung des
gewiinschten Randwertproblems. q.e.d.

Die erforderlichen Regularitatseigenschaften hingen von dem Wéirmeleitungskern
und damit von dem Gebiet €2 ab. Wir setzen dabei immer voraus, dass auf {2 der Gauf3-
sche Satz anwendbar ist. Bevor wir diese Aussagen iiber Anfangswert— und Randwert-
probleme auf bestimmte Gebiete anwenden, zeigen wir

Lemma 5.17.% Fir alle beschrinkten zusammenhdangenden Gebiete, die einen Wirme-
leitungskern besitzen, ist dieser im entsprechenden parabolischen Zylinder positiv.

Beweis*: Der freie Warmeleitungskern ®(z, t) ist auf (z,t) € R™ x RT positiv. Fiir alle
beschrinkten Gebiete €2 ist fiir festes x € () der entsprechenden Wirmeleitungskern
Hq(z,y,t) die Differenz von ®(x — y,t) minus der eindeutigen Losung der Wérmelei-
tungsgleichung auf Q x [0, 7], die auf Q x {t = 0} verschwindet und auf 92 x [0, 7]
mit ®(z — y,t) tibereinstimmt. Diese Losung der Warmeleitungsgleichung ist fiir alle
e > 0 auf Q x {t = €} und auf 9Q x [0, 7] kleiner oder gleich ®(z — y,t). Wegen dem
Maximumprinzip ist sie auf {27 kleiner als ®(x —y, t), und Hq(x,y,t) ist positiv.q.e.d.

5.6 Spektraltheorie und Wirmeleitungsgleichung
In diesem Abschnitt wollen wir das Anfangswertproblem
t—Au=0 auf Qx[0,7] wu=0 aufdQ2x[0,7] w=h aufQx{0}

mit Hilfe des entsprechenden Laplaceoperators auf €2 16sen. Wenn h folgendes erfiillt:

—Ah=MAh auf Q und hlgg =0,
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dann 148t sich das Anfangswertproblem durch folgenden Ansatz l6sen:

u(z,t) = e(t)h(z)  G(t)h(x) + Ap(t)h(x) = 0.

Die allgemeine Losung ist ¢/p = —\, @(t) = e 27t Wegen ¢(0) = 1 erhalten
wir als eindeutige Losung des Anfangswertproblems u(z, t) = e Mh(z). Aufgrund der
Linearitdt ist dann fir h = hy + ... + hy mit —Ah; = A\h; auf Q und hilgo = 0
die entsprechende Losung u(z,t) = e Mhy(z) + ... + e hy(x). Also geniigt es
die Funktion A in eine Summe von Eigenfunktionen des Laplaceoperators auf €2 mit
Dirichletrandbedingungen zu zerlegen.

Dazu wollen wir zunéchst die Fundamentallésung nochmal neu interpretieren. Auf
dem R™ hat der Laplaceoperator folgende Eigenfunktionen:

_Ae27rik-w — 47T2k2€27rikm

1 1
Jetzt gilt o (2rikit 527 ) A"k = / A =
8 / (2mv/T)r (drt)n/2

RTL

RTL
fiir alle imaginédren x und wegen analytischer Fortsetzung fiir alle . Damit folgt

N2 ) r—y )2 _)2 .
(471-;)”/26_(14?) :/6<2W2k\/£+2_‘/%> 6_ y) dnk‘_/ _47T2k2t627”(x_y)kdnk.

R™ R™

Also ist die Losung des Anfangswertproblems

t—Au=0 auf R"x][0,7] u(z,0) =h auf R"

U(Zlf,t) — //6_4ﬂ2k2t627ri(x_y)kh(y)dnk’dny.

R™ R™

gegeben durch

Fiir eine integrable Funktion kénnen wir den Satz von Fubini anwenden. Fiir alle
stetigen integrablen Funktionen h folgt dann aus ltigl u(z,t) = h(z) auch

—hm// —4m2 k2t 27rz(x ykh( )dnydnk

t,0
R7 R™

Mit der als  h(k) = / e M (y)d"y  definierten Fouriertransformation gilt dann

RTL

u(:c, t) — /6_4“2k2t62”ikmﬁ(/{;)d"k und h(SL’) — lgfgl 6_4”2k2te2“ikmiz(k)d”k.
R™ R™
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Definition 5.18. Sei S der sogenannte Schwartzraum aller glatten Funktionen auf
dem R™, die mit allen ihren Ableitungen schneller als jede Potenz abfallen.

Lemma 5.19. Die Fouriertransformation bildet den Schwartzraum auf sich selber ab.

Beweis: Offensichtlich ist die Fouriertransformation der Ableitung einer Funktion die
Multiplikation mit 27¢ mal der entsprechenden Koordinatenfunktion mit der Fourier-
transformation der Funktion. Und es gilt |h(k)| < Jen |1A(y)|d™y. Also fillt die Fou-
riertransformation einer Schwartzfunktion schneller ab als Jede Potenz. Umgekehrt ist
die Fouriertransformierte einer integrablen Funktion stetig, weil es auf jeder kompak-
ten Teilmenge K C R” fiir alle ¢ > 0 ein 0 > 0 gibt, so dass aus |k — k'| < ¢ folgt
sup{|e? kv — e2mk'y| | y € K} < e. AuBerdem gibt es fiir jede integrable Funktion A fiir

jedes € > 0 eine kompakte Menge K, so dass [ |h(y)|d"y < € gilt. Dann folgt
R\ K

(k) = (k)| < / ()| Je2mikv — —2mk’y|d”y+2/\h J|dy < / h(y)ld™y +2 | e.
R\ K
Also ist die Fouriertransformierte einer integrablen Funktion tatséchlich stetig, und die

Fouriertransformierte einer Schwartzfunktion unendlich oft differenzierbar. q.e.d.
Sei also h eine Schwartzfunktion, dann gilt wegen des Satzes von Fubini:

/}Al Z dnk’—// 27rzkydnydnk,

R» R7™
R” R” e

Also ist die I?(R")-Norm der Fouriertransformierten gleich der I*(R™)-Norm der ur-
spriinglichen Funktion. Weil die Schwartzfunktionen dicht liegen im I?(R") folgt, dass
die Fouriertransformation einen unitiiren Operator definiert von I*(R™) nach I?(R").

Definition 5.20. Fiir jedes offene zusammenhdngende Gebiet §2 sei W02’2(Q) der Ab-
schluss von C§°(2) im Hilbertraum mit dem Skalarprodukt

Uz = [(BDSaE+ [ o
Q

Q
Fiir alle Funktionen h € C§°(Q2) gilt offenbar

(B, AR ) = / (ARARA"® < (h, B e,
Q
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Fiir alle h € W2*(Q) liegt deshalb Ah in I?(Q) und fir f € I?(Q) folgt aus der
Cauchy—Schwarzen Ungleichung

[, 50 e | < 15 iz - [lly2qey.

Eine Folge (h,)nen in C5°(Q) konvergiert genau dann mit (Ahy,)nen in L(€2), wenn sie
in W22(Q) konvergiert. Also ist der Operator H = —A ein abgeschlossener selbstadjun-
gierter Operator auf [2(€) mit dem Domain W *(Q) C [(Q). Weil [,(—Ah)hd s =
Jo VA2 > 0 fiir alle h € C§°(Q2) gilt, ist H nichtnegativ. Deshalb besitzt H eine
Spektraldarstellung und e~ ist ein beschrinkter Operator von I?(£2) nach I?(Q) mit

le™ " hl| ) < |17l 2.

Sei also u(z,t) = (e7*#h)(z). Dann ist u(x,t) = —(He ) (z) = Au(x,t). Also erfiillt
u(z,t) die Warmeleitungsgleichung mit den Randbedingungen:

u(z,0) = h(x) u(z,t) =0 fir z € 0.

(Dirichlet Randbedingungen an H). Wir wollen zur Anwendung dieser Aussage den
Wirmeleitungskern fiir den Kreis S* und das Intervall [—1, 1] ausrechnen.

5.7 Wirmeleitungskern von S!

Wir identifizieren den Kreis S' mit dem Quotientenraum R/Z. Die Eigenfunktion von
—% auf R/Z sind gegeben durch ¢y (x) = €™ mit k € Z mit den Eigenwerten 472k?.
Diese Eigenfunktionen bilden offenbar ein Orthonormalsystem von I?(R/Z). Aus dem
Satz von Bolzano Weierstrafl folgt, dass die Algebra der Polynome in sin(27z) und
cos(2mx) dicht liegen im reellen Banachraum C(R/Z,R). Dann gilt dasselbe fiir die
Polynome in €™ und e~?™* im komplexen Banachraum C(R/Z,C). Also ist das or-
thogonale Komplement von dem vorherigen Orthonormalsystem in I*(R/Z) trivial,
und das Orthonormalsystem ist eine Orthonormalbasis. Deshalb besitzt der Wéarme-
leitungskern von R/Z den Integralkern:

Hyz(z,y,t) = 2627”]” “2miky Ak — Q (g — y, 4mit) mit
keZ

("‘)(SL’, 7_) _ Z e27rikm€7ri7k2.

keZ

Hier ist ©(z, 7) Jacobi’s Thetafunktion. Die Summe konvergiert auf dem Gebiet (x, 7) €
C x {r € C| ¥(r) > 0} gegen eine holomorphe Funktion, weil dann ™™ mit k? ex-
ponentiell abfillt. Sie ist im wesentlichen charakterisiert durch die Eigenschaften

("‘)(SL’ + 1, 7') = @(x7 7—) ("‘)(SL’ + 7, 7_) — @(I‘, T>€—7FiTe—27ri:E
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und dadurch, dass sie Nullstellen bei z = %+ 5 +Z+Zt hat. Die erste Eigenschaft folgt
sofort aus der Definition als unendliche Reihe. Fiir die zweite und dritte berechnen wir

2
LU +7_ 7_ 2 e27rzk z+7) 7r2k

. . 2 _ .
— 2 e27r2km€7rz(k+1) T T
keZ keZ
. . 2 _ . _ . _ . _ .
_ 2 e2m(k+1)xe7r7,(k+l) Te 27r7,x6 T @(l’, 7')6 27rz:c6 T
keZ
i 1y2_ 1 _ miT ; 1y2
O +3.1) = (—1)remmttal=o) —e T )y (1 -1) =0,
keZ

n€eNg

Ubungsaufgabe 5.21. (i) Zeige dass fir alle t > 0 die Fundamentallosung ®(x,t)
als Funktion auf x € R™ eine Schwartzfunktion ist.

(ii) Berechne fiir alle t > 0 die Fouriertransformierte der Fundamentallosung ®(z,1t)
als Funktion auf xr € R™.

(iii) Zeige, dass fiir jede Schwartzfunktion f auf R, die folgende Summe gegen eine
glatte Funktion f auf R konvergiert, die periodisch ist mit Periode Fins

=> flz+n).

nez

(iv) Sei h eine stetige periodische Funktion auf R mit Periode Fins. Zeige, dass die
Léosung der Wirmeleitungsgleichung mit Anfangswert h fir alle t > 0 periodisch

bleibt mit Periode Fins. Folgere daraus, dass die folgende Summe die Figenschaf-
ten eines Wirmeleitungskerns auf S* hat:

ZCI)(:c—y+n,t).

neZ

(v) Die Poissonsche Summenformel besagt, dass fir jede Schwartzfuntkion f auf R

gilt
S fatn) = 3 fmpen
nez neL

Benutze diese Formel um zu zeigen, dass gilt

Hgi(z,y,t) Z@x—y+nt)
nez

(vi) Zeige, dass f(x) = e (e +sin®z) eine positive Schwartzfunktion auf R ist
deren Wurzel keine Schwartzfunktion ist.
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5.8 Wairmeleitungskern von [0, 1]

Die Eigenfunktionen von —% auf [0, 1] mit Dirichletrandbedingungen, also Nullstellen
bei 0[0, 1] = {0, 1}, sind gegeben durch

Up(x) = V2sin(krz) keN

Diese Funktionen bilden wieder ein Orthonormalsystem:

/\/ﬁsin(kﬁx)ﬁsin(k'ﬂx)dz = /(cos((k — kma) — cos((k + K')mx))dx = 0k .

0
Fiir jede stetige Funktion f auf [0, 1] mit Nullstellen bei 00, 1] definiert

oy = Jf@ =2 fire €20, 204 1] mit n € Z
N —f(2n—2x) firze2n—1,2n| mitn €Z

eine stetige Funktion auf R mit Nullstellen bei Z, die periodisch ist mit der Periode
2. Wegen dem Satz von Bolzano Weierstraf§ liegen die endlichen Linearkombinationen
von (z +— exp(kmix))pen dicht in C(R/2Z), und damit auch dicht in I?(R/2Z) Die
Abbildung f + f bildet I?]0, 1] auf folgenden Unterraum von I*(R/2Z) ab:

{f c [*(R/27)

fin+xz) = {f(f) fiir gerade n € 2Z und x € R } ‘

—f(1—=x) fir ungerade n € 2Z+ 1 und z € R

Eine Linearkombination x + ), a exp(kmux) liegt genau dann in diesem Unterraum,
wenn a_, = —ay gilt. Deshalb liegen die Linearkombinationen der Funktionen (z +—
sin(k7z))ken dicht in diesem Unterraum und damit auch dicht in I2[0, 1]. Dann folgt

1
h = Zakwk mit ap = /h(y)@bk(y)dy fiir h € I7[0,1].
0

keN
Damit ist die eindeutige Losung des Anfangswertproblems

w(z,t) — Au(x,t) =0 u(x,0) =h(z) u(0,t)=u(l,t)=0 fiir (x,t) € (0,1) x R"

1
gegeben durch u(z,t) = /H[O,l](:c,y,t)h(y)dy mit
0
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(r,y,t) Z e ™ M1 sin(krx) sin(kmy)
k=1

2 1 1
Ze Ft(cos(km(z — y)) — cos(km(z +y))) = 5@(%,%@%) - 5@(%”,7rz’t).

00
k=1

Ubungsaufgabe 5.22. (i) Zeige dass der Wirmeleitungskern Hig 1 gegeben ist durch

1 1.
Hyqy(z,y,t) = 5@(Ty,7rzt) — 5@(#,7%).

(ii) Sei A(R) der Raum aller stetigen Funktionen auf R, die folgendes erfiillen:

f(z) fiir gerade n € 2Z und x € R
—f(1—=x)  fir ungerade n € 2Z + 1 und x € R.

s - {

Zeige, dass die Funktionen in A(R) bei Z verschwinden und, dass A(R) aus den
stetigen, ungeraden und periodischen Funktionen mit der Periode Zwei besteht.

(iii) Zeige, dass fiir jede Schwartzfunktion f auf R die folgende Summe gegen eine
glatte Funktion f in A(R) konvergiert:

:Zf(2n+x)—2f(2n—x).

nez neL

(iv) Sei h € A(R). Zeige, dass die Losung der Wirmeleitungsgleichung mit Anfangs-
wert h fir alle t > 0 eine glatte Funktion in A(R) ist. Folgere daraus, dass die
folgende Summe die Eigenschaften eines Wirmeleitungskerns auf [0, 1] hat:

S @42 -y, t) = > Dz +2n+y,t)

nel nez
(v) Zeige, dass gilt

Hypq(z,y,t) = Z(I)(x +2n—y,t) — Z@(:ﬂ +2n+y,t).

nez neL

Der Warmeleitungskern eines kartesischen Produktes ldsst sich einfach aus den
beiden entsprechenden Wirmeleitungskernen berechnen:
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Lemma 5.23. Seien Q@ C R™ und € C R™ zwei offene, beschrdnkte und zusam-
menhdngende Gebiete, deren entsprechenden Wirmeleitungskerne Hg und Hq/ existie-
ren. Der Wirmeleitungskern des kartesischen Produktes ist dann gegeben durch

HQXQ’((xvx/>7 (yvy/)7 t) = Hﬂ(xvyvt)HQ’(x/7 y/7 t) (QU, IIJ'/), (yvy/) € Q X Q/ t e R+'

Beweis: Offensichtlich ist der Laplaceoperator des kartesischen Produktes einfach die
Summe der beiden entsprechenden Laplaceoperatoren. Daraus folgt, dass fiir alle Funk-
tionen h auf Qx €Y, die sich als ein Produkt von zwei Funktionen auf 2 und €’ schreiben
lassen, das Produkt der entsprechenden Lésungen der Warmeleitungsgleichung erstens
das Anfangswertproblem 16st und auflerdem die richtigen Randbedingungen hat. Weil
Q und € beschriinkt sind, sind ihre Abschliisse und damit auch Q x €’ kompakt. Wegen
dem Satz von Bolzano Weierstraf liegen auf der kompakten Menge 2 x (' die Summen
aller Produkte von Funktionen auf Q und € dicht in allen stetigen Funktionen.q.e.d.

Damit haben wir also die Wérmeleitungskerne von allen Tori (R/Z)" und allen
Quadern [0, 1] berechnet. Die eindeutige Losung des Anfangswertproblems

u— Au =0 auf (0,1)" x (0,7], wu(x,0)=h(z) auf [0,1]", u=0 auf 9[0,1]" x [0, 7]
ist also gegeben durch u(z, t) = f[o e 1T, Hio(i, i t)h(y)d"y.
Weil [0, 1]™ nicht zweimal differenzierbaren Rand hat, ist unser Beweis des Gau$-

schen Satzes fiir dieses Gebiet nicht anwendbar. Der Gauflsche Satz gilt aber auch fiir
dieses Gebiet (das wird in der Vorlesung partielle Differentialgleichungen gezeigt).

Tn gllt H[O,r] x ?/> H %9%77«%)

Wegen d"¥ =

Korollar 5.24. Sei u(x,t) eine Lisung der homogenen Wirmeleitungsgleichung auf
einer Umgebung von [0,r]" x [0,T] C R™ x R. Dann gilt

/ / 2, 6)V . Hyg yn (2, 2 T—t)N(z)da(z)dt—|—/u(y,O)H[07T]n(:c,y,T)d"y.
0 8[0,r]” [0,r]" q.e.d.

Im Beweis von Satz 5.3 wird gezeigt, dass ®(x — y,t) im Grenzwert ¢ | 0 auflerhalb
von y € B(x,0) gleichméBig gegen Null konvergiert. Das gilt auch fiir alle partiellen
Ableitungen und wegen Bedingung (ii) in Definition 5.I3auch fiir Hjg1jn (2, y,t). Wegen
Lemma ist obiges Integral fiir u(z,T") bei z € (0,7)" glatt. Fiir (z,t) € 0[0,r]™
[0, T'] konvergiert die Taylorreihe von x +— V, H{g »(x, 2, T —t) bzw. fiir (y,t) € [0,7]" X
{0} die Taylorreihe von = — Hi,n(x,y,T) bei xg = (%, . 2) auf allen kompakten
Teilmengen von = € (0,7)" gleichméBig gegen Hg,n(z,y, T —t). Es folgt
Korollar 5.25. Sei u eine Losung der homogenen Wirmeleitungsgleichung auf einem
offenen Gebiet in Q C R™ x R. Dann ist u glatt und fiir festes t in x analytisch.q.e.d.



