Martin Schmids Analysis 11 3. April 2014

Eva Liibcke 8. Ubung
Die Losungen sind am Donnerstag, den 10. April 2014,

bis 17.00 Uhr in die Briefkisten in A5 einzuwerfen.

90. Der Banachsche Fixpunktsatz.

(a) (i) Zeige mit Hilfe des Banachschen Fixpunksatzes 11.1, dass die Funktion
—X

IR =R, x»—)%—x

im Intervall [0, 1] genau eine Nullstelle besitzt. (5 Punkte)

(ii) Verwende einen Taschenrechner, um die ersten drei Ndherungen der Nullstelle * von
f(z) mit Startwert o = 0 zu berechnen. Nach wievielen Schritten wire eine Genauigkeit
von 10710 erreicht? (4 Punkte)

(b) Wir betrachten die Funktion
. 2 z2
F:00,1] % [0,1] = R?, (z,y) — (1—y3 -z )

Zeige, dass f genau einen Fixpunkt (z*,y*) € [0,1] x [0, 1] besitzt und folgere, dass die
Gleichung x* — 822 4 481 — 32 = 0 genau eine Losung in [0, 1] besitzt. (5 Punkte)
[Tipp: Man verwende die Maximumsnorm || - || auf IR2.]

91. Picard-Iteration.

Gegeben ist das Anfangswertproblem

(a) Verwende das Iterationsverfahren von Picard

up(t) =1, unt1(t) =1 —i—/o un(s)ds,

um die ersten fiinf Glieder einer Folge zu bestimmen, welche nach dem Banachschen Fix-
punktsatz gegen die Losung u von (%) konvergiert. (5 Punkte)

[Tipp: Siehe Beweis von Satz 11.3.]
ie lautet die Losung von (x)? unkte
b) Wiel die L ? 2 Punk

92. Zum Satz 11.8 iiber die inverse Funktion.

Wir betrachten die Funktion

2. sin (l) fiir x # 0,

T+ p

f R—=R, 2~

fir x = 0.

(a) Zeige, dass f auf IR differenzierbar mit f’(0) = 1, aber in « = 0 nicht stetig differenzierbar
ist. (5 Punkte)
[Tipp: Fiir die Untersuchung bei = 0 kann man Aufgabe 46(b) auf f(z) — z anwenden.]



(b) Zeige, dass f auf keiner Umgebung von = = 0 injektiv ist. (5 Punkte)
[Tipp: Angenommen, f_. .y wire injektiv fiir ein ¢ > 0. Dann wire f|_. .y nach Satz 6.3
streng monoton und deshalb wiirde f'|_..) > 0 bzw. f'[_.,) < 0 gelten. Indem man
nun fiir eine geschickt gewiihlte Nullfolge (a,)nen die Werte f/(ay,) und f”(a,,) ausrechnet
erhélt man einen Widerspruch.|

93. Zum Satz iiber die implizite Funktion.

(a) Wir betrachten eine stetig differenzierbare Funktion f: IR x IR — IR.

(i) Zeige, dass die durch f(z,y) = 0 lokal bestimmte implizite Funktion y = g(x) einen
kritischen Punkt in (x,y) € IR? besitzt, wenn

0 0
f(z,y) =0, ({Ti(fb‘,y) =0 und ai(:c,y) # 0. (5 Punkte)

[Tipp: Man differenziere die Gleichung f(z, g(z)) = 0 mit Hilfe der Kettenregel.|

(ii) Sei nun f zudem zweimal differenzierbar. Zeige, dass in (z,y) ein lokales Maximum

vorliegt, wenn

— e <. (%)

(4 Punkte)
Bemerkung: Analog zeigt man dieselbe Aussage auch fiir ein lokales Minimum mit

»> 0“ anstelle von ,,< 0“ in (x).

(b) Wir betrachten die Funktion
f:RxR—=IR, (z,y) — e’ +133 + 23 +22 - 1.

(i) Bestimme, fiir welche (z,7) € IR? die Gleichung f(z,y) = 0 lokal in der Form y = g(z)
auflosbar ist. (4 Punkte)

(ii) Bestimme mit Hilfe von (a) die kritischen Punkte von g und entscheide jeweils, ob es
sich um ein Maximum, ein Minimum oder weder noch handelt. (3 Punkte)
(c) Zeige, dass man die Schnittmenge S C IR? der beiden Nullstellenmengen
22 —2zy+y?—22=—1 und eV -—2z=-1

in der Nihe des Punktes (1,1,1) € S durch eine Kurve in Abhéingigkeit von x parametri-
sieren kann, d.h. dass es eine Umgebung O von 1 in IR und eine Umgebung U’ von (1,1, 1)
in IR? sowie eine stetig differenzierbare Abbildung o : O — R? (eine , Kurve“) gibt, so dass

SNU ={(t,a(t))|te O}

gilt. (8 Punkte)

Information

Der zweite Klausurtermin iat am Dienstag, den 26. August 2014.



