Martin Schmidt Analysis 11 13. Miirz 2014
Eva Liibcke 5. Ubung
Die Lésungen sind am Donnerstag, den 20. Mirz 2014,
bis 17.00 Uhr in die Briefkisten in A5 einzuwerfen.

79. Ableitungen im Mehrdimensionalen.

(a) Man untersuche fiir die folgenden Funktionen f : U € IR? — IR jeweils, an welchen Stellen
f partiell differenzierbar ist, und berechne dort % und %'

(i) f(z,y)=2>+y>— 92y +5 (3 Punkte)
(ii) f(z,y) :ln’—%x?’—i—x—ys‘ (3 Punkte)
(iii) f(z,y) =sin(zx + y) - sin(zx — y) (3 Punkte)
(b) Es sei
f:R* =R (z,y) — (y* exp(z), cos(2x — y)).
Begriinde ausfiihrlich, warum f differenzierbar ist, und berechne f’ (O, %7‘(’) (4 Punkte)
(c) Es sei

f:R3 = R? (z,9,2) = (z—y, 25 +y°+2°) und ¢:R*— R?, (z,y9)— (z+y,zy).

Berechne (go f)'. (4 Punkte)
(d) Berechne die Richtungsableitungen von

YT figy (z,y) £ (0,0)
_ ) oy
f@9) 0 firr (z,y) = (0,0)

an den Stellen (z,y) = (0,0) und (x,y) = (1,1) in Richtung (v, w) = (3,4).
(6 Punkte)

80. Ableitung von Operatoren.
Im Folgenden sei X ein Banachraum und A, B € £(X). Wir betrachten die Abbildung

fiL(X)— L(X), A~ A%

(a) Begriinde, warum f differenzierbar ist. Gebe zudem an, wie der Raum bezeichnet wird, der

f'(A) als Element enthilt? (3 Punkte)
(b) Bestimme die Ableitung von f an der Stelle A in Richtung B.
Tipp: Bsp. 10.14(i). (3 Punkte)

81. Uber die Lipschitz-Stetigkeit differenzierbarer Funktionen.

Es seien X,Y normierte Vektorraume und f : X — Y eine differenzierbare Funktion, so dass
|| f'|| beschriinkt ist.
Zeige, dass [ Lipschitz-stetig ist. (4 Punkte)



82. Ableitung affiner Abbildungen.

Es seien X, Y normierte Vektorrdume und f : X — Y eine differenzierbare Abbildung.

(a) Beweise: Ist f'(x) =0 € L(X,Y) fiir jedes z € X, so ist f konstant. (4 Punkte)
[Tipp: Schrankensatz.

(b) Beweise: Ist [’ konstant, d.h. gibt es ein A € £(X,Y) mit f'(x) = A fiir jedes z € X, so
gibt es ein ¢ € Y mit f(z) = A(x) + ¢ fiir jedes z € X. (4 Punkte)
[Tipp: = — f(z) — A(x) ]

83. Der Funktionenraum B([—1,1],IR).

Mit B([—1, 1], IR) bezeichnen wir den Banachraum der beschrénkten Funktionen f : [-1,1] — IR.
Fir f € B([-1,1],IR) definieren wir eine Funktion F(f): [-1,1] — IR durch

F(f)(z) = f(3) firze[-11]. (%)
(a) Zeige, dass F(f) € B([~1,1],R) fir f € B([-1,1],IR). (3 Punkte)
Wegen (a) wird durch (x) eine Abbildung
F:B([-1,1],R) — B([-1,1],R), [~ F(f)
definiert.

(b) Zeige: F ist Lipschitz-stetig. Als Lipschitz-Konstante kann L = 1 gewihlt werden.
(8 Punkte)

(c) Beweise oder widerlege: F ist eine Isometrie, d.h. es gilt

d(F(f), F(g)) = d(f,9)

fir alle f,g € B([—1,1],IR), wobei mit d die Metrik von B(|—1, 1],IR) bezeichnet wird.
(8 Punkte)




