Aufgaben fiir den Wiederholungskurs

der Analysis 1

vom 13.1.2014 bis 24.1.2014

Inhaltsverzeichnis

(1 Grundlagen|

2 Das Induktionsprinzip|

[3  Komplexe Zahlen|
5 Reihen|
6 Stetigkeit]

[7 Differentialrechnung]

[8  Anwendungen der Differenzierbarkeit]

[9 Integralrechnung]

[10 Taylorentwicklung

(11 Konvergenz von Funktionenfolgen|

11
12
13

14






1 Grundlagen

Aufgabe 1. Es seien A, B und C Mengen. Zeige, dass folgendes Distributivgesetz gilt:

AN(BUC)=(ANB)U(ANCQO).

Aufgabe 2. Bestimme Supremum und Infimum folgender Teilmengen von IR:

(a) My ={27* | ke N}, (b) My={=L|mneN n<m}

n

Hinweis: Verwende bei (a) die Bernoullische Ungleichung.
Aufgabe 3.

(a) Welche Eigenschaft von stetigen Funtionen f, f, : [a,b] = R, n € IN, ist

beschrieben durch

Ve ela,b)Vee Ry Ing e NVn =ng @ |fulz) — f(z)] <e.

(b) Wie lautet die Negation dieser Aussage in Quantorenschreibweise?

Aufgabe 4. Sei ~ eine Relation, die folgendermaflen definiert ist:
(m,n) ~ (m';n') :&m+n"=m'+n.

(a) Zeige, dass diese Relation eine Aquivalenzrelation ist.
(b) Zeige, dass (3,4) ~ (2,3) gilt.
(c) Skizziere die Partition von IN x IN bzgl. dieser Aquivalenzrelation.

Aufgabe 4. Man gebe fiir die Funktionen
(a) flz) =v2—a? (b) g(=) = (¢) h(z) = y/min(1, z?)

jeweils den maximalen Definitionsbereich D C IR sowie den Bildbereich B C IR

an und skizziere ihre Graphen.



Aufgabe 5. Untersuche, ob die folgenden Abbildungen injektiv, surjektiv oder bijektiv
sind:
(a) frN—=IN,  f(n):=n?
(b) f:Q— Z, f(r/s) :=r, wobeir € Z, s € N und ggT|r,s] =1,
()
)

(d) f:{n € Z|nungerade} — {n € Z | n gerade}, f(n):=2n.

f:INg — IN, f(n):=n+1.



2 Das Induktionsprinzip

Aufgabe 1. Zeige, dass fir n € IN gilt:
(a) i (4k — 1) = 2n® +n,
k=1

n

(b) = (;) =2",

k=0

¢ 1 _ _n
(©) Xt = ain

k=1

(d) > kkl=(n+1)—1
k=0

() 3 (2k—1)? = §n* — in.

(f) ﬁ(l—l—xk) >1l4+z+a+ ... 4y,
k=1
wobei fiir k£ =1,...,n alle z;, dasselbe Vorzeichen haben und z;, > —1.

27l
1 >
(&) Xx>35
Aufgabe 2. Zeige, dass fiir beliebige Zahlen a,b € @ mit a # b und n € IN mit n > 1

gilt:
n__ pn
¢ =a" ' +ad" %+ a0

a—>b

Aufgabe 3. Zeige, dass fur fast alle n € IN gilt:

Aufgabe 4. Zeige, dass fiir y # 1 und fiir alle n € IN, gilt:
n 1 . y(2n+1)

II (1+y(2k)> - 1—y

k=0



3 Komplexe Zahlen

Aufgabe 1. Schreibe die folgenden komplexen Zahlen z in der Standardform z = x + ty
mit 2,y € IR und bei (a)-(g) auch in Polarform z = re'” mit r € IR und ¢ € [0, 27):

(a) 13 (e) (2e+1)(=3—1),
1 ! L

(b) L, 2 e, (f) vy

(c) &5t (g) em/?,

(d) %ﬁ — 7;:3, (h) 2e3m/4 . 3erm/4,

Aufgabe 2. Bestimme alle komplexen Losungen z € € der folgenden Gleichungen:

(b) z* = —1, (d) 22—2z=1—1.

Aufgabe 3. Bestimme die folgenden Teilmengen von C und skizziere sie in der komple-

xen Zahlenebene:

(b) My :={z€C||z+| <4},

(c) Ms:={z¢e C|Im(|z]) <2},

(e) M; :={exp(z) |z € C, Re(z) <0},

)
)
)

(d) My:={z€C|Im(z*) =0},
)

(f) Mo :={exp(z+wy) | -1<a <1, 0<y<h
)

(g) M;:={z€Clexp(z) =\, A € R}.



4 Folgen

Aufgabe 1. Untersuche, ob die nachstehenden Folgen konvergent sind und bestimme

gegebenenfalls ihren Limes:

n> n —1)"n?
(a) @y = 3t2ne, (€) en 1= Thomiam
(b) b, = /10, (f) fo =%,
(c) o=V T5—Vnt3, (8) g0 =10,
(d) dy = 228" (h) hy, =27

Hinweis: Bei Aufgabenteil (f) verwende man Aufgabe 2.1(b).

Aufgabe 2. Benutze das Monotonieprinzip, um die Konvergenz folgender Folgen zu

zeigen:
(a) an::%“—i-n%ﬂ#—...—l—%, (b) by : =4, byr1 =3+ by

Aufgabe 3. Bestimme alle Haufungspunkte der Folge a,, := (\/g + Z\EYL

Aufgabe 4. Sei (s,),ew eine beschriankte Folge und (¢,,)nen eine Nullfolge. Zeige, dass
die Produktfolge (s,t,)nen eine Nullfolge ist. Beachte dabei, dass die Folge (s, )nen
nicht notwendigerweise konvergent ist. Daher kénnen nicht die Rechenregeln fiir

konvergente Folgen angewendet werden.

Aufgabe 5. Welche der beiden GréBen sup,,ciy @, und lim sup,, .y a,, ist im Allgemeinen

grofer fir reelle Folgen (a,)nen?

Aufgabe 6. Bestimme Limes Superior und Limes Inferior der nachstehenden Folgen:

() an = n%ll fiir n gerade, (b) b, := (_1)nnL+1‘
a7 fir n ungerade.

Aufgabe 7. Man bestimme die Limiten der nachstehenden Folgen von Partialsummen:

n

(a) s, = ki_:l 2%, (b) s, = kz_jl 3,7’?



5 Reihen

Aufgabe 1. Untersuche, ob die folgenden Reihen konvergieren. Die Grenzwerte miissen

nicht angegeben werden.

00 1 00 n 0o o
(a> nzz:l(_lyl"" ) <C> nzzjl h(l(nlJ)rl) ) <e> nEZ:O @7l
(b> — (2_;’_1%)77, ) (d> nzz:l n exp(—n), (f> nz::O @,gi)nnnl

Aufgabe 2. Berechne fir x € IR bzw. z € C den Konvergenzradius p der folgenden

Potenzreihen. Konvergieren die Reihen fiir x = +p bzw. |z| = p?

(a) 3 nla” @ £ (8) X (-1
(b) 5 V™ (©) 3 (n+ 1)
(©) 5 gina® ® = =,

Aufgabe 3. Beweise, dass die Reihen

00 1 X 1
(a) ngl n(ntl)’ (b) ngl n(n+2)(n+3)’

konvergieren und berechne ihren Grenzwert.

Aufgabe 4. Man untersuche die folgenden Reihen auf Konvergenz und absolute Kon-

vergenz:
() % st () 3 ¥, @ x %(7).
X (n))? S n S a.-n .
(b) > EQ,?)!, (d) > (% — %) , (f) > n%™ mit a > 0.
n=1 n=1 n=1



6 Stetigkeit

Aufgabe 1. Zeige, dass die Funktion

L fir x # 0,

sin(x)

1 firx=0

mwoT
}—)IR, T

f:{_2’2

stetig ist.
Aufgabe 2. Die Funktionen g, : R — IR, n € IN, seien definiert durch

nr

P = T

(a) Zeige, dass alle Funktionen g, stetig sind.

(b) Fiir welche = € IR ist die Funktion

z— g(z) = lim g,(x)

n—oo

definiert bzw. stetig?
Aufgabe 3.

(a) Zeige, dass die Funktion
f:00,2] = R, z — /|1 — x|

gleichméafig stetig aber nicht Lipschitz-stetig ist.

(b) Zeige, dass die Funktion

1
f:0,1] =R, z— —

x
stetig aber nicht gleichméaBig stetig ist.

(c) Zeige, dass die Funktion
R =R, v |z

Lipschitz-stetig ist.



Aufgabe 4. Zeige, dass die folgenden Funktionen f : IR — IR stetig sind:
(a) f(z):= min{z,1}, (b) f(z) :=lz|% q € Q.

Aufgabe 5.

(a) Zeige, dass die reelle Polynomfunktion p(z) = z* — 23 — 1022 — x 4 1 genau

vier Nullstellen besitzt.

2n—+1
(b) Zeige, dass jedes reelle Polynom ungeraden Grades p(z) = Y apz® mit
k=0

n € IN, a; € IR und asg, 1 # 0 mindestens eine Nullstelle besitzt.

(c) Sei f:[0,1] — IR stetig mit f(0) = f(1). Zeige, dass ein ¢ € [0, 3] existiert,
so dass f(c) = f(c+ 3).

Aufgabe 6. Untersuche die Funktionen

(a) f:(0,1] =R, z~ =, () f:[1,00) =R, z+ %

x2

auf Stetigkeit und gleichméfige Stetigkeit.
Aufgabe 7. Welche der Funktionen e=*/* und e~/*” lassen sich in Null stetig fortsetzen?

Aufgabe 8. Die durch

x+ 2 firz < =2,
f:Dp={xeR||z|>2}U{0} >R, z+— 0fir —2<z<2,
x—2firx > 2
definierte Funktion ist bijektiv, so dass ihre Umkehrfunktion f~' : IR — Dy

existiert. Man zeige, dass f stetig ist, aber f~! nicht. Wieso widerspricht dies
nicht dem Satz tiber die Stetigkeit der Umkehrfunktion?



7 Differentialrechnung

Aufgabe 1. Untersuche folgende Funktion auf Stetigkeit und Differenzierbarkeit:

—z?  fiirz <0,
fR—=R, 10 fir0 <z <1,

r—1 firz > 1.

Aufgabe 2. Betrachte die Funktion

1
f:(1,00 R, T > ex :
(1,00) = = p( ln(x))

Untersuche, ob f auf dem Definitionsbereich differenzierbar ist und berechne

gegebenenfalls die Ableitung f’.

Aufgabe 3. Fiir welche x € IR sind die folgenden Funktionen definiert und wo sind sie

differenzierbar? Man berechne gegebenenfalls ihre Ableitungen.

(a) f(z) = 22t mit a,b,c,d € IR und ad — be = 1.

(b) g(z) = In(cos(x)),
(c) h(z) = 2.

Aufgabe 4. Man finde alle kritschen Punkte der folgenden Funktionen und untersuche,
ob es sich um lokale Maxima, lokale Minima oder weder noch handelt. Sind dies

auch globale Extrema?

a) f R—R, z+ f(r)=12*— L% - 1122 + 402 — 7,
i 3

b) g: Ry - R, x> 2@
(c) h: Ry — R, x> cos(2mx) — sin(27x).

Aufgabe 5. Berechne die Ableitungen der folgenden Funktionen auf IR:

(a) f(x) = cot?(z), (b) f(z) = e,



Aufgabe 6. Es sei f € C'([0,1],IR). Man zeige, dass es ein L > 0 gibt, so dass fiir alle
z,y € [0,1] gilt:
|f(z) = f(y)] < Llz —yl.

Aufgabe 7. Gegeben sei die Funktion

f:IR—=R, x»—>2x—|—1+x2.

Zeige, dass f eine Umkehrfunktion f~! besitzt und berechne (f~1)'(1).

Aufgabe 8. Der fiir feste a,b € IRT durch

22 P
2!

gegebenen Ellipse ist ein achsenparalleles Rechteck mit Flacheninhalt A(x,y) =

4xy einbeschrieben. Bestimme die ,,optimalen® Werte (Zyax, Ymax) in Abhéngigkeit

von a und b, fiir welche der Flacheninhalt A maximal ist.

10



8 Anwendungen der Differenzierbarkeit

Die Regeln von L'Hoépital

Aufgabe 1. Berechne die folgenden Grenzwerte

(a) 3161{% %, (e) ,1313(1) ln(1+:cm)2—sin(:c)’

®) Jim, iy (O Jim o |(1+3)" <],
() lim (e + )/, (2) lim (i — 7):

(d) gﬁlggo % fir n,m € IN, (h) ili%((s — x)ﬁ

Tipp: Bei (f) substituiere x = i

Aufgabe 2. Wo steckt der Fehler in der Anwendung der Regeln von L’Hépital?

ot =2r 41 32?2 . bz
lim ——— = lim = lim — = 3.
z—1 2 —1 x—1 2x x—1 2

Wie lautet der richtige Grenzwert?

Konvexitat
Aufgabe 3. Auf welchen Intervallen ist die Cosinus-Funktion f(z) = cos(x) strikt
konvex?
Aufgabe 4. Seien I, J C IR Intervalle und f : I — IR eine konvexe Funktion.
(a) Sei auflerdem g : I — IR konvex. Zeige, dass dann auch f + g konvex ist.

(b) Sei g :J — I konvex und f zusétzlich monoton wachsend. Zeige, dass dann

auch fog:J— IR konvex ist.

(c) Seien 1, xy € I mit z7 < x5 zwei relative Minima der konvexen Funktion f.

Zeige f(x1) = f(xg).

11



9 Integralrechnung

Aufgabe 1. Berechne die folgenden Integrale:

(@) [exp(v) de, © T 7t do,
o (f) f3x -e” du,

(b) E)/’exp(x) cos(x) dx,

1

(c) [4z(In(z))* dz,

0 (h) _uﬂ 4/]_1_x2 d.T.,
1 00
@ J L o, () J G do

Aufgabe 2. Bestimme mittels Partialbruchzerlegung eine Stammfunktion von

1
x3— 222+

Aufgabe 3. Zeige, dass folgendes Integral konvergent, jedoch nicht absolut konvergent

0

ist:

x3+x
Aufgabe 4. Gegeben ist die Funktion f: IR — R mit z — [ e dt.
2

(a) Berechne die Ableitung f’.
(b) Zeige, dass f bijektiv ist.

(c) Bestimme (f~1)'(0), wobei f~! die Umkehrfunktion von f bezeichnet.

12



10 Taylorentwicklung

Aufgabe 1. Bestimme die Taylorreihe von f(z) = 223 — 4z + 1 im Punkt x¢ = 0 sowie
im Punkt z; = 1. Was fallt dir auf?

Aufgabe 2. Bestimme das Taylorpolynom 75 zweiten Grades um xy = 0 von
f(z) = exp(2® + 22+ 1).

1

Tz

Aufgabe 3. Berechne die Taylorreihe von f(x) um o = 2.

Aufgabe 4. Sei
fi(=1,00) — 1R, f(z)=1In(l+2z).

Berechne die Taylorreihe um 2y = 0 und bestimme deren Konvergenzradius.

Aufgabe 5. Sei )

T 9422

Berechne die Taylorreihe um 2y = 0 und bestimme deren Konvergenzradius.

f*R—R, f(x)

Aufgabe 6. Bestimme die Taylorreihe von f(z) = (a + z)™%, a # 0, um 2y = 0 und

bestimme deren Konvergenzradius.

Aufgabe 7. Welches ist der minimalen Grad n € IN des Taylorpolynoms der Funktion
f(x) = e um xy = 1, so dass sich das Taylorpolynom T;,; und die Funktion
f(z) auf dem Intervall (0,2) um hochstens 1/10 unterscheiden?

13



11 Konvergenz von Funktionenfolgen

Aufgabe 1. Gebegen sei die Funktionenfolge (f,,)nen
fo(z) =€ fir x € [0,1] und n € IN.

Untersuche diese auf punktweise und gleichméfiige Konvergenz.

Aufgabe 2. Sei f : IR — IR eine stetige Funktion mit f(z) = 0 fir alle = ¢ [—1,1]. Um
Fallunterscheidungen zu vermeiden, nehmen wir an, dass f nicht identisch 0 ist.
Konvergieren die folgenden Funktionenfolgen gleichméfig, punktweise oder gar

nicht gegen f7

(a) fu(z) = f(z—n), (©) hn(z) = f(x/n),
(b) gn(x) := f(x)/n, (d) kn(z) := f(nz),

wobel n € IN. Falls die Grenzfunktion existiert: Wie sieht sie aus?

Aufgabe 3. Bestimme den punktweisen Grenzwert der durch
fn(x) :=sin(z/n) fir x € [—7, 7

definierten Funktionenfolge (f5)nem fo} Uberpriife mit Hilfe des Mittelwertsatzes

der Differentialrechnung, ob die Konvergenz auch gleichméfig ist.

14



Aufgabe 4. Aus der Vorlesung ist bekannt, wann man Integration und Grenzprozess

vertauschen darf: Sei f, :

[a,b] = R, n € IN, eine gleichmifig konvergente und

Folge riemannintegrierbarer Funktionen und sei f :=lim,, ., f,. Dann gilt

nll_>rrolo/bfn(x) dx:/bf(x) dz.

Betrachte die nachstehenden Funktionenfolgen:

() fu(z) = 5 cos(5na),

n2x fiir
(b) gn(x) =4 2n —n2x fir
0 fur

(¢) hp(x) = sin(mz™).

o
&

NN
)
NN

3=
Sho Sl

S
\Y
S he

(i) Welche dieser Folgen konvergiert gleichméBig auf dem Intervall [0, 1]7

(ii) Bestimme jeweils lim,, fol fn(z) dz und fol limy,, 00 fr(z) dz.

(iii) Welche Arten von Beispielen sind die Folgen aus (a)-(c) fir den obigen

Satzes?

1
Tipp: Fir den Grenzwert lim,, . [ fn(z) dz in (c) benutze die Abschdtzung
0

sin(z) < x. Zu Hause kénnt ihr nochmal probieren, diese Ungleichung mit Hilfe

des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung herzuleiten!

15
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