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22. Uber den Dualraum von LP(IR™).

Sei 1 < p < co. Wie in der Vorlesung betrachten wir LP(IR") als Banachraum mittels der Norm

1/p
Il ey > R, sl = ([ 1rae)

Es sei nun ¢ der zu p konjugierte Exponent, d.h. diejenige Zahl, fiir die 1—1)—1—% =1 gilt. In dieser
Aufgabe soll gezeigt werden, dass LI(IR™) linear isometrisch isomorph zu einem Unterraum des
Dualraums LP(IR")" := L(LP(IR"),IR) ist. (Tatséchlich ist L¢(IR") zu ganz LP(IR")" isomorph.)

Zu diesem Zweck betrachten wir die lineare Abbildung
LR = DR, g o) mit a)0) = [ fadpfic f € D(RY).

Wir werden beweisen, dass j eine isometrische Einbettung ist, d.h. dass |lglly = [17(9)llLrmny
fiir alle g € LY9(IR"™) gilt.

(a) Zeige mithilfe der Holderschen Ungleichung, dass die Abbildung j Lipschitz-stetig mit

Lipschitzkonstante L = 1 ist; insbesondere gilt ||j(g)|lzrmry < llgllq - (3 Punkte)
(b) Finde zu gegebenem ¢ € LI(IR"™) eine Funktion f € LP(IR™), fiir die in der Holderschen
Ungleichung Gleichheit gilt, d.h. so dass ||fglli = ||fll, - [|gll¢ gilt. (4 Punkte)

(c) Verwende (b), um zu folgern, dass |j(g)|lzrrny > llglly fir alle g € LY(IR™) gilt. Somit
ist j eine isometrische Einbettung. (8 Punkte)

23. Rechnen in Sobolevriumen.

(a) Wir betrachten die Funktion

1+ fir —1<2<0
f T R>R, z—<l1—2 fir 0<z<l1

0 sonst
sowie die von ihr induzierte Distribution

F:C(R) 5 R, ¢ F() = /Rf(w) - p(x) dz

(i) Skizziere den Graphen von f. (2 Punkte)
(ii) Bestimme die erste Ableitung der Distribution F'. (4 Punkte)
(iii) Zeige, dass die zweite Ableitung der Distribution F' eine Linearkombination von Dirac-
Distributionen ist. (4 Punkte)

(iv) Folgere aus (i) und (ii), dass f € WHL(IR), aber f ¢ W2L(IR) gilt. (2 Punkte)



(b) Essei u € VVE)’CI(IR”) mit 0% = 0 fiir alle o € INj mit |a| = 2. Zeige, dass u fast iiberall
affin ist, d.h. es gibt @ € R"™ und b € IR, so dass fiir fast alle x € IR" gilt: u(x) =a-x+b.
(6 Punkte)
[Tipp. Man wende zunéchst fiir ¢ € {1,...,n} Proposition 3.20 auf d;u an. Sodann iiberlege
man sich, warum Proposition 3.20 richtig bleibt, wenn die dortige Voraussetzung Vu = 0
nur fast iiberall erfiillt ist, und wende dann die derart modifizierte Proposition 3.20 ein
weiteres Mal auf u :=u—777 an.]
(c) Sei © C R™ offen und u,v € Wh2(Q).

(i) Zeige, dass |u| € W12(Q) ist, und bestimme den schwachen Gradienten von |u].

(6 Punkte)
(ii) Zeige mit Hilfe von (i), dass auch w, := max{u,v} und w_ := min{u,v} in W12(Q)
liegen, und bestimme die Gradienten dieser beiden Funktionen. (4 Punkte)

(Tipp. ws(z) = §(u(e) + v() £ u(@) - v(@)]) |

24. Uber die Distributionen zu Sobolevfunktionen auf IR™ \ {0} .

(a) Sei u:R™"\ N — IR eine Funktion, die auf IR” mit Ausnahme einer Nullmenge N definiert

ist. Zeige, dass wenn u € L] _(IR™) ist, dann durch

F,:CP(R") —» R, ¢r—>/ u-pdy
R"

eine Distribution auf IR" definiert wird. (3 Punkte)
(b) Sei nun u € WHL(IR™\ {0}) und o € IN§ mit |a| < k. Zeige: Dann ist G := 0VF, — Fjay
eine Distribution auf IR” mit Triger Tr(G) C {0}. (4 Punkte)

Bemerkung. Es braucht durchaus nicht immer G = 0 zu sein; daher geniigt es zur Be-
stimmung der Ableitung der Distribution F, nicht, die entsprechende Ableitung von u zu
berechnen. So kann man beispielsweise zeigen, dass wenn v = ® die Fundamentallésung
der Laplace-Gleichung ist (siehe Aufgabe 10), dann —AFg(¢) = §(¢) gilt.
Die folgende Teilaufgabe la8t sich aber in der Situation von (b) anwenden; sind die Vor-
aussetzungen erfiillt, gilt daher 0“F, = Fya,, .

(c) Sei G: C°(IR™) — IR eine Distribution auf IR" mit Trager Tr(G) C {0}, fiir die es ein
c > 0 gebe, so dass

YA >0, ¢ € C(R™) : G(px) = A°-G(9)

gilt; hierbei definieren wir fiir ¢ € C§°(IR"): ¢x(x) := d(Ax).

Zeige, dass G =0 gilt. (5 Punkte)
[Tipp. Sei ¢ € C3°(IR™) gegeben. Man fixiere eine Funktion ¢ € C*°(IR") mit Tr(¢) C
B(0,1) und WB(O,%) = 1, und setze fy := X4 ¢y fiir A > 0. Nun zeige man (1):
G(fr) = G(¢). Andererseits zeige man, dass fiir jedes o € INgj die Funktionen (0%f)) fiir
A — 0 gleichmifig gegen Null konvergieren, und folgere hieraus (2): limy_oG(fy) = 0.
Durch Kombination von (1) mit (2) erhdlt man G(¢) =0.]




