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19. Uber kompakte Mengen in Banachriumen.

Es sei X ein Banachraum. Zeige, dass die folgenden Aussagen zueinander dquivalent sind:

(i) In X gilt der Satz von Heine-Borel, d.h. eine Teilmenge A von X ist genau dann kompakt,

wenn sie beschrankt und abgeschlossen in X ist.

(ii) Die Einheitsvollkugel B(0,1) = {x € X ||lz|| <1} ist kompakt.
(iii) X ist endlich-dimensional. (10 Punkte)

[Tipp zu (ii) = (iii): Ist B(0,1) kompakt, so existiert eine Uberdeckung von X durch endlich

viele offene Vollkugeln vom Radius 3, etwa B(0,1) C U, B(a;, 1) mit a1,...,a, € X . Sei V

der von aq,...,a, erzeugte, endlich-dimensionale Vektorraum. Dann zeige man, dass fiir jedes

r >0 gilt: B(0,r) C V + B(0,5), und folgere hieraus

B(0,1) CV+B(0,3) cV+B(0,)c...cV+DB(0,5)C....

Warum folgt hieraus X = V' 7]

20. Kompakte Operatoren in Banachridumen.

Es seien X, Y zwel Banachrdume. Dann heifit 7' € L£(X,Y) kompakt, wenn es fiir jede be-
schrénkte Folge (zp)nenw in X eine Teilfolge (xy, )renw gibt, so dass (Tzp, )rew in Y konver-
giert.

(a) Zeige, dass T € L(X,Y) genau dann kompakt ist, wenn das Bild der offenen Einheitskugel
B(0,1) ={z € X||z| <1} von X unter T relativ-kompakt ist, d.h. wenn T[B(0,1)]
kompakt ist. (8 Punkte)

[Tipp. Man verwende, dass eine Teilmenge eines metrischen Raums genau dann

(iiberdeckungs-)kompakt ist, wenn sie folgenkompakt ist.]

(b) Die identische Abbildung 1x von X ist genau dann kompakt, wenn X endlich-dimensional
ist. (2 Punkte)

[Tipp. Aufgabe 19.]

21. Uber Hoélder-Stetigkeit.
Sei €2 C IR eine offene Teilmenge des IR™.
(a) Zeige: Ist u € C%%(Q) fiir ein 0 < a < 1,50 ist u gleichmiiBig stetig. (4 Punkte)

(b) Dieses Beispiel zeigt, dass die Umkehrung von (a) nicht gilt. Sei
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Zeige: f ist gleichmiBig stetig, aber fiir kein 0 < a < 1 holder-stetig. (6 Punkte)



(c)

(d)

(e)

Sei 0 < a < 1. Zeige, dass fiir die Funktion
fa:[0,1] = R, z— 2“

fa € C%([0,1]), jedoch f, & C%B(]0,1]) fiir jedes B € (a, 1] gilt. (6 Punkte)
[Tipp. Man zeige zunéchst, dass f, — wie jede konkave Funktion mit f,(0) > 0 — subadditiv
ist, d.h. dass fiir z,y € [0,1] gilt: fo(z +vy) < fo(x) + fo(y). Dann rechne man wie folgt:
fa(2) = fa(y) = fol(z —y) +y) = faly) ... ]

Diese Teilaufgabe zeigt, warum es ausreicht, C%%(Q) fiir offene Teilmengen € zu betrach-
ten. Sei 0 < a <1 und u € C%¥(Q). Man zeige, dass es genau eine stetige Funktion
u € C(Q) mit u|Q = u gibt. Weiter zeige man, dass u € C%%(Q) ist, genauer, dass

hélg , @ = holg 4 u

gilt. (8 Punkte)
[Tipp. w ist nach (a) gleichmé&Big stetig; um w zu konstruieren, beachte man, dass deswegen
fiir jede Cauchyfolge (x,) in  die Folge (u(x,)) eine Cauchyfolge in IR ist.]

Diese Teilaufgabe zeigt, weshalb man keine Holder-Réume C%7(Q) mit v > 1 betrachtet.
Sei v > 1 und u € C%(Q). Zeige, dass u differenzierbar mit Vu = 0 ist; daher ist u auf

jeder Zusammenhangskomponenten von 2 konstant. (6 Punkte)




