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36. Divergenz und Rotation.

37.

Sei 2 C IR™ offen. Dann heifit ein Vektorfeld f = (f1,..., fn) : @ — IR"™ mit f, € LL _(Q) eine

loc

schwache Losung der Differentialgleichung V - f = 0, falls
/ f-Vé=0 firale ¢cCLQ)
Q
gilt.
Sei nun n = 3. Dann ist die Rotation eines Vektorfeldes u = (uj,ug,u3) : @ — IR? mit
uy, € I/Vli’cl(Q) durch
V X u:= (aQU3 — 83UQ, 83u1 — 61U3, 81u2 — 82’[“)
definiert.

Man zeige, dass die Rotation f :=V xu von wu eine schwache Losung der Differentialgleichung
V- f=0 ist. (10 Punkte)

Aus der Spektraltheorie des Laplace-Operators.
Sei Q € R" offen und beschriinkt mit 92 € C%!. Ein u € Wol’Q(Q) \ {0} heiit Eigenfunktion

des Laplace-Operators mit Nullrandwerten zum Eigenwert A € IR, wenn im schwachen Sinne
—Au = lu
gilt. Die Menge der Eigenwerte des Laplace-Operators wird dessen Spektrum genannt.

(a) Zeige: Sind uy,uy € VVO1 2(Q) Eigenfunktionen von A zu verschiedenen Eigenwerten, so ist
(u1,ug) 2y = 0. (8 Punkte)
(b) Zeige, dass fiir jeden Eigenwert A von A gilt: A > 0. (8 Punkte)
(c) Es sei W # {0} ein abgeschlossener Untervektorraum von VVO1 2(Q) derart, dass das
Orthokomplement von W in VVO1 ’2(Q) von Eigenfunktionen von A aufgespannt wird.
(W= I/VO1 () ist zugelassen.) Wir zeigen, dass W eine Eigenfunktion von A enthilt.
Dazu betrachten wir die ,, Einheitssphére® Sy := {u € W | |lul[12(q) = 1} in W, auf dieser
die Funktion
FoSw = TR, urs [[Vul2a = /Q IVl dg

und setzen A := inf{ F(u)|u € Sy } > 0. Wegen der Definition des Infimums A existiert

eine Folge (up)new in Sw, so dass A\, := F(uy,) > X\ und lim, 00 A, = A ist.

(i) Zeige mithilfe des Satzes von Rellich 3.39, dass es eine Teilfolge (un, )ren von (up)
gibt, die in L?(Q) gegen ein u € L?(2) konvergiert. (6 Zusatzpunkte)

(ii) Zeige mithilfe des Satzes von Alaoglu, dass tatsichlich u € Sy und F(u) = X ist.
Dabei besagt der Satz von Alaoglu, dass fiir jedes R > 0 der abgeschlossene Ball
B(0,R) in VVO1 () schwach folgenkompakst ist, das bedeutet: Ist (uy) eine beschréink-
te Folge in I/VO1 2(Q2), so existiert eine Teilfolge (un,) von (uy), die in folgendem
schwachen Sinne gegen ein u € VVO1 2(Q) konvergiert: Fiir jedes v € I/VO1 2(Q) gilt

hmk%oo(“nkawwgv?(g) = <u,v>WO1,2(Q) ) (7 Zusatzpunkte)
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(iii) Zeige, dass u eine Eigenfunktion von A zum Eigenwert A ist. (7 Zusatzpunkte)
[Tipp. Zu zeigen ist, dass fiir alle v € Wol’Q(Q) gilt: (Vu, Vo)r2q) = A(u,v)r2(q) -
Dafiir unterscheide man drei Félle: (1) v € Ru, (2) v € Sy mit v L w und (3) v L W.
Fiir den Fall (2) betrachte man die Kurve 7(t) := cos(t) u +sin(t) v in Wol’z(Q) . Man
zeige, dass v in Sy verlduft, und untersuche die Funktion f(t) := F(v(¢)). Im Fall
(3) benutze man die Voraussetzung, dass das Orthokomplement von W in I/VO1 2(Q)

von Eigenfunktionen von A aufgespannt wird.]

(d) Zeige, dass es ein abzdhlbar unendliches Orthonormalsystem in L?(£2) gibt, das aus Eigen-
funktionen von A besteht, das heifit: Es existiert eine Folge (ay)nen von Eigenfunktionen

von A, so dass fiir alle n,m € IN

1 falls m=mn

(amam>L2(Q) =
0 falls m#n

gilt. (9 Punkte)

[Tipp. Man konstruiere die a,, sukzessive durch vollstéindige Induktion, und verwende dabei

(c) sowohl fiir den Induktionsanfang als auch im Induktionsschluf.]

38. Uber den Satz von Friedrichs.

Wir betrachten die offenen, reellen Intervalle I := (—2,2) und J := (—1,1). Essei a € L>(I)\
Wh2(J) mit a > 1, und

t
1
u:]—>]R,tr—>u(t)::/ ——dz.
o a(z)

(a) Zeige u € WH2(I) und u g W22(J). (5 Punkte)
(b) Zeige, dass u eine schwache Losung der partiellen Differentialgleichung

(a/) =0 auf I

ist. (5 Punkte)

(c¢) Man untersuche, welche der Voraussetzungen des Satzes von Friedrichs 4.6 in dieser Situa-
tion erfiillt sind, und welche im Allgemeinen nicht. Warum steht das Ergebnis von (a), (b)
nicht im Widerspruch zum Satz von Friedrichs? (5 Punkte)




