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25. Eine Ungleichung fiir Funktionen aus W;'*(Q).

Sei 2 C IR" offen, beschrinkt, und mit glattem Rand, sowie u € VVO2 2(Q) Zeige die folgende

Ungleichung:

1/2
Vel 2y < Ilull g, - 1Aull g, - (12 Punkte)

[Tipp. Betrachte zunéichst u € C§°(Q2) und integriere dann [, [Vul?dp partiell geméB Aufgabe
2(b).]

26. ||z||” als Sobolevfunktion.
Sei v € R und u:R"\ {0} — IR definiert durch wu(z) := ||z||” . Sei weiter Q := B(0,1)\ {0},

k€ IN und 1 < p < oo. Wir wollen untersuchen, unter welchen Voraussetzungen (an n,k,p

und ) u|Q € WEP(B(0,1)) gilt.

(a) Zeige: Genau dann, wenn ~ > —n ist, wird durch
Fy: CP(R™) = R, ¢ — Fy(6) = / ud du

eine Distribution auf IR" definiert. (6 Punkte)

[Tipp. Aufgabe 24(a). Auﬁerdem beachte man, dass fiir jede radial-symmetrische Funktion
w(z) =a(||z|) gilt: fB ooy u(x) dz = vol(9B(0,1)) )+ Jy a(r) - tdr ]

(b) Sei o € INjj . Zeige, dass es ein homogenes Polynom P, vom Grad |a| und in n Variablen
gibt, so dass (0%u)(z) = Py(z) - |||~ gilt. (6 Punkte)
[Tipp. Vollstindige Induktion nach |a|. Im Induktionsschritt ist es zweckmifBig,
|2]|7=211 = (- 2)7/271e] zu schreiben.]

c) Zeige fiir o € INj die Gleichung
0

1
/ |0%u(z)|P dp = / |0%u(z)|P do - / rPO—lelp  n—1 4,
5(0,1) 8B(0,1) 0

und folgere, dass im Falle v > |a| — 2 gilt: %u|Q2 € LP(B(0,1)). (6 Punkte)
[Tipp. (b) und Kugelkoordinaten.|
(d) Zeige nun, dass u|Q € W5P(B(0,1)) fiir v > k — o gilt. (6 Punkte)

[Tipp. Man mache sich anhand der Definition von W*P(B(0,1)) klar, dass es fiir gegebenes
a € INy mit |a] < k wegen (c) ausreicht, G := 0*F, — Fya,, = 0 zu zeigen. Hierfiir
verwende man Aufgabe 24(b),(c); man verwende ohne erneuten Beweis, dass die Aussage
von Aufgabe 24(b) richtig bleibt, wenn der Raum W*!(IR™ \ {0}) durch W " (IR™\ {0})

ersetzt wird.|

27. Der Divergenzsatz von Gauf} fiir Lipschitz-stetige Vektorfelder.

Sei Q C IR"™ offen und beschrénkt mit Lipschitz-stetigem Rand (s.u.), und sei f = (f1,..., fn) €
(C%1(Q))" ein Lipschitz-stetiges Vektorfeld. Da nach Proposition 3.24 C%1(Q2) ¢ W1>°(Q) gilt,
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konnen wir im schwachen Sinne die Divergenz V- f von f bilden. In dieser Aufgabe soll gezeigt

werden, dass in dieser Situation der Divergenzsatz von Gauf3, d.h. die Formel

/V-fd,u: f-Ndo (%)
Q o0

gilt.

Dabei sagen wir, dass ,,  einen Lipschitz-stetigen Rand hat“, wenn es eine Uberdeckung des
Randes 02 durch endlich viele offene Mengen Uy,..., Uy C IR" sowie zu jedem i € {1,..., N}
ein z; € U; N 0Q, eine Zahl p; > 0 sowie eine Funktion ¢; € C%Y(B" (0, p;)) mit M; :=
lpilloo < o0 gibt, so dass

{r—2; |z €U, NQ} ={(y,t) € Bn_l(o,pz‘) X (=M;, M;) |t > ¢i(y)} und
{z— 2|z € U} = {(y,t) € B"10,p;) x (—My, My) | t = ¢i(y)}

gilt. Ist dies der Fall, so definieren wir die rechte Seite von (x) mittels einer Zerlegung der Eins
hi,...,hn (siehe Definition 1.3) mit Tr(h;) C U; durch

n=ly Kok
R Z/Bn o 1T (e, 1) (x4

(a) Zeige, dass © genau dann stetig differenzierbaren Rand im Sinne von Definition 1.5 hat,
wenn es moglich ist, die obige Definition mit ¢; € C1(B"1(0, p;)) fiir i € {1,...,N} zu
erfiillen. Zeige weiter, dass wenn dies der Fall ist, die Definitionen von |, aq f - Ndo in (xx)
bzw. in Definition 1.5 zum selben Ergebnis fiihren. (8 Punkte)
[Tipp. ®;(z,s) :(z — (i1, Tin—1), S—Tin—@i(z—(xin,... 79Ui,n—1))) fir z e R" !,
seR.]

(b) Sei A € L(IR") invertierbar mit det(4) > 0 und f € (C*(Q))". Zeige, dass dann die
Gleichung () fiir f iiber © genau dann gilt, wenn sie fiir f4 := A-foA~! iiber Q4 := A[Q]
gilt. (6 Punkte)
[Tipp. Zur Berechnung der rechten Seite von (%) verwende man Definition 1.5.]

(c) Sei f € < W, (B0, p) x (—M,M)))n und ¢ € COL(B"1(0,p)) mit [|pllee < M <
oo. Wir setzen voraus, dass fiir alle ¢ € {1,...,n} und alle y € B(0,p) die Abbildung
t — oy +te;) auf {t e R|y+te; € B(0,p)} bijektiv ist.

Zeige, dass dann gilt:

/ / t)yd" "ty dt = / F. o) - (Vyp, 1)d" 1y
Bn=1(0,p) Bn=1(0,p)

(8 Zusatzpunkte)

(d) Zeige, dass fiir f = (f1,...,fn) € (C%1(2))" der Divergenzsatz (x) gilt. (7 Zusatzpunkte)
[Tipp. Man wende (c) auf die Produkte h;- f (an Stelle von f) und ¢; (an Stelle von ¢)

an. Dabei verwende man den Fortsetzungssatz 3.29, um den Definitionsbereich von h; - f

auf B"1(0,p) x (—M, M)) auszuweiten, und man verwende (b), um die Situation so ein-

zurichten, dass die Bijektivitéts-Voraussetzung aus (c) erfiillt ist.]




