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1 Einfithrung

In diesem Vortrag werden die grundlegenden Werkzeuge der Variationsrechnung prasen-
tiert. Die Variationsrechnung beschéftigt sich mit der Frage, wie man Ableitungen auf
Funktionen beschreiben kann, deren Definitionsbereich allgemeine normierte Vektorrau-
me, also beispielsweise auch unendlich-dimensionale Vektorraume, sind. Ein prominenter
Vertreter solcher Funktionen sind Abbildungen, die von R-wertigen, stetigen Funktionen
nach R abbilden. Aufbauend auf der Definition der Variation werden notwendige und
hinreichende Kriterien fiir lokale Extrempunkte diskutiert.

Diese Kriterien fithren in einer speziellen Klasse von Funktionalen zu einer Differential-
gleichung zweiter Ordnung. Das Auffinden von Kandidaten fiir Extremwerte reduziert
sich dann darauf, diese Differentialgleichung zu l6sen und dann mit Hilfe eines hinrei-
chenden Kriteriums zu priifen, ob an dem Punkt in der Tat ein Extremum vorliegt.

Abschlielend werden zwei Beispiele diskutiert: Das Bogenma$f als Prototyp fiir ein Funk-
tional sowie den eindimensionalen Spezialfall des Dirichletproblems.
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2 Funktionale

In diesem Abschnitt wollen wir allgemeine Funktionale einfithren und einige Beispiele
mit unendlich-dimensionalem Definitionsbereich behandeln.

Definition 1 Fliir einen K-VR X heifit eine Abbildung
J: X =K

ein Funktional auf X. Erfillt das Funktional VA € K,y,5 € X
1. J(Ay) = AJ(y)

2. Jiy+9)=Jy) +J(@),

so nennen wir das Funktional linear.
Bemerkung 2 Wir werden den Fall K = R betrachten.
Beispiel 3 Sei X := C([a,b],R) und g € X. Dann ist

b
J: X =R, J(y) ::/a g(x) - y(z) do

ein lineares Funktional.

Beweis:

Wir stellen fest, dass die genannte Abbildung wohldefiniert ist, da fiir alle y € X y-g stetig
ist und daher das Integral J(f) := f: g(x)-y(z) dz existiert. Fiir beliebige A € R,y,5 € X
betrachte man:

T0-) = [ o) ) de =2 [ 9(@) (@) dz = M)
b

Ty +9)= [ o) )+ i) do= [ o@) vie) do+ [ o) 5(0) de

=J(y)+J(®)
O
Erinnerung 4 Aus der Analysis ist bekannt, dass fiir normierte Vektorrdume V und W
und eine lineare Abbildung A :V — W gilt:
A st stetig< I C > 0: [|Av|| < C||v|,v € V.

Die Menge aller stetigen und linearen Abbildungen von V nach W sei L(V,W).



Bemerkung 5 Auf C([a,b],R) fihrt die Norm ||y|oc := supgejq ) [y(2)| 2u einem Ba-
nachraum. Auf X = {y € C'([a,b],R) | y(a) = 0} ist ||y|lz = \/f;’ y"2(x) dx eine Norm.

Bemerkung 6 J aus Beispiel 3 ist sogar stetig, da ¥V y € X gilt:

b b b
W= [ s@y@ dol < [ lg@llya)] de <yl [ lo@)] da.

[l —
=C eR

Bemerkung 7 Betrachten wir das Funktional J : C*([-1,1],R), J(y) = %'(0), so ist
sin(x-n)

- haben wir lim, oo ¥y = 0 mit der

zwar J linear. Aber mit der Wahl y,(x) =
Norm || - ||, jedoch

lim J(y,) = lim

n—oo n—o0

((nn)) (0) = lim cos(n-0) =170 =J(0) = J(lim yn).

Also sind lineare Abbildungen auf Funktionenrdumen nicht zwingend stetig.

3 Die erste Variation

Wir wollen nun den Begriff der Ableitung auf Funktionale anwenden. Eine entscheidende
Herausforderung besteht darin, dass wir es mit unendlich-dimensionalen Vektorrdumen
zu tun haben. Zunéchst die folgende

Erinnerung 8 Sei f : O C V — W eine Abbildung zwischen einer offenen Teilmenge
eines normierten Vektorraums V und einem normierten Vektorraum W. Dann heif§t f
an einer Stelle xoy € O differenzierbar, wenn es A € L(V, W) gibt, sodass die Abbildung:

[I.f (z)— f (z0) —A(z—z0) ||
O—R,z— llz=ol]
0

T # X

T = g

stetig in xq ist. Wenn A existiert, so ist A eindeutig.

Dies formulieren wir nun explizit fiir Funktionale:

Definition 9 Sei X ein normierter Vektorraum, O C X offen und J : O C X — R ein

Funktional auf X. Dann heifit J an einer Stelle yo differenzierbar, wenn es ein

A e L(X,R) gibt, sodass die Abbildung:

|J (%)= J (y0) = A(y—yo)|
O Ry Ty=vol Y7 Yo
0 Yy=1%Y%
stetig ist. In diesem Falle nennt man 6J[yo] := A die erste Variation von J.



Beispiel 10 Sei J: X — R, J € L(X,R). Dann ist an jeder Stelle yo € X 6J[yo] = J.
Beweis:
Fiir y # yo betrachte:

[J(y) — (o) = J(y —wo)l _ [J(y—w0) = J (¥ —wo)l
ly — oll ly = yol|

=0.

0

Definition 11 Sei J : O C X — R ein Funktional, O eine offene Menge. Ist J in yg
differenzierbar, so nennen wir

o _d . Jo+s-n)— J(w)
0J(yo, 1) := 8 [yoln = - I (yo + s - 1)|s=0 = limy -
die Ableitung von J an der Stelle yo in Richtung 7. Fxistiert zumindest der letzte
Grenzwert, so nennen dies die entsprechende Richtungsableitung.

4 Extrema von Funktionalen

Nachdem Funktionale und ein entsprechender Differenzierbarkeitsbegriff eingefiithrt wur-
den, werden nun Funktionale mit Hilfe von Variationen auf Extremwerte untersucht.

Definition 12 Fir ein Funktional J : X — R nennen wir yo € X lokales Minimum
(Mazimum), wenn es ein 6 > 0 gibt mit J(yo) < J(y) (J(yo) = J(y)) Vy € B(yo,9).

Satz 13 Sei J : O C X — R ein Funktional auf einer offenen Menge O eines normier-
ten Vektorraums X, das an der Stelle yo € O differenzierbar sei und an der Stelle yy ein
Minimum oder Mazimum annehme. Dann ist §J[yo] = 0.

Beweis:
Wir betrachten den Fall des Minimums; der des Maximums verlauft analog. Dann gibt
es ein 0 > 0, sodass fiir jedes ||s-n|| < 0 mit s Rund n € X

Jyotsm)=JIwo) « o <
J(y0+s.n)zJ(yo);»{m;O s> 0

= 6J[yol(n) = lgﬂo J(yo + 5 ';7) — J(yo)

=0
= dJ[yo] =0



Definition 14 Sei J : O C X — R ein Funktional auf einer offenen Menge O eines
normierten Vektorraums X, das an der Stelle yy € O differenzierbar sei. Wenn §J[yo] = 0
fiir ein yo € O gilt, so heifit yo stationdrer oder kritischer Punkt.

Die Bedingung, dass die erste Variation verschwinden soll, wollen wir nun in dem Spezi-
alfall untersuchen, dass die erste Variation als inneres Produkt, also von der Form von
Beispiel 3, geschrieben werden kann. Dazu betrachten wir zunéchst das folgende

Lemma 15 Seia < 3, a, 8 € R. Dann existiert eine Funktion v mit den Eigenschaften:

e v C?*R)
e v(x) >0,z € (a, )

e v(z) =0,z ¢ ()

Beweis

Wir wéhlen die Funktion v(z) := (z — «)?(8 — x)® - 14 g)(2). Dann ist offenbar v(z) > 0
fir x € (o, 8) und v(z) = 0 fiir x ¢ (c, B). Betrachten wir die Einschrinkung v, /() =
(x — a)3(B — x)3, so liegen an = o und = = 3 dreifache Nullstellen vor. Dann lisst
sich die zweite Ableitung stetig an diesen Stellen nach 0 fortsetzen und es gilt somit
v € C%(R).

Lemma 16 (Fundamentallemma der Variationsrechnung) Sei a < b und sei
g :la,b] = R stetig. Wenn ffg(a:) ~f(x)dz =0V f € C*(a,b]), dann ist g = 0.

Beweis

Angenommen, 3 € (a,b) mit g(Z) > 0. Dann existieren d,¢ > 0 mit der Eigenschaft
g(x) > € fir x € B(Z,0), da g stetig vorausgesetzt ist. Mit Lemma 15 wéhlen wir
v € C%([a,b]) mit v(z) =0 fir z ¢ (F — 5,7+ 6) und v(x) > 0z € (¥ — 6,7 + 6). Dann
gilt:

b T+46
Oz/a g(x) - v(z) dx:/i:; g(x) - v(z) de > 0.

Mit diesem Widerspruch folgt g(x) = 0V = € (a,b) und mit der Stetigkeitsforderung an
g folgt dann auch g = 0.



Korollar 17 Sei J : O C X — R ein Funktional auf der offenen Menge O eines nor-
mierten Vektorraums X, der C?([a,b]) umfasst, das an der Stelle yo € O differenzierbar
sei und dort ein Mazimum oder Minimum annehme. Wenn 0J[yp|(h) = ffg(a:) h(z) dx
mit einer stetigen Funktion g ist, dann ist g = 0.

5 Euler-Lagrange Gleichung

Nach diesem Abschnitt iiber die Differenzierbarkeit von Funktionalen kénnen wir uns
nun der Euler-Lagrange Gleichung zuwenden. Wir werden sehen, dass sich die Bedin-
gung aus Korollar 17 als eine Differentialgleichung 2. Ordnung entpuppen wird. Bevor
diese Gleichung hergeleitet wird, soll das Vorgehen durch das folgende Beispiel motiviert
werden:

Beispiel 18 Wir geben uns die Punkte xo = 0,y = 0,21 = 1,y1 = 1 vor. Dann suchen
wir auf der Menge der Funktionen {y € C2([0,1]) | y(0) = 0,y(1) = 1} ein Minimum
des Bogenmajfes

J(y) :/01 1+ vy (x)%de.

In Worten: Wir suchen die kiirzeste zweimal stetig differenzierbare Verbindung zwischen
den beiden Punkten (0,0) und (1,1). Intuitiv erwarten wir, dass das Ergebnis eine lineare
Funktion sein sollte. Durch die beiden vorgegebenen Punkte ist diese dann eindeutig
bestimmd.

Bemerkung 19 Das Funktional in Beispiel 18 erfillt folgende Figenschaften:

e Der Definitionsbereich ist dadurch eingeschrankt, dass wir uns Randwerte von zwei-
mal stetigen Funktionen vorgeben.

e Das Funktional ist von der Form J(y) = [} f(x,y,y") du.
Diese Verallgemeinerungen erheben wir zur Definition folgendes Problems:

Definition 20 Sei f : R? = R eine zweimal stetig differenzierbare Funktion und seien
Yo, Y1, T, 1 € R mit xg < x1 gegeben. Sei

S = {y € C*([xo, 21]) | y(x0) = yo,y(z1) = y1} und sei

J:S =R, J(y) = [ f(@,y(x),y (x)) dz. Dann heifit die Suche nach einem lokalen
Ezxtremum von J fixzed endpoint variational problem.



Bemerkung 21 Wir benutzen neben der Menge S auch die Hilfsmenge

H = {y € C*([xo,z1]) | y(x0) = 0,y(z1) = 0}. Denn dann kénnen wir jede Funktion
g€S mit||§—yl| <efiryesS darstellen durch § =y +en mitn € H,||n|| < 1. Weiter
set bemerkt, dass wir nur in Richtung von Elementen aus H ableiten konnen, da sonst
der Definitionsbereich verlassen wird.

v A
‘ [-[|s_1'|_+f}
! . y __#(x, V1)
(Xxp. yg +€) e ]
T =yren _dx, v -9)
—
‘ f.l'[]. _‘r'“}
| [ Xos Yo - £}
—>» X

Abbildung 1: Funktionsdarstellung §j = y + en

Satz 22 Sei J wie in Definition 20 gegeben. Dann gilt Vy € S,;n € H:

6J[yln = /jl n <af - daf,) dx.

0

Beweis:
Sei § = y + en gegeben mit y € S, n € H ¢ # 0. Dann kénnen wir nach dem Satz von
Taylor entwickeln:

0 0
f(@,9,9) = flzy+eny +en) = flz,y,y) + ¢ (nai + ﬁ’((ayf,) +0(e%).

Dabei ist der Restterm O(€?) das Restglied im Taylorpolynom mit 7 € (0,1):

N

O f(zy(x)+ren(z)y’ (x)+ren’ (z)) O f(zy(z)+ren(z).y’ (x)+ren’ (z))
a2 ' (677(37))

/ Oyoy
(“7(5”) €n (l’)) (82f(x,y<x)+ven<§>,y'<a:>+mv'(cc)) 02 f(wy(@)+ren(a)y (z)+7en’ (x)

!
) e en' ()

Nun gilt: = € [zo, z1], [n(x)] < [|nllco, |7 (2)] < [17'llo0s [y(z) +Ten(z)] < [|ylloo + l€[[[7loo
[y (z) + Ten’ (2)] < ||1Y/]loo + |€]]]7 ||oo- Also sind alle Auswertungen der (stetigen) zweiten
partiellen Ableitungen durch das jeweilige Supremum auf dem Quader



[0, 21] X [=[[yllcc = lelllnlloos [Ylloo + lellinlloc] > (=l llc0 = lelllnloo: 14"l + lellln’lloo]
beschrénkt. Also ist die Abschiitzung durch den Term O(e?) sogar uniform in [xg, z1].

Dann kénnen wir fiir € # 0 folgern:

1 -Iw= [ dx—/ fwy.y/) do

f(z,
/f:z:yy +€(af >+O dm—/ f(x,y,y) do
—6/y:<+ 8f> dz + O(e
= J(gj) ( > dx = o) = 0.

Wir berechnen nun noch mit partieller Integration:

af Y o [ gf . of
v
of

b . d of
_/ 778 d:v—i—na/ /xo n%@d$

_ ™ 3f_iif
;‘5‘”5‘””‘/960 ”(ay dxay'> d

u

Wir erhalten also eine stetige Funktion
of dof _of &#f &*f , &Ff,
gla) = o- = o = o7 — ;T Y T gV
Jy dxdy dy Oxdy  Oydy 0%y

die die erste Variation von J als inneres Produkt beschreibt. Aus den vorangegangenen
Betrachtungen folgt unmittelbar das folgende

Korollar 23 Sei J wie in Definition 20 gegeben. Wenn J an einer Stelle yj ein Extremum
annimmt, so erfillt dieses y in [xo,x1] die gewéhnliche Differentialgleichung

Diese Differentialgleichung nennt man Fuler-Lagrange Gleichung.

Wenn also Extremwerte von einem Funktional J wie in Definition 20 gesucht sind, dann
kann man sich darauf zuriickziehen, die entsprechende Differentialgleichung zu l6sen.
Diese ist eine gewohnliche Differentialgleichung zweiten Grades und durch die Funktion
f vollstéandig bestimmt. Die beiden freien Parameter der Losung werden durch die beiden
Randwerte vorgegeben.



6 Die zweite Variation

Bislang haben wir ausschliefllich die notwendige Bedingung fiir die Existenz eines Ex-
tremums diskutiert. An dieser Stelle soll daran erinnert werden, welche Eigenschaften
hinreichend fiir ein Extremum sind:

Erinnerung 24 Sei f : U C V — R eine reelle Funktion auf einer offenen Teilmenge
U eines Vektorraums V, die bei xog zweimal differenzierbar ist. Dann definiert die zweite
Ableitung eine symmetrische Bilinearform auf V:

" (x0) : VxV =R, (v,w) = f(z0)(v,w).

Erinnerung 25 Sei f : U — R eine auf einer offenen Menge eines normierten Vektor-
raums zweimal differenzierbare reelle Funktion. Dann ist die zweite Ableitung bet allen lo-
kalen Minima (Mazima) eine nicht negative (nicht positive) Bilinearform: f"(x¢)(x,x) >
0 bzw. f"(zo)(x,x) <0 fir alle x in V. Gibt es umgekehrt einen kritischen Punkt xg € U
und ein § > 0 mit

f"(@o) (2, ) = 8llz||* baw. f"(x0)(z,z) < —b|z||* Yz €V,
dann st der kritische Punkt ein lokales Minimum bzw. Maximum.
Wir betrachten nun wiederum eine Taylor-Entwicklung fiir f(z,9,9’), wobei nun f drei-

mal in der zweiten und dritten sowie zweimal in der ersten Komponente stetig differen-
zierbar sei:

f(2,9,9) = flz,y+eny +en)

% f 0% f
_ / f af 1 / 9%y Oydy’ €n 3
_f(ac,y,y)+e<nay+nay)+2(e en) 92F 5 f e + O(e”)

Oyoy’ o2y’

67f (9f € 32]‘ 2f 2 62f 3
_ / < /
Dies fiihrt zu der folgenden

Definition 26 Fiir ein J wie aus Definition 20 mit der zusdtzlichen Forderung der drei-
mal stetigen Differenzierbarkeit von f in der zweiten und dritten Komponente ist

2 2
2 _ ™ o f »*f n0°f
6% J(y,m) == /900 ( 82 + 2 Bydy’ +n 92y dx

die zweite Variation von J an einer Stelle y ausgewertet in der Richtung .
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Satz 27 Fin analoges Kriterium zur Erinnerung 25 lautet mit C > 0:

62 (y,m) > C’/ 1 n?dz (Minimum) bzw. 6%J(y,n) < —C’/ 1 n?dx (Mazimum,).
X0 xo

Beweis:
Sei y ein stationdrer Punkt von J und gelte die erste der beiden Ungleichungen. Man
betrachte die Norm

Il == lnllee + I0'llc = sup  In(z)|+ sup |n'(z)].

z€[xo,21] z€[xo,21]

Der Fehlerterm O(e3) ist wieder der Restterm in der Taylorformel, also die dritte Ablei-
tung von f in der zweiten und dritten Komponente an einem Zwischenpunkt ausgewertet
in Richtung (en en’ ) Durch Sortieren der Ausdriicke nach 1> und n? erhélt man
Funktionen v und p mit v — 0 und p — 0 fur ||n[[; — 0 und

1

1
J(@) — J(y) = € 552J(y, n) +/ v + pn? dz

o

=R

Dann existiert eine Funktion q mit ¢ — 0 fiir ||n||; — 0 und

Lo 9
R <q [ n*+n"dx.
X

0

Nun folgt aus der Schwarz’schen Ungleichung;:
T 2 x T z1
n(x) = (/ 1-1/(2) dz) < [ 1%2dz / n?*(2) dz < (z — xo)/ n? da
x0 x0 x0 x0
z1 — 2
= / n? dx < (@1 —20)° / n? dx
y) 2 xo

_ 2 x1
$|R1§q<1+w>/ n? da.
x0

Fiir ||n||1 hinreichend klein ist dann ¢ (1 + M) < €. Dann folgt also fiir entspre-

chende ¢ mit der Bedingung 62J (y,7n) > C [ n'?dx:

10 -sw = (G [ a-G M) = § [Mraszo
T zo o

0

Also liegt hier tatsichlich ein Minumum beziiglich der Norm || - ||; vor. Analoge Argu-
mentation fiir ein Maximum.
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7 Beispiele

In diesem abschlieBenden Abschnitt wollen wir die gewonnene Theorie noch auf zwei
verschiedene Beispiele anwenden. Fiir das erste Beispiel greifen wir auf Beispiel 18 zu-
rick.

Beispiel 28 Das einzige lokale Minimum des Funktionals in Beispiel 18 ist die Gerade
y(x) =z,z €[0,1].

Beweis:
Wir haben definiert:

1
:/ V14 (z)2dx, flx,y,y) =+/1+ 2.
0

Offenbar ist f eine glatte Funktion. Dann erhalten wir aus der Euler-Lagrange Gleichung
die Bedingung;:

_dof _of _d_y _,_d_y
Cdz oy Oy dx 1+ y? dz 1+ y?
/ /2
i cR= 7 —cE]R:>y’2—c€Ry8temg =celR

:>7
Ve T1y°

Also ist die Losung linear, daher muss sie wegen der Randpunkte y(0) = 0,y(1) = 1
von der Form y(z) = z,x € [0,1] sein. Dies ist der einzige Kandidat fir ein lokales
Extremum. Wir rechnen nun noch die hinreichende Bedingung nach. Fiir n € C?(]0,1])
erhalten wir:

1 a2f 0f 82f 1 o y/
527y, :/ 2 49 o da::/ ”
(y,m) o |y ' avoy T o2y o 8yw
—0 —0
/2 y’
Y Lt My PR P
1—|—y’2 1+y/23 1+

—C
1
—C [ ofPdz=Clli
0

Hierbei verwenden wir das angegebene hinreichende Kriterium und die Behauptung ist
gezeigt.
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Als zweites Beispiel soll der eindimensionale Spezialfall des Funktionals, das bei der
Laplace-Gleichung auftaucht, mit den erarbeiteten Methoden analysiert werden.

Definition 29 Sei h eine Funktion auf einem offenen Gebiet 0 C R™ und sei g eine
Funktion auf dem Rand 0S2. Dann heifit die Aufgabe, eine Funktion y mit den Eigen-
schaften —Ay = h und yjpq = g zu finden, Dirichletproblem.

Beispiel 30 Im Falle n=1 betrachten wir Intervalle I := (x9,21) C R fir das Problem
in Definition 29 mit zweimal stetig differenzierbaren h. Der Rand von I besteht dann
nur aus den Punkten xo und x1, sodass wir uns in de facto Randpunkte g(xo) und g(x1)
vorgeben. Das eindeutige lokale Minimum des folgenden Funktionals ist die Losung des
entsprechenden Dirichletproblems:

z1 ] 1

Ty) = | ¥/ (@) = h(z) - y(x) du, Feyy) =Sy = h-y.

fiir y € {y € C*([wo, z1]) | y(x0) = g(x0), y(x1) = g(x1)}.

Beweis:
f ist offenbar hinreichend stetig differenzierbar. Dann erhalten wir mit der Euler-Lagrange
Gleichung die Bedingung;:

dof of d, " "

i 5 = 3V @)+ h(@) =y'(@) + @) &~ (@) = hw)
Weil h stetig ist, existiert eine Funktion Hy mit H)(xz) = —h(z). Dann folgt mit dem
Hauptsatz:

y(x) = Ha(x) + az + b.

Dann miissen die beiden Konstanten a, b € R so gewahlt werden, dass y(zg) = g(z¢) und
y(z1) = g(x1) gilt und somit ist gezeigt, dass die Euler-Lagrange Gleichung losbar ist.
Fiir die zweite Variation ergibt sich:

(02 o2 o2 2
52T (y,n) = / <77282‘§ + 2/ !y ' f) dr = / n? dz = |n||%.
€T o

0 Yoy’ 0%y’

Also ist der gewéhlte Punkt tatséchlich das eindeutige lokale Minimum und erfiillt
—Ay=—y" =h.
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