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1 Vorbereitungen

Zunachst mochte ich ein paar bereits bekannte Sitze prasentieren, um spéter
darauf zuriickgreifen zu kénnen. Die Beweise hierzu befinden sich in [I] und

[2].

Im Folgenden betrachten wir stets endlichdimensionale K-Vektorrdume E mit
Norm |- |g. Das Spektrum von A bezeichnen wir mit o(A) und wir schreiben
R(o(A)) <0, wenn R(A) < 0 fiir alle A € o(A) gilt. Insbesondere beinhaltet
o(A) im Fall K = R auch alle komplexen Eigenwerte von A. Des Weiteren
sei m(\) die algebraische Vielfachheit des Eigenwertes .

Satz 1.1. (Stabilititskriterium) Fir A € L(E) auf einem endlichdimensio-
nalen Banachraum E konvergiert exp(tA) in L(E) im Grenzwert t — o

genau dann gegen Null, wenn alle (komplexen) FEigenwerte von A negativen
Realteil haben.

Korollar 1.2. Fir A € L(F) gilt genau dann R(c(A)) < 0, wenn fir jede
Lésung u # 0 von x = Ax

lim Ju(t)]| = oo
t——o0

Beweis. Offenbar ist u(t) = e"x Losung obiger Differentialgleichung. Fiir
x# 0ist fiir t <0 u(t) =e My

=zl = e u@)] < e lu()]

< e 2] < Ju(t) (1)

Nach [1.1| gilt 0 = lim, 4 | €| genau dann wenn R(c(A)) < 0

& oo = lim e M| = lim e "4z < fu(t)]
t—0 t——00

Also folgt mit (1)) dann
tlim u(t)| = 0 < R(c(A)) < 0.
——00

Korollar 1.3. Fiir jede Losung u von x = Ax in E ist

lim |ju(t)| = oo
t—o0

genau dann, wenn R(c(A)) > 0 gilt.



Beweis. Ist A € o(A), so ist =\ € o(—A). Also gilt fir —A R(c(A)) < 0.
Wegen [1.2]ist das dquivalent dazu, dass

lim Het(_A)H =0 < lim ||e_t(_A)H =
t—0 t—0

< lim |ju(t)| = lim || = o
t—0 t—co
U

Satz 1.4. (Satz dber die Hauptraumzerlegung) Sei F' € End,(V) und das
charakteristische Polynom

PF = i(t—)\l)rl(t—)\k>rk

mit paarweise verschiedenen Ay, ..., A\ € K. Es sei V; == Hau(F, \;) < V fir
jedes \; der Hauptraum. Dann gilt:

(1) F(V;) cV; und dimV; =r; firi=1,... k.
(i) V=Vd.. V.
(iii) F hat eine Zerlequng F' = Fp + Fy mit
(a) Fp diagonalisierbar,

(b) Fy nilpotent.
(C) FDOFN :FNOFD.

1.1 Komplexifizierung

Wir betrachten den Fall eines endlichdimensionalen R-Vektorraums E. Die
Komplexifizierung E¢c von E = (E,| - ||) ist ein normierter C-Vektorraum.
Auf E x E wird die Multiplikation mit komplexen Skalaren v := o + i €
C = R + iR definiert durch

vz = (ax — By, fr + ay) Vz=(zr,y)e EXE

und eine Norm durch

|2llze = max [z cos(y) +ysin(y)].

0<Y<2m

Offenbar ist 1(z,0) = (z,0), i(x,0) = (0,z) und |(z,0)| = || fir alle
x € FE. Folglich konnen wir E mit E x 0 in E¢ identifizieren und jedes
z = (z,y) € E x E eindeutig in der Form z = x + iy darstellen.

Fir A e L(E) ist die Komplexifizierung Ac definiert durch

Ac(z +1iy) = Az + iAy Vr + iy € E¢

Ac ist ein Endomorphismus von Ec und es gilt |Ac|zmq) = |A] -
Auferdem folgt aus A% = (A")c, dass (e!)c = e gilt.
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2 Hyperbolische Lineare Fliisse

2.1 Einfiihrung

Wir betrachten die Verallgemeinerung auf einen beliebigen K-Vektorraum E
der Dimension m < oo mit Norm | - |[g. Fiir A € L(E) sei ! der von A
erzeugte lineare Fluss auf E

P:RxE—FE, (t,2)— 2.

Der Nullpunkt von e ist ein kritischer Punkt und heift

Senke Quelle
limy_, €2 = 0 lim,_,_o ez =0
R(o(A)) <0 R(o(A)) >0 vegl.
e!4 heifit Kontraktion e!4 heikt Expansion

Lemma 2.1. Fir A€ L(E) und a € R gelte R(c(A)) < a. Dann existiert
eine Hilbertnorm | - || auf E mit

e < e VteR'.

Beweis. Wir betrachten zuerst den Fall fiir K = C. Dann zerféllt das cha-
rakteristische Polynom von A in Linearfaktoren und mit einem geeigneten
Basiswechsel lisst sich A darstellen als D+ N (vgl. mit einer diagonalen
Matrix

D =diag(A1, ..., A, A2, o Aay ooy Ay oo M) = diag(p, - -y i)

und einer nilpotenten Matrix N, deren Eintrige auf der oberen Nebendia-
gonale 0 oder 1 sind. Wihle eine Basis B = {ej,...,en} von E so, dass
Ne; = e; 1 oder 0 gilt. Nun ersetze man a; = §’e;, damit ist B = {ay, ..., an}
wieder eine Basis von E und es gilt Na; = da; 1 oder 0. Beziiglich B hat N
in den Eintragen der oberen Nebendiagonale 0 oder 4.

|N| = max |[Nz|y = n}aX (0, ..., 0%m,0)|a =0

lzlla=1 |zl2=1



m
|DIP == max | Dz[,” = max IIDZ%%HQ = max |} a0’

=z -1
ol ] fal=1 &
m
= max ZZ& <aQ;, a;> max Zaz 252
Jz]>=1 JOH g i = PR £a %l
i=17=1 7=1
2523 2
< max maxuj a50%) = max |p; | mMax <,2> = max |14
lzf2=1 J lll2= j=1,...m
_ |eii(5(uj)=1‘ .
= [P = max |e"| max |e! ™))
j:17...7m ]: 7"'7m

Wiihle also € < a — maxR(0(A)) und 6 € (0, ¢€). Dann folgt fiir t € R

4] = [P+ = [P < JoP] - o] < et = e

Im Fall von K = R fithren wir die Komplexifizierung von A auf Ac durch.
Da der Realteil eines komplexen Skalarproduktes ein reelles Skalarprodukt
ist, induziert eine Hilbertnorm | - |g. der Komplexifizierung E¢ stets eine
Hilbertnorm | - |gpauf E. Auferdem ist |Az|p = |Acz|g., also konnen wir
obige Aussagen auf die Komplexifizierung anwenden. O]

Korollar 2.2. (i) Gilt R(c(A)) < «, so ezistiert eine Konstante 5 = 0
mit
[ < e VE=0

(i) Gilt R(o(A)) > «, so existiert eine Konstante v > 0 mit

lez|p = ve|z|lp VYre Eundt=0

Beweis. (i) Wegen der Aquivalenz aller Normen auf endlichdimensionalen
Raumen existiert ein 5 > 0, sodass

z1
le |5 < Blet| < Be™  VteRT

(i) Es gilt R(c(A)) > a < —R(0(A)) < —a < R(o(—A)) < —a.
Also folgt mit [2.1] fiir ¢ > 0, dass [/ < e o

—tA-&-tAx” < ||e—tAH ”etA —atHetA

[z = e 7l <e z|

& [ea] = emx]

Dann folgt die Behauptung wegen der Aqivalenz der Normen.



Satz 2.3. Es sei A€ L(E). Dann sind dquivalent:
(1) Der Nullpunkt ist eine Senke.
(ii) 3a >0, 8= 0: |e2|p < Be |z|p Vit =0 und x € E.

(iii) Es emistieren eine Hilbertnorm || - || auf E und o > 0 mit [e'] < e
und t = 0.

Ebenso dquivalent sind:
(i’) Der Nullpunkt ist eine Quelle.
(ii’) 3a >0, B> 0 mit |ez||p = Be|z|pVt =0, v € E.

(iii’) Es existieren eine Hilbertnorm ||| und o > 0 mit x| = e*|x| fiir
t=0.

Beweis. (i) = (ii): Der Nullpunkt sei eine Senke.

Y vyzeE \ {0} limy o0 2 = 0

H Re4) <0

< Ja>0: R(o(4)) < —«

18=0: |ep < Be @  firt=0,zekE

(ii) 38> 0: [ez|p < e plz]r < pe~|z|p  firt>0,xeE

(ii) = (iii): Wegen der Aquivalenz der Normen existiert eine Hilbertnorm
(ii)

N
o

¢

|- I mit e < Sletp < 7 firt>0
(iii) = (i): e"z] < 2] < ez =0

= ety 20 firt=>0,zel
= (i) Der Nullpunkt ist eine Senke.
Der Beweis fiir (i’)<(ii’)<(iii’) lduft analog. Im Schritt von (iii’)=-(i’)
verwendet man
er 2 o0 = R(0(A)) > 0.



2.2 Hyperbolische lineare Fliisse
Fir A € L(FE) zerlegen wir nun das Spektrum o(A) disjunkt in

0(A) = o0s(A) v o, (A)uo,(A)

in das ,stabile Spektrum®: o (A) = {A e o(A) | R(\) < 0},
in das ,neutrale Spektrum*: o,(A) = {A e a(A) | R(\) = 0},
in das ,instabile Spektrum*:  o0,(A) = {A € d(A) | R(\) > 0}.

Definition 2.4. Der von A erzeuglte Fluss e heifst hyperbolisch, wenn
on(A) = &, also
og(A) = 05(A) u o, (A).

Nun fiihren wir die mehrdimensionale Verallgemeinerung des zweidimen-
sionalen Sattels durch.

Satz 2.5. Sei et ein hyperbolischer linearer Fluss. Dann existiert eine Zer-
lequng

E=E.®FE, mit A=A,®A, und e =c"@ee,

derart, dass et eine Kontraktion und e eine Expansion ist. Diese Zerle-

qung st eindeutig mit

dim(E,) = >, m(\)  und  dim(E,)= ) m(})
Aeos(A) Aeowu(A)

Beweis. Im komplexen Fall zerlegen wir E in die eindeutigen Hauptriume
Eyvon A, dh. F = FE,® FE, mit

Es= (P Ex E.,= @ E  Ev={zeE|(A-N)"Wz =0}
Aegs(A) Aeoy(A)

Dies wiederum zerlegt A = A,@® A, zerlegt und damit auch et = e4s @etdu,
Aus dem Stabilitéitskriterium [L.1] ergibt sich, dass e+ eine Kontraktion und
e eine Expansion ist. Aus dem Satz iiber die Hauptraumzerlegung und der
Definition von direkten Summen folgt die Formel fiir die Dimension von FEj
und E,.

Fiir die Eindeutigkeit betrachten wir eine weitere Zerlegung von £ = E1@FEs,
sodass e/ eine Kontraktion und e*4? eine Expansion ist.

Wir wollen zeigen, dass F; = E ist. Sei dazu x € F; beliebig. Dann existiert
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eine eindeutige Darstellung x = y + 2z mit y € £ und z € E,. Um zu zeigen,
dass z = 0 ist, betrachten wir zunéchst

A tAq

t—0
er=e — 0.

T+ ey =ty
\'\ f.'/

=0

Sei P, die kanonische Projektion von E auf E,. Dann ist

ez = P, (z) = P,(e) =00
—~
50
Da A, eine Expansion ist und somit der Nullpunkt eine Quelle, existieren
a > 0 und > 0 mit

218" < e 2] = ez =7 0

Daraus folgt ||z| = 0, also z = 0 und F; < E,. Aus Symmetriegriinden folgt
E, =E,.
Sei nun x € Fy. Wir zerlegen x wieder in z =y + 2z mit y € E, und z € E,,.
Dann gilt
ey = ety 50
—0

Damit erhalten analog zum obigen Fall

etAy = 4P = Petx —to>o 0
Fiir t < 0 gilt dann et = efl=4) Wegen o(—A,) = —0(A4,) erhalten wir
aus 2.3

Bey| = [e=Ady] = Jety] 5 o,

weswegen y = 0 und Fy < E, ist. Aus Symmetriegriinden folgt F, = Fj.
Damit haben wir die Eindeutigkeit der Zerlegung gezeigt.

Im reellen Fall betrachten wir wieder die Komplexifizierung von A bzw. E.
Wir zerlegen E¢ und A¢ wie oben und setzen

Es=(Ec)sn E und E,=(Ec)ynE
Es bleibt zu zeigen, dass
(E(j)s = (Es)(C und (E(C)u = (Eu)(c

Die Eigenwerte von Ac sind entweder reell oder sie treten in komplex kon-
jugierten Paaren auf, d.h. fiir alle Eigenwerte A; mit 3();) # 0 ist auch ),
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Eigenwert von Ac. Nun betrachte man fiir jeden reellen Eigenwert )\; den

Hauptraum Hau(Ac, ;) und fiir jedes Paar komplex konjugierter Eigenwer-
te {\;, \;} die Summe der Hauptraume Hau(Ac, \;) ® Hau(Ac, \;).

Dann gilt fiir x € (Hau(Ac, \j) @ Hau(Ac, Aj)) n E nach Definition der Kom-
plexifizierung von A ef4x = et4cy, B
Ist z = a+ibe (Hau(Ac, A;) ® Hau(Ac, A;)), so folgt dass auch z = a—ibe

(Hau(Ac, A\j) ® Hau(Ac, \;)) ist.

Dementsprechend sind a = 232 und b = 42 Elemente von En(Hau(Ac, \;)®

Hau(Ac, \j)). Wenn e eine Kontraktion auf (Hau(Ac, )xj)@HauLA(c,Xj))

ist, ist ' ebenfalls eine Kontraktion auf (Hau(Ac, \;) ® Hau(Ac, \;)) N E,
denn

tA

z24+z zZ—Zz
ea = eticq = et und etdh = etAch = tAc

2 21
Folglich ist sowohl R(z) als auch J(z) im stabilen Untervektorraum von E.
Der Fall fiir ein z aus dem Hauptraum zu einem reellen Eigenwert von Ac
verlduft analog. Also macht es keinen Unterschied, ob wir zuerst den stabilen
bzw. instabilen Unterraum bilden oder zuerst komplexifizieren und es gilt
(Es)e = (Ec)s und analog auch (Ey)c = (Ec)u.
Somit folgt die Behauptung im reellen Fall.

]

Ein hyperbolischer Fluss kann eine Kontraktion (F, = {0}) oder eine
Expansion (E; = {0}) sein. Wir nennen Fy den stabilen Untervektorraum

und F, und instabilen Untervektorraum des Flusses e‘4.

3 Flussaquivalenzen

3.1 Einfithrung

Wir interessieren uns nun fiir die Phasenportéts von hyperbolischen linearen
Fliissen. Es stellt sich die Frage, ob es durch geeignete Basiswechsel mdg-
lich ist Sattel, Knoten und Spiralen in einander zu iiberfithren? Wir werden
zeigen, dass die Antwort darauf einzig von der Dimension der stabilen Un-
tervektorrdume abhingt. Dazu préazisieren wir nun den Begriff dquivalenter
Fliisse, indem wir drei verschiedene Klassifikationen einfiihren.

Definition 3.1. (topologische Flussdquivalenz) Seien ® und d zwei lokale
Fliisse auf den metrischen Riumen Q und Q mit den Definitionsbereichen
WcoRxQund W RxQ. & und © heiflen flussiquivalent, wenn es einen
orientierungserhaltenden Automorphismus a : R — R und einen Homdo-
morphismus ¥ von 0 auf Q qibt, sodass o x U ein Homoomorphismus von
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W oauf Woist und W o ® = ®o (a x U) auf W gilt.
Das Paar (o, W) heifit dann (topologische) Flussiquivalenz.

Hierbei ist o x U definiert durch
axVU:W->RxQ, (axV)(t,z)=(at), U(x))

Ist (o, ¥) eine Flussiquivalenz zwischen ® und ®, dann kommutieren
folgende zwei Diagramme:

Definition 3.2. (C'-Flussiquivalenz) Sind Q und offene Teilmengen vom
R™ und ist ¥ ein Diffeomorphismus, so heiffen ® und ® stetig differenzierbar
dquivalent und (o, W) ist eine C-Flussiquivalenz.

Definition 3.3. (Lineare Flussiquivalenz) Sind Q0 und Q}?anachn’iume und
wst U emn linearer Homdoomorphismus, so heiffen ® und ® linear dquivalent
und (o, W) ist eine lineare Flussiquivalenz.

Bemerkung 3.4.

(1) AufR hat ein orientierungserhaltender Automorphismus fir alle t € R
die Form a(t) = o -t mit einer positiven Zahl . Andersrum definiert
auch jedes a > 0 einen orientierungserhaltenden Automorphismus auf
R. Deswegen identifizieren wir im Folgenden den Automorphismus o
stets mit der durch thn bestimmten positiven Zahl.

(i) Flussiquivalenzen definieren Aquivalenzrelationen.

(iii) Ist (o, ) eine Flussdquivalenz, so bildet W die Orbits von ® auf die
Orbits von ® unter Erhaltung der Orientierung ab.
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3.2 Lineare Flussiquivalenzen

Satz 3.5. Seien A und B lineare Abbildungen auf endlichdimensionalen Vek-
torrdumen. Dann sind et und e'® genau dann linear flussiquivalent, wenn
ein o > 0 existiert, sodass A und aB die gleiche Jordannormalform haben.

Beweis. "=": Sei (a, ¥) eine lineare Flussiiquivalenz zwischen e und e*B.
Dann gilt fiir alle t e R

Uoeltd Vor. R etA — plepatByy — et\I/_l(aB)\Il

oV <&
Da der Generator eines Flusses eindeutig bestimmt ist, folgt A = U~ (aB)W.
U ist ein Homéomorphismus, d.h. vor allem ¥ € GL(E) und « > 0, also sind
A und aB dhnlich und wir erhalten mit den Resultaten aus der Linearen
Algebra, dass A und aB die gleiche Jordannormalform haben.

"<": Wenn A und aB die gleiche Jordannormalform haben, existiert ein
invertierbares W, sodass A = U~ (aB)W. Also sind €4 und e'P linear fluss-
dquivalent mit («, V). O

Man hétte Satz[3.5)auch so formulieren kénnen, dass A und B genau dann
linear flussdquivalent sind, wenn die Spektren von A und aB sowie die geo-
metrische und algebraische Vielfachheiten der Eigenwerte iibereinstimmen.
Der nichste Satz zeigt, dass die Klasse der C'-Flussiquivalenzen fiir lineare
Fliisse identisch ist mit der Klasse der linearen Flussdquivalenzen.

Satz 3.6. Die durch auf endlichdimensionalen Vektorrdumen definierten li-
nearen Abbildungen A und B generierten Flisse e!* und P sind genau dann
O -flussiquivalent, wenn sie linear flussiquivalent sind.

Beweis. "=": Seien e und /¥ C'-flussiquivalent mit (o, ¥). Dann fiihrt
der Diffeomorphismus ¥ € C'(E, E) den kritischen Punkt x=0 von e!4 in
einen kritischen Punkt ¥(0) = yo von €'? iiber:

0= €0 < U(0) = W0 = B W(0)
Wir definieren nun die Translation 7" mit T'(x) = = — yo, dann gilt
(T o \I/)(etAZL’) _ \IletAJ} —yp = eatB\I/({E> _ 6onfoO
= (T (2) — yo) = (T 0 V)(x)
Also ist (o, T o ¥) eine Flussiiquivalenz zwischen e und e'B.
Der Nullpunkt ist ein kritischer Punkt von 7o ¥ und C = (T o ¥)(0)
ist als Ableitung einer bijektiven, stetig differenzierbaren Abbildung, eine

invertierbare, lineare Abbildung, also ein Vektorraumisomorphismus. Dann
erhalten wir fiir alle ¢ € R durch Differenzieren nach x in x—=0
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(T o W)(e"))' =0 (eP(T 0 ¥)(@))'|a=0
P (T o \I/) (etA0> . 6tA — 6atB(T o \I/)I(O)
= C«etA — 6atBC

Somit ist («, C) eine lineare Flussiiquivalenz zwischen e und e'5.
"<": Wir wissen, dass lineare Abbildungen stetig differenzierbar sind. Wenn
U ein linearer Homoomorphismus ist, so ist auch die Umkehrabbildung von
U linear, demzufolge gilt die Behauptung.

O

3.3 Topologische Flussidquivalenzen

Als néchstes beschéiftigen wir uns mit der wesentlich schwierigeren Klassifi-
zierung linearer Fliisse, den topologischen Flussiquivalenzen. Dazu benotigen
wir die folgenden vorbereitenden Lemmata.

Lemma 3.7. Sei Ae L(E), R(c(A)) <0 und ® der von A erzeugte lineare
Fluss auf E. Mit der Hilbertnorm | - || auf E, fir die||e'”| < e™| gilt, ist

d : R xS - E\ {0}, (t,x) — (L, x)
auf R x ST =R x {w e E||z| =1} ein Homdomorphismus.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass d eine bijektive, stetige Abbildung von
R x S*! nach E\ {0} ist und kiimmern uns anschliefend um die Stetigkeit
der Umkehrabbildung.

Es gilt R(c(A)) < 0, also existiert ein o > 0, sodass R(c(A4)) < —a.

20 o5 existiert eine Hilbertnorm ||, sodass et < e ot firt=0
Sei y € E\ {0} beliebig, dann ist e’y # 0 fiir alle t € R. Betrachte nun

letyl < eyl fiirt =0 (1)
Hieraus folgt
Iyl = e e Ayl < e e y|  fiirt = 0.
Dies ist dquivalent zu
[yl = ely|  fir t <0. 2)

Wir betrachten die Grenzwerte

ey| >0 und e y| > o
v 6] —00
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Wegen dem Zwischenwertsatz gibt es ein ¢ € R mit ||e~*4y|| = 1. Also ist ®
surjektiv. Die Injektivitat ist klar, also ist o bijektiv. Die Stetigkeit erhalten
wir direkt aus der Stetigkeit von ®.

Um die Stetigkeit der Umkehrabbildung zu zeigen, betrachten wir eine belie-
bige konvergente Folge (yx) in £\ {0} mit Grenzwert y. Diese impliziert eine
Folge (t;) in R und eine Folge (z;) in S*! mit y;, = e'**2;. Da S*! kompakt
ist, besitzt (z;) eine konvergente Teilfolge in S*~!. Wir kompaktifizieren nun
R, in dem wir durch Erweiterung mit —o0, o0 von R zu R iibergehen. Also
konnen wir eine weitere Teilfolge von (¢;) auswéihlen, sodass diese im Kom-
paktum R konvergiert mit ¢, — t € R. Fiir t € R* gilt

. 23l .
| im (yz)[| = || lim (e"ap)| = [ %A lim g5, < e~ @ ME=ebe| lim ).
k—o0 k—00 k—0 k—00

< [yl <e™

Nach Voraussetzung ist y € F'\ {0}, also muss ¢ < oo sein. Analog erhalten
wir t > —o0. Also konvergiert das Bild jeder konvergenten Folge, also ist ® !
stetig.

O

Fiir das folgende Lemma ist es niitzlich zu wissen, dass fiir ein passendes
t e R gilt:
cbil(y) = (_t7 (I)(ta y))

Als néachstes wollen wir die Orbits einer Kontraktion "geradebiegen".

Lemma 3.8. Sei A € L(E) und R(c(A)) < 0. Dann ist et flussdquivalent
zu e "1 g mit einer Flussiquivalenz der Form (1, V).

Beweis. Nach Lemma [3.7] existiert eine Hilbertnorm | - | auf E, sodass wir
einen Homdomorphismus ® auf der zugehorigen Einheitssphire S™! definie-
ren konnen mit

P : Rx ST - E\{0}, (t,z) — O(t,x) = a

13



Sei S5 ! die Einheitssphiire beziiglich der urspriinglichen Norm | - |z von E.
Dann folgt wieder mit Lemma , dass die Einschriankung ®p des durch
—1 erzeugten linearen Flusses auf R x S ein Homdomorphismus ist mit

dp(t,z) = e ta.
Offensichtlich sind
. T . T

S st e~ und — SET ST e
B ] - ’ ||

zueinander inverse Homoomorphismen. Infolgedessen erhalten wir insgesamt,
dass auch ¥ = ®po (1 x =) o ¢! ein Homdomorphismus von E\ {0} auf
sich selbst ist. Man rechnet leicht nach, dass fiir z € £\ {0} gilt

et CI)(t,:B)
Y = ol

wobei |[®(t,z)| = 1. Ebenfalls durch Nachrechnen erhilt man die Umkehr-
abbildung von ¥ mit

|-l

U l(z) = @ <_ In(|z]z), ﬁ) fiir ¢ 0

Wir setzen sowohl ¥ also auch U~! im Nullpunkt mit 0 fort. Die Stetigkeit
bleibt dabei erhalten, denn fiir ein geeignetes 8 > —R(c(A)), wie in Satz
verlangt, gilt fiir ¢ < 0 : |2 < eP!|x|. Wegen |®(¢,2)| = 1 ist das
dquivalent zu et < ||z
= [ V(z)|p = ' =Sl = ¢ < 2|7 =70
|@(t, )]

Auch hier erhalten wir analog die Stetigkeit in 0 von W1
Letztendlich bleibt zu zeigen, dass (1, ¥) die gewiinschte Flussiquivalenz ist,
d.h.

Vod(t,z) = 'W(r) VzeFEteR

Fiir z € E'\ {0} existiert wegen [3.7| ein eindeutiges Paar (s,y) € R x S¥1 fiir
das x = ®(s,y) gilt. Folglich gilt

Vod(t,z)=TVodt,&(s,y)) =Vod(t+s,y)=e Y

lylle
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Zum Abschluss beweisen wir die zentrale Klassifikation hyperbolischer
linearer Fliisse. Wir definieren fiir A € L(E)

Aeos(A) Aeoy(A)

Satz 3.9. Zwei hyperbolische lineare Fliisse et und e'P sind genau dann
flussdquivalent, wenn m4(A) = m+(B) gilt.

Beweis. "<": Sei m_(A) = m_(B), dann ist wegen der Dimensionsformel
auch m, (A) = my(B). Nach Satz 2.5] existiert also eine direkte Summenzer-
legung von E in F, @ E,, welche €' in s @ !4« zerlegt.

Fiir Ay ist 0(A4) <0 5 et it flussdquivalent zu e *1g, mit (1, ¥,). Analog
folgt, dass e (4« flussiiquivalent zu e'lp, ist mit (1, ).

Wir zeigen nun, dass (1, U @ ¥,) eine Flussiquivalenz zwischen e’
e g, @elp, ist.

Seir=y+zmitye E, und z€ E,

(Ts@Vy) 0 (Pa, ®@Pa,))(t,z) = (Vs @ \IJU)(etAsy + etAuz)
= U, (e y) + U, (e 2)
=e "W, (y) + 'V, (2)
= (e "1y, ®e'Lp,)(t, Us(y) + Vu(2))
= (e'lp, ®e'lp,)(1 x U, V) (t, )

A und

Analog existiert eine direkte Summenzerlegung von E = E, @ E, mit e =
e!B: @ e!P+ und eine Flussiquivalenz (1, U, @ V¥, )zwischen e'? und e~t15 @
'l . Nach Voraussetzung ist m_(A) = m_(B), also dim(FE,) = dim(FE}),
also existiert ein Isomorphismus F, bzw F), zwischen E; und E, bzw. E, und
E,. Man verifiziert leicht, dass (1, Fy @ F,) eine Flussiquivalenz zwischen
e 'lp, ®e'lp, und e 'y @etly, ist. Da Flussiquivalenzen Aquivalenzre-
lationen sind, folgt aus der Transitivitit die Flussiquivalenz von ¢4 und e*®
mit (1, U, ®Y,) Lo (F,®F,)o (¥, ®V,)).

"=": Ist (a, V) eine Flussiiquivalenz zwischen e und e'®, so gilt

U(er) = e*PU(z) V(t,z)eRx E

= V[FE,] ¢ E,, aus Symmetrigriinden ist U~YE,] c E,, also ist E, = E,.
Damit bildet ¥ E; homdomorph auf s ab. Letztendlich folgt dim(FEy) =

dim(E;) aus dem Gebietsinvarianzsatz der Topologie.
[
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4 Abschlieiende Worte

Mit dem letzten Satz haben wir fast alle linearen Fliisse klassifiziert, denn fiir
fast alle A € L(E) gilt 0(A) = 05(A)uo,(A). Insbesondere sind hyperbolische
Fliisse flussdquivalent zum einfachen "mehrdimensionalen Sattel".

Wir konnen beispielsweise stabile Strudel in stabile Knoten iiberfiihren oder
instabile Knoten in instabile Strudel. Das folgende Diagramm veranschaulicht
die drei Bereiche, innerhalb welcher wir transformieren kénnen.

D=zo
det (A)
Spiralen Spiralen

Senken Quellen

Knoten Knoten
{O>o0,spur<o) (D>o,spur>o)

spur (A)

Zentren

Sattel

(det<o)
Bei hyperbolischen linearen Fliissen ist das neutrale Spektrum leer, also lie-
gen sie auferhalb des Bereiches, wo det(A) = 0 ist und fiir det(A) > 0 ist
spur(A) # 0. Das ist der Grund dafiir, dass sie durch sehr kleine Stérungen
keine dramatischen Anderungen in ihrem Verhalten aufweisen. Die endliche
Ausbreitungsgeschwindigkeit von Storungen kann man dann dhnlich wie bei
der Wellengleichung berechnen.
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