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1 Vorbereitungen

Zunächst möchte ich ein paar bereits bekannte Sätze präsentieren, um später
darauf zurückgreifen zu können. Die Beweise hierzu be�nden sich in [1] und
[2].
Im Folgenden betrachten wir stets endlichdimensionale K-Vektorräume E mit
Norm } � }E. Das Spektrum von A bezeichnen wir mit σpAq und wir schreiben
<pσpAqq   0, wenn <pλq   0 für alle λ P σpAq gilt. Insbesondere beinhaltet
σpAq im Fall K � R auch alle komplexen Eigenwerte von A. Des Weiteren
sei mpλq die algebraische Vielfachheit des Eigenwertes λ.

Satz 1.1. (Stabilitätskriterium) Für A P LpEq auf einem endlichdimensio-
nalen Banachraum E konvergiert expptAq in LpEq im Grenzwert t Ñ 8
genau dann gegen Null, wenn alle (komplexen) Eigenwerte von A negativen
Realteil haben.

Korollar 1.2. Für A P LpEq gilt genau dann <pσpAqq   0, wenn für jede
Lösung u � 0 von 9x � Ax

lim
tÑ�8

}uptq} � 8

Beweis. O�enbar ist uptq � etAx Lösung obiger Di�erentialgleichung. Für
x � 0 ist für t ¤ 0 uptq � e�|t|Ax

ñ }x} � }e|t|Auptq} ¤ }e|t|A}}uptq}

ô }e�|t|A}}x} ¤ }uptq} (1)

Nach 1.1 gilt 0 � limtÑ8 }e
|t|A} genau dann wenn <pσpAqq   0

ô 8 � lim
tÑ8

}e�|t|A}}x} � lim
tÑ�8

}e�|t|A}}x} ¤ }uptq}

Also folgt mit (1) dann

lim
tÑ�8

}uptq} � 8 ô <pσpAqq   0.

Korollar 1.3. Für jede Lösung u von 9x � Ax in E ist

lim
tÑ8

}uptq} � 8

genau dann, wenn <pσpAqq ¡ 0 gilt.
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Beweis. Ist λ P σpAq, so ist �λ P σp�Aq. Also gilt für �A <pσpAqq   0.
Wegen 1.2 ist das äquivalent dazu, dass

lim
tÑ8

}etp�Aq} � 0 ô lim
tÑ8

}e�tp�Aq} � 8

ô lim
tÑ8

}uptq} � lim
tÑ8

}etA} � 8

Satz 1.4. (Satz über die Hauptraumzerlegung) Sei F P EndkpV q und das
charakteristische Polynom

PF � �pt� λ1q
r1 . . . pt� λkq

rk

mit paarweise verschiedenen λ1, . . . , λk P K. Es sei Vi � HaupF, λiq � V für
jedes λi der Hauptraum. Dann gilt:

(i) F pViq � Vi und dimVi � ri für i � 1, . . . , k.

(ii) V � V1 ` . . .` Vk.

(iii) F hat eine Zerlegung F � FD � FN mit

(a) FD diagonalisierbar,

(b) FN nilpotent.

(c) FD � FN � FN � FD.

1.1 Komplexi�zierung

Wir betrachten den Fall eines endlichdimensionalen R-Vektorraums E. Die
Komplexi�zierung EC von E � pE, } � }q ist ein normierter C-Vektorraum.
Auf E � E wird die Multiplikation mit komplexen Skalaren γ � α � iβ P
C � R� iR de�niert durch

γz � pαx� βy, βx� αyq @ z � px, yq P E � E

und eine Norm durch

}z}EC � max
0¤ψ¤2π

}x cospψq � y sinpψq}.

O�enbar ist 1px, 0q � px, 0q, ipx, 0q � p0, xq und }px, 0q} � }x} für alle
x P E. Folglich können wir E mit E � 0 in EC identi�zieren und jedes
z � px, yq P E � E eindeutig in der Form z � x� iy darstellen.
Für A P LpEq ist die Komplexi�zierung AC de�niert durch

ACpx� iyq� Ax� iAy @x� iy P EC

AC ist ein Endomorphismus von EC und es gilt }AC}LpECq � }A}LpEq.
Auÿerdem folgt aus AnC � pAnqC, dass petAqC � etAC gilt.
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2 Hyperbolische Lineare Flüsse

2.1 Einführung

Wir betrachten die Verallgemeinerung auf einen beliebigen K-Vektorraum E
der Dimension m   8 mit Norm } � }E. Für A P LpEq sei etA der von A
erzeugte lineare Fluss auf E

Φ : R� E Ñ E, pt, xq ÞÑ etAx.

Der Nullpunkt von etA ist ein kritischer Punkt und heiÿt

Senke Quelle
limtÑ8 e

tAx � 0 limtÑ�8 e
tAx � 0

<pσpAqq   0 <pσpAqq ¡ 0 vgl. 1.1
etA heiÿt Kontraktion etA heiÿt Expansion

Lemma 2.1. Für A P LpEq und α P R gelte <pσpAqq   α. Dann existiert
eine Hilbertnorm } � } auf E mit

}etA} ¤ eαt @t P R�.

Beweis. Wir betrachten zuerst den Fall für K � C. Dann zerfällt das cha-
rakteristische Polynom von A in Linearfaktoren und mit einem geeigneten
Basiswechsel lässt sich A darstellen als D�N (vgl. 1.4) mit einer diagonalen
Matrix

D � diagpλ1, . . . , λ1, λ2, . . . , λ2, . . . , λk, . . . , λkq � diagpµ1, . . . , µmq

und einer nilpotenten Matrix N, deren Einträge auf der oberen Nebendia-
gonale 0 oder 1 sind. Wähle eine Basis B̃ � te1, . . . , emu von E so, dass
Nej � ej�1 oder 0 gilt. Nun ersetze man aj � δjej, damit istB � ta1, . . . , amu
wieder eine Basis von E und es gilt Naj � δaj�1 oder 0. Bezüglich B hat N
in den Einträgen der oberen Nebendiagonale 0 oder δ.

}N}� max
}x}2�1

}Nx}2 � max
}x}2�1

}pδx2, . . . , δxm, 0q}2 � δ
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}D}2 � max
}x}2�1

}Dx}2
2 � max

}x}2�1
}D

m̧

j�1

αjaj}2
2 � max

}x}2�1
}
m̧

j�1

αjµjaj}2
2

� max
}x}2�1

m̧

i�1

m̧

j�1

αjαiµjµi<aj, ai> � max
}x}2�1

m̧

j�1

α2
jµ

2
jδ

2j

¤ max
}x}2�1

pmax
j
µ2
j

m̧

j�1

α2
jδ

2jq � max
j
|µj|

2 max
}x}2�1

<x, x> � max
j�1,...,m

|µj|
2

ñ }etD} � max
j�1,...,m

|etµj |
|eit=pµjq�1|
ùùùùùùùù max

j�1,...,m
|et<pµjq|

Wähle also ε   α �max<pσpAqq und δ P p0, εq. Dann folgt für t P R�

}etA} � }etD�tN} � }etDetN} ¤ }etD} � }etN} ¤ etpα�εqetε � eαt

Im Fall von K � R führen wir die Komplexi�zierung von A auf AC durch.
Da der Realteil eines komplexen Skalarproduktes ein reelles Skalarprodukt
ist, induziert eine Hilbertnorm } � }EC der Komplexi�zierung EC stets eine
Hilbertnorm } � }Eauf E. Auÿerdem ist }Ax}E � }ACx}EC , also können wir
obige Aussagen auf die Komplexi�zierung anwenden.

Korollar 2.2. (i) Gilt <pσpAqq   α, so existiert eine Konstante β ¥ 0
mit

}etA}E ¤ βeαt @t ¥ 0

(ii) Gilt <pσpAqq ¡ α, so existiert eine Konstante γ ¡ 0 mit

}etAx}E ¥ γeαt}x}E @x P E und t ¥ 0

Beweis. (i) Wegen der Äquivalenz aller Normen auf endlichdimensionalen
Räumen existiert ein β ¡ 0, sodass

}etA}E ¤ β}etA}
2.1

¤ βeαt @t P R�

(ii) Es gilt <pσpAqq ¡ αô �<pσpAqq   �αô <pσp�Aqq   �α.
Also folgt mit 2.1 für t ¥ 0, dass }etp�Aq} ¤ e�αt.

}x} � }e�tA�tAx} ¤ }e�tA}}etAx} ¤ e�αt}etAx}

ô }etAx} ¥ e�αt}x}

Dann folgt die Behauptung wegen der Äqivalenz der Normen.
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Satz 2.3. Es sei A P LpEq. Dann sind äquivalent:

(i) Der Nullpunkt ist eine Senke.

(ii) Dα ¡ 0, β ¥ 0: }etAx}E ¤ βe�αt}x}E @ t ¥ 0 und x P E.

(iii) Es existieren eine Hilbertnorm } � } auf E und α ¡ 0 mit }etA} ¤ e�αt

und t ¥ 0.

Ebenso äquivalent sind:

(i') Der Nullpunkt ist eine Quelle.

(ii') Dα ¡ 0, β ¡ 0 mit }etAx}E ¥ βeαt}x}E @t ¥ 0, x P E.

(iii') Es existieren eine Hilbertnorm } � } und α ¡ 0 mit }etAx} ¥ eαt}x} für
t ¥ 0.

Beweis. (i) ñ (ii): Der Nullpunkt sei eine Senke.
Def
ô @ x P E z t0u limtÑ8 e

tAx � 0
1.1
ô <pσpAqq   0
ô D α ¡ 0 : <pσpAqq   �α
2.2
ñ D β ¥ 0 : }etA}E ¤ βe�αt für t ¥ 0, x P E
ô (ii) D β ¡ 0 : }etAx}E ¤ }etA}E}x}E ¤ βe�αt}x}E für t ¥ 0, x P E
(ii) ñ (iii): Wegen der Äquivalenz der Normen existiert eine Hilbertnorm

} � } mit }etA} ¤ 1
β
}etA}E

piiq

¤ e�αt für t ¥ 0

(iii) ñ (i): }etAx} ¤ }etA}}x} ¤ e�αt}x}
tÑ8
Ñ 0

ñ etAx
tÑ8
Ñ 0 für t ¥ 0, x P E

ñ (i) Der Nullpunkt ist eine Senke.
Der Beweis für (i')ô(ii')ô(iii') läuft analog. Im Schritt von (iii')ñ(i')
verwendet man

etAx
tÑ8
Ñ 8 ñ <pσpAqq ¡ 0.
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2.2 Hyperbolische lineare Flüsse

Für A P LpEq zerlegen wir nun das Spektrum σpAq disjunkt in

σpAq � σspAq Y σnpAq Y σupAq

in das �stabile Spektrum�: σspAq � tλ P σpAq | <pλq   0u,
in das �neutrale Spektrum�: σnpAq � tλ P σpAq | <pλq � 0u,
in das �instabile Spektrum�: σupAq � tλ P σpAq | <pλq ¡ 0u.

De�nition 2.4. Der von A erzeugte Fluss etA heiÿt hyperbolisch, wenn
σnpAq � H, also

σpAq � σspAq Y σupAq.

Nun führen wir die mehrdimensionale Verallgemeinerung des zweidimen-
sionalen Sattels durch.

Satz 2.5. Sei etA ein hyperbolischer linearer Fluss. Dann existiert eine Zer-
legung

E � Es ` Eu mit A � As ` Au und etA � etAs ` etAu ,

derart, dass etAs eine Kontraktion und etAu eine Expansion ist. Diese Zerle-
gung ist eindeutig mit

dimpEsq �
¸

λPσspAq

mpλq und dimpEuq �
¸

λPσupAq

mpλq

Beweis. Im komplexen Fall zerlegen wir E in die eindeutigen Haupträume
Eλ von A, d.h. E � Es ` Eu mit

Es �
à

λPσspAq

Eλ Eu �
à

λPσupAq

Eλ Eλ � tx P E | pA� λqmpλqx � 0u.

Dies wiederum zerlegt A � As`Au zerlegt und damit auch etA � etAs`etAu .
Aus dem Stabilitätskriterium 1.1 ergibt sich, dass etAs eine Kontraktion und
etAu eine Expansion ist. Aus dem Satz über die Hauptraumzerlegung und der
De�nition von direkten Summen folgt die Formel für die Dimension von Es
und Eu.
Für die Eindeutigkeit betrachten wir eine weitere Zerlegung von E � E1`E2,
sodass etA1 eine Kontraktion und etA2 eine Expansion ist.
Wir wollen zeigen, dass Es � E1 ist. Sei dazu x P E1 beliebig. Dann existiert
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eine eindeutige Darstellung x � y � z mit y P Es und z P Eu. Um zu zeigen,
dass z � 0 ist, betrachten wir zunächst

etAx � etA1x� etA2xljhn
�0

� etA1x
tÑ8
Ñ 0.

Sei Pu die kanonische Projektion von E auf Eu. Dann ist

etAz � etAPupxq � Pupe
tAxljhn
t
Ñ
8

0

q
tÑ8
Ñ 0

Da Au eine Expansion ist und somit der Nullpunkt eine Quelle, existieren
α ¡ 0 und β ¡ 0 mit

}z}βeαt ¤ }etAuz} � }etAz}
tÑ8
Ñ 0

Daraus folgt }z} � 0, also z � 0 und E1 � Es. Aus Symmetriegründen folgt
E1 � Es.
Sei nun x P E2. Wir zerlegen x wieder in x � y � z mit y P Es und z P Eu.
Dann gilt

etAx � etA2x
t
Ñ
�8

0

Damit erhalten analog zum obigen Fall

etAy � etAPsx � Pse
tAx

t
Ñ
�8

0

Für t   0 gilt dann etA � e|t|p�Asq. Wegen σp�Asq � �σpAsq erhalten wir
aus 2.3

βeα|t|}y} � }e|t|p�Asqy} � }etAy}
t
Ñ
�8

0,

weswegen y � 0 und E2 � Eu ist. Aus Symmetriegründen folgt Eu � E2.
Damit haben wir die Eindeutigkeit der Zerlegung gezeigt.
Im reellen Fall betrachten wir wieder die Komplexi�zierung von A bzw. E.
Wir zerlegen EC und AC wie oben und setzen

Es � pECqs X E und Eu � pECqu X E

Es bleibt zu zeigen, dass

pECqs � pEsqC und pECqu � pEuqC.

Die Eigenwerte von AC sind entweder reell oder sie treten in komplex kon-
jugierten Paaren auf, d.h. für alle Eigenwerte λj mit =pλjq � 0 ist auch λj
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Eigenwert von AC. Nun betrachte man für jeden reellen Eigenwert λj den
Hauptraum HaupAC, λjq und für jedes Paar komplex konjugierter Eigenwer-
te tλj, λju die Summe der Haupträume HaupAC, λjq `HaupAC, λjq.
Dann gilt für x P pHaupAC, λjq`HaupAC, λjqqXE nach De�nition der Kom-
plexi�zierung von A etAx � etACx.
Ist z � a� ib P pHaupAC, λjq`HaupAC, λjqq, so folgt dass auch z̄ � a� ib P
pHaupAC, λjq `HaupAC, λjqq ist.
Dementsprechend sind a � z�z̄

2
und b � z�z̄

2i
Elemente von EXpHaupAC, λjq`

HaupAC, λjqq. Wenn etAC eine Kontraktion auf pHaupAC, λjq`HaupAC, λjqq
ist, ist etA ebenfalls eine Kontraktion auf pHaupAC, λjq `HaupAC, λjqq XE,
denn

etAa � etACa � etAC
z � z̄

2
und etAb � etACb � etAC

z � z̄

2i
.

Folglich ist sowohl <pzq als auch =pzq im stabilen Untervektorraum von E.
Der Fall für ein z aus dem Hauptraum zu einem reellen Eigenwert von AC
verläuft analog. Also macht es keinen Unterschied, ob wir zuerst den stabilen
bzw. instabilen Unterraum bilden oder zuerst komplexi�zieren und es gilt
pEsqC � pECqs und analog auch pEuqC � pECqu.
Somit folgt die Behauptung im reellen Fall.

Ein hyperbolischer Fluss kann eine Kontraktion (Eu � t0u) oder eine
Expansion (Es � t0u) sein. Wir nennen Es den stabilen Untervektorraum
und Eu und instabilen Untervektorraum des Flusses etA.

3 Flussäquivalenzen

3.1 Einführung

Wir interessieren uns nun für die Phasenportäts von hyperbolischen linearen
Flüssen. Es stellt sich die Frage, ob es durch geeignete Basiswechsel mög-
lich ist Sattel, Knoten und Spiralen in einander zu überführen? Wir werden
zeigen, dass die Antwort darauf einzig von der Dimension der stabilen Un-
tervektorräume abhängt. Dazu präzisieren wir nun den Begri� äquivalenter
Flüsse, indem wir drei verschiedene Klassi�kationen einführen.

De�nition 3.1. (topologische Flussäquivalenz) Seien Φ und Φ̃ zwei lokale
Flüsse auf den metrischen Räumen Ω und Ω̃ mit den De�nitionsbereichen
W � R�Ω und W̃ � R� Ω̃. Φ und Φ̃ heiÿen �ussäquivalent, wenn es einen
orientierungserhaltenden Automorphismus α : R Ñ R und einen Homöo-
morphismus Ψ von Ω auf Ω̃ gibt, sodass α � Ψ ein Homöomorphismus von
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W auf W̃ ist und Ψ � Φ � Φ̃ � pα �Ψq auf W gilt.
Das Paar pα,Ψq heiÿt dann (topologische) Flussäquivalenz.

Hierbei ist α �Ψ de�niert durch

α �Ψ : W Ñ R� Ω , pα �Ψqpt, xq � pαptq,Ψpxqq

Ist pα,Ψq eine Flussäquivalenz zwischen Φ und Φ̃, dann kommutieren
folgende zwei Diagramme:

De�nition 3.2. (C1-Flussäquivalenz) Sind Ω und Ω̃ o�ene Teilmengen vom
Rn und ist Ψ ein Di�eomorphismus, so heiÿen Φ und Φ̃ stetig di�erenzierbar
äquivalent und pα,Ψq ist eine C1-Flussäquivalenz.

De�nition 3.3. (Lineare Flussäquivalenz) Sind Ω und Ω̃ Banachräume und
ist Ψ ein linearer Homöomorphismus, so heiÿen Φ und Φ̃ linear äquivalent
und pα,Ψq ist eine lineare Flussäquivalenz.

Bemerkung 3.4.

(i) Auf R hat ein orientierungserhaltender Automorphismus für alle t P R
die Form αptq � α � t mit einer positiven Zahl α. Andersrum de�niert
auch jedes α ¡ 0 einen orientierungserhaltenden Automorphismus auf
R. Deswegen identi�zieren wir im Folgenden den Automorphismus α
stets mit der durch ihn bestimmten positiven Zahl.

(ii) Flussäquivalenzen de�nieren Äquivalenzrelationen.

(iii) Ist pα,Ψq eine Flussäquivalenz, so bildet Ψ die Orbits von Φ auf die
Orbits von Φ̃ unter Erhaltung der Orientierung ab.
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3.2 Lineare Flussäquivalenzen

Satz 3.5. Seien A und B lineare Abbildungen auf endlichdimensionalen Vek-
torräumen. Dann sind etA und etB genau dann linear �ussäquivalent, wenn
ein α ¡ 0 existiert, sodass A und αB die gleiche Jordannormalform haben.

Beweis. "ñ": Sei pα,Ψq eine lineare Flussäquivalenz zwischen etA und etB.
Dann gilt für alle t P R

Ψ � etA
V or.
� eαtB �Ψ ô etA � Ψ�1eαtBΨ � etΨ

�1pαBqΨ

Da der Generator eines Flusses eindeutig bestimmt ist, folgt A � Ψ�1pαBqΨ.
Ψ ist ein Homöomorphismus, d.h. vor allem Ψ P GLpEq und α ¡ 0, also sind
A und αB ähnlich und wir erhalten mit den Resultaten aus der Linearen
Algebra, dass A und αB die gleiche Jordannormalform haben.
"ð": Wenn A und αB die gleiche Jordannormalform haben, existiert ein
invertierbares Ψ, sodass A � Ψ�1pαBqΨ. Also sind etA und etB linear �uss-
äquivalent mit pα,Ψq.

Man hätte Satz 3.5 auch so formulieren können, dass A und B genau dann
linear �ussäquivalent sind, wenn die Spektren von A und αB sowie die geo-
metrische und algebraische Vielfachheiten der Eigenwerte übereinstimmen.
Der nächste Satz zeigt, dass die Klasse der C1-Flussäquivalenzen für lineare
Flüsse identisch ist mit der Klasse der linearen Flussäquivalenzen.

Satz 3.6. Die durch auf endlichdimensionalen Vektorräumen de�nierten li-
nearen Abbildungen A und B generierten Flüsse etA und etB sind genau dann
C1-�ussäquivalent, wenn sie linear �ussäquivalent sind.

Beweis. "ñ": Seien etA und etB C1-�ussäquivalent mit pα,Ψq. Dann führt
der Di�eomorphismus Ψ P C1pE, Ẽq den kritischen Punkt x=0 von etA in
einen kritischen Punkt Ψp0q � y0 von etB über:

0 � etA0 ô Ψp0q � ΨetA0 � eαtBΨp0q

Wir de�nieren nun die Translation T mit T pxq � x� y0, dann gilt

pT �ΨqpetAxq � ΨetAx� y0 � eαtBΨpxq � eαtBy0

� eαtBpΨpxq � y0q � eαtBpT �Ψqpxq

Also ist pα, T �Ψq eine Flussäquivalenz zwischen etA und etB.
Der Nullpunkt ist ein kritischer Punkt von T � Ψ und C � pT � Ψq1p0q
ist als Ableitung einer bijektiven, stetig di�erenzierbaren Abbildung, eine
invertierbare, lineare Abbildung, also ein Vektorraumisomorphismus. Dann
erhalten wir für alle t P R durch Di�erenzieren nach x in x=0
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ppT �ΨqpetAxqq1|x�0 � peαtBpT �Ψqpxqq1|x�0

ô pT �ΨqpetA0q � etA � eαtBpT �Ψq1p0q
ô CetA � eαtBC

Somit ist pα,Cq eine lineare Flussäquivalenz zwischen etA und etB.
"ð": Wir wissen, dass lineare Abbildungen stetig di�erenzierbar sind. Wenn
Ψ ein linearer Homöomorphismus ist, so ist auch die Umkehrabbildung von
Ψ linear, demzufolge gilt die Behauptung.

3.3 Topologische Flussäquivalenzen

Als nächstes beschäftigen wir uns mit der wesentlich schwierigeren Klassi�-
zierung linearer Flüsse, den topologischen Flussäquivalenzen. Dazu benötigen
wir die folgenden vorbereitenden Lemmata.

Lemma 3.7. Sei A P LpEq, <pσpAqq   0 und Φ der von A erzeugte lineare
Fluss auf E. Mit der Hilbertnorm } � } auf E, für die }etA} ¤ eαt gilt, ist

Φ̂ : R� Sd�1 Ñ E z t0u, pt, xq ÞÑ Φpt, xq

auf R� Sd�1 � R� tx P E |}x} � 1u ein Homöomorphismus.

Beweis. Wir zeigen zunächst, dass Φ̂ eine bijektive, stetige Abbildung von
R � Sd�1 nach E z t0u ist und kümmern uns anschlieÿend um die Stetigkeit
der Umkehrabbildung.
Es gilt <pσpAqq   0, also existiert ein α ¡ 0, sodass <pσpAqq   �α.
2.1
ñ es existiert eine Hilbertnorm } � }, sodass }etA} ¤ e�αt für t ¥ 0
Sei y P E z t0u beliebig, dann ist etAy � 0 für alle t P R. Betrachte nun

}etAy} ¤ e�αt}y} für t ¥ 0 (1)

Hieraus folgt

}y} � }etAe�tAy} ¤ e�αt}e�tAy} für t ¥ 0.

Dies ist äquivalent zu

}etAy} ¥ e�αt}y} für t ¤ 0. (2)

Wir betrachten die Grenzwerte

e�αt}y}
t
Ñ
8

0 und e�αt}y}
t
Ñ
�8

8

12



Wegen dem Zwischenwertsatz gibt es ein t P R mit }e�tAy} � 1. Also ist Φ̂
surjektiv. Die Injektivität ist klar, also ist Φ̂ bijektiv. Die Stetigkeit erhalten
wir direkt aus der Stetigkeit von Φ.
Um die Stetigkeit der Umkehrabbildung zu zeigen, betrachten wir eine belie-
bige konvergente Folge pykq in E z t0u mit Grenzwert y. Diese impliziert eine
Folge ptkq in R und eine Folge pxkq in Sd�1 mit yk � etkAxk. Da Sd�1 kompakt
ist, besitzt pxkq eine konvergente Teilfolge in Sd�1. Wir kompakti�zieren nun
R, in dem wir durch Erweiterung mit �8,8 von R zu R̄ übergehen. Also
können wir eine weitere Teilfolge von ptkq auswählen, sodass diese im Kom-
paktum R̄ konvergiert mit tk Ñ t P R̄. Für t P R̄� gilt

} lim
kÑ8

pykq} � } lim
kÑ8

petkAxkq} � }elimkÑ8 tkA lim
kÑ8

xk}
2.3
¤ e�α limkÑ8 tk} lim

kÑ8
xk}.

ô }y} ¤ e�αt

Nach Voraussetzung ist y P E z t0u, also muss t   8 sein. Analog erhalten
wir t ¡ �8. Also konvergiert das Bild jeder konvergenten Folge, also ist Φ�1

stetig.

Für das folgende Lemma ist es nützlich zu wissen, dass für ein passendes
t P R gilt:

Φ�1pyq � p�t,Φpt, yqq.

Als nächstes wollen wir die Orbits einer Kontraktion "geradebiegen".

Lemma 3.8. Sei A P LpEq und <pσpAqq   0. Dann ist etA �ussäquivalent
zu e�t1E mit einer Flussäquivalenz der Form p1,Ψq.

Beweis. Nach Lemma 3.7 existiert eine Hilbertnorm } � } auf E, sodass wir
einen Homöomorphismus Φ̂ auf der zugehörigen Einheitssphäre Sd�1 de�nie-
ren können mit

Φ̂ : R� Sd�1 Ñ E z t0u, pt, xq ÞÑ Φpt, xq � etAx

13



Sei Sd�1
E die Einheitssphäre bezüglich der ursprünglichen Norm } � }E von E.

Dann folgt wieder mit Lemma 3.7, dass die Einschränkung Φ̂E des durch
�1E erzeugten linearen Flusses auf R� Sd�1

E ein Homöomorphismus ist mit

Φ̂Ept, xq � e�tx.

O�ensichtlich sind
�

} � }E
: Sd�1 Ñ Sd�1

E , x ÞÑ
x

}x}E
und

�

} � }
: Sd�1

E Ñ Sd�1, x ÞÑ
x

}x}

zueinander inverse Homöomorphismen. Infolgedessen erhalten wir insgesamt,
dass auch Ψ � Φ̂E � p1�

�
}�}E

q � Φ̂�1 ein Homöomorphismus von E z t0u auf
sich selbst ist. Man rechnet leicht nach, dass für x P E z t0u gilt

Ψpxq � et
Φpt, xq

}Φpt, xq}E
,

wobei }Φpt, xq} � 1. Ebenfalls durch Nachrechnen erhält man die Umkehr-
abbildung von Ψ mit

Ψ�1pxq � Φ

�
� lnp}x}Eq,

x

}x}



für t � 0

Wir setzen sowohl Ψ also auch Ψ�1 im Nullpunkt mit 0 fort. Die Stetigkeit
bleibt dabei erhalten, denn für ein geeignetes β ¡ �<pσpAqq, wie in Satz
2.3 verlangt, gilt für t ¤ 0 : }etAx} ¤ e�βt}x}. Wegen }Φpt, xq} � 1 ist das
äquivalent zu eβt ¤ }x}

ñ }Ψpxq}E � }et
Φpt, xq

}Φpt, xq}E
}E � et ¤ }x}

1
β
xÑ0
Ñ 0

Auch hier erhalten wir analog die Stetigkeit in 0 von Ψ�1.
Letztendlich bleibt zu zeigen, dass p1,Ψq die gewünschte Flussäquivalenz ist,
d.h.

Ψ � Φpt, xq � e�tΨpxq @x P E, t P R
Für x P E z t0u existiert wegen 3.7 ein eindeutiges Paar ps, yq P R� Sd�1, für
das x � Φps, yq gilt. Folglich gilt

Ψ � Φpt, xq � Ψ � Φpt,Φps, yqq � Ψ � Φpt� s, yq � e�ps�tq
y

}y}E

� e�t
�
e�s

y

}y}E



� e�t

�
e�s

Φp�s, xq

}Φp�s, xq}E



� e�tΨpxq
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Zum Abschluss beweisen wir die zentrale Klassi�kation hyperbolischer
linearer Flüsse. Wir de�nieren für A P LpEq

m�pAq �
¸

λPσspAq

mpλq m�pAq �
¸

λPσupAq

mpλq

Satz 3.9. Zwei hyperbolische lineare Flüsse etA und etB sind genau dann
�ussäquivalent, wenn m�pAq � m�pBq gilt.

Beweis. "ð": Sei m�pAq � m�pBq, dann ist wegen der Dimensionsformel
auch m�pAq � m�pBq. Nach Satz 2.5 existiert also eine direkte Summenzer-
legung von E in Es ` Eu, welche etA in etAs ` etAu zerlegt.

Für As ist σpAsq   0
3.8
ñ etAs ist �ussäquivalent zu e�t1Es mit p1,Ψsq. Analog

folgt, dass e�tp�Auq �ussäquivalent zu et1Eu ist mit p1,Ψuq.
Wir zeigen nun, dass p1,Ψs ` Ψuq eine Flussäquivalenz zwischen etA und
e�t1Es ` et1Eu ist.
Sei x � y � z mit y P Es und z P Eu

ppΨs `Ψuq � pΦAs ` ΦAuqqpt, xq � pΨs `Ψuqpe
tAsy � etAuzq

� Ψspe
tAsyq �Ψupe

tAuzq

� e�tΨspyq � etΨupzq

� pe�t1Es ` et1Euqpt,Ψspyq �Ψupzqq

� pe�t1Es ` et1Euqp1�Ψs `Ψuqpt, xq

Analog existiert eine direkte Summenzerlegung von E � Ēs ` Ēu mit etB �
etBs ` etBu und eine Flussäquivalenz p1, Ψ̄s ` Ψ̄uqzwischen etB und e�t1Ēs `
et1Ēu . Nach Voraussetzung ist m�pAq � m�pBq, also dimpEsq � dimpĒsq,
also existiert ein Isomorphismus Fs bzw Fu zwischen Es und Ēs bzw. Eu und
Ēu. Man veri�ziert leicht, dass p1, Fs ` Fuq eine Flussäquivalenz zwischen
e�t1Es ` et1Eu und e�t1Ēs ` et1Ēu ist. Da Flussäquivalenzen Äquivalenzre-
lationen sind, folgt aus der Transitivität die Flussäquivalenz von etA und etB

mit p1, pΨ̄s ` Ψ̄uq
�1 � pFs ` Fuq � pΨs `Ψuqq.

"ñ": Ist pα,Ψq eine Flussäquivalenz zwischen etA und etB, so gilt

ΨpetAxq � eαtBΨpxq @ pt, xq P R� E

ñ ΨrEss � Ēs, aus Symmetrigründen ist Ψ�1rĒss � Es, also ist Es � Ēs.
Damit bildet Ψ Es homöomorph auf Ēs ab. Letztendlich folgt dimpEsq �
dimpĒsq aus dem Gebietsinvarianzsatz der Topologie.
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4 Abschlieÿende Worte

Mit dem letzten Satz haben wir fast alle linearen Flüsse klassi�ziert, denn für
fast alle A P LpEq gilt σpAq � σspAqYσupAq. Insbesondere sind hyperbolische
Flüsse �ussäquivalent zum einfachen "mehrdimensionalen Sattel".
Wir können beispielsweise stabile Strudel in stabile Knoten überführen oder
instabile Knoten in instabile Strudel. Das folgende Diagramm veranschaulicht
die drei Bereiche, innerhalb welcher wir transformieren können.

Bei hyperbolischen linearen Flüssen ist das neutrale Spektrum leer, also lie-
gen sie auÿerhalb des Bereiches, wo detpAq � 0 ist und für detpAq ¡ 0 ist
spurpAq � 0. Das ist der Grund dafür, dass sie durch sehr kleine Störungen
keine dramatischen Änderungen in ihrem Verhalten aufweisen. Die endliche
Ausbreitungsgeschwindigkeit von Störungen kann man dann ähnlich wie bei
der Wellengleichung berechnen.
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