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Kapitel 1

Differenzierbare Mannigfaltigkeiten

In diesem Abschnitt fithren wir den Begriff der Mannigfaltigkeit ein. Dieser Begriff er-
laubt es die Differential- und Integralrechnung auf viele Fragestellungen anzuwenden.
Er beschreibt geometrische Gebilde, die lokal wie offene Teilmengen des R™ aussehen,
aber global auf sehr vielfiltige Weise verklebt sein kénnen. Entsprechend werden wir
einerseits die lokale Differential- und Integrationsrechnung anwenden und weiterent-
wickeln und andererseits auf neue globale Fragestellungen stoflen.

1.1 Zusammenhingende Komponenten
Zunéchst weiderholen wir die Begriffsbildung von metrischen Rdumen.

Definition 1.1. (Metrik auf einer Menge X) FEine Metrik (oder Abstandsfunktion) ist
eine Abbildung d: X x X — R, (z,y) — d(x,y) mit drei Figenschaften

(i) d(xz,y) >0 fir alle x,y € X und d(z,y) =0 x =1y (Positivitit).
(ii) d(z,y) =d(y,xz) (Symmetrie).
(iii) d(z,y) < d(x,z) 4+ d(z,y) fir alle x,y,z € X (Dreiecksungleichung).

0 firz=y

Beispiel 1.2. (i) auf jeder Menge X definiert d(x,y) =
1 firx+#vy

die sogenannte diskrete Metrik.
(ii) AufR definiert d(x,y) = |x — y| eine Metrik.

(iii) Auf C definiert d(z,y) = |x — y| eine Metrik.
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6 KAPITEL 1. DIFFERENZIERBARE MANNIGFALTIGKEITEN

(iv) Auf jeder nicht leeren Teilmenge A C X eines metrischen Raumes (X, d) definiert
die Einschrinkung von d auf A x A — R eine Metrik.

(v) Auf dem kartesischen Produkt zweier metrischer Raume definiert die Summe bei-
der Metriken eine Metrik. Sie heiffit Metrik des kartesischen Produktes.

(vi) Die Einschrinkung der Metrik (ii) auf die Vereinigung der inversen der natiirli-
chen Zahlen mit {0} definiert eine Metrik auf N = NU{oo} ~ {X | n € N}U{0}:

d(n,m) = In=m| d(oco,n) = d(n, 00) ! d(oco,00) =0 fiir alle n,m € N.
nm n
Definition 1.3. (offener Ball, Umgebung, offene Menge) Fin offener Ball in (X, d)
mit Zentrum x € X und Radius r > 0 ist die Menge B(z,r) ={y € X | d(z,y) < r}.
Eine Umgebung eines Punktes v € X st eine Menge O C X, die fiir ein r > 0 einen
Ball B(z,r) enthdlt. Eine offene Menge O C X ist eine Teilmenge, die eine Umgebung
aller ihrer Punkte ist, d.h. fir alle x € O gibt es ein € > 0 mit B(x,€) C O.

Beispiel 1.4. In R besteht der Ball B(z,r) aus (x —r,x +1). Im R™ besteht der Ball
B(z,r) aus allen Punkten, deren euklidischer Abstand zu x kleiner ist als r.

Alle offenen Bélle B(z,r) sind offenbar Umgebungen von z. Fir y € B(x,r) ist
d(z,y) < r.Sei z € B(y,r — d(x,y)). Dann gilt d(z,2) < d(z,y) + d(y,z) < r, also
auch B(y,r — d(x,y)) C B(z,r). Deshalb sind die offenen Bélle tatséchlich offen.

Offenbar ist die beliebige Vereinigung von offenen Mengen wieder offen. Fiir zwei
offene Mengen O und O’ und x € ONO’ gibt es r > 0 und 7’ > 0 mit B(x,r) C O und
B(z,r") C O'. Also ist B(x,min{r,r'}) C B(x,r)NB(x,r") C ONO’, und ON O’ offen.
Damit ist auch die Schnittmenge von endlich vielen offenen Mengen wieder offen.

Definition 1.5. (abgeschlossene Mengen, Abscleuss} Die Komplemente von offenen
Mengen heiflen abgeschlossen. Der Abschluss A eine Menge A ist die Schnittmenge
aller abgeschlossenen Mengen, die A enthalten.

Wegen der Regel von de Morgan, sind beliebige Schnitte und endliche Vereinigungen
von abgeschlossenen Mengen wieder abgeschlossen. Deshalb ist eine Menge genau dann
abgeschlossen, wenn sie mit ihrem Abschluss iibereinstimmt.

Die Schnittmengen von den offenen Teilmengen eines metrischen Raumes (X, d)
mit einer Teilmenge A C X bilden dann die offenen Teilmengen des metrischen Unter-
raumes (A, d), und die Schnittmengen von abgeschlossenen Teilmengen von X mit A
die abgeschloessene Teilmengen von (A, d).
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Definition 1.6. FEin metrischer Raum X heifit zusammenhdngend, wenn die einzigen
Teilmengen von X, die sowohl abgeschlossen als auch offen sind, die leere Menge und
der ganze Raum X sind. Er heifit lokal zusammenhdngend, wenn fir jedes x € X jede
Umgebung von z eine zusammenhdngende Umgebung von x enthdlt.

Satz 1.7. FEine Teilmenge der reellen Zahlen R ist genau dann zusammenhdngend,
wenn sie ein (beschrinktes oder unbeschrinktes) Intervall ist. Insbesondere ist also R
sowohl zusammenhdngend als auch lokal zusammenhdngend.

Beweis: Sei A C R eine zusammenhéngende Teilmenge. Dann enthélt A mit je zwei
Punkten a < b € R auch das Intervall [a,b]. Wenn ndmlich a < b zwei Elemente sind
und x ¢ A fiir ein = € (a,b), dann sind die Teilmengen

(—o0,2) N A= (—oo,z]NAund (z,00)NA=[r,00)NA

jeweils offen und abgeschlossen. Also ist dann A nicht zusammenhéngend. Dann ist A
eines der Intervalle (inf A, sup A), [inf A, sup A), (inf A, sup A] und [inf A, sup A].

Sei umgekehrt I C R ein Intervall und I = A U B eine disjunkte Vereinigung von
offenen und abgeschlossenen nichtleeren Teilmengen A und B von I. Sei a € A und
b € B mit a < b. Dann ist [a,b] in I enthalten. Sei ¢ das Supremum von A N [a, b].
Weil A abgeschlossen ist, folgt ¢ € A. Weil A offen ist, folgt aus ¢ € A und ¢ # b, dass
es ein € > 0 gibt in (¢ — €¢,c+¢€) C A. Also ist das Supremum von A N [a,b] > ¢ im
Widerspruch zur Definition von c. Also ist jedes Intervall zusammenhéngend. q.e.d.

Satz 1.8. (i) Sei (X,d) ein metrischer Raum und A C X ein zusammenhdingender
Unterraum. Dann ist jede Menge B mit A C B C A zusammenhdngend.

(ii) Fine beliebige Vereinigung von zusammenhingenden Teilmengen von X, deren
Schnitt nicht leer ist, ist zusammenhdngend.

(iii) Sei (An)nen eine Folge von zusammenhdingenden Teilmengen von X, so dass
ApiNA,#0 fiir alle neN gilt,
dann ist |-, A, zusammenhdngend.

(iv) Das Bild eines zusammenhingenden Raumes unter einer stetigen Abbildung ist
zusammenhdngend.

(v) Das kartesische Produkt zweier (topologischer) metrischer Riume ist genau dann
(lokal) zusammenhingend, wenn beide (lokal) zusammenhdingend sind.
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Beweis (i): Wenn B eine Vereinigung von zwei offenen disjunkten Teilmengen C' und
D ist, dann ist auch A eine disjunkte Vereinigung von (ANC)U (AN D). Wenn C und
D offen in B sind, dann sind auch (AN C') und (AN D) offen in A. Weil A dicht in B
liegt, sind (AN C) bzw. (AN D) genau dann leer, wenn C' bzw. D leer ist. Also ist A
nicht zusammenhéngend, wenn B nicht zusammenhéngend ist. Daraus folgt (i).

(ii): Sei x € X im Schnitt einer Familie von zusammenhéngenden Teilmengen und
AU B eine disjunkte Vereinigung der Vereinigung der Familie durch offene und abge-
schlossene Mengen. Dann kénnen wir z € A annehmen. Dann gibt es mindestens eine
zusammenhéngende Teilmenge C' der Familie, so dass B N C' nicht leer ist. Dann ist
auch C' = (CNA)U(CNB) eine disjunkte Vereinigung durch offene und abgeschlossene
Mengen. C'N A enthélt x und C' N B ist nicht leer. Das steht im Widerspruch dazu,
dass C' zusammenhéngend ist. Daraus folgt (ii).

(iii): Induktiv folgt aus (ii), dass A; U...U A, zusammenhéngend ist, also (iii).

(iv): Das Urbild einer offenen und abgeschlossenen Menge ist wieder offen und abge-
schlossen. Daraus folgt, dass das Bild einer zusammenhéingenden Menge unter einer
stetigen Abbildung zusammenhéngend ist.

(v): Weil die Projektionen p; : X XY — X und py: X X Y — Y stetig und surjektiv
sind, sind wegen (iv) auch X und Y zusammenhéngend, wenn X xY zusammenhéngend
sind. Fiir alle (z,y) € X XY bilden die Bilder der Umgebungen von (x,y) unter p; bzw.
po die Umgebung von x bzw. y. Deshalb sind X und Y auch lokal zusammenhéngend,
wenn X X Y lokal zusammenhéngend ist. Wenn umgekehrt X und Y (lokal) zusam-
menhéngend, dann sind fiir alle

(x,y) € X xY auch X x {y} und {z} x Y

(lokal) zusammenhéngend. Wegen (ii) ist dann

(X x{y})U({z} xY)

zusammenhéingend und enthélt alle Punkte (z,y) mit z € X. Wegen (ii) ist dann auch

X <Y = [J((X x{ygh)u({z} xY))

reX

zusammenhéngend. Fiir lokal zusammenhéngende X und Y folgt, dass jede Umgebung
von (z,y) € X x Y das kartesische Produkt von zusammenhingenden Umgebungen
von x und y enthélt, und damit auch eine zusammenhéngende Umgebung. q.e.d.

Korollar 1.9. Fiir alle n € N ist R" zusammenhdngend. q.e.d.
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Definition 1.10. Sei X ein metrischer Raum und x € X. Dann ist wegen (ii) die
Vereinigung aller zusammenhdngenden Teilmengen von X, die x enthalten, zusam-
menhdngend. Diese Menge heifst zusammenhdngende Komponente von x in X. We-
gen (i) sind die zusammenhingenden Komponenten von X abgeschlossen. Offenbar
sind zwei zusammenhdngende Komponenten von X jeweils entweder gleich oder dis-
Junkt. Deshalb ist jeder metrische Raum X eine disjunkte Vereinigung seiner zusam-
menhdngenden Komponenten.

Satz 1.11. Ein metrischer Raum (X, d) ist genau dann lokal zusammenhdngend, wenn
die zusammenhdngenden Komponenten von offenen Teilmengen wieder offen sind.

Beweis: Sei (X, d) ein metrischer Raum, dessen zusammenhéngende Komponenten von
allen offenen Mengen offen sind. Dann enthélt jede offene Umgebung von z € X eine
offene zusammenhéngende Komponente von x. Also ist (X, d) lokal zusammenhéngend.

Sei jetzt (X,d) lokal zusammenhédngend. Dann ist fiir jedes x € X die zusam-
menhingende Komponente von x in einer offenen Menge eine Umgebung von x. Also
sind alle zusammenhéngenden Komponenten in offenen Mengen offene, abgeschlossene
und zusammenhéngende Mengen. q.e.d.

Korollar 1.12. Ein topologischer Raum heif$t separabel, wenn er eine abzdihlbare dich-
te Teilmenge besitzt. Jeder separable lokal zusammenhdingende metrische Raum X ist
eine hochstens abzdhlbare disjunkte Vereinigung von zusammenhdngenden offenen und
abgeschlossenen Teilrdumen.

Beweis: Alle zusammenhéingenden Komponenten eines lokal zusammenhéngenden me-

trischen Raumes X sind offen und abgeschlossen. Deshalb enthélt jede Komponen-

te mindestens ein Element einer dichten Teilmenge. Also ist die Anzahl der zusam-

menhingenden Komponenten eines separablen lokal zusammenhéngenden metrischen

Raumes X hochstens abzéhlbar. q.e.d.
Fiir alle n € N und alle r > 0 ist die Abbildung

B(0,r) = R", x> ’

r— |l

eine stetige Abbildung von B(0,7) nach R™. Die Umkehrabbildung ist gegeben durch
ry

L+ lyll

und damit auch stetig. Also sind B(0, ) und R™ homéomorph (d.h. durch eine bijektive
stetige Abbildung und stetige Umkehrabbildung verbunden). Deshalb ist im R" jeder
offene Ball zusammenhéngend. Daraus wird folgen, dass alle differenzierbaren Mannig-
faltigkeiten separable, lokal zusammenhéngende und metrisierbare Rdume sind, und
deshalb hochstens abzéhlbare disjunkte Vereinigungen von offenen und abgeschlosse-
nen zusammenhéangenden Komponenten sind.

R"™ — B(0,7), y+—
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1.2 Karten und Atlanten

Ein topologischer Raum X ist eine Menge X zusammen mit einer Topologie auf X, d.h.
einer Teilmenge 7 der Potenzmenge P(X) aller Teilmengen von X, deren Elemente wir
offene Mengen von X nennen. Diese Teilmenge 7 C P(X) erfiillt dabei 2 Bedingungen:

(i) Die Schnittmenge von endlich vielen offenen Mengen ist offen.
(ii) Die Vereinigung von beliebig vielen offenen Mengen ist offen.

Zusétzlich wird noch gefordert, dass sowohl die leere Menge als auch X offen sind.
Die Topologie, die aus allen Teilmengen von X besteht, heifit diskrete Topologie. Fiir
jeden metrischen Raum (X, d) ist eine Teilmenge O C X genau dann offen, wenn
sie eine Vereinigung von offenen Billen ist. Eine Abbildung f : X — Y von einem
topologischen Raum X in einen topologischen Raum Y heifit stetig, wenn das Urbild
jeder offenen Menge offen ist.

Ubungsaufgabe 1.13. Zeige, dass fiir metrische Riume diese Definition von Stetig-
keit mit der e — d—Definition tbereinstimmd.

Definition 1.14. (Karte) Sei X ein topologischer Raum, dann heifst ein Homdéomor-
phismus ¢ (also eine bijektive stetige Abbildung, deren Umkehrabbildung auch stetig
ist) von einer offenen Teilmenge U von X auf eine offene Teilmenge von R™ Karte. U
heifst der Definitionsbereich und n die Dimension der Karte.

Wegen Brouwer’s Satz iiber die Invarianz von Gebieten[l] ist das Bild einer offenen
Teilmenge des R™ unter einer injektiven stetigen Abbildung nach R" wieder offen. Des-
halb ist eine stetige Abbildung f : R™ — R™ mit n > m nicht injektiv. Andernfalls
ist die Verkettung von f mit der Einbettung ¢ : R™ — R" z — (x,0) auf die ersten
m Komponenten von R" ebenfalls stetig und injektiv. Das Bild einer offenen Menge
unter i o f ist als Teilmenge des Bildes von ¢ nicht offen, im Widerspruch zu der Inva-
rianz des Gebietes. Insbesondere existiert nur dann ein Homdomorphismus von einer
offenen Teilmenge des R™ auf eine offene Teilmenge des R™, wenn n = m ist. Deshalb
stimmen die Dimensionen zweier Karten, deren Definitionsbereiche nicht schnittfremd
sind, iiberein. Das werden wir aber nicht zeigen und auch nicht benutzen. Zwei Karten
¢1 und ¢ mit dem gleichen Definitionsbereich U werden vertriglich genannt, wenn die
Ubergangsfunktionen ¢ 0¢7* und ¢y 0py ' = (¢r0¢7 ")~ unendlich oft differenzierbare
Abbildungen sind. Weil die zweite Abbildung die Umkehrabbildung der ersten ist, folgt
dann, dass die Ableitungen dieser Abbildungen an jeder Stelle von ¢;[U] bzw. ¢oU]

!'Theorem IV 9 in “Dimension Theorey” von W. Hurewicz und H. Wallman, Princeton 1948.
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bijektive lineare Abbildungen sind von R™ auf R"2. Also stimmen die Dimensionen
von zwei vertréiglichen Karten mit gleichem Definitionsbereich iiberein.

Zwei Karten ¢, und ¢, mit verschiedenen Definitionsbereichen U; bzw. Uy heiflen
vertréglich, wenn die beiden Einschriankungen von ¢; und ¢, auf U; N Us, die offenbar
zwei Karten mit gleichem Definitionsbereich sind, miteinander vertréglich sind.

Definition 1.15. (Atlas) Eine Familie von paarweise vertrdaglichen Karten, deren De-
finitionsbereiche den topologischen Raum X tiberdecken, heifst Atlas.

Zwei Atlanten heiflen miteinander vertréglich, wenn die Vereinigung der Karten
beider Atlanten wieder ein Atlas ist, also alle Karten zusammen paarweise miteinan-
der vertréaglich sind. Weil eine Abbildung genau dann differenzierbar ist, wenn sie in
allen Punkten differenzierbar ist, geniigt es die Differenzierbarkeit auf einer offenen
Uberdeckung nachzupriifen. Deshalb ist die Vertriglichkeit von Atlanten eine Aquiva-
lenzrelation. Ein gesattigter Atlas ist ein maximaler Atlas, der also alle mit diesem Atlas
vertraglichen Atlanten und damit auch alle mit ihm vertriglichen Karten enthélt. Jede
Aquivalenzklasse von vertriglichen Atlanten enthélt offenbar genau einen geséttigten
Atlas und jeder gesittigte Atlas definiert genau eine Aquivalenzklasse von vertriglichen
Atlanten, ndamlich alle Atlanten, die in dem geséttigten Atlas enthalten sind.

Definition 1.16. (Mannigfaltigkeit) Ein metrisierbarer separabler topologischer Raum
X (d.h. ein topologischer Raum, dessen offene Mengen mit den offenen Mengen ei-
ner Metrik auf X dbereinstimmen) zusammen mit einem Atlas heifit differenzierbare
Mannigfaltigkeit.

Nicht jeder metrische Raum besitzt einen Atlas. Offenbar besitzt jeder Punkt einer
differenzierbaren Mannigfaltigkeit, (oder eines topologischen Raumes mit einem Atlas)
eine Umgebung, die homdomorph zu einer offenen Teilmenge des R™ ist. So ist z.B.

{(z,y) eR?*|z-y =0} ={(z,0) | e € R}U{(0,y) | y € R}

keine Mannigfaltigkeit, weil der Punkt (0, 0) keine Umgebung besitzt, die homéomorph
zu einer offenen Teilmenge von R™ ist. Das sieht man daran, dass alle e-Bélle um (0, 0)
ohne den Punkt (0,0) 4 zusammenhéngende Komponenten besitzen, also vier offene
und abgeschlossene zusammenhéngende Teilmengen. Fiir jeden Punkt x € R™ und alle
¢ > 0 hat aber B(z,¢€) \ {} genau eine zusammenhéngende Komponente, wenn n > 1
ist und zwei, wenn n = 1. Wie wir gesehen haben, stimmen die Dimensionen von zwei
vertréiglichen Karten, deren Definitionsbereiche beide einen Punkt x € X enthalten
iiberein. Die Dimension einer differenzierbare Mannigfaltigkeit X ist die Funktion, die
jedem Punkt x € X die Dimension einer Karte aus dem Atlas zuordnet, deren Defini-
tionsbereich x enthélt. Offenbar besitzt jeder Punkt x € X eine offene Umgebung, auf
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der die Dimension der Mannigfaltigkeit konstant ist. Deshalb sind die Teilmengen von
X, auf denen die Dimension gleich einer Zahl n € N ist, offen. Wenn (2, )men eine in X
konvergente Folge ist, dann stimmen die Dimensionen von X an den Punkten (2, )men
fiir grofe m mit der Dimension von X am Grenzwert von (z,,)men iiberein. Deshalb
sind die Teilmengen von X, auf denen die Dimension gleich einer Zahl n € N ist, auch
abgeschlossen, und deshalb Vereinigungen von zusammenhéngenden Komponenten von
X. Insbesondere hat eine zusammenhéngende differenzierbare Mannigfaltigkeit nur ei-
ne Dimension. Eine nicht zusammenhéngende differenzierbare Mannigafltigkeit kann
mehrere Dimensionen haben.

Beispiel 1.17. (i) Jeder hochstens abzihlbare diskrete Raum ist eine differenzierbare
Mannigfaltigkeit der Dimension 0. Umgekehrt ist jede differenzierbare Mannig-
faltigkeit der Dimension O ein hochstens abzdhlbarer diskreter Raum.

(ii) Jeder endlichdimensionale Vektorraum besitzt einen gesdttigten Atlas von differen-
zierbaren Karten. Damat wird jeder endlichdimensionale Vektorraum zu einer dif-
ferenzierbaren Mannigfaltigkeit von der gleichen Dimension wie der Vektorraum.
Als Topologie benutzen wir dabei die Topologie einer der dquivalenten Normen
des Vektorraumes.

(iii) Sei R™ der (n+ 1)-dimensionale Euklidische Raum mit dem Euklidischen Ska-
larprodukt und der entsprechenden Norm. Seien ey, ..., e, die natirliche Basis
von R"L. Unter der n—dimensionalen Sphdre verstehen wir die Teilmenge

S"={z eR" |||z =1}

Im folgenden werden wir sehen, dass S™ auf natiirliche Weise eine differenzier-
bare Mannigfaltigkeit ist. Dann definieren wir die sogenannte stereographische
Projektion:

5"\ {e} — R"

Zundchst identifizieren wir den R™ mat der Teilmenge

{z € R"™ | (z,e0) =0} = {0eg + z1e1 + ... + mpe, €ER™ | (31,...,2,) € R}

Dann bildet die stereographische Projektion jeden Punkt von S™\ {eo} (ohne den
Nordpol) auf den Schnittpunkt der Geraden durch den Nordpol und den Punkt von
S™"\{eo} mit der Ebene R™ C R™! ab. Sei x € S™\{eg}. Dann besteht die Gerade
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durch den Nordpol und der Punkt x aus den Punkten {ey + t(z —ep) | t € R}.
Der Schnittpunkt mit der Hyperebene

R™ = {z € R"™ | (x,¢ey) = 0}
entspricht dem Punkt y = ey + t(x — eg) mit (y,eq) = 0:

(eg +t(x —eg),e0) =1 —t+t{x,e0) =0 >

T — €

= _
1 —(x,e)

= —-——————- d =
1—(:1:,60) una Yy = eg +

Die Lange des Bildvektors ist dann gegeben durch

(x —ep)
1 —(z,eg)

lyll = ||eo +

x — ep{x.ep) _ \/(x — (z,e9)eg, x — (T, €p)eq)

1-— <£L‘,€o> (1 - <£L’, 60>)2

_ \/1 —2(z,e0)® + (x,e0)*  [1+(x,e0)

1—(x,ep) 1—(x,e0)

Also ist (z,eq) gegeben durch

lyll* -1
(r,€0) = =
lyl]> +1
und x st gegeben durch
lyl* — 1 2y (lyll* = Deo + 2y
x=(r,e0)e0+ (1 —(z,e0))y = €o = :
lyl?+17 " llyl>+1 lyll> +1

wobei wir R™ als Teilmenge von R™ 1 auffassen. Also ist die stereographische
Projektion ein Homdéomorphismus von S™ \ {eo} nach R". Wenn wir S™ an der
Hyperebene R™ spiegeln und dann die stereographische Projektion benutzen, er-
halten wir einen Homdéomorphismus S™ \ {—ep} nach R”

i T+ eg
r—y=—e+ ——-
4 0 1+ <l’, €0>
mat der Umkehrabbildung
1__ 1 2L 2
_ P iy (= lyl*)eo +2y
=" €+ 3 = 2



14 KAPITEL 1. DIFFERENZIERBARE MANNIGFALTIGKEITEN

Auf S™\ {eg, —eo} werden beide Karten durch die Abbildung
n n Y
R*\ {0} = R \{0},y—>w

in einander tberfihrt. Weil diese Abbildung sogar analytisch ist, wird dadurch S™
zu einer differenzierbaren (bzw. analytischen) Mannigfaltigkeit.

(iv) Sei f: R"™ — R eine glatte Funktion, deren Gradient V f keine gemeinsamen
Nullstellen mit f hat. Dann gibt es aufgrund der Voraussetzung an f fir jedes
Element x € R™! der Nullstellenmenge ein i € {0,...,n}, so dass g—gﬁ:(:ﬁ) # 0.
Wegen dem Satz der impliziten Funktion gibt es dann eine genauso oft wie f stetig
differenzierbare Funktion g von der Schnittmenge von {y € R"™! | y; = 0} mit
einer Umgebung von x nach R, so dass die Schnittmenge der Nullstellenmenge
von f mit der Umgebung von x gleich dem Graphen von g auf der Umgebung von
x ist, also gleich der Menge z(y) = y+ g(y)e; wobei y die Schnittmenge von {y €
R | y; = 0} mit der Umgebung von x durchliuft. Die natiirliche Projektion
von der Umgebung von x auf diese Schnittmenge, die jedem z das y mit den
gleichen Koordinaten, bis auf die i—te Koordinate, zuordnet (alsoy = z—(z,¢e;)e;)
ist offenbar glatt und die Umkehrabbildung von der Abbildung y — y + g(y)e;.
Deshalb ist die Schnittmenge der Nullstellenmenge von f mit der Umgebung von x
diffeomorph zu einer offenen Teilmenge von R™. Offenbar ist die Nullstellenmenge
als Teilmenge des R™™ ein metrischer Raum. Also ist die Nullstellenmenge eine
n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit.

Mit der Funktion f: R"™ — R .z f(x) = ||z]|> — 1 erhalten wir wieder dass
die n—dimensionale Sphdare eine differenzierbare Mannigfaltigkeit ist.

Bemerkung 1.18. Anstatt von den Ubergangsfunktionen zu fordern, dass sie unend-
lich oft differenzierbar sind, kann man auch rmal-stetig differenzierbar, oder analytisch
oder (fir komplexe Mannigfaltigkeiten, bei denen wir R™ durch C™ ersetzen) holomor-
phe Ubergangsfunktionen fordern. Dann entstehen C” bzw. analytische, bzw. komplexe
Mannigfaltigkeiten. Wenn wir nur stetige Ubergangsfunktionen fordern, sprechen wir
von topologischen Mannigfaltigheiten. Ein gesittigter Atlas (bzw. eine Aquivalenzklasse
von wvertrdglichen Atlanten) wird auch differenzierbare Struktur genannt. Es gibt im
Allgemeinen viele verschiedene Aquivalenzklassen von Atlanten. Aber die meisten die-
ser differenzierbaren Strukturen werden durch Homdéomorphismen von X auf sich selber
aufeinander abgebildet.

Ubungsaufgabe 1.19. Gebe einen Homdomorphismus von R nach R an, der die
natirliche differenzierbare Struktur auf eine nicht vertrdgliche differenzierbare Struktur
abbildet.
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Definition 1.20. Zwei differenzierbare Mannigfaltigkeiten X und Y heiffen diffeo-
morph, wenn es einen Homdéomorphismus ® : X — Y qibt, der alle Karten des Atlas
von Y auf Karten des Atlas von X abbildet.

Die meisten nicht miteinander vertrédglichen differenzierbaren Strukturen einer dif-
ferenzierbaren Mannigfaltigkeit sind also diffeomorph. Diese Relation auf dem Raum
aller differenzierbaren Strukturen ist offenbar eine weitere Aquivalenzrelation, neben
der Vertréglichkeit von Atlanten. Fiir eine gegebene differenzierbare Mannigfaltigkeit
stellt sich dann die Frage, wieviel verschiedene nicht zueinander diffeomorphe differen-
zierbare Strukturen sie besitzt. Fiir den Fall von eindimensionalen Mannigfaltigkeiten
lésst sich leicht zeigen, dass alle verschiedenen differenzierbaren Strukturen zueinander
diffeomorph sind. Allgemein gilt, dass auf niedrigdimensionalen Mannigfaltigkeiten alle
differenzierbaren Strukturen diffeomorph sind. Wenn die Dimension grofler als vier ist,
kann es verschiedene differenzierbare Strukturen geben. Im besonders schweren Fall
der Dimension vier (z.B. R*) wurde durch eine von der Physik inspirierte Theorie von
Donaldson in den achtziger Jahren gezeigt, dass es auch unendlich viele verschiedene
nicht zueinander diffeomorphe differenzierbare Strukturen geben kann.

1.3 Differenzierbare Abbildungen

Definition 1.21. Seien X undY zwei differenzierbare Mannigfaltigkeiten. Dann heifst
eine Abbildung f : X — Y p mal stetig differenzierbar (bzw. glatt), wenn fir alle
Karten ¢ und ¢ von den Atlanten von X bzw. Y mit Definitionsbereichen U bzw. V,
so dass flU] in V liegt die Abbildung

voflvod™ : olU] = ¢[V],um o(f(¢7 (u)))

p mal stetig differenzierbar bzw. glatt ist.

Weil alle Karten der Atlanten von X und Y miteinander vertriglich sind, reicht
es die Differenzierbarkeit auf allen Karten von vertriaglichen Atlanten von X und Y
nachzupriifen. Eventuell muss man noch zu Einschrankungen von Karten auf Schnitt-
mengen iibergehen, um die Bedingung f[U] C V zu erfiillen.

Damit kénnen wir die Differentialrechnung von dem R™ auf differenzierbare Man-
nigfaltigkeiten {ibertragen. Wir benutzen dabei immer lokal Karten und erhalten so
Abbildungen von offenen Teilmengen des R™ auf offene Teilmengen des R™. Im Folgen-
den werden wir noch viele weitere Strukturen der Differentialrechnung auf dem R"™ bzw.
R™ weiterentwickeln und mit Hilfe der Karten auf differenzierbare Mannigfaltigkeiten
iibertragen. Wichtig dabei ist, dass die entsprechenden Aussagen so formuliert werden,
dass sie nicht von der Wahl der Karte aus dem Atlas abhédngen.
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Beispiel 1.22. Im Folgenden werden wir R oder auch jeden endlichdimensionalen
Vektorraum mit der differenzierbaren Struktur aus dem Beispiel (ii) ausstatten und als
differenzierbare Mannigfaltigkeit ansehen. Also sind alle p mal stetig differenzierbaren
Funktionen von X nach R wohldefiniert. Wir wollen diesen Raum CP(X,R) nennen.
Weil die p mal differenzierbare Funktion von einer offenen Teilmenge U C R™ nach R
eine Algebra bilden, ist auch CP(X,R) bzw. C*(X,R) eine Algebra.

Ubungsaufgabe 1.23. Zeige, dass zwei differenzierbare Mannigfaltigkeiten X und Y
genau dann diffeomorph sind, wenn es eine glatte Abbildung f : X — Y gqibt, die
bijektiv ist, und deren Umkehrabbildung auch glatt ist.

Beispiel 1.24. (i) Sei R™ der Euklidische n—dimensionale Raum mit dem Euklidi-
schen Skalarprodukt. Dann ist die Abbildung

2x
fil"—>f($):1_—”x”2

ein Diffeomorphismus von B(0,1) C R™ nach R"™. Sei namlich y = 172”—”;“2 Dann

gilt fir ||z|| < 1 auch ||z]|* > 0. Also folgt |y|| = 1E||||Z|||\2 oder auch ||y|||ly||* +

2||z|| — ||ly|l = 0. Also gilt

—2+ VA+4llyl? -1V lyl?
2[ly]l 1yl

)] =

Wegen 0 < ||z|| < 1 folgt

V1 lyll? -1

bl =3
Dann gilt
Loyl _ylyl =1+ 2v1 A+ fyl® = = [yl
2 2 lyll?

VIFTglE -1 y
= y —_=
(V1 1yl? + D1+ [lyl? = 1) VI+lyl?+1

Diese Abbildung ist fir alle y € R™ wohldefiniert und das Bild liegt in B(0,1).
Die Abbildungen f und thre Umkehrabbildung sind sogar analytische Abbildungen,
also auch Diffeomorphismen von B(0,1) auf R™ bzw. R™ nach B(0,1).
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(ii) Die Abbildung g : x — W ist offenbar eine Involution:

pE et _
Il =]l

g ist also ein analytischer Diffeomorphismus von R"\{0} nach R"\{0}. Sie bildet
das Auflere {x € R"|||x|| > 1} der Finheitskugel auf B(0,1)\ {0} ab. Zusammen

mit der Abbildung f aus (i) ergibt sie einen analytischen Diffeomorphismus des
Auferen der Einheitskugel nach R™\ {0}.

1.4 Zerlegung der Eins

In diesem Abschnitt fithren wir eine sogenannte Zerlegung der Eins ein. Das ist eine
abzdhlbare Familie ( f,,),en von nicht negativen glatten Funktionen mit Werten in dem
Intervall [0,1], deren Summe > 7, f, = 1 gleich Eins ist. Diese Summe soll dabei
immer lokal endlich sein, d.h. fiir jedes = einer gegebenen Mannigfaltigkeit, soll es eine
Umgebung geben, auf der nur endlich viele der Funktionen ( f,,),en nicht verschwinden.
Dadurch ist die Summe immer eine endliche Summe und deshalb auch ohne den Begriff
des Grenzwertes wohldefiniert. Mithilfe einer solchen Zerlegung der Eins wollen wir die
Funktionen bzw. Vektorfelder bzw. Differentialformen (diese werden spéter eingefiihrt)
in Summen von Funktionen bzw. Vektorfeldern bzw. Differentialformen zerlegen, die
nur innerhalb einer kleinen offenen Menge nicht verschwinden. Also sollen die einzelnen
Funktionen der Zerlegung der Eins nur innerhalb von (kleinen) offenen Mengen nicht
verschwinden.

Definition 1.25. Eine Folge (f,)nen von reellen [0, 1]-wertigen Funktionen auf einem
topologischen Raum X heifst Zerleqgung der Eins, wenn sie folgende Bedingungen erfillt:

(i) Lokale Endlichkeit Fiir jedes © € X gibt es eine offene Umgebung U, auf der
alle bis auf endlich viele Funktionen der Folge (f,)nen verschwinden.

(i) Fir alle v € X gilt Y fo(x) = 1. Wegen (i) ist diese Summe immer endlich.

n=1

In diesem Abschnitt beweisen wir den folgenden Satz.

Satz 1.26. (Ewistenz einer glatten Zerlequng der Eins) Sei X eine differenzierbare
Mannigfaltigkeit und U eine offene Uberdeckung von X. Dann gibt es eine glatte Zer-
legung der Eins (fn)nen auf X, so dass alle Funktionen f, aufSerhalb einer kompakten
Menge in einer offenen Menge U, € U der Ubereckung verschwinden.
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Wenn zu einer offenen Uberdeckung U eine solche Zerlegung der Eins (f,)nen exi-
stiert, dann gibt es offenbar eine Folge (U,)nen von offenen Mengen in U, so dass
jedes f, auBerhalb von U, verschwindet. Wegen der Bedingung (ii) muss dann die
Folge (U, )nen eine abzihlbare offene Teiliiberdeckung von U sein. Insbesondere muss
also jede offene Uberdeckung einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit eine abzihlbare
Teiliiberdeckung besitzen. Um das einzusehen betrachten wir zunéchst eine allgemei-
nere Klasse von topologischen Réumen.

Definition 1.27. Ein topologischer Raum heifst lokal kompakt, wenn jeder Punkt eine
relativ kompakte Umgebung besitzt. Dabei heifst eine Menge relativkompakt, wenn ihr
Abschluss kompakt ist.

Wegen Heine-Borel sind alle endlichdimensionalen euklidischen Rdume R™ lokal
kompakt. Deshalb ist auch jede differenzierbare Mannigfaltigkeit lokal kompakt. Also
sind differenzierbare Mannigfaltigkeiten auch lokal kompakte metrisierbare Rdume.

Satz 1.28. Fliir einen lokalkompakten metrischen Raum X ist folgendes dquivalent:

(i) Es gibt eine wachsende Folge (Oy)nen offener relativ kompakter Teilmengen von
X, s0 dass fiir allen € N gilt O, C Opqq und |J,,cn On = X.

(ii) X ist eine abzihlbare Vereinigung von kompakten Mengen.
(iii) X ist separabel.

Beweis: Die abzihlbare Vereinigung J,, .y O» der kompakten Mengen (O, )nen aus (i)
tiberdeckt X, deshalb folgt (ii) aus (i).

Jeder kompakte metrische Raum besitzt fiir jedes n € N eine endliche Uberdeckung
von Billen mit Radius 1/n. Die Menge aller Zentren dieser abzdhlbaren Menge von
Ballen, liegt offenbar dicht in dem metrischen Raum. Deshalb ist jeder kompakte me-
trische Raum separabel. Die abzéhlbare Vereinigung von abzéhlbaren Mengen, die je-
weils in den Mitgliedern einer abzihlbaren Uberdeckung von X dicht liegen, liegt dicht
in ganz X. Deshalb ist eine abzéhlbare Vereinigung von separablen Rdumen separabel
und (iii) folgt aus (ii).

Sei X jetzt separabel. Dann gibt es eine Folge (z,)nen in X, die in X dicht liegt.
Weil X lokalkompakt ist, besitzt jedes x € X eine relativ-kompakte offene Umgebung
W,. Dann gibt es ein N € N mit B(z, %) C W,. Weil (x,,)nen in X dicht liegt, gibt es
ein M € N mit zy € B(z, 55). Wegen der Dreiecksungleichung liegt dann B(z, 757)
in W, und enthélt z. Weil W, relativ-kompakt ist, ist auch B(zy, ﬁ) relativ-kompakt.
Also gibt es eine abzéahlbare Familie (V},),en von offenen relativ-kompakten Teilmengen
von X, so dass jede offene Menge eine Vereinigung von Mengen aus der Familie (V},),en
ist.(Eine solche Familie wird Basis der Topologie genannt).
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Weil X lokalkompakt ist, gibt es fiir jedes z € X ein r(z) > 0, so dass B(x,2r(x))
relativkompakt ist. Dann besitzt fiir jede kompakte Teilmenge A C X die offene Uber-
deckung A C (Jyc 4 B(x,7(x)) eine endliche Teiliiberdeckung. Die entsprechende end-
liche Vereinigung B(z1,2r(x1)) U ... U B(zy,2r(zy)) ist dann relativkompakt und
enthélt alle Balle B(z,r) mit € A und r < min{r(x;),...,r(xy)}. Also gibt es fiir
jede kompakte Teilmenge A von X ein r > 0, so dass | J,. 4, B(z,r) relativ kompakt ist.

Jetzt definieren wir induktiv eine Folge (O, )nen von offenen Teilmengen von X,
die die Bedingung (i) erfiillt. O; sei gleich V; und fiir jedes n > 1 sei O, = V01 U
U.co, B(x,7), wobei r so gewdhlt ist, dass (J,.o B(z,r) relativkompakt ist. Weil
Unen Vo = X gilt auch (J, .y On = X und nach Konstruktion sind alle (O,,)nen rela-
tivkompakt. Also folgt (i) aus (iii). q.e.d.

Lemma 1.29. Zu jeder offenen UberdeckungU einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit
X gibt es eine Folge (¢n)nen von Karten mit Definitionsbereichen (Uy,)nen, S0 dass

(i) Fir alle n € N ist ¢, ein Diffeomorphismus von U, auf einen Ball B(0,r,) C R™
mit Radius r, > 0.

(i) (¢;[B(0,2)])nen ist eine offene Uberdeckung von X.
(iii) Fir jedes n € N ist U,, in einer offenen Menge von U enthalten.

(iv) Flir jedesn € N sind alle Elemente von (Uy,)men bis auf endlich viele schnittfremd
mit U,.

Beweis: Fiir jeden Punkt x € X der differenzierbaren Mannigfaltigkeit X gibt es
offenbar eine Karte ¢,, deren Definitionsbereich x enthélt und ein Mitglied der offenen
Uberdeckung, das auch z enthilt. Indem wir die Karten (¢,).cx auf kleine offene
Umgebungen von z einschrianken, erhalten wir Karten (¢,).cx, die sowohl (i) als auch
(iii) erfiillen. Also gibt es fiir jede Uberdeckung ¢ von X eine Uberdeckung (U,).ex
von X und Karten (¢,).ex, die (i) und (iii) erfiillen.

Jede differenzierbare Mannigfaltigkeit ist ein separabler metrisierbarer Raum. Des-
halb gibt es eine Folge (O, ),en von offenen Mengen, die (i) aus dem vorangehenden
Satz erfiillt. Wir definieren jetzt eine Folge von Uberdeckungen (U, )nex von den dif-
ferenzierbaren Mannigfaltigkeiten X,, = O,,4; fiir alle n € N indem wir die Mitglieder
von U mit der Menge O, \ O, schneiden und zu diesen Mengen noch O,,_; hin-
zufiigen. Hierbei setzen wir Oy = O_; = (). Also besitzen fiir alle n € N die kompakten
Teilmengen O, \ O,_; C X,, von X,, Uberdeckungen durch die Urbilder der offenen
Bélle mit den halben Radien von den Karten. Diese Karten erfiillen dann beziiglich
der Uberdeckungen U, die Bedingungen (i) und (iii). In X; = O, besitzt dann O,
eine endliche Teiliiberdeckung durch Urbilder solcher offenen Bille mit den halben
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Radien von den entsprechenden Karten. In X, = Os besitzt dann O, \ O; eine endli-
che Teiliiberdeckung durch Urbilder solcher offenen Bille mit den halben Radien der
entsprechenden Karten. Und fiir alle n > 2 ist O, \ O,_1 eine kompakte Teilmenge
von X,, und besitzt eine solche endliche Teiliiberdeckung durch Urbilder von offenen
Béllen mit den halben Radien der entsprechenden Karten. Alle diese abzéhlbar vielen
endlichen Teiliitberdeckungen zusammen erfiillen offenbar (i)-(iii). Aufgrund der Kon-
struktion sind die Definitionsbereiche der Karten der Teiliiberdeckungen von O_n\On,l
und O,, \ O, schnittfremd, wenn |n — m| > 1. Deshalb erfiillen alle diese Karten
zusammen auch die Bedingung (iv). q.e.d.
Beweis der Existenz der Zerlegung der Eins: Seien a < b zwei reelle Zahlen.
Dann ist die reelle Funktion f,,: R —[0,1], 2 — fup(x) mit

1 firzx<a
fap(x) = { exp(Hexp(zL)) fira<az <b
0 fir b <z

eine glatte Funktion. Fir alle » > 0 ist dann die Funktion g,(z) = fr/2.2./3(||z]])
eine glatte Funktion auf dem R", die aufierhalb von B(0,2r/3) verschwindet und auf
B(0,7/2) gleich 1 ist. Sei fiir alle n € N ¢,, : U,, — B(0,r,) die Folge von Karten, die
(i) aus dem vorangehenden Lemma erfiillt. Dann setzen wir die Funktion h,, = g, o ¢,
zu einer glatten Funktion auf X fort, indem wir sie auflerhalb des Definitionsbereichs
U, der Karte ¢, gleich Null setzen. Dann sind fiir alle n € N die beiden Funktionen A,
und 1 — A, eine Zerlegung der Eins auf X. Jetzt kénnen wir eine Zerlegung der Eins
(fn)nen mit den gewiinschten Eigenschaften definieren:

n—1

fao="hn | | (1 = h) fir alle n € N.

1

~

Dann folgt induktiv fiir alle n € N:
ittt ]Jo-m) =1
1=1

Wegen der Bedingung (iv) sind auf einer Umgebung von jedem Punkt = € X nur endlich
viele Funktionen h,, ungleich Null. Deshalb erfiillt diese Folge die Bedingung der lokalen
Endlichkeit. Umgekehrt ist wegen (ii) in der Umgebung jedes Punktes mindestens eine
Funktion (1 — h,,) gleich Null. Deshalb ist die Summe ) f,, aller f, iiberall gleich
Eins. Wegen der Bedingung (iii) verschwindet jedes Element der Zerlegung der Eins
auflerhalb einer offenen Menge von U. q.e.d.
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Zum Abschluss kénnen wir noch alle Elemente einer solchen Zerlegung der Eins,
die auflerhalb derselben offenen Menge in i verschwinden, zu einer Funktion aufsum-
mieren. Das ist wegen der lokalen Endlichkeit offenbar moglich. Dadurch kénnen wir
erreichen, dass die abzéhlbare Familie der Funktionen der Zerlegung der Eins durch
eine hochstens abzéhlbare Teiliiberdeckung von ¢ durchnummeriert wird.

Korollar 1.30. Sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und A C X eine Teilmen-
ge und g eine reelle Funktion auf A. Gibt es fiir jedes x € A im Abschluss von A eine
offene Umgebung V, von x in X und eine glatte Funktion f, auf V., die auf V, N A
mit g tibereinstimmt, dann gibt es fiir jede offene Menge U, die A enthilt eine glatte
Funktion f auf X, die auf A mit g tibereinstimmt, und auferhalb von U verschwindet.

Beweis: Wir schrianken fiir alle z € A die Menge V,, und die Funktion f, auf V,NU ein.
Fiir alle z € X \ A sei V, eine offene Umgebung von x in X \ A und f, = 0 auf dieser
Menge. Die offene Uberdeckung (V;)zcx von X besitzt eine abzihlbare Teiliiberdeckung
(Vi )nen mit entsprechenden Funktionen (f,)n,en und einer entsprechenden Zerlegung
der Eins (hy)nen. Die Funktion f = 3" _ hnfn leistet das Gewiinschte. q.e.d.
Der Kiirze halber wollen wir Funktionen g, die die Bedingungen des Korollars
erfiillen unendlich oft differenzierbar nennen. Analog werden r mal stetig differenzier-
bare Funktionen auf Teilmengen von differenzierbaren Mannigfaltigkeiten definiert.

1.5 Tangentialraum

In diesem Abschnitt wollen wir den Begriff der Tangentialvektoren auf differenzierbare
Mannigfaltigkeiten verallgemeinern. In jedem Punkt des R™ kénnen wir den Raum aller
infinitesimalen Richtungen von differenzierbaren Funktionen von reellen Intervallen in
den R"™ mit dem R" identifizieren. Durch die Karten des Atlases konnen wir das auch
fiir differenzierbare Mannigfaltigkeiten. Um diese Tangentialvektoren, die die infinite-
simalen Richtungen auf einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit beschreiben, aber so
einzufiihren, dass ihre Definition nicht von der Wahl der Karte abhéngen, definieren
wir zunéichst eine Aquivalenzrelation auf dem Raum der Abbildungen zwischen zwei
differenzierbaren Mannigfaltigkeiten.

Definition 1.31. Seien X und Y zwei differenzierbare Mannigfaltigkeiten und v € X
ein Punkt. Auflerdem seien fi und fo zwei auf einer offenen Umgebung von x stetige
und in x differenzierbare Abbildungen nach Y. Wir sagen, dass sich die beiden Abbil-
dungen f1 und fy in dem Punkt x berihren, wenn fi(x) = fo(x) = y und beziglich
einer Karte ¢ von X im Punkt x und einer Karte 1) von'Y tm Punkt y die Ableitung
von o fiop ! und o food™t im Punkt ¢(x) als lineare Abbildung von R™ nach R™
tibereinstimmen.
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Wegen der Kettenregel ist diese Aussage unabhéngig von den Karten ¢ und v von
X bzw. Y in den Punkten z bzw. y. Aus der Definition folgt auch sofort, dass diese
Relation eine Aquivalenzration zwischen solchen Abbildungen ist.

Definition 1.32. Sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und x € X. Die Men-
ge der Aquivalenzklassen aller stetigen im Punkt O differenzierbaren und sich dort
beriihrenden Abbildungen von (—¢,€) nach X, die O auf x abbilden, heifft Tangenti-
alraum von X im Punkt x und wird mit T, X bezeichnet. Seine Elemente heiffen Tan-
gentialvektoren im Punkt x.

Fiir alle w,v € R™ ist die Abbildung t +— w + vt unendlich oft differenzierbar und
hat an der Stelle Null die Ableitung ¢ — tv. Aulerdem gibt es fiir jede einmal stetig
differenzierbare Abbildung von (—e¢,€) nach R™, die im Punkt 0 auf w abgebildet
wird, genau ein v € R™, so dass die Abbildung die dem (w,v) entsprechende obige
Abbildung im Punkt 0 beriihrt. Dadurch kénnen wir den Tangentialraum von R™ im
Punkt w € R™ mit dem Vektorraum R™ identifizieren. Jede differenzierbare Abbildung
f W — R"™ von einer offenen Teilmenge W des R™ in den R” bildet die infinitesimalen
Richtungen von R™ im Punkt w € W durch die Ableitung f’(w) auf die infinitesimalen
Richtungen von R™ im Punkt f(w) ab. Dadurch induziert f die Abbildung

f’(w) . TmRm — Tf(w)Rn.

WEeil die Ableitung eine lineare Abbildung ist, ist diese Abbildung eine lineare Abbil-
dung von dem Vektorraum R in den Vektorraum R". Das wollen wir auf differenzier-
bare Abbildungen zwischen differenzierbaren Mannigfaltigkeiten iibertragen.

Beispiel 1.33. Wir hatten schon gesehen, dass sich fir alle v € R™ der Tangenti-
alraum T,R™ auf natiirliche Weise mit R™ identifizieren lisst. Wenn allgemeiner V
ein endlichdimensionaler normierter Vektorraum ist, dann st fir alle w,v € V die
Abbildung t — w+tv unendlich oft differenzierbar, und die Ableitung ist gegeben durch
t — tv. Jede differenzierbare Abbildung (—e,e) — V,t — v(t), die 0 auf w abbildet,
beriihrt offenbar genau die den Vektoren w und v = dq;—gt)h:g entsprechende obige Abbil-
dung. Dadurch wird der Tangentialraum T,V auf natirliche Weise mit V identifiziert.

Definition 1.34. Sei f : X — Y eine differenzierbare Abbildung zwischen differen-
zierbaren Mannigfaltigkeiten. Dann bildet die Verkniipfung mit f jede differenzierbare
Abbildung von (—e, €) nach X auf eine differenzierbare Abbildung von (—e,€) nach Y
ab. Dabei werden sich in 0 € (—e,€) berihrende Abbildungen auf sich in 0 € (—e¢,¢)
beriihrende Abbildungen abgebildet. Deshalb induziert die Abbildung f eine Abbildung
vom Tangentialraum T, X von X an der Stelle v € X in den Tangentialraum Tp)Y
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von Y an der Stelle y = f(x) € Y. Diese Abbildung wird mit T,(f) bezeichnet. Die
Vereinigung aller dieser Abbildungen wird mit T'(f) bezeichnet:

T(f): TX = | JT.X - TY = | T,V

zeX yey

Satz 1.35. (i) Sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und x € X. Dann indu-
ziert jede Karte ¢ um x € X eine bijektive Abbildung T,(¢) von T, X auf den
Vektorraum Ty, R™. Dieser Isomorphismus induziert auf T, X eine Vektorraum-
struktur iiber R, die nicht von der Karte ¢ abhdngt.

(ii) Sei f: X — Y eine im Punkt x € X differenzierbare Abbildung von der differen-
zierbaren Mannigfaltigkeit X auf die differenzierbare Mannigfaltigkeit Y. Dann
ist die folgende Abbildung linear:

T.(f): T.X —TiwY.

(iii) Seien f: X — Y und g: Y — Z (stetig) differenzierbare Abbildungen zwischen
differenzierbaren Mannigfaltigkeiten. Dann ist g o f (stetig) differenzierbar und
es qilt fir alle x € X

Tu(go f) = Tiw(9) o Tu(f).

(iv) Fine differenzierbare Abbildung f : X — Y zwischen differenzierbaren Mannig-
faltigkeiten ist genau dann lokal konstant, wenn T,(f) = 0 fir alle z € X.

(V) Zwei differenzierbare Abbildungen f: X — Y und g : X — Y zwischen differen-
zierbaren Mannigfaltigkeiten beriihren sich genau dann, im Punkt x € X, wenn

gilt f(z) = g(x) und T,(f) = T.(g)-

Beweis: Weil die Ableitung einer differenzierbaren Abbildung von einer offenen Menge
des R™ in eine offene Menge des R™ eine lineare Abbildung ist, folgt

(i) daraus, dass jede Karte ein Diffeomorphismus ist.
(ii) aus der Definition und der Kettenregel.

(iii) folgt aus der Kettenregel fiir stetig differenzierbare Abbildungen zwischen offenen
Mengen von endlichdimensionalen euklidischen Rdumen.

(iv) folgt aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung,.
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(v) folgt daraus, dass wir im R™ die Tangentialvektoren mit den Elementen des R™
identifizieren konnen, der Definition von sich beriihrenden Abbildungen und (ii).
Denn durch diese Identifikation wird fiir differenzierbare Abbildungen f von einer
offenen Menge des R™ in eine offenen Menge des R™ die Tangentialabbildung
T,(f) mit der Ableitung von f im Punkt z identifiziert. Insbesondere wird durch
jede Karte um einen Punkt z € X der Tangentialraum 7, X von X im Punkt z
mit dem entsprechenden Vektorraum R" identifiziert. q.e.d.

Wir kénnen jetzt den Satz der inversen Funktion umformulieren.

Satz 1.36. Sei f : X — Y eine r mal (r > 1 oder gleich undendlich) stetig differen-
zierbare Abbildung von der differenzierbaren Mannigfaltigkeit X auf die differenzierbare
Mannigfaltigkeit Y. Wenn T,(f) im Punkt x € X invertierbar ist, dann gibt es offe-
ne Umgebungen U > x und V > f(x), so dass die Finschrinkung von f auf U ein
Homdoomorphismus ist von U auf V. Auferdem ist die Umkehrabbildung dieser Fin-
schrankung r mal stetig (unendlich oft) differenzierbar. q.e.d.

Definition 1.37. Der Rang einer differenzierbaren Abbildung f : X — Y zwischen
differenzierbaren Mannigfaltigkeiten an der Stelle x € X ist der Rang der linearen
Abbildung T,(f) von T, X nach Ty)Y .

Die Abbildung f heiffit Immersion, wenn Rang(T,(f)) = dim T, X fir alle z € X
gilt. Die Abbildung f heifst Submersion, wenn Rang(T,(f)) = dim Ty)Y fir allex € X
qgilt.

Aus der Linearen Algebra wissen wir, dass fiir eine lineare Abbildung A : V — W
zwischen endlich dimensionalen Vektorrdumen folgendes gilt:

Rang(A) = dimV < A ist injektiv .
Rang(A) = dim W & A ist surjektiv .

Deshalb sind die Immersionen also die Abbildungen, deren Ableitungen 7,.(f) fiir alle
x € X injektiv sind, und die Submersionen die Abbildungen, deren Ableitungen T, (f)
fiir alle * € X surjektiv sind. Insbesondere sind alle Diffeomorphismen sowohl Im-
mersionen als auch Submersionen. Aber nicht alle glatten Abbildungen f, die sowohl
Immersionen als auch Submersionen sind, sind auch Diffeomorphismen.

Beispiel 1.38. Sei
f:R— 8"z (cos(z),sin(z)).
Dann ist f offenbar unendlich oft differenzierbar. Fir x & 2nZ ist f(x) # (1,0). Die

Komposition von f mit der stereographischen Projektion ist also gleich

, sin(x)
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Die Ableitung dieser Abbildung ist

J = cos(z)(1 — cos(z)) — sin?(x) _ cos(z) — cos?(x) — sin?(x) _ cos(x) — 1 _
(1 — cos(x))? (1 — cos(x))? (1 — cos(x))?
1
1 cos(z)

Also ist diese Abbildung fir x & 277 sowohl eine Immersion als auch eine Submer-
sion. Fir x ¢ 7+ 277 gilt f(z) # (—1,2). Dann ist die Komposition von f mit der
gespiegelten stereographischen Projektion gleich

x mit sin(z)
— =—" .
Y YT cos(x)
Fiir die Ableitung gilt
, cos(z)(1+ cos(x)) +sin’*(z)  cos(z)+1 1
v = (14 cos(x))? (T +cos(z))? 1+ cos(z)

Also ist f eine Immersion und eine Submersion, aber kein Diffeomorphismus, weil f
nicht injektiv ist. f ist zwar lokal ein Diffeomorphismus, aber nicht global.

Wegen dem Satz der inversen Funktion konnen wir fiir jede Immersion f: X — Y
und jedes z € X Umgebungen U von x und V von f(x) finden, so dass V' diffeomorph
ist zu dem kartesischen Produkt von U mit einer offenen Teilmenge des R™ mit n =
dim T(,)Y —dim T, X. Dadurch wird f mit einer Einbettung von U nach V identifiziert.
Lokal ist also jede Immersion injektiv, aber nicht global.

Analog kénnen wir auch wegen dem Satz der impliziten Funktion fiir jede Submer-
sion f: X — Y und jedes x € X Umgebungen U von x und V' von f(x) finden, so dass
U diffeomorph ist zu dem kartesischen Produkt von V' mit einer offenen Teilmenge des
R™ mit n = dim T, X —dim T, Y. Dadurch wird f mit der natiirlichen Projektion von
U nach V identifiziert. Lokal ist also jede Submersion surjektiv, aber nicht global.

Wir nennen glatte Abbildungen, die sowohl Immersionen als auch Submersionen
sind, lokale Diffeomorphismen. Dann sind alle bijektiven lokalen Diffeomorphismen
auch globale Diffeomorphismen. Insbesondere sind vertrégliche Karten Diffeomorphis-
men von offenen Teilmengen der Mannigfaltigkeit auf offene Teilmengen des R".

Wir konnen jetzt einige Begriffe der Differentialrechnung mehrerer Verdnderlicher
auf differenzierbare Mannigfaltigkeiten {ibertragen. So heifit ein Punkt x € X einer
differenzierbaren (reellen) Funktion f : X — R kritischer Punkt, wenn T,(f) = 0
gilt. Allgemeiner nennen wir einen Punkt x € X einer differenzierbaren Abbildung
f X — Y zwischen differenzierbaren Mannigfaltigkeiten kritischen Punkt, wenn
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T.(f) = 0. Lokale Extremwerte von reellen Funktionen sind entweder lokale Minima
oder lokale Maxima. Alle lokalen Extremwerte von differenzierbaren reellen Funktionen
sind auch kritische Punkte.

Wir fithren jetzt eine zweite Charakterisierung der Elemente des Tangentialraumes
ein. Fiir eine differenzierbare Abbildung (—¢,¢) — X, ¢ — x(t) in die differenzierbare
Mannigfaltigkeit X, die 0 auf den Punkt x € X abbildet definiert die Komposition mit
jeder glatten reellen Funktion f € C*°(X,R) eine differenzierbare reelle Funktion auf
(—e€, €). Offenbar hingt die Ableitung von dieser Komposition an der Stelle t = 0 nur
von der Aquivalenzklasse der Abbildung ¢ — x(t) beziiglich der Aquivalenzrelation des
sich im Punkt z Beriihrens und der Funktion f ab. Dadurch definiert jedes v € T, X
eine Abbildung

df (x(t))

dt |,
Sie ist linear iiber R und erfiillt die Leibnizregel, d.h. es gilt fiir alle f, g € C*(X,R)

Dy(fog) = f(zx)-Dy(g9) + Dy(f)g(x).

Satz 1.39. (von Hadamard und Bohenblust) Sei D : C*(X,R) — R, f + D(f) eine
R-lineare Abbildung die fir alle f,g € C*(X,R) die Relation D(fg) = f(xz)D(g) +
D(f)g(x) erfillt mit x € X, dann gibt es genau ein v € T, X mit D = D,.

D,: C®X,R)—R, [~

Beweis: Wegen der Leibnizregel definiert jedes v € T, X eine solche Derivation D,.
Sei jetzt umgekehrt D eine beliebige Derivation, die obige Eigenschaften hat. Aus
D(1) = D(1-1) = 2D(1) folgt, D(1) = 0. Deshalb stimmen fiir alle f € C*(X,R)
die Werte D(f) mit D(f — f(x)1) iiberein. Die Funktion f — f(z)1 ist offenbar eine
glatte Funktion in C*°(X,R), die bei x verschwindet. Umgekehrt folgt D(fg) = 0 aus
f(z) = 0 = g(x). Also verschwindet D auf allen Produkten von glatten Funktionen,
die bei = verschwinden. Sei ¢ : U — R" eine vertrédgliche Karte, die z auf 0 € R”
abbildet. Dann sind ¢;. ..., ¢, glatte Funktionen von einer Umgebung von x nach R,
die ¢1(x) =0,...,¢,(z) = 0 erfiillen. Durch eine geeignete Zerlegung der Eins kénnen
wir diese Funktionen zu glatten Funktionen auf ganz X fortsetzen, ohne dass sie ihre
Werte auf einer Umgebung von z verdndern. Wir nennen diese Fortsetzungen weiterhin
@1, ..., ¢n. Fiir hinreichend kleine € > 0 definiert

(—e,6) > Rt — (tD(¢1),...,tD(py))

eine Abbildung in den Wertebereich der Karte ¢. Die Verkettung mit ¢! ist eine glatte
Abbildung v : (—¢,€) — X, t — x(t) mit £(0) = z. Die entsprechende Aquivalenzklasse
wollen wir auch v € T, X nennen. Wir zeigen jetzt D(f) = D,(f) fiir alle f € C*°(X,R).

Dazu zeigen wir zuerst, dass D(f) nur von den Werten von f auf einer Umgebung
von x abhingt. Sei also f € C°°(X,R) und g = f|y o ¢~ ! die entsprechende Funktion



1.5. TANGENTIALRAUM 27

auf dem Wertebereich der Karte ¢. Dann ist ¢ eine glatte Funktion auf einer offenen
Umgebung von 0 € R™. Sei B(0, ) ein Ball im Wertebereich der Karte ¢. Die Funktion
h = g.o¢ aus dem letzten Abschnitt setzt sich zu einer glatten Funktion auf X fort, die
auflerhalb des Definitionsbereichs der Karte ¢ verschwindet, und in einer Umgebung
von z gleich Eins ist. Dann bilden die Funktionen (1 —h)? und 1 — (1 —h)? = h(2 - h)
eine Zerlegung der Eins. Fiir jedes f € C*(X,R) ist f(1—h)?> = f(1—h)-(1—h) das
Produkt zweier Funktionen, die bei = verschwinden. Deshalb gilt D(f(1 — h)?) = 0,
und damit auch D(f) = D(fh(2 — h)). Also stimmt D auf allen solchen Funktionen
iiberein, die auf einer beliebig kleinen Umgebung von z iibereinstimmen (man spricht
dann auch von dem Funktionskeim in z). Insbesondere héngt D(f) nur von g ab.

Als zweites zerlegen wir die Differenz f — f(x) auf einer Umgebung von x in eine
Summe von Produkten von ¢, ..., ¢, mit glatten Funktionen. Fiir alle y € B(0,r) gilt

1 1

9(y) — 9(0) :/%g(ty)dtz/y-Vg(ty)dtzy-/Vg(ty)dt-

0 0

Deshalb ist die Funktion g — ¢g(0) eine Summe von Produkten der Komponenten des
Koordinatenvektors y mit glatten Funktionen, die bei y = 0 mit den entsprechenden
partiellen Ableitungen von g an der Stelle 0 {ibereinstimmen. Dann ist auch f — f(x)
auf einer Umgebung von z eine Summe von ¢, ..., ¢, mit glatten Funktionen.

Die Abbildung zu der Aquivalenzklasse v ist so gewihlt, dass ¢; o v gleich ¢ —
tD(¢;) fiir i = 1,...,n gilt. Deshalb stimmt D, auf den Funktionen ¢y, ..., ¢, mit
D iibereinstimmt. Wegen der Derivationseigenschaft ist dann D eindeutig durch die
Werte D(¢1), ..., D(¢,) festgelegt und stimmt deshalb mit D, iiberein. q.e.d.

Zum Abschluss wollen wir die Definition des Tangentialraumes nochmal zusam-
menfassen. Fiir jeden Vektorraum V ist der Tangentialraum an jedem Punkt v € V
auf natiirliche Weise isomorph zu dem Vektorraum V. Insbesondere ist der Tangen-
tialraum von jedem reellen Intervall in jedem Punkt des Intervalls isomorph zu R.
WEeil differenzierbare Abbildungen sich hochheben lassen zu Abbildungen zwischen den
Tangentialrdumen, konnten wir den Tangentialraum dadurch unabhéngig von den Kar-
ten einfithren, indem wir die Tangentialvektoren als die Bilder von Tangentialvektoren
von offenen Intervallen (—¢,¢€) unter differenzierbaren Abbildungen von den offenen
Intervallen in die differenzierbare Mannigfaltigkeit definiert haben. Jeder solche Tan-
gentialvektor definiert durch die Richtungsableitung eine Derivation auf den glatten
Funktionen. Umgekehrt ist jede Derivation auf den glatten Funktionen von dieser Form,
so dass wir die Derivationen mit den Tangentialvektoren identifizieren kénnen.

Im iibernéchsten Abschnitt werden wir auch TX = (J,. ¢ T» zu einer differenzier-
baren Mannigfaltigkeit machen, so dass fiir glatte Abbildungen f zwischen differenzier-
baren Mannigfaltigkeiten auch T'(f) eine glatte Abbildung ist.
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1.6 Produkte von Mannigfaltigkeiten und Unter-
mannigfaltigkeiten

Nachdem wir die Objekte und die Abbildungen von differenzierbaren Mannigfaltig-
keiten eingefithrt haben, werden wir jetzt zwei Moglichkeiten kennenlernen, wie wir
aus differenzierbaren Mannigfaltigkeiten neue differenzierbare Mannigfaltigkeiten bil-
den konnen; namlich einerseits das kartesische Produkt von zwei Mannigfaltigkei-
ten, und andererseits Untermannigfaltigkeiten von differenzierbaren Mannigfaltigkei-
ten. Das kartesische Produkt erhilt man ohne weitere Schwierigkeiten, indem wir erst
die topologischen Rdume, dann die Karten und schlieflich die Atlanten des kartesi-
schen Produktes aus den entsprechenden topologischen Rdumen, Karten und Atlanten
der beiden differenzierbaren Mannigfaltigkeiten bilden. Dagegen ist die Einfiihrung von
Untermannigfaltigkeiten relativ kompliziert. Natiirlich ist jede offene Teilmenge einer
differenzierbaren Mannigfaltigkeit wieder eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Aber
Untermannigfaltigkeiten von niederer Dimension sind nicht so einfach zu beschreiben.
Hier benutzen wir den Satz der inversen Funktion.

Das kartesische Produkt von zwei separablen metrisierbaren Rdumen X und Y ist
wieder separabler metrisierbarer Raum X x Y. Wenn ¢ und ¢ Karten sind von X bzw.
Y mit Definitionsbereichen U und V', dann ist

¢xp:UxV —=R"xR" (,y) — (¢(x),¥(y))

eine Karte von X xY. Wenn diese Karten Atlanten von X bzw. Y durchlaufen, erhalten
wir einen Atlas von X x Y.

Definition 1.40. Das kartesische Produkt von zwei differenzierbaren Mannigfaltigkei-
ten X und Y ist auf natirliche Weise wieder eine differenzierbare Mannigfaltigkeit
X XY, so dass die beiden folgenden natiirlichen Projektionen glatte Abbildungen sind:

P X XY =X (r,y)—x p: X XY =Y (r,y)—y

Diese beiden Projektionen sind dann offenbar beide surjektive Submersionen. Um-
gekehrt ist fiir jedes y € Y die Abbildung X — X XY, x — (x,y) eine injektive
Immersion. Analog ist fiir jedes € X die Abbildung ¥ — X x Y, y+— (x,y) eine
injektive Immersion. Durch diese beiden Abbildungen kénnen wir sowohl X als auch
Y als abgeschlossenen topologischen Unterraum von X x Y auffassen. Wir wollen jetzt
X bzw. Y als differenzierbare Untermannigfaltigkeit von X x Y auffassen.

Definition 1.41. Seien X und Y differenzierbare Mannigfaltigkeiten und f : X —'Y
eine Immersion. Ist f ein Homdéomorphismus auf f[X] als topologischen (metrischen)
Unterraum von'Y', dann heifst f Einbettung und f[X]| Untermannigfaltigkeit von'Y .
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Wenn f : X — Y eine injektive Immersion ist, reicht es nicht noch zusétzlich zu
fordern, dass das Bild f[X] abgeschlossen ist in Y, damit f eine Einbettung ist.

Beispiel 1.42. Se:

f(—o01) > REE— <t2—1 t(t2—1)>

24+1" 241

Dann st f offenbar eine injektive Immersion und das Bild ist sogar abgeschlossen
in R2. Aber wegen 111111 f(t) = f(—1) ist f kein Homdomorphismus auf das Bild als

topologischen Unterraum von R2.

Um solche topologischen Unterrdume X einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit
Y zu charakterisieren, die differenzierbare Untermannigfaltigkeiten sind, zeigen wir
zunéchst den sogenannten Rangsatz.

Satz 1.43. Seil € NU{oo} und f : X — Y eine l-mal stetig differenzierbare Abbildung
von der offenen Menge X C R™ in die offenen Menge Y C R™. Dann besitzt jedes
xo € X eine Umgebung, auf der der Rang von f nicht kleiner als bei xq ist.

Ist der Rang auf einer Umgebung von xq konstant, dann gibt es auf offenen Um-
gebungen U von xg und V von f(xy) l-mal stetig differenzierbare Karten ¢ und v mit
d(xo) = 0 = Y(f(xo)) und l-mal stetig differenzierbaren Umkehrabbildungen, so dass
Yo fop™! mit der Einschrinkung der linearen Abbildung f'(xo) auf ¢[U] tibereinstimmt.

Beweis: Sei r der Rang von f bei xy. dann gibt es r linear unabhingige Vektoren
x1...,z, € R™ die durch f’(z¢) auf linear unabhéngige Vektoren von R™ abgebildet
werden. Dann gibt es » Komponenten von R", so dass die Determinante der r x r
Matrix, dieser Komponenten der Vektoren f'(z¢)z1, ..., f'(xo)x, nicht verschwindet.
Die Determinante der Matrix dieser Komponenten der Vektoren f'(z)zy,..., f'(x)x,
héngt stetig von x ab. Deshalb gibt es eine Umgebung, auf der diese Determinante
nicht verschwindet. Dort ist der Rang von f’(z) dann nicht kleiner als 7.

Sei jetzt der Rang auf einer Umgebung von zy konstant gleich . Wir wéhlen in-
vertierbare lineare Abbildungen B € L(R™) und C' € L(R"), so dass C' o f'(zy) o B
gleich der Abbildung R” x R™™" — R" x R"" mit (x,Z) + (z,0) ist, und ersetzen
x — f(z) durch x — C o f(zg + Bx). Dadurch wird zo = 0, f(zg) = 0 und f'(x)
zu (2,%) — (2,0). Die ersten r Koponenten von f fassen wir zu f und die letzten
n —r Komponenten zu f zusammen. Wegen dem Satz der impliziten Funktion gibt es
B(0,R) € R” und B(0R) C R™ " und eine l-mal stetig differenzierbare Abbildung

g:B(0,R)x B(0,R) — W C R, mit f(g(z,z),z) = « fiir (z,%) € B(0,R) x B(0, R).
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Bei 0 entspricht die Ableitungen von g der r x m-Matrix (1g-,0). Dann erfiillt

auf (z,%) € B(0,R) x B(0,R). Bei 0 hat ® die Ableitung lgm. Wegen dem Satz der
inversen Funktion besitzt @ fiir hinreichend kleines R und R eine l-mal stetig diffe-
renzierbare Umkehrabbildung. Fiir hinreichend kleine R, R und W sind V fi,...,V/,
auf W x B(0, R) linear unabhéingig, und Vf,..1,..., V[, wegen dem konstanten Rang
Linearkombinationen von V fi, ..., Vf.. Fir x € B(0, R) ist f und damit auch f auf
®[{z} x B(0, R)] konstant. Auf einer geeigneten Umgebung V von 0 € R” x R"" hat
die folgende [-mal stetig differenzierbare Abbildung die Umkehrabbildung;:

O 9) = (05— F(@(,0) o7 (4,9) = (1,5 + F(@(y,0))).
Dann gilt ¢(f(®(z,7))) = (z,0) fiir alle # € B(0,R) und & = 0 und wegen der

Konstanz von f auf ®[{z} x B(0, R)] auch fiir alle # € B(0, R). q.e.d.

Korollar 1.44. Sei X C Y ein topologischer Unterraum einer differenzierbaren Man-
nigfaltigkeit Y. Dann besitzt X genau dann die Struktur einer differenzierbaren Unter-
mannigfaltigkeit von Y, wenn es fiir jedes x € X eine Karte ¢ : U — R" auf einer
offenen Umgebung von x in'Y ¢ibt, die x auf 0 € R™ abbildet, und die Einschrdinkung
dlunx von ¢ auf die offene Umgebung U N X wvon z in X ein Homdomorphismus ist
auf die Schnittmenge von dem Bild ¢[U] von ¢ mit einem linearen Unterraum von R™.
Hierbei ist n die Dimension der Karte.

Beweis: Wir zeigen zunichst, dass die angegebene Bedingung hinreichend dafiir ist,
dass X eine differenzierbare Untermannigfaltigkeit ist. Die Einschriankung einer solchen
Karte ¢ um x € X auf U N X ist offenbar eine Karte von X um den Punkt z, weil die
Schnittmenge einer offenen Teilmenge des R™ mit einem Unterraum von R" eine offene
Teilmenge des linearen Unterraumes ist. Zwei solche Karten, deren Definitionsbereiche
beide den Punkt x enthalten, bilden beide eine offene Umgebung von x in X jeweils
auf eine offene Teilmenge eines linearen Unterraum des R™ ab. Die entsprechenden
Ubergangsfunktionen sind dann Homéomorphismen von einer offenen Teilmenge des
einen Unterraumes auf eine offene Teilmenge des anderen Unterraumes. Weil die Karten
von Y miteinander vertraglich sind, sind dann auch diese Karten von X miteinander
vertréiglich. Hier benutzen wir, dass jede differenzierbare Abbildung auch partiell dif-
ferenzierbar ist. Deshalb ist X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und die Inklusion
X — Y ist eine glatte Abbildung, deren Rang fiir alle x € X mit der Dimension von
T, X iibereinstimmt. Also ist X eine differenzierbare Untermannigfaltigkeit.

Wenn umgekehrt f: Z — Y eine Immersion und ein Homéomorphismus auf einem
topologischen Unterraum X = f[Z] C Y ist, dann hat f auf jeder Zusammenhangs-
komponenten von Z konstanten Rang. Wegen Satz liegt dann jedes x € X im
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Definitionsbereich U einer Karte ¢ der Dimension n von Y mit ¢(x) = 0, das die
Schnittmenge U N X auf ¢[U] NT(¢ o f)[Tf-1)Z] C TyyR™ = R™ abbildet. Damit
haben wir gezeigt, dass es fiir jede Untermannigfaltigkeit X von Y einen Atlas gibt,
der die Bedingungen des Lemmas erfiillt. q.e.d.
Zum Abschluss wollen wir noch den Satz der impliziten Funktion umformulieren.

Korollar 1.45. Sei f : X — Y eine glatte Abbildung zwischen differenzierbaren Man-
nigfaltigkeiten mit lokal konstantem Rang. Dann ist fir jedes y € f[X] das Urbild
FY{y}] eine Untermannigfaltigkeit von X. Sie hat in x € f~1[{y}] die Dimension

dim 7T, X — Rang(7,(f)).

Beweis: Wegen Satz liegt jedes x € X im Definbitionsbereich U einer Karte ¢ von
X der Dimension n mit ¢(x) = 0, die U N f~1[{f(x)}] in einen linearen Unterrraum
olUl N T,(¢)Kern(T,(f))] € R™ abbildet. Dieser Kern hat die Dimension dim 7, X —
Rang(T,(f)). Dann folgt die Aussage aus dem vorangehenden Korollar. q.e.d.
Insbesondere sind die Niveaumengen von Submersionen Untermannigfaltigkeiten.

Korollar 1.46. Seien X, Y und Z differenzierbare Mannigfaltigkeiten und f : X — Z
und g : Y — Z zwei glatte Abbildungen, von denen mindestens eine eine Submersion
1st. Dann ist das Faserprodukt

XxzY ={(z,y) € X xY | f(z) =g(y)}

eine Untermannigfaltigkeiten von X XY der Dimension
dim T ) X X zY = dim T, X +dim T,)Y —dim T,y Z = dim T, X +dim T, Y —dim Ty, Z.

Beweis: Seien (z,y) € X Xz Y und ¢ : U — R" eine Karte von Z auf einer offenen
Umgebung U von z = f(z) = g(y). Dann ist die Abbildung

¢pofopi—dogopy: fHUlx g [U] = R", (u,v) = ¢(f(u)) — d(g(v))

eine Submersion, weil entweder ¢o f oder ¢ o g eine Submersion ist. Das Urbild der 0 €
R™ dieser Abbildung ist wegen Korollar eine Untermannigfaltigkeit von f~1[U] x
g '[U]. Weil ¢ injektiv ist, ist ¢(f(u)) = ¢(g(v)) dquivalent zu f(u) = g(v). Also ist
diese Untermannigfaltigkeit gleich f~'[U] Xy g~ ![U]. Damit sind auf diesem Teilraum
fHU) xpg U] C fHU]x g7} U] C X xY die Bedingungen im Korollar [1.44] erfiills.
Weil dies fiir alle (z,y) € X xzY gilt, sind diese Bedingungen auf ganz X x ;Y erfiillt.
Daraus folgt die Behauptung. q.e.d.
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Beispiel 1.47. (i) Sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Dann ist die Diago-
nale von X X X das Faserprodukt X x x X beziiglich zwei Kopien der Abbildungen
1x : X — X. Diese Abbildungen sind Diffeomorphismen, so dass die Diagona-
le X xx X eine differenzierbare Untermannigfaltigkeit von X ist. Die Abbildung
X — X x X,z (x,z) ist offenbar einen Diffeomorphismus von X auf X x x X.

(ii) Seien X undY zwei differenzierbare Mannigfaltigkeiten und f : X — Y eine glatte
Abbildung. Dann ist der Graph von f das Faserprodukt X xyY der beiden Abbil-
dungen f: X =Y und 1y : Y — Y. Weil die zweite ein Diffeomorphismus ist,
ist X xy'Y eine differenzierbare Untermannigfaltigkeit von X XY . Die Abbildung
1x x f induziert offenbar einen Diffeomorphismus von X X x X auf X Xy Y.

1.7 Tangentialbiindel

Ziel dieses Abschnittes ist es, die Vereinigung aller Tangentialrdume TX = J, .y T X
wieder zu einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit mit der Vektorraumstruktur zu ma-
chen. Dazu fiihren wir zunéchst den Begriff des Faserbiindels ein.

Definition 1.48. Fin differenzierbares Faserbiindel ist ein Tripel (X, B, ), wobei X
und B differenzierbare Mannigfaltigkeiten sind und 7 eine surjektive glatte Abbildung
von X nach B, die die folgende Bedingung (der sogenannten lokalen Trivialitit) erfillt.

Lokale Trivialitat: Zu jedem b € B gibt es eine offene Umgebung U wvon b in B
und eine differenzierbare Mannigfaltigkeit F' mit einem Diffeomorphismus ¢ :
F x U — 7 YU], so dass die Abbildung 7 o ¢ mit der natiirlichen Projektion
po: ' x U — U fibereinstimmd.

WEeil die natiirliche Projektion ps von der differenzierbaren Mannigfaltigkeit F' x U
nach U immer eine Submersion ist, ist dann auch 7 eine Submersion. Man nennt X
den Faserraum, B seine Basis und 7 die Projektion des Faserbiindels. Wegen der lo-
kalen Trivialitit sind alle Urbilder 7=![{b}] fiir alle b in einer Umgebung eines by € B
zueinander diffeomorph. Diese Urbilder werden Fasern genannt. Sind alle Fasern zu
einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit F' diffeomorph, so wird das Faserbiindel auch
Faserraum vom Fasertyp I’ genannt. Aus der lokalen Trivialitéit folgt, dass die Menge
aller b € B mit Fasern 7~ [{b}], die zu einer Faser 7 '[{by}] diffeomorph sind, offen
sind. Aus der lokalen Trivialitdt folgt auch, dass sie auch den Grenzwert von konver-
genten Folgen in ihnen enthalten. Deshalb sind diese Mengen sowohl offen als auch
abgeschlossen. Also sind die Einschrankungen eines Faserbiindels auf das entsprechen-
de Faserbiindel (7~ '[C], C, m|,-1¢]) iiber einer zusammenhéngenden Komponente C'
von B Faserbiindel von einem bestimmten Fasertyp.
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Definition 1.49. Sei K der Korper der reellen oder komplexen Zahlen. Fin K—Vektor-
raumbiindel ist ein Faserbiindel (E, B, ), so dass jede Faser m—'[{b}] ein K-Vektor-
raum ist, und die lokale Trivialisierungen ¢ fiir jedes b € B Vektorraumisomorphismen

von {b} x F nach 7= '[{b}] sind.

Beispiel 1.50. Sei V' ein normierter K—Vektorraum und X eine differenzierbare Man-
nigfaltigkeit und m die natirliche Projektion von V x X auf X. Dann ist (V x X, X, )
ein Vektorraumbiindel tiber X . Dieses Vektorraumbiindel wird trivial genannt.

Die lokale Trivialitdt besagt genau, dass jedes Vektorraumbiindel lokal ein trivia-
les Vektorraumbiindel ist. Deshalb koénnen wir jedes Vektorraumbiindel aus solchen
trivialen Vektorraumbiindeln zusammenkleben.

Beispiel 1.51. Sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und F ein normierter
K-Vektorraum. Sei L(F) der normierte Vektorraum aller stetigen linearen Abbildun-
gen von F nach F. Er enthdlt als offene Teilmenge die Gruppe GL(F) aller stetigen
und stetig invertierbaren linearen Abbildungen von F nach F. Sei U eine offene Uber-
deckung von X . Wir wollen die trivialen Vektorraumbindel (F x U)yey zu einem Vek-
torraumbiindel iber X verkleben. Fir nicht schnittfremde Paare (U, V') € U XU sei gy
eine glatte Funktion von U NV nach GL(F'). Sie definiert folgende glatte Abbildung:

F (UﬂV) — F' (UﬂV),(f,l’) = (QSV,U(x)fvx)‘
Weil ¢pvy(x) fir jedes x € UNV invertierbar ist, ist die Umkehrabbildung gleich

FxUnNV)—=Fx{UnV),(fx)— (¢‘_/1U(x)f,x)

Also sind diese Abbildungen Diffeomorphismen. Weil ¢y (z) und ¢(/1U(x) fiir alle
x € UNV linear sind, sind diese Diffeomorphismen sogar Isomorphismen von Vektor-
raumbiindeln. Damit diese Isomorphismen die trivialen Vektorraumbindel (F X U)yey
auf eindeutige Weise zu einem Vektorraumbiindel tiber X wverklebt, miissen fiir alle

(U, V,W) € U? die drei trivialen Vektorraumbiindel F x U, F x V und F x W auf
UNVNW eindeutig miteinander identifiziert werden. Deshalb fordern wir:

Kozykelbedingung: Fiir alle nicht schnittfremden Tripel (U, V,W) € U? gilt

owy(x)pvy(x) = dwuy(x)  firalexeUNV NW.

Wenn wir U =V =W setzen erhalten wir

ovpu(x) = 1p fir alle x € U.
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Wenn wir U = W setzen erhalten wir
duv(z)ovy(x) = 1p fir allex e UNV.

& uyv(x) = ¢y (x) fir allex e UNV.
Auf dem Raum ;o (F x U) fiihren wir folgende Relation ein:

(e,x) e Fx U~ (fy) e FxV = y =z und ¢pyy(zr)e = f.

Wir zeigen jetzt, dass diese Relation wegen der Kozykelbedingung eine Aquivalenzre-
lation ist. Wegen ¢y (x) = 1y ist die Relation reflexiv. Wegen ¢y (x) = ¢y (x) ist
dvu(x)e = f dquivalent zu ¢yy(x)f = e. Deshalb ist die Relation ~ symmetrisch.
Weil fir alle x € UNV OW gilt pwp(x) = dpwv()pvo(x), folgt aus (e,x) € Fx U ~
(fiy) e FxVound (fy) € Fxv~(g,2) € FXW auchz=y=xecUNVNW und
dwu(z)e = dwy(z)pvu(z)e = pwyv(z)f = g. Also ist die Relation ~ auch transitiv.
Sei E die Menge aller Aquivalenzklassen dieser Aquivalenzrelation. Wir versehen
jetzt B mit einer Metrik. Wegen Lemma besitzt jede offene Uberdeckung von X
eine abzihlbare Verfeinerung U (d.h. eine offene Uberdeckung deren offene Mengen
jeweils in einer der offenen Mengen der urspriinglichen Uberdeckung enthalten sind),
von denen jeweils nur endlich viele offene Mengen in U mit einer offenen Menge U € U
nicht schnittfremd sind. Deshalb kénnen wir annehmen, dassU eine solche Uberdeckung
1st. Wir wihlen eine Metrik auf X, die die Topologie von X induziert. Dann sind fir
alle U € U die kartesischen Produkte F' x U metrische Riume. Fiir alle U € U sei

d(u,v) 1 cFxU
dU3UFXUXUFXU—>R, (uvv)'_’dU(U,U):{i"'d(“vv) fCL S Uu,v

Ueu veu sonst.

Dann ist Yy F x U mit d = [}n{‘{ dy ein separabler metrischer Raum. Wegen der Fi-
S

genschaft von U, sind von den Abbildungen (dy)uey auf allen Aquivalenzklassen jeweils
nur endlich viele ungleich Eins. Deshalb definiert auf der Menge E der Aquivalenzklas-
sen das Infimum der Abstinde zwischen den Elementen der Aquivalenzklassen eine
Metrik. Die Projektionen py : F' X U — U der trivialen Vektorraumbindel F' x U
induzieren eine Abbildung © : E — X. Alle Fasern (7 '[{x}|)sex dieser Abbildung
sind offenbar homoomorph zu F. Weil fir alle x € U NV die Werte ¢yu(x) der
Ubergangsfunktionen lineare Abbildungen sind, sind diese Fasern sogar als topologische
Vektorrdaume isomorph zu F. Der separable metrische Raum E besitzt auflerdem eine
eindeutige differenzierbare Struktur, so dass fir alle U € U, die natirliche Abbildung
FxU — 7 YU] ein Diffeomorphismus ist. Damit ist (E, X, ) ein Vektorraumbiindel.

Satz 1.52. (i) Auf einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit X ist TX = |J, oy ToX
ein reelles Vektorraumbiindel tiiber X . Fs heifst Tangentialbiindel von X .
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(ii) Sei f : X — Y eine r mal (stetig) differenzierbare Abbildung von der differen-
zierbaren Mannigfaltigkeit X auf die differenzierbare Mannigfaltigkeit Y. Dann
definiert T(f) : TX — TY eine (r — 1) mal (stetig) differenzierbare Abbildung
von der differenzierbaren Mannigfaltigkeit T X auf die differenzierbare Mannig-
faltigkeit TY , so dass das folgende Diagramm kommutiert.

T(f)
—

TX TY
T T
x L v

(iii) Seien X, Y wund Z differenzierbare Mannigfaltigkeiten und f : X — Y und g :
Y — Z differenzierbare Abbildungen. Dann gilt T(go f) =T(g) o T(f).

(iv) Die Tangentiale Abbildung T'(1x) der identischen Abbildung 1x von der differen-
zierbaren Mannigfaltigkeit X ist die identische Abbildung von T X .

Beweis: Auf allen zusammenhéngenden Komponenten sind die Dimensionen der Tan-
gentialrdume gleich einer natiirlichen Zahl. Wegen Korollar|1.12|ist jede differenzierbare
Mannigfaltigkeit eine hochstens abzéhlbare Vereinigung von offenen zusammenhéngen-
den Komponenten. Deshalb kénnen wir uns im Folgenden auf zusammenhéngende dif-
ferenzierbare Mannigfaltigkeiten X der Dimension n beschrianken.

Die Tangentialraume vom R™ bilden ein triviales Vektorraumbiindel:

TR" = R" x R" mit 7 : R" x R" — R", (v, w) — w.

Dies folgt aus der Identifikation des Tangentialraumes 7,,R™ von R™ im Punkt w € R
mit dem Raum aller infinitesimalen Richtungen v € R", die wir schon zur Einfiihrung
der Vektorraumstruktur auf 7, X benutzt haben. Sei (¢r)vey ein Atlas von X mit den
Definitionsbereichen (U € U). Diese Karten (¢ )yey induzieren bijektive Abbildungen

T(¢v) : TU — T'oy[U] C TR™,
die faserweise, also fiir alle x € U Vektorraumisomorphismen
T (ov) : T,U — Ty, R" ~ R"
induzieren. Indem wir die Tangentialbiindel von ¢y [U] mit dem trivialen Biindel
ToylU] =R" x ¢ylU] € TR® =R" x R"
identifizieren, und dann die Kartenwechsel

vy pulUNV] — gy[UNV]



36 KAPITEL 1. DIFFERENZIERBARE MANNIGFALTIGKEITEN

benutzen, konnen wir diese trivialen Vektorraumbiindel zu einem Vektorraumbiindel
iiber X verkleben. Die entsprechenden Abbildungen

UnvV — GL(R")
sind dann gegeben durch die Ableitungen der Ubergangsfunktionen
(pv o ¢p') oy : UNV — GL(R™).

Wenn die Definitionsbereiche U und V' der beiden Karten ¢y und ¢y nicht schnittfremd
sind, miissen die Dimensionen der Karten iibereinstimmen, so dass (¢v o ¢;')’ Werte
in GL(R™) annimmt. Fir U, V,W € U gilt

(6w 0 ¢ )(y) = (dw 0 By1) o (¢v 0 ¢y ) (y) fiir alle y € y[U NV N W],
Daraus folgt mit der Kettenregel

(ow 0 op") (du(x)) = (pw 0 1) (dv () - (Pv 0 ¢p") (b (x)) fiir alle x € U NV N W,

Also ist die Kozykelbedingung erfiillt und alle trivialen Vektorraumbiindel (R" x U)pey
definieren durch diese Kozykel ein Vektorraumbiindel iiber X. Fiir jede Karte

ov U — ¢ylU] CR"
erhalten wir bijektive Abbildungen
(Ien X ¢p") 0 T(gv) : TU — Ty[U] = R™ x ¢y[U] = R" x U.

Dadurch erhalten wir eine bijektive Abbildung von T'X in das durch die Kozykel defi-
nierte Vektorraumbiindel {iber X. Diese Abbildungen sind gerade so definiert, dass
sie mit den Aquivalenzrelation, aus deren Aquivalenzklassen das verklebte Vektor-
raumbiindel besteht, vertraglich ist: Auf T'(U N'V') gilt namlich

((¢v 0 ¢y ) 0 pu X Tyry) o (Ign X ¢p;') 0 T(dr) = (Tan X ¢y') 0 T(v)
weil fiir alle x € U NV gilt
Tyu () (dv 0 ¢y') 0 Tul(¢u) = Tu(ov)
und Ty, ) (¢v o ¢7;") durch die Identifikation von
T4, (R" ~ R" und Ty, R" ~ R"

mit der Abbildung (¢v o) (¢y(z)) € GL(R") identifiziert wird. Damit ist (i) gezeigt.
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Aufgrund der Konstruktion des Tangentialbiindels in (i) geniigt es (ii) in einer Karte
nachzupriifen. Sei also ¢ eine Karte von X um = € X und ¢ eine Karte von Y in f(z).
Dann ist die Tangentialabbildung 7,(f) als Abbildung von

Ts@)R™ nach Ty(ryR"  gegeben durch (Yo fo ¢ ") (¢(x)).

Hierbei ist n die Dimension von ¢ und m die Dimension von . Weil also T'(f) durch
die Ableitung von f bestimmt ist, ist T'(f) einmal weniger als f differenzierbar.

(iii) folgt aus Satz (iii).

(iv) folgt daraus, dass die Ableitung der identischen Abbildung lIg» des R™ (oder
eines beliebigen normierten Vektorraumes) an jeder Stelle gleich der identischen Ab-
bildung des R" (des normierten Vektorraumes) ist. q.e.d.

Definition 1.53. Sei (X, B, 7) ein differenzierbares Faserbiindel iber der differenzier-
baren Mannigfaltigkeit B. Sei U C B eine offene Teilmenge von B. Dann heifit eine
p mal (stetig) differenzierbare Abbildung f : U — X, so dass die Komposition von f
mit w gleich der identischen Abbildung von U ist, ein p mal (stetig) differenzierbarer
Schnitt von dem Faserbindel (X, B, m) (oder auch nur X ) iber U. Wenn U = B wird
f auch globaler Schnitt genannt.

Nicht jedes Faserbiindel besitzt auch globale Schnitte, aber wegen der lokalen Tri-
vialitét besitzt jedes Faserbiindel lokale Schnitte. Jedes Vektorraumbiindel (E, B, )
besitzt immer den globalen Nullschnitt, der jedem b € B die eindeutige Null aus der
Faser 771[{b}] zuordnet. Die Menge aller dieser Nullen bildet wegen der lokalen Tri-
vialitidt eine Untermannigfaltigkeit von F, die offenbar diffeomorph ist zu B.

Lemma 1.54. Sei F' ein normierter K—Vektorraum der Dimension n und (E, B, )
ein Vektorraumbiindel vom Fasertyp F. Dann ist E genau dann als Vektorraumbiindel
isomorph zu dem trivialen Biindel (F x B, B,w), wenn E n globale glatte Schnitte
fis- -y fn besitzt, deren Werte in allen Fasern (7 [{b}])sen linear unabhingig sind.

Beweis: Wenn ¢ : F' x B — FE ein Diffeomorphismus ist, so dass folgendes Diagramm

kommutiert
¢

FxB > FE
™l |7
B 2 B

und ¢ faserweise ein Vektorraumisomorphismus ist, dann wird jedes Element e € F

durch die Abbildung
f:B—{e} xB % E
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zu einem globalen Schnitt von E. Insbesondere induziert jede Basis (ey,...,e,) von
F durch ¢ globale glatte holomorphe Schnitte fi,..., f,, die faserweise alle linear un-
abhéngig sind.

Jede Basis (e, ..., e,) von F induziert einen Isomorphismus von den topologischen
Vektorraumen F' und K". Deshalb geniigt es umgekehrt zu zeigen, dass glatte Schnitte
fi,..., fn von E, die faserweise linear unabhéngig sind, einen Isomorphismus des Vek-
torraumbiindels £’ mit dem trivialen Vektorraumbiindel K" x B ~ F' X B induzieren.
Weil die Werte von den Schnitten fi, ..., f, in allen Fasern 7—![{b}] mit b € B eine
Basis der Faser bilden, induzieren sie eine bijektive, faserweise lineare Abbildung f von
E nach K" x B, so dass folgendes Diagramm kommutiert:

E L KxB
7Tl pzl
B 1z B

WEeil die Schnitte alle glatt sind, ist diese Abbildung f sogar ein Diffeomorphismus und
damit auch ein Isomorphismus zwischen dem Vektorraumbiindel £ und dem trivialen
Vektorraumbiindel K™ x B. q.e.d.

Satz 1.55. (i) Sei B eine zusammenhingende differenzierbare Mannigfaltigkeit. Dann
sind alle Fasern (m—'[{b}]) eines Vektorraumbiindels (E, B, ) diber B als topolo-
gische Vektorrdaume isomorph, d.h. (E, B, ) ist von einem bestimmten Fasertyp.

(ii) Sei F' ein topologischer Vektorraum und (E, B,m) ein Vektorraumbiindel vom Fa-
sertyp F. Dann gibt es eine Uberdeckung U von B und Kozykel ¢, d.h. fiir alle
(U, V) € U?* glatte Abbildungen ¢y : UNV — GL(F), die die Kozykelbedingung
erfillen, so dass das entsprechende Vektorraumbiindel isomorph ist zu (E, B, ).

Beweis: (i) Wegen der lokalen Trivialitét gibt es fiir jedes b € B eine offene Umgebung
U von b, auf der alle Fasern (7~ [{0'}])y v als topologische Vektorrdume isomorph sind
zu 7 [{b}]. Also sind die Teilmengen von B, auf denen die Fasern als topologische Vek-
torrdume isomorph sind, offen. Wenn (b,,),en eine konvergente Folge in einer solchen
Teilmenge ist, dann gibt es eine Umgebung von dem Grenzwert, auf der die Fasern als
topologische Vektorrdume isomorph sind. Deshalb sind diese Teilmengen auch abge-
schlossen. Wenn B zusammenhéngend ist, dann ist fiir alle b € B die Teilmenge, auf
denen alle Fasern als topologische Vektorrdume isomorph zu 7~ *[{b}] sind, gleich B.

(ii) Wegen der lokalen Trivialitdt gibt es fiir jedes Vektorraumbiindel vom Fasertyp F’
eine Uberdeckung U, und fiir alle U € U Diffeomorphismen ¢y : F x U — 7~ [U], so
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dass folgendes Diagramm kommutiert:
U

FxU —= Wﬁl[U}
p2 | Tl
v U

und ¢y faserweise Isomorphismen der topologischen Vektorrdume F und 7~ *[{b}] sind
fiir alle b € U. Fiir alle (U, V) € U? definieren die Einschriinkungen der Diffeomorphis-
men ¢y und ¢y auf F' x (UNV) folgenden Diffeomorphismus

gb\_/l‘w—l[Um/] ° ulpywry: FXUNV)—=FxUnV).

Weil dieser Diffeomorphismus faserweise ein Element von GL(F) definiert, ist er be-
schrieben durch eine glatte Abbildung

¢V,U UNV — GL(V)
Weil fiir alle U, V,W € U gilt ¢y [—1jvrvaw) © dulpxwnvow) =

—1 —1
= by l=—1uavaw] © Ov|pxwnvow) © Oy |a-1uavaw] © dulpxwnvaw)

erfiillen diese Abbildungen alle zusammen die Kozykelbedingung. Wir haben diese Ko-
zykel (¢vy)wvyeuz gerade so definiert, dass alle Trivialisierungen (¢y)yey zusam-
men einen Diffeomorphismus induzieren, von dem Vektorraumbiindel (£, B,7) auf
das durch den Kozykel definierte Vektorraumbiindel iiber B: Es gilt ndmlich fiir al-
le (U,V)eU* und allex e UNV

Oy 1y = (v (@) X Lay) 0 ¢p -1y

Dieser Diffeomorphismus bildet die Fasern 7! [{b}] von E auf die entsprechende Faser
des induzierten Vektorraumbiindel iiber dem gleichen Punkt b € U NV ab und ist
faserweise ein Isomorphismus von topologischen Vektorrdumen. Deshalb definiert er
einen Isomorphismus des Vektorraumbiindels (E, B, 7) mit dem durch die Kozykel
(¢v.v)(vyewz induzierten Vektorraumbiindel. q.e.d.

1.8 Operationen auf Vektorraumbiindeln

Definition 1.56. Seien (F, B, 7) und (E', B',7") zwei Vektorraumbiindel iber K. Dann
ist ein Morphismus zwischen diesen beiden Vektorraumbiindeln definiert als zwei glatte
Abbildungen f: B — B und g : E — E’, so dass folgendes Diagramm kommutiert:

E % F
Tl |
B L B
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und die Abbildung g faserweise eine lineare Abbildung von ©='[{b}] nach ='~*[{f(b)}]
ist, d.h. die Einschrinkungen von g auf alle Fasern w—'[{b}] mit b € B sind linea-
re Abbildungen in die Fasern ©'[{f(b)}]. Sind f und g Diffeomorphismen, so heifit
der Morphismus auch Isomorphismus der Vektorraumbindel (E, B, ) und (E', B', ).
Dann bilden die Umkehrabbildungen auch einen Morphismus, weil die Umkehrabbil-
dung jeder bijektiven linearen Abbildung zwischen endlichdimensionalen Vektorrdumen
wieder linear ist.

Beispiel 1.57. (i) Wir hatten schon gesehen, dass jede Karte ¢ : U — R™ einer
differenzierbaren Mannigfaltigkeit X einen Isomorphismus T(¢) : TU — T¢[U]
der entsprechenden Tangentialbiindel induziert.

(ii) Jede glatte Abbildung f : X — Y zwischen differenzierbaren Mannigfaltigkeiten
induziert zusammen mit T(f) : TX — TY einen Morphismus der entsprechenden
Tangentialbiindel.

(iii) Sei F' ein n—dimensionaler normierter Vektorraum und (E, B,m) ein Vektor-
raumbiindel vom Fasertyp F. Dann ist (E, B, ) genau dann isomorph zu dem
trivialen Vektorraumbiindel (F x B, B, ), wenn das Vektorraumbiindel (E, B, )
n glatte Schnitte f1,..., [, besitzt, die tiber jeder Faser linear unabhdngig sind.
Weil namlich fiir jeden Diffeomorphismus f : B — B die Abbildung

lpxf:FxB—FxB

offenbar ein Isomorphismus des trivialen Vektorraumbiindels (F x B, B,w) mit
sich selber ist, besitzt jedes Vektorraumbiindel genau dann einen Isomorphismus
der Form (g, f) auf das triviale Biindel (F' x B, B,p3), wenn es einen Isomor-
phismus der Form (g, 1g) besitzt. Also folgt die Aussage aus Lemma 1.5

Mithilfe der linearen Algebra und der Analysis kénnen wir aus zwei (endlichdi-
mensionalen) normierten Vektorrdumen V und W die normierten Vektorrdume des
kartesischen Produktes V' x W und der linearen stetigen Abbildungen von V nach
W . L(V,W) bilden. Wir werden jetzt diese Operationen auf alle Fasern 7~ [{b}] und
7'~ 1{b}] zweier Vektorraumbiindel (E, B, w) und (E’, B, ') iiber der gleichen Basis B
anwenden und dadurch zwei neue Vektorraumbiindel

(E® E',B,m®7') bzw. (Hom(FE, E'), B, ")

einfithren. Wir errinnern daran, dass die direkte Summe & von Vektorrdaumen mit dem
kartesischen Produkt iibereinstimmt.
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Satz 1.58. Seien (E, B, ) und (E', B;7') zwei Vektorraumbiindel iber der differen-
zierbaren Mannigfaltigkeit B. Dann gibt es zwei Vektorraumbiindel

(E® E',B,7®7') und (Hom(E, E), B, "),
deren Fasern
(r & 7') " {z}] und 7"~ [{z}]

fiir alle x € B als topologische Vektorrdume isomorph sind zu
E, X E. bzw. L(E,, E.) mit E, =7 '[{z}] und E =" '{x}].

Beweis: Es geniigt die Aussage auf jeder zusammenhingenden Komponente von B
zu zeigen. Wegen Satz geniigt es dann die Aussage fiir Vektorraumbiindel zu
zeigen, die durch eine offene Uberdeckung ¢ von B und fiir alle U,V € U Kozykel
dvy : UNV — GL(F) induziert werden. Seien F' und F” zwei normierte Vektorrdume.
Dann sind die beiden folgenden Abbildungen analytische Gruppenhomomorphismen:

X : GL(F)x GL(F') — GL(F x F'), (A, B) — A x B mit
AxB: FxF —FxF, Ax B)(fxf)=Af x Bf".
II: GL(F)x GL(F') — GL(L(F, F")), (A, B) — II(A, B) mit
(A, B) : L(F,F')— L(F,F), C+— BoCoA™!

Seien jetzt (F, B,7) und (E’, B, 7) zwei Vektorraumbiindel vom Fasertyp F bzw. F’
mit topologischen Vektorrdumen F und F’. Dann gibt es sicherlich eine Uberdeckung
U von B, so dass fiir alle U € U die Vektorraumbiindel 7~ [U] und #'~*[U] iiber
U isomorph sind zu F x U bzw. F' x U. Wegen Satz werden dann die beiden
Vektorraumbiindel (E, B, 7) und (E’, B, 7) induziert durch Kozykel

pvy:UNV — GL(F) fiir alle (U, V) € U?
Yy UNV — GL(F') fiir alle (U, V) € U>.

Weil diese beiden Kozykel die Kozykelbedingung erfiillen, erfiillen auch die Kozykel

dvy X Yy UNV — GL(F x F') fiir alle (U, V) € U?
by, vy) : UNV — GL(L(F, F')) fiir alle (U, V) € U?

die Kozykelbedingung und induzieren zwei Vektorraumbiindel F@® E’ bzw. Hom(FE, E')
vom Fasertyp F' x F’ bzw. L(F, F’") auf B. Wir zeigen jetzt, dass die Fasern dieser
Vektorraumbiindel E @ E’ bzw. Hom(FE, E’) iiber allen Punkten x € B isomorph sind
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zu B, x B! bzw. L(E,, E!). Seien also fiir alle U € U die lokalen Trivialisierungen von
E und E’ gegeben durch Isomorphismen von Vektorraumbiindeln

¢y : FxU— 7 Ul und ¢y : F' x U — 7'~ U]

so dass folgende Diagramme kommutieren:

FxU 2% 77U FxU Y% a1u]
P2l 7| und P2l Tl
v U v U

Fiir alle U € U ist die Abbildung
FxF'xU—|JExE, (fI )~ (bu(f2),du(f, )
zeU

eine bijektive Abbildung von dem trivialen Vektorraumbiindel F' x F’ x U iiber U mit
Faser F' x F' auf die disjunkte Vereinigung |J,.,, E» x E., der kartesischen Produkte
der Fasern von E und E’ iiber x € U. Fiir alle x e UNV mit U,V € U gilt

o' p, = (Pvw(@) x L) o o5t Wtly, = Wvo() x Igy) o oy

E! -

Also sind diese Abbildungen vertriglich mit der Aquivalenzrelation des von den Kozy-
keln (¢v,u X Yv.r)w,vyeu definierten Vektorraumbiindels £ @ E’. Dann sind die Fasern
des Vektorraumbiindels Hom(F, E’) isomorph zu E, x E..

Analog ist fiir alle U € U die Abbildung

‘C(Fa F/) x U — U £<E$7Ea/:)7 <C7 fl?) = wU|F’><{a:} © (C X ]I{CC}) © qb{]l‘Ez

zelU

eine bijektive Abbildung von dem trivialen Vektorraumbiindel L(F' x F')x U iiber U mit
Faser L(F, F') in die disjunkte Vereinigung J,.,; £L(E, E.,) aller linearen Abbildungen
von der Faser E, von E in die Faser E/ von E' iiber x € U. Fiir alle x € U NV mit
UV el gilt

Ov' |, = (Gvu(@) x Ly) o gt Wyt

o = v () x Lay) o

E! -

Deshalb sind diese Abbildungen vertriglich mit der Aquivalenzrelation des von dem
Kozykel (Il(¢v,r, Yv,r))w,vyewz induzierten Vektorraumbiindels Hom(E, E). Also be-
stehen die Fasern von Hom(E, E') fiir alle x € B aus L(E,, E.). q.e.d.

Das Vektorraumbiindel £® E’ wird Withney Summe der beiden Vektorraumbiindel
(E,B,m) und (F', B,n’) genannt. Diese Whitney Summe konnen wir auch definieren
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durch das Faserprodukt £ xp E’ als die Einschrankung des Vektorraumbiindels (£ x
FE'.B x B,m x 7') auf die Diagonale von B x B. Wegen der lokalen Trivialitiat ist
die Projektion jedes Faserbiindels eine Submersion. Also ist wegen Korollar das
Faserprodukt E x g E’ eine differenzierbare Untermannigfaltigkeit von £ x E’.

Beispiel 1.59. (i) Das duale Biindel E' eines K—Vektorraumbiindels (E, B, ) ist de-
finiert als das Biindel aller Homomorphismen von dem Biindel E in das triviale
K-Linearbiindel iber B. So ist z.B. fiir jede differenzierbare Mannigfaltigkeit X
das Kotangentialbiindel das duale Biindel T'X des Tangentialbindel (T X, X, ).

(ii) Seien V und W zwei endlichdimensionale normierte Vektorrdume diber K. Weil
alle endlichdimensionalen Vektorrdume auf natirliche Weise isomorph sind zu
thren Bidualrdumen, kénnen wir das Tensorprodukt V @ W identifizieren mit
LV, W). Deshalb definieren wir das Tensorprodukt zweier Vektorraumbiindel
(E,B,7) und (F,B,7) vom Fasertyp V bzw. W als das Vektorraumbiindel E' ®
F = Hom(E', F), der Homomorphismen von dem dualen Biindel E' von E in
das Vektorraumiindel F'. Hierbei ist das duale Biindel E' definiert als das Biindel
aller Homomorphismen von E in das triviale Biindel (K x B, B, po) tiber B.

Definition 1.60. Seien X und B differenzierbare Mannigfaltigkeiten und (E, B, )
ein Vektorraumbiindel tiber B. Wegen der lokalen Trivialitit ist die Projektion jedes
Faserbiindels eine surjektive Submersion. Wegen Korollar ist das Faserprodukt
E xp X der beiden Abbildungen m: E — B und f : X — B eine differenzierbare Un-
termannigfaltigkeit von E x X und das Faserprodukt B xg X der beiden Abbildungen
1g: B— Bund f : X — B eine differenzierbare Untermannigfaltigkeit von Bx X . Die
Finschrinkung des Vektorraumbindels (E x X, B x X, 7 x 1x) auf die Untermannig-
faltigkeit B x g X definiert dann das Vektorraumbiindel f*(E) = (Exp X, Bxpg X, 7).
Es wird inverses Bild des Vektorraumbiindels (E, B, ) unter der Abbildung f genannt.

Die Einschrankung der Abbildung f x 1x : X x X — B x X auf die Diagonale X ~
X X x X ist eine bijektive Abbildung auf B x g X. Deshalb ist B x g X natiirlicherweise
diffeomorph zu X. Dadaurch wird das Biindel f*(E) zu einem Biindel iiber X.

Satz 1.61. Seien (E,B,w) und (E', B',7') zwei Vektorraumbiindel. Dann induziert
jeder glatte Morphismus (g, f) von dem Vektorraumbiindel (E', B', ") auf das Vektor-
raumbiindel (E, B, m) einen Morphismus (h,1g/) von (E', B',7") auf das inverse Bild
f*(E) des Vektorraumbiindels (E, B, ) unter der Abbildung f.

Beweis: Offenbar ist (g x 1p/, f x 1p/) ein Morphismus des Vektorraumbiindels (£’ x
B', B'x B', ' x 1p/) auf das Vektorraumbiindel (E x B’, Bx B', 7w x 1p/). Das Faserpro-
dukt E’x g B’ beziiglich der glatten Abbildungen n’ : £/ — B’ und 1z : B’ — B’ ist die
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Einschrankung des Vektorraumbiindels (E' x B', B’ x B, ' x 1p/) auf das Faserprodukt
B’ x g B’ beziiglich zwei glatten Abbildungen 1p : B’ — B’ als Untermannigfaltig-
keit von B’ x B’. Die zweite Untermannigfaltigkeit ist die Diagonale von B’ x B’, und
die erste Untermannigfaltigkeit ist das inverse Bild 13, (E’) des Vektorraumbiindels
(E', B',7") unter der Abbildung 1z : B’ — B’. Seien pg : E' x B — E’' und pp: :
B'x B" — B’ die beiden Projektionen auf den ersten Faktor der kartesischen Produkte.
Dann ist (pgr, ppr) ein Morphismus des Vektorraumbiindels (E'x B', B'x B', 7' x 1p/) auf
das Vektorraumbiindel (E’, B’, 7’). Er induziert einen Isomorphismus des inversen Bil-
des 13, (E") des Vektorraumbiindels (E’, B', 7") mit dem Vektorraumbiindel (E', B, ’).

Das Faserprodukt E xp B’ beziiglich der glatten Abbildungen 7 : £ — B und
f : B’ — B ist die Einschrankung des Vektorraumbiindels (£ x B’, B x B’ 7 x 1p/)
auf das Faserprodukt B xpg B’ beziiglich der glatten Abbildungen 1 : B — B und
f: B" — B als Untermannigfaltigkeit von B x B’. Es ist das inverse Bild f*(F) des Vek-
torraumbiindels (F, B, 7) beziiglich der glatten Abbildung f. Weil die Abbildung fx 15
offenbar die Diagonale B’ X B’ von B’ x B’ auf die Untermannigfaltigkeit B xp B’
abbildet, wird durch den Morphismus (g x 1g/, f x 1p/) das Vektorraumbiindel 15, (E")
auf das Vektorraumbiindel f*(E) abgebildet. Weil 1, (E’) als Vektorraumbiindel iso-
morph ist zu (E’, B',n’) erhalten wir einen Morphismus von (E’, B’, 7’) auf des inverse
Bild f*(E) des Vektorraumbiindels (E, B, 7) unter der Abbildung f. q.e.d.



Kapitel 2

Vektorfelder

2.1 Vektorfelder und Integralkurven

Definition 2.1. Sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Dann heifit eine Abbil-
dung F': X — TX mit moF = 1x Vektorfeld von X. Den Raum aller Vektorfelder auf
X bezeichnen wir mit Vec(X). Fir r € Ny bezeichnet Vec"(X) den Raum aller r mal
stetig differenzierbaren Vektorfelder und Vec™ (X)) den Raum aller glatten Vektorfelder.

Satz 2.2. Seir € NgU {oo} und X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Dann defi-
niert jedes Vektorfeld F' € Vec"(X) fir allep =0,...,r eine lineare Derivation

Op: CPTYX,R) — CP(X,R) mit Op(f-g)=7Ff 0p(9)+0r(f)-g.
Umgekehrt gibt es fiir jede lineare Derivation
0:C*X,R)— C"(X,R) mit 0(fg) = f0(g) +0(f)g ein F € Vec"(X) mit 0 =0p.

Beweis: Wegen Satz definiert jedes Vektorfeld eine Abbildung von C*(X,R)
in die reellen Funktionen auf X, die linear ist und eine Derivation ist. Wir zeigen
jetzt, dass fiir jedes Vektorfeld F' € Vec”(X) die Derivation 0 sogar C™(X,R) nach
C"(X,R) abbildet. Wenn wir mit einer Karte ¢ dem Vektorfeld F' eine r mal stetig
differenzierbare Abbildung von dem Definitionsbereich U C X der Karte nach R”
zuordnen, dann gilt

Or(f)(2) = To(9)(F(x)) - V(f o ¢~ ")((2)) fiir alle z € U.

Hierbei ist T'(¢) o F|y die Abbildung U Ho, py 19, T¢|U] ~ R" x U. Dann bildet

F € Vec"(X) offenbar C™(X,R) nach C"(X,R) ab. Aus F' € Vec"(X) folgt fiir alle

p=0,...,r auch F € Vec’(X), so dass 0 auch C?"!(X,R) nach C?(X,R) abbildet.
Umgekehrt ist F' genau dann r mal stetig differenzierbar, wenn 0 C*°(X,R) nach

C"(X,R) abbildet. q.e.d.

45
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Korollar 2.3. Seien F' € Vec?(X) und G € Vec!(X) zwei Vektorfelder auf einer diffe-
renzierbaren Mannigfaltigkeit X. Dann gibt es genau ein Vektorfeld [F, G| € Vec" (X)
mat

r=min{p—-1,¢q—1} wund Opg =0polc—~0g00F.

Beweis: Offenbar ist 0pofg —0go0p eine lineare Abbildung von C*°(X,R) nach
C"(X,R) auch eine Derivation. Fiir alle f,g € C°°(X,R) gilt namlich:

(Opobc—0cobr)(f-g9)=0r0c(f-g)—0cOr(fg))
=0r(fbc(9) +0c(f)g) —0c(fOr(g) +0r(f)g)
= fOr(ba(y ))+9F( )0c(g9)  +0c(f)0r(9) +0r(0c(f))g
— [0c(0r(9)) —0c(f)0r(g)  —0r(f)0c(g) —O0c(0r(f))g
= [0r(0c(9)) +0r(0c(f))g —f0c(0r(9)) — 0c(0r(f))g
=f-(0poblg—0g00r)(9) +(@pobs—0c00Fp)(f)-g.

Damit folgt die Behauptung aus dem vorangehenden Satz. q.e.d.

Das Tangentialbiindel eines endlichdimensionalen normierten Vektorraumes V' ist
auf natiirliche Weise isomorph zu TV ~ V' x V insbesondere ist das Tangentialbiindel
eines offenen Intervalls I auf natiirliche Weise isomorph zu R x I. Deshalb enthélt der
Tangentialraum 7,7 fiir alle z € I auler der Null noch ein ausgezeichnetes Element,
das (1,z) € R x I ~ T entspricht.

Definition 2.4. Fine Integralkurve x eines Vektorfeldes F' € Vec(X), ist eine diffe-
renzierbare Abbildung x : I — X, t +— x(t) von einem offenen Intervall I C R nach X,
so dass fir allet € I das Element (1,t) € Rx 1 ~T1 durch Ti(x) auf F(x(t)) € TypnX
abgebildet wird. Wenn ty € I und x(tg) = xo € X gilt, dann heifst x Integralkurve von
F mit Anfangswert x(ty) = xo.

Wir werden jetzt zeigen, dass jedes Vektorfeld F' € Vec'(X) fiir jedes 2o € X genau
eine Integralkurve mit Anfangswert z besitzt. Diese Aussage ist eine Umformulierung
der Existenz und Eindeutigkeit von gewohnlichen Differentialgleichungen.

Satz 2.5. Sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und F € Vec'(X). Dann gilt:

(i) (Ezistenz von Integralkurven) Seity € R und xo € X. Dann gibt es ein € > 0 und
eine zweimal stetig differenzierbare Abbildung

x:(tg—€etog+e) — X, t—x(t) mit x(ty) = o,

die eine Integralkurve von F mit Anfangswert x(ty) = o ist.
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(ii) (PEindeutigkeit von Integralkurven) Seien x und y zwei Integralkurven von F auf
offenen Intervallen I bzw. J. Wenn ty € I N J und x(ty) = y(to) gilt, dann
stimmen x(t) und y(t) fir alle t € I N J dberein.

Wir werden diese Existenz und Eindeutigkeit mit Hilfe von Karten von X um dem
Punkt 2y bzw. z(ty) aus der Existenz und Eindeutigkeit von gewohnlichen Differenti-
algleichungen folgern.

Satz 2.6. (Picard-Lindeldf) Sei (to,z9) € RxR™ und f : U — R" eine lipschitzstetige
Abbildung auf einer offenen Umgebung U C R™ won (tg, z9) € R". Dann gilt

(i) (Lokale Ezistenz) Es gibt ein € > 0 und eine differenzierbare Abbildung = von
(to — €,to + €) nach R™, die das folgende Anfangswertproblem lost:

d

d_f(t) = f(t,z(t)) fir allet € (to — €,to +€) und  x(ty) = wo.

(ii) (PFindeutigkeit) Seien x und y zwei differenzierbare Abbildungen von den offenen
Intervallen I bzw. J nach R™, die beide ty enthalten. Wenn x und y beide dieses

Anfangswertproblem losen, dann gilt x(t) = y(t) fir allet € TN J.

Beweis: Wegen der Lipschitzstetigkeit gibt es ein L > 0, so dass fiir alle (¢, y), (¢,2) € U
auch [|f(t,y) — f(t,2)| < L|ly — z|| gilt. Sei § > 0 so gewihlt, dass U das kartesische
Produkt [ty — d,tg + 0] X B(zg,d) der beiden abgeschlossenen d—Bélle um ¢, und

enthélt. Dann gilt fiir alle (s,y) € [to—0, to+0] x B(xg,0) auch || f(s,v)|| < ||f(to, zo)||+
2L6. Wegen der Stetigkeit von f ist die Abbildung

F:xw— F(x) mit F(x)(t) = o + /f(s,:v(s))ds

eine stetige Abbildung von C([ty — 6, to+ 6], B(xo, d)) nach C([to — 9, to+ I}, R"™). Wenn
e <60 und e (|| f(to, zo)|| + 2L0) < 0, dann bildet sie wegen dem Schrankensatz C([to —

€,ty + €], B(xg,0)) auf sich selber ab. Fur z,y € C([to — €, to + €], B(x¢,0)) gilt dann

[1F(x) = F(y)llo < €Ll = ylloo-

Sei also € kleiner als

< {5 5 } _ 1
e < min < 0, <
B I|.f (to, x0)|| + 2L0 9],

Dann definiert die Abbildung F’ eine Lipschitzstetige Abbildung mit Lipschitzkonstante
e- L <1/2 von dem vollstdndigen metrischen Raum C([ty — €, to + €], B(z0, d)) auf sich
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selber. Jeder Fixpunkt ist wegen dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
stetig differenzierbar und es gilt @(t) = f(¢, z(t)) fir alle t € (to—e, to+€) mit z(ty) = xo.
Also 16st = dieses Anfangswertproblem auf (¢y — €,%y + €).

Wenn umgekehrt z auf einer Umgebung von ¢, dieses Anfangswertproblem 16st,
dann ist x stetig differenzierbar. Deshalb ist die Ableitung von F'(x)—x gleich Null, und
beide Funktionen F'(z) und x sind bei t = ¢, gleich zg. Also stimmen beide Funktionen
iiberein und jede Losung des obigen Anfangswertproblems ist ein Fixpunkt von F'. Also
folgt die Existenz und Eindeutigkeit dieses Anfangswertproblems auf einer Umgebung
von ty aus dem Banachschen Fixpunktsatz. Dann ist die Menge aller Punkte, an denen
zwei Losungen x und y dieses Anfangswertproblems iibereinstimmen offen, und wegen
der Stetigkeit von solchen Losungen auch abgeschlossen. Weil die Schnittmenge von
zwei Intervallen wieder ein Intervall und damit zusammenhéngend ist, stimmen zwei
solche Losungen x und y dann auf der Schnittmenge I N J iiberein. q.e.d.
Beweis der Existenz und Eindeutigkeit von Integralkurven:

(i) Sei ¢ : U — R™ eine Karte um zg € X. Dann definiert

Fly T(¢)

f=poT(@)oFlyos: olU] LU 2% 70 19, 1olu] ~ R x o[U] 25 R”

eine einmal stetige differenzierbare Abbildung. Wegen dem Schrankensatz gibt
es ein r > 0, so dass die Einschriankung auf B(¢(zg),r) C ¢[U] Lipschitz—stetig
ist mit Lipschitzkonstante L > 0. Dann folgt aus dem Satz von Picard—Lindel6f,
dass es ein € > 0 gibt und eine eindeutige Losung

T (to—€,tg +€) — U], — Z(t)

des Anfangswertproblems
dz
dt

Die Abbildung = ¢! o 7 ist dann eine Integralkurve von F.

(t) = f(z(t)) fir alle t € (tg — €,to + €) mit T(tg) = P(xo).

(ii) Sei ¢ : U — R™ wieder eine Karte in xy = x(ty) = y(to). Dann definieren & = ¢ox
und § = ¢ oy zwei Losungen des Anfangswertproblems

dz

dt

Also gilt & = g auf einer Umgebung von to. Weil ¢ injektiv ist folgt z(t) = y(t) auf

einer Umgebung von ty. Daraus folgt, dass die Menge aller {t € INJ|z(t) = y(t)}

offen ist und abgeschlossen wegen der Stetigkeit von x und y. Weil I und J

Intervalle sind und ¢ty € I N J ist I N J ein nicht leeres Intervall und damit
zusammenhéngend. Also gilt z(t) = y(¢) fur allet € I N J. q.e.d.

(t) = f(z(t)) fur alle ¢ in einer Umgebung von ¢y mit  Z(tg) = ¢(x).



2.2. FLUSSE UND VEKTORFELDER 49

Satz 2.7. Sei F' € Vecl(X) und xo € X. Dann gibt es eine eindeutige Integralkurve
x: I — X von F mit z(0) = xo, so dass jede Integralkurve y : J — X wvon F mit
y(0) = zo eine Finschrinkung von x auf ein Teilintervall J von I ist, das O enthdlt.
Allgemeiner ist jede Integralkurve y : J — X von F mit y(ty) = xo von der Form:

y(t —to) = x(t) fir allet —to € J, wobei {t e R|t —t, € J} C I.

Beweis: Sei [ die Vereinigung der Definitionsbereiche aller Integralkurven x von F' mit
x(0) = xy. Wegen der Existenz und Eindeutigkeit der Integralkurven gibt es dann eine
eindeutige Integralkurve = auf I mit x(0) = x¢, so dass jede Integralkurve von F' mit
y(0) = z¢ durch Einschrénken der Integralkurve = auf ein Teilintervall von I entsteht.
Offenbar ist fiir jede Integralkurve y von F' mit y(ty) = o die Abbildung

{teR|t—tyeJ} =X, tr z(t)=y(t—to)

eine Integralkurve von F' mit z(0) = xy. Daraus folgt die Behauptung. q.e.d.

2.2 Fliisse und Vektorfelder

Wir wollen jetzt alle maximalen Integralkurven aus dem vorangehenden Satz zu Ab-
bildungen von offenen Teilmengen von R x X nach X zusammensetzen.

Definition 2.8. Sei X ein topologischer Raum, W C R x X eine offene Teilmenge.
FEine Abbildung ¢ : W — X mit folgenden Eigenschaften heifit lokaler Fluss auf X :

(i) Firallex € X ist {t e R| (t,z) € W} ein offenes Intervall, das die Null enthdlt.
(i) Sei (s,z) € W und (t,1(s,x)) € W, dann ist auch (t + s,x) € W und es gilt

Yt (s, x)) =Yt + s, z).

(iii) Fir alle x € X gilt ¢(0,2) = x.

Lemma 2.9. Sei ¢ : W — X ein stetiger lokaler Fluss auf dem topologischen Raum
X. Dann gilt:

(i) Firallet € R sei V, ={x € X | (t,x) € W}. Dann ist fir allet € R die Menge
Vi offen. Fiir alle z € V; ist auch (t,z) € V_; und die Abbildung

W(t,): Vi—= Vo, xw—(t o)

ein. Homdéomorphismus mit der inversen Abbildung 1 (—t,-).
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(ii) Fir jedes x € X gibt es ein € > 0 und eine offene Umgebung U C X wvon x, so
dass W die Menge (—e€,€) x U enthdlt. Fir alle t € (—¢,€) sind insbesondere V,
und V_; offene Umgebungen von = und v(t,-) ein Homdéomorphismus von der
offenen Umgebung V; von x auf die offene Umgebung V_; von x.

Beweis: Fiir alle (¢y, zo) € W ist W eine offene Umgebung von (¢, zy) € R x X. Dann
gibt es ein € > 0 und eine offene Umgebung U C X von g, so dass (tg — €,tg+€) x U
in W enthalten ist. Also sind fiir alle t € R die Mengen V; offen.

Sei t € R und z € V;. Wir fithren den Beweis fiir t > 0. Fiir t < 0 geht er analog.
Aus der Bedingung (i) folgt W D {(s,z) | s € [0,t]} = {(t + s,2) | s € [-t,0]}.
Fiir jedes s € [—t,0] gibt es ein ¢, > 0 und eine offene Umgebung Uy, C X von
Y(t + s, x) mit (—e,, €;) x U, € W. Die offene Uberdeckung (Us)se[-t,0) der kompakten
Menge {¢(t + s,x) | s € [—t,0]} besitzt eine endliche Teiliiberdeckung. Sei e > 0 das
Minimum der entsprechenden (€;)scp,1). Aus der Bedingung (ii) folgt fiir alle s € [—t, 0]

(r,p(t+s,x)), (t+s+r,x) € W und (r,(t+s,2)) = P(t+s+r, z) fir alle r € (—¢,¢).

Wegen der Bedingung (ii) folgt (s+r, ¥ (t,z)), (t+s+r,z) € W und ¢(s+r, (¢, z)) =
Y(t+s+r,x) aus (s,¥(t,z)) € Wund (r,¢(t+s,x)) € W. Induktiv folgt (s, (t,x)) €
W und ¢ (s, (t, x)) = (t+s, x) fur alle s € [—t,0]. Also liegt ¢ (¢, ) in V_; und (—t, )
ist die Umkehrabbildung von (¢, ). Dann sind ¢ (t, -) und ¢ (—t, -) Homéomorphismen.

Danach folgt (ii) aus dem Beweis von (i). q.e.d.

Satz 2.10. Sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Dann definiert fiir jedes Vek-
torfeld F € Vec"(X) mit r € N die Vereinigung aller mazimalen Integralkurven aus dem
Satz einen r mal stetig differenzierbaren Fluss Vg auf X. Die partielle Ableitung
von Yr nach t ist sogar auch r mal stetig differenzierbar.

Umgekehrt gibt es fiir jeden v mal stetig differenzierbaren Fluss ¢ auf X, dessen
partielle Ableitung nach t auch r mal stetig differenzierbar ist, ein Vektorfeld F €
Vec" (X) mit 1 = Yp.

Wir beweisen diesen Satz wieder mit Hilfe eines Satzes {iber Losungen von gewdhn-
lichen Differentialgleichungen.

Satz 2.11. Sei ty € R, g € R™ und U eine offene Umgebung von xo € R™. Sei
f U — R"™ eine r mal stetig differenzierbare Abbildung mit r € N. Dann gibt es eine
offene Umgebung W wvon xzy in U, ein € > 0 und eine r mal stetig differenzierbare
Funktion g : (to — €,tg + €) x W — R", so dass fiir alle y € W die Funktion

x: (to—eto+e) =Rt g(ty)
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die eindeutige Losung des folgenden Anfangswertproblems ist

Ccll—f(t) = f(x(t)) fir allet € (to — €,to +€) mit  x(ty) = y.

Die partielle Ableitung von g nach t ist sogar auch r mal stetig differenzierbar.

Beweis: Wir benutzen den Satz der impliziten Funktion. Weil U eine offene Umgebung
von 1z ist, gibt es ein § > 0, so dass U den abgeschlossenen Ball B(zg, §) enthélt. Wegen
Heine-Borel ist B(zg,0) kompakt. Weil f stetig differenzierbar ist, gibt es dann eine
obere Schranke L > 0 an die Ableitungen von f auf B(xg, d). Wegen dem Schrankensatz
ist dann f Lipschitz—stetig auf B(z, ) mit Lipschitzkonstante L > 0. Sei also 0 < € <
m analog gewahlt wie in dem Beweis des Satzes von Picard-Lindelof. Sei I das
abgeschlossene Intervall I = [ty — €, to + €] und V die offene Umgebung V' = B(xg,d/2)

von xg € R™. Wieder ist fiir alle y € V' die Abbildung

F, : C(I,B(xg,0)) — C(I, B(x0,0)), v — F,(z) mit F,(x)(t) =y + /f(x(s))ds

von dem vollstdndigen metrischen Raum C'(I, B(zo,0)) auf sich selber Lipschitz-stetig
mit Lipschitzkonstante eL < 1/2. Wegen der Ungleichung /2 + €(|| f(xo)|| + 2L0) <
d/2 4+ 6/2 = § liegen die Bilder aller Abbildungen (F},),cy sogar in der offenen Teil-
menge C'(I, B(xo, d)) des Banachraumes C'(I, R™) mit der Supremumsnorm ||+ ||o. Des-
halb liegen die entsprechenden Fixpunkte in dieser offenen Teilmenge. Fiir alle y € V
ist die Ableitung der Abbildung =z +— F,(x), als Abbildung der offenen Teilmenge
C(I, B(z,9)) von C(I,R") auf sich selber gegeben durch

F(x) C(I,R") — C(I,R"), z = F(z)(2)
wit R0 = [ @) E)s

Weil die Ableitungen f'(s, z(s)) beschréinkt sind durch L, ist die Ableitung F} () be-
schriankt durch Le < 1/2. Deshalb konvergiert fiir alle y € V und alle z € C(I, B(xo,9))
die Neumannsche Reihe

1w l
(lorn = Fy(2) ™ =) (F)()
1=0
in L(C(I,R")) gegen den inversen Operator von lg(z ey — F, (7). Offenbar ist fiir alle
y und z € V die punktweise Differenz der entsprechenden Abbildungen eine konstante
Abbildung in C(I,R"):
Fy(z) = F(z) =y — 2.
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Deshalb ist fiir jedes © € C(I, B(xg,0)) die Abbildung y — F,(z) eine glatte Abbildung
von V nach C(I,R"). Also ist die Abbildung

G:V xC(I,B(xg,0)) — C(I,R"), (y,x)+— (]IC(I,B(xO,(;)) — Fy) (x) =2 — F,(z)

eine stetig differenzierbare Abbildung und besitzt auf dem gesamten Definitionsbe-
reich eine invertierbare partielle Ableitung nach z € C(I, B(zo,9)). Das Urbild der
0 € C(I,R") besteht genau aus den Fixpunkten der Abbildungen F,. Dann folgt aus
dem Satz der impliziten Funktion, dass es eine stetig differenzierbare Abbildung g von
einer Umgebung W von x, € V auf die entsprechenden Fixpunkte der Abbildungen F,
gibt. Diese Abbildung ist auflerdem genauso oft stetig differenzierbar, wie G. An den
expliziten Formeln fiir die ersten partiellen Ableitungen von F), erkennt man, dass die
partiellen Ableitungen von G bis zur selben Ordnung stetig sind, bis zu der auch die
partiellen Ableitungen von f stetig sind. Also ist G genauso oft wie f stetig differen-
zierbar. Fiir alle y € W ist dann g(y) die eindeutig Losung des Anfangswertproblems

dx

E(t) = f(t,z(t)) fir alle t € (tg — €,tp +€) mit  x(ty) = y.

Alle partiellen Ableitungen bis zur Ordnung r von der Abbildung
(t0_€7t0+€) XWHR7 (yat)Hg(y)(t)

sind stetig. Deshalb ist diese Abbildung auch r mal stetig differenzierbar. Weil sie eine
Losung des obigen Anfangswertproblems ist, ist die partielle Ableitung nach ¢ sogar
auch r mal stetig differenzierbar. q.e.d.
Beweis von Satz Sei F' € Vec"(X) ein r mal stetig differenzierbares Vektorfeld.
Sei Wr die Vereinigung in R x X aller kartesischen Produkte der Definitionsbereiche der
eindeutigen maximalen Integralkurven aus Satz [2.7] mit Anfangswert x(0) = x € X mit
den Mengen {z}. Sei ¢p : Wr — X fiir jedes © € X definiert durch die entsprechende
Integralkurve. Wenn (s, 2) € Wr und (¢, ¥ r(s, x)) € W liegt, dann stimmen die beiden
Integralkurven mit Anfangswert z(0) = x und z(s) = ¥r(s, z) wegen der Eindeutigkeit
von Integralkurven auf der Schnittmenge der Definitionsbereich iiberein. Also bilden
sie zusammen eine Integralkurve auf einem Intervall das sowohl 0, als auch s und ¢+ s
enthélt, und z(0) = z, z(s) = ¥r(s,z) und x(t+s) = VYp(t, Yr(s, z)) erfiillt. Also folgt

(t+s,x) € Wp und Yp(t + s, x) = ¥r(t, ¥r(s, v)).

Weil im Beweis der Existenz des Anfangswertproblems im Satz von Picard-Lindelof
das Intervall, auf dem die die Losung definiert ist, nur von ¢, L und || f(zo)|| abhéngt,
enthdlt Wy fiir alle z € X eine offene Umgebung von (0,z) € R x X. Dann enthalt
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W fur alle (s, ) € Wg mit einer offenen Umgebung um (0, ¢¥r(s, z)) auch eine offene
Umgebung von (s, z). Also ist W offen.

Wir zeigen jetzt, dass ¥r r mal stetig differenzierbar ist. Sei ¢ : U — R" eine Karte
von X auf einer Umgebung von z € X und V = (R x U) Nt [U]. Dann parametrisiert

potrlyo(lrx¢): (lexo)[V]—olU], (ty) — (dovr)(t,¢ " (y))
fir alle y € ¢[U] die Losungen des Anfangswertproblems

dx .
o) = fla®) mit  2(0) =y

mit der Funktion

fiolUl =R,y f(y) = To-14)(0)(F(o(y)))-

Diese Abbildung ¢ o ¢p|;, o (Ig x ¢~ ') ist wegen dem vorangehenden Satz r mal stetig
differenzierbar, und die partielle Ableitung nach ¢ ist sogar auch r mal stetig differen-
zierbar. Dann ist ¢ r auch r mal stetig differenzierbar, und die partielle Ableitung von
Yp nach t ist sogar auch r mal stetig differenzierbar. Also ist ¢¥r ein Fluss mit den
gewiinschten Eigenschaften.

Sei jetzt ¢ : W — X ein r mal stetig differenzierbarer Fluss auf X, dessen partielle
Ableitung nach ¢ auch r mal stetig differenzierbar ist. Wegen der Bedingung (ii) gilt
fir alle (t,z) € W und (s,9¢(t,z)) € W und jede Karte ¢ : U — R™ von X um (¢, x)
und ¥(t + s, x)

Op(Y(t +s,2)) _ 0¢((t +s,2)) _ 99(y(s, ¥(t, 2)))

ot Os B Os
Mit s = 0 folgt, dass die partielle Ableitung % an der Stelle (¢,x) gleich der
partiellen Ableitung von W an der Stelle (0,%(¢,z)) ist. Sei also F' € Vec(X)

das Vektorfeld von X, das jedem 2 € X das Element in T,X zuordnet, auf das die
Abbildung
T (V) : TopW — T, X

das Element (1,0) € R x T, X ~ Ty W abbildet. Weil die partielle Ableitung von 1
nach ¢ r mal stetig differenzierbar ist, ist F' r mal stetig differenzierbar. Dann ist fiir
jedes x € X, die Abbildung t +— (t,z) eine Integralkurve des Vektorfeldes F'. Aus
der Eindeutigkeit von Integralkurven folgt, dass ¢ eine Einschrinkung von ¢z auf eine
offene Teilmenge des entsprechenden Definitionsbereiches Wy ist. q.e.d.

Aus Lemma [2.9 und Satz folgt
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Korollar 2.12. Sei F' € Vec'(X) ein Vektorfeld auf einer differenzierbaren Mannig-
faltigkeit X mit r € N. Dann ist fir alle t € R die Menge V; = {xz € X|(t,x) € Wg}
eine offene Teilmenge von X und die Abbildung x — Vp(t, z) ist ein r mal stetig diffe-
renzierbarer Homéomorphismus von Vi nach V_y mit Umkehrabbildung x — ¥p(—t, x).
Auflerdem gibt es fir alle v € X ein € > 0, so dass fir alle t € (—¢,€) die Mengen V;
und V_; offene Umgebungen von x sind. q.e.d.

Definition 2.13. (i) Ein lokaler Fluss 1 : W — X auf einem topologischen Raum X
heif$t globaler Fluss, wenn W =R x X ist.

(ii) Ein Vektorfeld F € Vec'(X) auf einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit X heifit
vollstandig, wenn der entsprechende Fluss g ein globaler Fluss ist.

Satz 2.14. (i) Auf einem kompakten topologischen Raum X sind alle lokalen Fliisse
auch globale Fliisse.

(ii) Alle Vektorfelder F € Vec'(X) auf einer kompakten differenzierbaren Mannigfal-
tigkeit X sind vollstindig.

Beweis: (i) Wegen Lemma gibt es fiir jedes z € X ein ¢, > 0 und eine offene
Umgebung U, von x € X, so dass der Definitionsbereich W die Menge (—¢,,€,) x U
enthélt. Die Uberdeckung (Uz)zex von X, hat eine endliche Teiliiberdeckung. Das
Minimum der entsprechenden ¢, nennen wir wieder ¢ > 0. Dann folgt aus der Be-
dingung (i) des Flusses, dass fiir jedes (t,z) € W die Menge W auch die Menge
{(t+s,2) € Rx X|s € (—¢,€)} enthilt. Weil W die Menge {(0,z)|z € X} enthlt,
folgt induktiv fiir alle [ € N, dass W auch die Menge

(—(l4+De,(I+De) x X ={(t+s,2) e Rx X | (t,x) € (—le,le) x X,s € (—¢,€)}

enthélt. Also ist W gleich R x X.
(ii) folgt aus (i) und Satz q.e.d.
Wir haben in dem Beweis nur benutzt, dass es ein € > 0 gibt, so dass der Definitions-
bereich W des Flusses ¢ von F' die Menge (—¢, €) x X enthilt, bzw. die Integralkurven
von F' mit allen Anfangswerten z(0) € X auf (—¢, €) definiert sind.

Korollar 2.15. (i) Ein lokaler Fluss auf einem topologischen Raum ist genau dann
ein globaler Fluss, wenn W eine Menge (—¢,€) x X enthdlt mit € > 0.

(ii) Bin Vektorfeld F € Vec'(X) auf einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit X ist
genau dann vollstindig, wenn es ein € > 0 gibt, so dass fir alle x € X die
Integralkurven von F mit Anfangswert x(0) = z auf (—¢, €) definiert sind.q.e.d.
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Korollar 2.16. (i) Ein globaler stetiger Fluss auf dem topologischen Raum X definiert
durch
() R—=C(X,X), t—(t,-)

einen Homomorphismus von R in die Gruppe der Homdéomorphismen von X.

Umgekehrt definieren alle Gruppenhomomorphismen von R in die Gruppe der
Homdomorphismen von X, die als Abbildungen von R x X nach X stetig sind,
einen globalen stetigen Fluss.

(i) Sei F' € Vec'(X) ein vollstindiges Vektorfeld auf einer differenzierbaren Man-
nigfaltigkeit. Dann definiert der entsprechende Fluss ¢¥rp : R x X — X einen
Gruppenhomomorphismus von R in die Gruppe der r mal stetig differenzierbaren
Homdoomorphismen von X.

Umgekehrt definieren alle Gruppenhomomorphismen von R in die Gruppe der
r mal stetig differenzierbaren Homdomorphismen von X, die als Abbildung 1)
von R x X r mal stetig differenzierbar sind mit r mal stetig differenzierbarer
partieller Ableitung nach t € R, ein vollstindiges Vektorfeld F' € Vec"(X) mit

Y =tp. q.e.d.

Beweis: (i) Offenbar ist W = R x X dazu dquivalent, dass fiir alle ¢t € R gilt V; = X.
Die Bedingung (ii) besagt genau, dass t — (t,-) ein Gruppenhomomorphismus ist.
Also folgt die Aussage aus dem Lemma [2.9]

(ii) folgt aus (i) und und Satz [2.10] q.e.d.

2.3 Die Lie—Ableitung

Definition 2.17. Sei ® : X — Y ein Diffeomorphismus der differenzierbaren Man-
nigfaltigkeiten X undY und F € Vec"(Y') ein Vektorfeld auf Y. Dann definiert

T(q)il)OFO(DZX%TX

ein v mal stetig differenzierbares Vektorfeld von X. Dasselbe gilt auch, wenn ® ein
Homéomorphismus ist, so dass ® und ®~ (r + 1) mal stetig differenzierbar sind.

Im letzten Abschnitt haben wir gesehen, dass alle Vektorfelder F' € Vec'(X) lokale
Homoomorphismen von V; nach V_; definieren. Wegen Korollar gibt es fiir jedes
x € X ein € > 0, so dass fiir alle t € (—¢, €) die Mengen V; und V_; offene Umgebungen
von z sind. Dann ist fiir alle t € (—¢, €) die Abbildung ¥ g(t,-) : © — p(t, x) ein stetig
differenzierbarer Homéomorphismus von einer offenen Umgebung von z auf eine offene
Umgebung von z.
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Definition 2.18. Seien E,F € Vec'(X) zwei Vektorfelder auf der differenzierbaren
Mannigfaltigkeit X. Sei g der entsprechende Fluss des Vektorfeldes F'. Wir definieren
die Lie—Ableitung des Vektorfeldes E nach dem Vektorfeld F' an der Stelle x:

(0 E)e) = G| Tore0r(=t,)) 0 Blr(t)

Dabei ist zu beachten, dass fiir alle ¢t € (—¢, €) der Tangentialvektor E(¢r(t,x)) in
Tty X liegt und

T¢F(t7x)(¢F(—t, )) den Raum TwF(t,i)X nach Tiﬁp(—t,wp(t,x))X = TiX abbildet.

Deshalb liegen die Werte von Ty, 0 (Vr(—t,)) o E(¢¥p(t,x)) fir alle t € (—e,€) in
dem topologischen Vektorraum 7,X, so dass die Ableitung wohldefiniert ist, und ein
Element von T, X ist. Dadurch wird 6 E zu einem stetigen Vektorfeld auf X.

Satz 2.19. Seien E, F € Vec'(X) stetig differenzierbare Vektorfelder auf der differen-
zierbaren Mannigfaltigkeit X. Dann gilt

6r E = [F, E).

Beweis: Im Beweis von Sat41.39 haben wir gesehen, dass jedes stetig differenzierbare
Vektorfeld F' € Vec'(X) eine Derivation 6z von C?(X,R) nach C*(X,R) definiert.
Diese Derivation ist in jeder Karte gegeben durch die Richtungsableitungen ldngs des
Vektorfeldes. Deshalb geniigt es zu zeigen, dass die Ableitung nach ¢ der Familie von
Derivationen von den Vektorfeldern T'(¢)(—t,-)) o E o ¢(t,-) an der Stellte ¢ = 0 gleich
der Derivation des Vektorfeldes [F, E] ist. Sei ® : X — Y ein Homéomorphismus. Dann
sind
o CY,R)—=C(X,R), frg=fod

und
(@1)": CX,R)—=C(Y,R), g— f=god™!

Algebrahomomorphismen, die voneinander die Umkehrabbildungen sind. Wenn & dif-
ferenzierbar ist gilt fiir alle £ € Vec'(Y)

Or(@-1)om0p 0P* = ®* 00 <= Op@-1y0m00 = P 0fpo (®71)".

Daraus folgt
d

% o w*(t, ) o} GE O¢*(—t, )

0o, £ =
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Lemma 2.20. Sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, F' € Vec"(X) ein r mal
stetig differenzierbares Vektorfeld auf X und vp : Wrp — X der entsprechende Fluss.
Dann ist fiir jede r mal stetig differenzierbare Funktion f € C"(X,R) die Funktion
fowp einer stetig differenzierbare Funktion auf Wg. Die Ableitung von v5(t,-)(f) =
fovr(t,:) nach t bei t =0 definiert eine r mal stetig differenzierbare Funktion

d Of opp
ot

G| eI X Rz

(0, 2),

die Lie—Ableitung von f nach dem Vektorfeld F' genannt wird. Es gilt

d Of ovp

Etﬂwﬁuaﬁﬂmzz o (0,2) = 00(f)(x) fiir alle f € CY(X,R) und z € X.

Beweis: Weil der Fluss ¢r : Wr — X dadurch definiert ist, dass die Tangentialabbil-
dung Ty, (¢)) das Element (1,0) € R x T, X ~ T(g Wy fiir alle v € X auf F(z) € T, X
abbildet, ist wegen der Kettenregel %( fowr)(0,z) gleich der Richtungsableitung von
f an der Stelle z € X in Richtung F(z), und wegen Satz [1.39 gleich 65 (f)(z). q.e.d.
Fortsetzung des Beweises vom Satz [2.19 Wegen dem Lemma gilt dann

d
0o 6(f) = Op(fovr(=t,-)) o vr(l, ) =
=0
- (di Four(=4)) 0ur(0.) + G| 0570 0r(0, )0 vr(t.)
t=0 t=0
= F(f) +0r0br(f) =[0r, 06(f) = Or.u (/).
Daraus folgt 0y, =0 und damit auch  0p E = [F, E]. q.e.d.

Korollar 2.21. Fiir zwei Vektorfelder E,F € Vec'(X) auf einer differenzierbaren
Mannigfaltigkeit X st folgendes dquivalent:

(i) Die Vektorfelder E und F' kommutieren, d.h. [E,F]| =0 = [0, 0F|.
(i) Fir alle x € X und s,t € R mit (t,x) € Wg, (s,z) € W, (t,Yr(s,x)) € Wg und

(5, b (t, ) € W gilt V(s ¥ (5,2)) = r (o, Ul ).
(iii) 0p E =
(iv) 0p F =0

(v) Fir alle (t,x) € Wg gilt E(z) = Ty, (Yr(—t,-)E(Yr(t, x))
(vi) Fir alle (t,z) € Wg gilt F(x) = Ty (Ve(—t, ) F (et x))
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Beweis: Wegen der Bedingung (ii) an den lokalen Fluss ¢ folgt aus (iii)

d

= T(r(=t,)) o Eotp(t,-) =

dt T(Wp(—(t+s),:) o Eovp(t+s,:) =

s=0

d
&
= T(we(-t) o (4

T(wF(_S’ )) ok o ¢F(Sv )) ° ¢F(t7 ) =0.

s=0

Also ist (iii) zu (v) dquivalent und analogerweise (iv) zu (vi). Wenn folgendes

gilt, dann sind auch die entsprechenden lokalen Fliisse gleich. Also gilt lokal
¢E(Sv ) = ¢F(_tv ) © wE(Sv ) © T/}F<t7 ) ¢F(37 ) = ¢E(_t’ ) © ¢F(87 ) © ¢E(t7 )

Diese beiden Gleichungen sind offenbar beide dquivalent dazu, dass g (s, ) und ¥ p(t, -)
lokal kommutieren, und damit auch zu (ii).

Wegen Satz sind sowohl (iii) als auch (iv) dquivalent zu (i). Also sind sowohl
(iii) und (v) als auch (iv) und (vi) dquivalent zu (i) und (ii). q.e.d.

Dieses Korollar besagt, dass die lokalen Homéomorphismen von zwei Vektorfeldern
E,F € Vec'(X) genau dann miteinander kommutieren, wenn auch 6z und 6 mitein-
ander kommutieren. Wenn die Vektorfelder vollstiandig sind, definieren sie zusammen
eine zweidimensionale abelsche Untergruppe der Homdomorphismengruppe, bzw. der
Diffeomorphismengruppe, wenn F und F glatt sind. Die Lie-Ableitung werden wir
spater auch auf Differentialformen definieren. Lemma bedeutet dann, dass sie auf
Funktionen mit der Richtungsableitung # iibereinstimmt.

2.4 Vektorfelder auf Untermannigfaltigkeiten

In diesem Abschnitt betrachten wir differenzierbare Untermannigfaltigkeiten X von
einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit Y.

Satz 2.22. Sei X eine Untermannigfaltigkeit der differenzierbaren Mannigfaltigkeit Y .
Dann gilt folgendes:

(i) Die Einschrinkung TY |x des Tangentialbiindels von'Y auf die Untermannigfaltig-
keit X ist ein Vektorraumbiindel tiber X .

(ii) Das Tangentialbiindel TX wvon X ist ein Untervektorraumbiindel von der FEin-
schrinkung TY |x. D.h. TX ist eine Untermannigfaltigkeit von TY |x und die
Urbilder der Einschrinkung von m @ TY|x — X auf TX C TY|x von allen
Punkten y € X sind Untervektorriume der entsprechenden Fasern von TY .
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(iii) Jeder r-mal (stetig) differenzierbare Schnitt von TY |x auf einer offenen Menge
U von X ist die Finschrinkung eines r-mal (stetig) differenzierbaren Schnittes
von TY auf einer offenen Menge V von Y auf die Schnittmenge U =V N X.
Dasselbe gilt fiir globale Schnitte, d.h. fir U =X kann V als Y gewdhlt werden.

(iv) Seien E und F stetig differenzierbare Vektorfelder von Y auf einer offenen Um-
gebung von X, deren Finschrankungen auf X in TX C TY|x liegt. Dann ist die
FEinschrinkung von [E, F] auf X gleich dem Kommutator [E|x, F|x] der Ein-
schrinkungen von E und F auf X als Vektorfelder von X.

(v) Die Einschrinkung eines Vektorfeldes ' € Vec'(Y) auf X liegt genau dann in
TX C TY|x, wenn der entsprechende Fluss 1¥p die Untermannigfaltigkeit (R X
X) N Wg von Wg nach X abbildet, wenn also die lokalen Homdomorphismen
Yr(t, ) die Untermannigfaltigkeit X invariant lassen.

Beweis: (i) Sei f : X — Y die Einbettung der Untermannigfaltigkeit X in Y. Dann ist
die Einschrankung 7Y |x des Tangentialbiindels von Y auf die Untermannigfaltigkeit
X offenbar das inverse Bild von TY unter f, also ein Vektorraumbiindel auf X.

(ii) Offenbar ist fiir jeden Untervektorraum R™ C R™ das Tangentialbiindel TR™ ~
R"xR™ ein Untervektorraumbiindel von TR™ ~ R™ xR™. Dann folgt aus Korollar[I.44]
dass T'X ein Untervektorraumbiindel von 7Y |x ist.

(iii) Wir wéhlen eine offene Uberdeckung von der Untermannigfaltigkeit X C Y
die aus Definitionsbereichen von vertréiglichen Karten von Y besteht, wie sie im Ko-
rollar beschrieben sind. Weil sich jede r-mal (stetig) differenzierbare Funktion auf
einer offenen Teilmenge U eines Unterraumes R™ C R™ offenbar zu einer solchen r-mal
(stetig) differenzierbaren Funktion auf das Urbild V' der orthogonalen Projektion von
R™ auf R™ von U fortsetzen lésst, indem wir diese orthogonale Projektion mit der
Funktion verkniipfen, folgt die Aussage fiir alle offenen Mengen U, die in einer offenen
Menge der Uberdeckung von X enthalten sind. Mit Hilfe einer entsprechenden Zerle-
gung der Eins folgt die Aussage fiir beliebige U. Wenn wir die offene Uberdeckung von
X C Y zu einer offenen Uberdeckung von Y ergéinzen, wobei wir nur solche offenen
Mengen hinzufiigen, die mit einer Umgebung von X C Y schnittfremd sind, dann folgt
mit der entsprechenden Zerlegung der Eins die Aussage fiir globale Vektorfelder TY | x.

(v) Wegen dem Satz von Picard—Lindel6f ist jede Losung eines Anfangswertpro-

blems J
“20) = Ja(t)) mit 2(0) =y

mit einer stetig differenzierbaren Funktion f : U — R™, deren Einschréinkung f|yngn
auf die Schnittmenge U NR"™ von U mit einem Unterraum R™ von R™ eine Abbildung
mit Werten in diesem Unterraum R”™ ist, auch eine Abbildung mit Werten in diesem
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Unterraum R”, wenn y € R” in diesem Unterraum liegt. Aus Korollar folgt, dass
die Fliisse von Vektorfeldern von Y, deren Einschrinkungen auf X in TX C TY|x
liegen, die Untermannigfaltigkeit invariant lassen.

Wenn sie umgekehrt die Untermannigfaltigkeit X invariant lassen, dann definie-
ren sie einen lokalen Fluss auf X und wegen Satz ein Vektorfeld auf X. Dieses
Vektorfeld muss wegen der im Beweis von Satz benutzten Formel fiir das Vek-
torfeld als partielle Ableitung des Flusses, mit der Einschrankung des entsprechenden
Vektorfeldes von Y auf die Untermannigfaltigkeit X {ibereinstimmen.

(iv) folgt aus (v) und Satz [2.19 q.e.d.

Umgekehrt stellt sich die Frage, wann ein Untervektorraumbiindel (£, Y, 7) von dem
Tangentialbiindel (7Y, Y, 7), das Tangentialbiindel einer Untermannigfaltigkeit ist.

Satz 2.23. (Frobenius) Ein Untervektorraumbiindel (E,Y,m) der Dimension d von
(TY,Y, ) besitzt genau dann einen Atlas von Karten ¢ : U — R™ mit

T ENaHU) ={z €R" | w4y, = ... = x, = 0} x ¢[U] C TR",
wenn fir alle Schnitte F,G € Vec™(Y') von E auch [F,G] ein Schnitt von E ist.

Beweis: Aus der ersten Bedingung folgt dass E in allen yy € Y das Tangentialbiindel
einer Untermannigfaltigkeit ist. Aus Satz (iv) folgt dann die zweite Bedingung.
Es geniigt die Umkehrung auf einer offenen Umgebung U eines Punktes y, € Y
zu zeigen. Lokal ist E trivial. Wir kénnen also vorraussetzen, dass linear unabhingi-
ge Vektorfelder Fi,..., F; € Vec™(U) existieren, deren Werte auf U die Fasern von
E aufspannen. Das Vektorfeld Fj induziert einen lokalen Fluss ¢ . Wir wihlen ei-
ne Karte ¢ : U — R" auf einer gegebenfalls verkleinerten Umgebung U von o,
mit 1 (yo) = 0, so dass F}(yo) nicht im Tangentialraum an die Untermannigfaltigkeit
{y € Y | ¢1(y) = 0} von U liegt. Dann definiert wegen dem Satz der inversen Funk-
tion ¥~ Hxy,...,z,) = ¥r (21, @_1(0, Tg,...,x,)) die Umkehrabbildung einer Karte
Y : U — R™ auf einer gebenenfalls verkleinerten Umgebung U von y,. Aufgrund der
Konstruktion parametrisiert v; die Integralkurven von F}, und ldngs dieser Integral-
kruven sind die Koordinaten s, ..., 1, konstant. Also hat beziiglich der Karte v das
Vektorfeld F die Gestalt 8 . Wir zeigen die Aussage mit vollstdndiger Induktion in
d. Fiir d =1 ist die Integralkurve von F durch yy eine solche Untermannigfaltigkeit.
Wir nehmen jetzt an, dass die Umkehrung fiir alle Untervektorraumbiindel der
Dimension kleiner als d € N gilt. Fiir jeden Schnitt F € Vec™(U) von E, ist F =
— QF(@Dl)Fl ein Schnitt von E, dessen Derivation 0z auf 1; verschwindet. Deshalb
1nduz1ert F auch ein Vektorfeld an d1e Untermanmgfaltlgkelt U={yecU|y =
Y1(yo) = 0} von U. Wegen Satz ( v) induziert dann [F,G] € Vec™(U) fiir zwei
Schnitte F, G € Vec™(U) von E ein Vektorfeld lings der Untermannigfaltigkeit U, das
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auch ein Schnitt von E ist. Fiir alle Schnitte F© € Vec™(U) von E liegen die Werte
von F auf U in einem d — 1-dimenionalen Untervektorraumbiindel (E, U, ) von der
Einschrénkung von (E, U, ) auf U. Offenbar spannen F, . .., F; die Fasern von E auf
U auf. Wegen der Induktionsvorraussetzung gibt es eine Karte qg U — R mit

TOWENTHU) ={z eR" |ag=...= 2,1 =0} x §[U] C TR}

auf einer gegebenfalls verkleinerten offenen Umgebung U von y, in der Untermannig-
faltigkeit. Die Umkehrabbildung ¢! kénnen wir wieder mit dem Fluss Vg, zu der
Umkehrabbildung ¢~ (1, ..., &,) = g (21,0 (22,...,2,)) einer Karte ¢ : U — R”
auf einer gegebenenfalls verkleinerten offenen Umgtebung U von yq fortsetzten.
Zuletzt zeigen wir, dass beziiglich dieser Karte ¢ die Derivationen der Vektorfelder
Fi, ..., F;auf den Funktionen ¢y, 1, ..., ¢, verschwinden. Das Vektorfeld F; hat wieder

die Gestalt 8%1. Also verschwindet 0p, (¢2) =0, ...,0r (¢,) = 0. Daraus folgt

0 : :
aTm@ﬂ(Q%) :0F1(6’Fl(gb])) :Q[FhFZ](gb]) fiir ZZQ,,dU_ndj :d—i—l,,n

Aus der zweiten Bedingung folgt [F, Fi] = ¢i1 F1 + . .. + ¢;qFy; mit glatten Funktionen
cik. Also erfiillen die Funktionen 6p, (¢;) lings der Integralkurven von Fj auf denen
¢2, ..., 0, konstant sind, eine gewohnliche Differentialgleichung mit glatten Koeffizien-
ten c;,. Aufgrund der Konstruktion von gg verschwinden diese Funktionen auf U. Wegen
dem Satz von Picard-Lindelof ist 0p,(¢;) =0firi=2,...,dund j =d+1,...,n die
eindeutige Losung der Differentialgleichung. Daraus folgt die erste Bedingung. q.e.d.

Satz 2.24. Sei (E,Y, ) ein Untervektorraumbiindel von (TY,Y, ), dass die Bedin-
gungen aus Satz[2.23 erfillt. Dann gibt es fir jedes y € Y eine injektive Immersion
[+ X =Y von einer zusammenhdngenden Mannigfaltigkeit X mit T'(f)[TX] = E|x)
und y € f[X]. Sie kann in dem Sinne mazximal gewdhlt werden, dass jedes andere f die
Einschrinkung auf eine offene zusammenhingende Umgebung von f~'[{y}] in X ist.

Beweis: Der Beweis von Lemma zeigt auch, dass es einen abzdhlbaren Atlas
(¢r)ren von Karten ¢y, : U, — B(0, 1) auf offene Bélle gibt, die die erste Bedingung
im Satz erfiillen. Fiir jedes k¥ € N und x € U}, gibt es dann genau eine maximale
zusammenhingende Untermannigfaltigkeit V' von Uy mit x € V und TV = E|y. Sei V
die Menge aller solcher Untermannigfaltigkeiten. Neben einer Metrik dy auf Y, die die
offenen Mengen von Y induziert, definieren wir die Metrik

(@t falls € Vound o € V
dp(z,2") = inf dy(x,2') mit dy(z,2') = { HFdvE@) e e
Vev 1 falls x € V oder 2’ ¢ V.
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Fiir jedes V' € V im Definitionsbereich Uy, ist die Einschrankung ¢y|y eine Karte von
dem lokal zusammenhéngenden metrischen Raum (Y, dg). Wir zeigen jetzt, dass die Zu-
sammenhangskomponenten von (Y, dg) separabel und damit Mannigfaltigkeiten sind.
Fir V,V’ € V definiert die Bedingung, dass es endlich viele V. =V;,...,V, =V'in V
gibt mit VN Vi # 0 fiir alle I = 1,..., L — 1 eine Aquivalenzrelation. Die Zusammen-
hanskomponenten von (Y, dg) sind gerade die Vereinigungen iiber die entsprechenden
Aquivalenzklassen. Fiir & € N und V € V ist jede Zusammenhangskomponente von
V N Uy in genau einer Untermannigfaltigkeit von Uy in V enthalten. Deshalb gibt es
hochstens abzdhlbar viele Untermannigfaltigkeiten V’ von Uy, die nicht schnittfremd
mit V sind. Fiir V € V und L verschiedene Karten gibt es hochstens abzéhlbar viele
Untermannigfaltigkeiten V' = V;,...,V; der entsprechenden Definitionsbereiche mit
ViNnVi: # 0 fir alle I = 1,...,L — 1. Damit sind die Aquivalenzklassen héchstens
abzahlbar, und die Zusammenhangskomponenten von (Y, dg) Mannigfaltigkeiten.

Das Bild einer injektiven Immersion f : X — Y mit T'(f)[T'X] = E|sx] ist eine of-
fene Teilmenge von (Y, dg). Wenn X zusammenhéngend ist, ist es eine offene Teilmenge
der entsprechenden Zusammenhangskomponente von (Y, dg). q.e.d.

2.5 Zusammenfassung

Wir haben jetzt drei dquivalente Beschreibungen von Vektorfeldern kennengelernt:

Schnitte des Tangentialbiindels: Nach unser Definition sind Vektorfelder Schnitte
des Tangentialbiindels.

Derivationen: Wegen Satz gibt es eine Eins—zu-Eins Beziehung zwischen Vek-
torfeldern und Derivationen von der Algebra der differenzierbaren Funktionen.
Dadurch bilden die Vektorfelder eine Lie—Algebra.

Lokale Fliisse: Wegen Satz gibt es eine Eins—zu-Eins Beziehung zwischen Vek-
torfeldern und lokalen Fliissen auf der Mannigfaltigkeit. Dadurch bilden die Vek-
torfelder so etwas wie die Lie-Algebra der lokalen Diffeomorphismengrupppe.

Die lokalen Fliisse, die von Vektorfeldern erzeugt werden, sind eindimensionale Unter-
gruppen der lokalen Diffeomorphismen. Durch diese lokalen Diffeomorphismen kénnen
wir alle moglichen geometrischen Objekte auf der Mannigfaltigkeit transformieren. Die
entsprechenden Ableitungen werden dann Lie-Ableitung genannt. Lemma be-
schreibt dann die Lie-Ableitung von Funktionen, und Satz die Lie-Ableitung von
Vektorfeldern. Im néchsten Kapitel werden wir auch die Lie-Ableitung von anderen
Tensorfeldern kennenlernen.



Kapitel 3

Differentialformen

3.1 Multilineare Algebra

Definition 3.1. Seien Vi, ..., V, und W Vektorraume tber K. Dann heifit eine Abbil-
dung A Vi x ... x V, = W n-linear wenn fir allei=1,...,n gilt

A((l’l, Ce ,l’n)) + A((iﬂl, e L1, Yiy Lir 1y - - - ,l’n)) = A((l‘l, ey i1, T4 + yi,$i+1,l’n))
A((Il, ey L1, )\.fi,l’H_h e ,.Z’n)) = )\A((Il, Ce ,In)>

Durch die punktweise Addition und Skalarmultiplikation wird der Raum aller n—
linearen Abbildungen von Vi X ... x V, nach W offenbar zu einem Vektorraum. Wenn
Vi,....V, und W normuerte Vektorrdume sind, dann besitzt der Vektorraum aller n—
linearen Abbildungen von Vi x ... x V,, nach W folgende Norm.:

| A fl= sup{]] A((z1, .., zn)) [ [ 22 [[< L. [ 2n [ <1}
Der entsprechende normierte Vektorraum wird mit L(V4, ..., V,; W) bezeichnet.

Ubungsaufgabe 3.2. Seien V und W endlichdimensionale normierte Vektorrdume
tber K. Dann ist die Abbildung

o : LV W) — L(V,W;K), A ¢(A) mit
#(A) - VxW =K, (v,B) — (Bo A)(v)
ein Isomorphismus der normierten Vektorraume L(V; W) und L(V, W’; K).

Definition 3.3. Seien Vi,...,V, endlichdimensionale normierte Vektorrdume (oder
reflexive Banachrdaume) iber K. Dann ist das Tensorprodukt Vi @ ... ®V,, definiert als

Vi®...oV, =LV, .. . V:K).

Y n’

63
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Seien (vi,...,v,) € Vi X ... x V,, entsprechende Vektoren. Dann bezeichnen wir mit
V1 Q ..., das Element von V1 ® ...V, mit

MR...0u,: V/x...xVI =K (Ay,...,A,) — Ai(v1) - An(vy).
Vektoren dieser Form werden kohdrente Vektoren genannt.

Fiir endlichdimensionale Vi, ..., V,, ist die Lineare Hiille der kohérenten Vektoren
von V) ®...®V, das ganze Tensorprodukt. Im Tensorprodukt mit einem unendlichdi-
mensionalen Vektorraum liegt die lineare Hiille der koh&renten Vektoren nur dicht. Im
Folgenden werden wir des ofteren lineare Abbildungen auf Tensorprodukten dadurch
definieren, dass wir sie auf den kohérenten Vektoren festlegen. Wegen der Linearitét
sind diese Abbildungen dann im endlichdimensionalen Fall eindeutig bestimmt. Im un-
endlichdimensionalen Fall benttigen wir noch die Stetigkeit der entsprechenden linearen
Abbildung. In unseren Anwendungen sind die vorkommenden Vektorrdume endlichdi-
mensional, so dass diese Abbildungen durch die Linearitit eindeutig bestimmt sind.

Satz 3.4. Seien Vi, ..., V,, W endlichdimensionale normierte Vektorriume (reflexive
Banachrdume). Dann sind als normierte Vektorrdume auf natirliche Weise isomorph

(1) LVi,. . Vs W) 2 LV1®... @ Vs W)
(i) ViohhoVz=V @ (Vho Vi) ~(Viol) el
(iii) L(V;W) =~V @ W.

Beweis: Ubungsaufgabe. q.e.d.

Auf dem n—fachen Tensoprodukt V®" eines normierten endlichdimensionalen Vek-
torraumes V' mit sich selber, wirkt die symmetrische Gruppe S,, aller Permutationen
von n Elementen. Diese Permutationsgruppe besitzt zwei eindimensionale Darstellun-
gen. Einerseits die triviale Darstellung und andererseits die alternierende Darstellung

Sn—>{1}7 o—1 Sn—>{17_1}7 OHSgn(0>7

wobei sgn(o) 1 ist je nachdem ob sich o schreiben lésst als das Produkt einer geraden
oder ungeraden Anzahl von Transpositionen. Entsprechend enthilt V" zwei lineare
Unterrdume, namlich aller Vektoren, die sich unter der Wirkung der Permutations-
gruppe S,, wie die triviale bzw. die alternierende Darstellung transformieren.

Definition 3.5. Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum. Dann wirkt fiir alle n €
N die Permutationsgruppe S, auf V& durch

w—ow mit ocw: V7" —K (Al,...,An)Hw(Aa(l),...,AU(n))
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fiir alle w € V" und o € S,,. Auf den kohdrenten Vektoren wirkt S,, also wie
NE. .. QU = 0. (V1 ® ... D V) = V1)@ ..QUq(p) fiir alle vy, ..., v, €V und o € S,,.

Die symmetrischen und antisymmetrischen Tensorprodukte sind definiert als folgende
Unterrdume von V&"

SV ={w e V®"|o.w = w fiir alle o € S,}

/\ V ={w € V®"|o.w = sgn(o)w fiir alle ¢ € S,,}.
Mit SV und \'V bezeichnen wir die direkten Summen

SV:@)S’W und /\vz@/n\v.

Dabei bezeichnet SV =K und \°V =K im Tensorprodukt V° = K.

Satz 3.6. Sei V' ein n—dimensionaler K—Vektorraum. Dann gibt es K—lineare Abbil-

dungen
p+q

/P\Vx/q\V—>/\V,(v,w)»—>v/\w

so dass \'V zu einer distributiven K-Algebra wird. In dieser Algebra gilt

p q
w/\v:(—l)pqv/\wfz'iralleve/\v undwe/\V.

Fiir allep = 0, ..., n sind die Dimensionen von dim APV = (;) und von dim AV = 2".
Beweis: Wir definieren die Abbildung

p+q

/]'\Vx/q\V—>/\V,(U,w)r—>v/\w

durch
1

ol Z sgn(o)o.(v @ w) = 1 Py @ w)

VAW =
plq!

0€Sp+q
mit
APt (v @ w) = Z sgn(o)o.(v @ w).

TESp1q
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Dann gilt fiir alle v € A"V auch A”(v) = plv und ﬁA” D VE — APV mit v e 5 AP(0)
ist eine Projektion von V® auf dem Unterraum A"V C V®P. Offenbar gilt
AP AP (v) @ w) = pl AT (v @w)  bzw.  APT(v @ AYw)) = ¢! AT (v @ w)
fir alle v € V¥ w € V®4. Daraus folgt fiir alle u € A"V, v e AV und w e \"V

1 1
wAVAu) = ——— AT (0 @ — AP (v @ u))
(p+q)lr! plq!
1
= AP (w @ v @ u)
riplq!
1 +q+r 1 +r
= —— AP — AT (wRv)®@v
(q+r)'p! q'r!
= (wAv)Au.
Also ist A ein assoziatives Produkt. Insbesondere ist fiir alle vq,...,v, € V das duflere

Produkt
VAL AY, = Z sgn(o)o.(v1 ® ... @ vy).

ogESy

Die Distributivitét folgt aus der Bilinearitdt der Abbildung
p q p+q
/\:/\VX/\V—> /\V,(U,w) = v A w.

Fiir alle p, ¢ € N hat folgende Permutation

(17"‘7p+Q)_>(p+17"'7p+Q717"‘7p)

die Signatur (—1)P? weil sie aus pg-Transpositionen zusammengesetzt werden kann.
Dann folgt fiir alle v € APV und w € A7V

1 1
wAv = p!—q!A(w ®v) = (—l)pqp!—q! Alv@w) = (—1)Pv A w.

Sei eq, ..., e, eine Basis von V. Dann gilt offenbar
e N ... ANey, =sgn(o)e;, 1y A... Nei,p firalle o € S,

Wenn zwei Indizes gleich sind, dann gibt es eine Transposition, unter der dieses duflere

Produkt das Vorzeichen wechselt. Deshalb ist das Produkt e;, A ... A e;, nur dann

ungleich Null, wenn die Indizes i, ...,1%, paarweise verschieden sind. Also bilden e;, A

... Ae, mit iy < ... <1, eine Basis von A" V. Die Anzahl solcher duBieren Produkte

ist gleich (") = dim A"V. Mit Y (7) = (1+1)" = 2" folgt dim AV = 2". q.e.d.
=0

n n
p p
p
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Satz 3.7. Seien A;,..., A, € L(V;W) lineare Abbildungen zwischen den endlichdi-
mensionalen normierten K—Vektorrdaume V. und W. Dann definiert

Al®...QA,: VP SWP 00...00,— An®...0 Ay,
eine lineare Abbildung von V®P nach W®P. Fir A = Ay = ... = A, bildet diese
Abbildung SPV auf SPW ab und N’V auf N\’ W. Die entsprechende Abbildung \ A :
ANV — AW ist ein Algebrahomomorphismus beziiglich des duferen Produktes.
Beweis: Die Abbildung A; ® ... ® A, ist offenbar linear und fiir A € L(V, W) gilt
A®PH(y @ w) = A®P(v) @ A% (w) fiir alle v € V® und w € V9.
AuBerdem ist die Abbildung A®? vertriglich mit der Wirkung der Permutationsgruppe:

A%P(o.w) = 0.(A®P(v)) fiir alle v € V¥ und o € S,

Daraus folgt sofort, dass A®P sowohl SPV auf SPW abbildet, als auch A”V auf A" W.
Zuletzt folgt auch, dass A®? mit AP vertauscht, und deshalb

ABPTD (y A w) = A®P(v) A A% (w)

fiir alle v € APV und w € A7V gilt. q.e.d.
Fiir die symmetrische Algebra SV = @ SPV gilt eine analoge Aussage zu Satz :
p=0

U1'---'Up=ZU-(U1®~-®Up) fir alle vy,...,v, € V.

oES)
Eine Basis von SPV bilden dann e;, -. . .-e;,. Die Dimension ist die Anzahl p Elemente aus
1,...,n mit Wiederholung und ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge auszuwéhlen.

Wenn wir die Elemente einer solchen Auswahl der Grofle nach anordnen, dann ist je-
de Auswahl eindeutig beschrieben, durch die Angabe, an welcher Stelle wir jeweils zu
grofleren Elementen von {1,...,n} iibergehen, also zu der Anzahl (”;:rp) = ("_;p_l)
aus einer Menge mit n — 1 + p verschiednen Elementen ohne Wiederholung und oh-
ne Beriicksichtigung der Reihenfolge n — 1 Elementen auszuwéhlen. Diese Dimension
wéchst also mit p an und SV ist unendlichdimensional. Diese Algebra ldsst sich mit
dem Raum der Polynome auf V' identifizieren. Im Folgenden benutzen wir nur die

endlichdimensionale antisymmetrische Algebra.



68 KAPITEL 3. DIFFERENTIALFORMEN

3.2 Tensorfelder

Definition 3.8. Seit X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Fir alle p € Ny und q €
No sei T1X das Vektorraumbiindel des Tensorproduktes des p—fachen Tensorproduktes
des Tangentialbiindels mit dem g—fachen Tensorprodukt des Kotangentialbiindels. Das
Kotangentialbiindel T} X bezeichnen wir auch einfach als T'X . Die Fasern von TiXx
bzw. T'X iiber einem Punkt x € X bezeichnen wir mit T}] X bzw. T, X.

Schnitte der Vektorraumbiindel T]‘}X nennen wir Tensorfelder. Wir konnen die Lie-
Ableitung auf solchen Tensorfeldern definieren.

Definition 3.9. Sei f : X — T1X ein differenzierbares Tensorfeld auf der differenzier-

baren Mannigfaltigkeit X und F € Vec'(X) ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf
X. Dann sind fir kleine t ¢p(t, ) und p(—t,-) lokal stetig differenzierbare Homéomor-
phismen von X. Wir definieren die Lie-Ableitung von f an der Stelle x € X als
d ®
(Or f)(z) = — (To(r(t,))™ @ (Toptea) (Wr(—t,) ™" F(Wr(t ).
=0
Hierbei ist zu beachten, dass die Abbildungen
Ty (t,) (Yr(—t,-)) : Typ(—ta)X — 1o X
TrWr(t.) s ThppmX — TX  wegen  To(p(t,-) : ToX — TypaX

zusammen eine Abbildung

(To(@r(t, )™ © (T @r(—t, D)) 0 Ty X — X

induzieren. Deshalb ist die Ableitung auf der rechten Seite die Ableitung einer diffe-
renzierbaren Funktion von ¢ € (—e¢,¢) nach T}, X. Weil dieser Raum ein normierter
Vektorraum ist, ist die entsprechende Ableitung wohl definiert.

Definition 3.10. (Verjingung): Sei p,q € N. Dann induzieren fir jedes i = 1,...,p
und jedes j = 1,...,q die Abbildungen

T'XRT,X >R, u®uv+— (u,v)
einen Verjingungsmorphismus zi von dem Vektorraumbiindel TIX auf das Vektor-
raumbiindel Tg:llX. Hierbei bezeichnet (u,v) die Auswertung der Elemente von T.X

auf den Elementen von T, X. Wenn fi1,..., f, Vektorfelder sind, und g1, ..., g, Schnitte
von dem Kotangentialbiindel, dann wirkt i auf g1 ® ... Q g, ® L ® ... ® f, wie
A ®... 03[R Qf)={f0)n® .0 ®g®O.. fi.. . ®f

Hierbei bedeutet -, dass der entsprechende Faktor in dem Produkt weggelassen wird.
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Satz 3.11. Sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Dann gilt

(i) Seien i < j zwei verschiedene Indizes in {1,...,p} und k < | zwei verschiedene
Indizes in {1,...,q}. Dann vertauschen die folgenden Verjingungsmorphismen:
ik _1 it g—1
Tg%X — ngllX TiX - Tp‘;lX
i; | L=y bzw. i | - iy
ik _ _ i _
TOIX 5 TE3X TOX A TYOX

ii) Die Lie-Ableitung 0 vertauscht mit allen Verjiimgungsmorphismen i mit i =
(ii) g jiingungsmorp i

L...,pund j=1,...,q. D.h fir alle differenzierbaren Schnitte f von TIX und
alle stetig differenzierbaren Vektorfelder F € Vec'(X) gilt

Or (i () = i (Or(f)-
(iii) Sei f ein Schnitt von T2X und g ein Schnitt von T?X. Dann gilt

Or(f®@g)=0r(f)®g+ f®0r(9)

Beweis: (i) Seien Fi,..., F, Vektorfelder von X und oy, ..., a, Schnitte des Kotan-
gentialbiindels 7" X von X. Dann gilt offenbar

ol ®.. 00,0 ®...0F,) =

= (o, Mo, oy @ ...y .. &y... Q@ F ®...F...F;...®F,

:ifoil(al®...®aq®F1®...®Fp)

J
Hierbei bedeutet *, dass der entsprechende Faktor im Tensorprodukt weggelassen wird.
Genauso gilt auch

k

ol ®... ®aeF®...QF,) =

A A

= (o, Fj)(ou, Fi)ag @ . ..Gg .. Gy .. Q@ F 1@ ... F .. F;...QF,
=i o ®.. a1 ®...0F,)
(ii) Sei ¢ : X — Y ein Diffeomorphismus zwischen den differenzierbaren Mannig-
faltigkeiten X und Y. Dann definieren wir die Abbildung,
TH®): T)Y — TIX

p



70 KAPITEL 3. DIFFERENTIALFORMEN

die faserweise gegeben ist durch
(T3(®)% @ T (P71 Ty Y — T, X fiir alle z € X.

Dabei ist

T@(x)(q)il) : Tcp(x)y — T, X
T.(P) : Tow)Y — T,X wegen T,(®) : T.X — Towm)Y

Dann kommutiert offenbar folgendes Diagramm

oy E® qux
i | 14
)
Tg_—fy T @), T;:IIX

Also ist fiir jeden Schnitt f von dem Vektorraumbiindel 7¢(Y') die Abbildung T(®) o
f o ® ein Schnitt von dem Vektorraumbiindel T77(.X) ist und es gilt

T;__ll(CI))oigofo(I):igoT]g(q))ofoq).
Fiir die lokalen stetig differenzierbaren Homéomorphismen ¥ x(t, ) gilt also auch
T2 (r(t, ) 0] o for(t,-) =i o T(Yr(t, ) o f o tr(t,).

Indem wir die linke und die rechte Seite nach ¢ differenzieren erhalten wir 65 (i(f)) =

d _ 4 d y j

= 2| TEWet)eiloforr(t,) = — | doTi(Wr(t)ofour(t, ) = il (0r(f)).
tli=o tli=o
(iii) folgt aus der Leibniz-Regel. q.e.d.

Aus (ii) und (iii) folgt fiir alle Vektorfelder E, F' € Vec'(X) und fiir alle Schnitte o
des Kotangentialbiindels

0r((c, E)) = (0, E) + (a, 0 E).

Daraus folgt
<0F a>E> = 0F<<a7E>) - <a7 [F7 E])

Mithilfe von (iii) lassen sich dann die Lie-Ableitungen von beliebigen Tensorpro-
dukten von Vektorfeldern und Schnitten des Kotangentialbiindels berechnen.
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3.3 Differentialformen

Definition 3.12. Sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Fir alle p € N ses
dann N\’ X das antisymmetrische Untervektorraumbiindel von TPX . Analog sei \ X

die direkte Summe aller Vektorraumbiindel \* X. Die Schnitte von N\’ X heifien p—
Differentialformen oder nur Differentialformen.

Das p-fache antisymmetrische Tensorprodukt A"V’ des Dualraumes V' eines end-
lichdimensionalen Vektorraumes V' ist ein Unterraum des p-fachen Tensorproduktes
V' von V' mit sich selber. Deshalb sind die Elemente von A’ V' antisymmetrische
p-lineare Abbildungen von V>*? nach K. Wenn o € A"V’ ein Element dieses p-fachen
antisymmetrischen Tensorproduktes ist, und vy, ..., v, € V Elemente von V' sind, dann
kénnen wir a auf (vy,...,v,) € VP auswerten. Diese Auswertung ist antisymmetrisch
in vy, ...,v,, Wir wollen sie folgendermafien bezeichnen:

(o, 11 ® ... ® vp).

Das heiflt insbesondere fiir Elemente A;,..., A, € V' und Elemente vy,...,v, € V:

(AL A ANA 0 @ @) =Y sgn(0){As),v1) - (Ao, Up) =

Auf Differentialformen angewendet heifit das, dass fiir jede r mal stetig differenzier-
bare p-Differentialform « und Vektorfelder Fi, ..., F, € Vec'(X), die Auswertung der
Differentialform o auf dem Schnitt F; ® ... ® F}, des Vektorraumbiindels TI?X eine r
mal stetig differenzierbare reelle Funktion in C"(X,R) ergibt:

(a, 1 ®...® F,) € C"(X,R).

Definition 3.13. Sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und F € Vec(X) ein
Vektorfeld von X. Fiir alle p € N sei ip der eindeutig bestimmte Morphismus ip :
N’ X — N'7' X, der auf p-Differentialformen o wirkt wie

<Z‘FOCE,F1®...®FP_1> = <Q,F®F1®...®Fp_1>
fir alle Vektorfelder Fy, ..., F, 1 € Vec(X).

Wenn X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit der Dimension n ist, dann ist A" X
ein Vektorraumbiindel der Dimension (Z) Fiir p > n ist also A’ X Null-dimensional
und A X ist ein Vektorraumbiindel der Dimension 2". Der Grund, dass wir gerade die
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antisymmetrischen Untervektorraumbiindel von den Tensorprodukten des Kotangenti-
albiindels und nicht von dem Tangentialbiindel betrachten, ist dass die entsprechenden
Schnitte, also die Differentialformen, das richtige Transformationsverhalten haben, um
sie zu integrieren. Diese Differentialformen werden sich als sehr natiirliche Objekte
herausstellen. Eine schone Eigenschaft konnen wir sofort ablesen: Sie lassen sich unter
einer differenzierbaren Abbildung zuriickziehen, wiahrend sich Vektorfelder nur unter
invertierbaren differenzierbaren Abbildungen transformieren lassen.

Satz 3.14. Seien X und Y differenzierbare Mannigfaltigkeiten und f eine stetig diffe-
renzierbare Abbildung von X nach Y. Dann gilt

(i) Das faserweise dufere Produkt A : \* X x N* X — A’ X macht die Differenti-
alformen von X zu einer assoziativen Algebra:

AN (o,8)—aNp

fir alle p,q € Ny und alle p—Differentialformen o und alle q—Differentialformen
B. Hierbei st /\OX das triviale reelle Linienbiindel R x X dber X. Die 0—
Differentialformen sind also die reelle Algebra aller reellen Funktionen auf X
und die Multiplikation mit reellen Funktionen schreiben wir nur als (f,a) — fa
fiir alle f € C(X,R) und p—Differentialformen «.

(ii) Fir alle p—Differentialformen o und q—Differentialformen (3 gilt
BAa=(—=1)PMaAp.

(iii) Fir alle v € X bilden die Abbildungen

p p p
/\(Tm,(f)) : Y — /\X wegen Ti(f): T}(x)Y —T'X
f(=) x
einen Algebrahomomorphismus von der Algebra /\f(z) Y in die Algebra N\, X. Da-

durch lassen sich alle p—Differentialformen o auf'Y durch f zu p—Differentialfor-
men f*a auf X zuriickziehen mit

p

fra=N\T'(f)oacf.

(iv) f* ist ein Algebrahomomorphismus von den Differentialformen aufY auf die Dif-
ferentialformen auf X, d.h. es gilt

Flans) = fanss
fiir alle p—Differentialformen o und q—Differentialformen 3 von Y .
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(v) Fiir jedes Vektorfeld F € Vec'(x) wirkt die Lie-Ableitung 0 auf den Differential-

formen wie

d

Or o = pr . p(t, ).

Diese Lie—Ableitung ist eine Derivation, d.h. es gilt

Op(aNB)=0p(a) NB+aNbp(B).
fur alle p—Differentialformen o und q-Differentialformen [3.

(vi) Fir jedes Vektorfeld F' € Vec(X) auf X induziert der Morphismus ip : \ X —
N\ X eine Anti—Derivation auf den Differentialformen, d.h. fir alle p-Differential-
formen a und alle q—Differentialformen 3 gilt

ir(aAB) =ip(a) A3+ (=1)PaNip(B).
Auferdem gilt tpoip =0.
(vii) Seien E,F € Vec'(X). Dann gilt Op oip —ip o0 =ipp.

Beweis: (i) und (ii) folgen aus den entsprechenden Aussagen iiber antisymmetrische
Tensorprodukte im ersten Abschnitt. (iii) und (iv) folgen aus Satz und (v) aus

Satz (iii).
Zum Beweis von (vi) betrachten wir 1-Differentialformen ay, ..., a;, und Vektorfel-
der Fl, NN Fp—l' Dann gllt <iF(()é1 VANPIRIAN Oép), F1 X...Q Fp_1> =

= Z sgn(a) <a0(1)7 F> ’ <aa(2)7 F1> T <a0(p)7 Fp—1>

q
m
g

p
()" Yy, FYlax Ao NG A Ny, I ® ... ® F, )
1

i

(—1)i_1<041 VAN /\ZF(CYZ) VANPIRIAN Oép,Fl ®X...Q Fp_1>.

M-

=1

Hierbei haben wir jede Permutation o € S, zerlegt in die Komposition 7 o o; einer
der Permutationen o, : (1,...,p) — (i,1,...,%,...,p) und einer Permutation 7 € Sp—1
der Elemente {2,...,p}. Die erste Permutation o; ist offenbar ein Produkt von (i — 1)
Transpositionen und hat deshalb sgn(o;) = (—1)""!. Diese Zerlegung ist offenbar eine
bijektive Abbildung S, =~ (S,-1)? Daraus folgt, dass i eine Anti-Derivation ist. Weil
die Auswertung von p-Differentialformen antisymmetrisch in den Vektorfeldern ist,

folgt ip oip = 0.
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Zum Beweis von (vii) zeigen wir zunéchst, dass 8 oip —ifofg eine Anti-Derivation
ist. Sei also « eine p—Differentialform und 3 eine ¢—Differentialform. Dann gilt wegen

(v) und (vi) (poip —ipofp)(anf)=
=0p(ip(a) A+ (=1)PaNip(B) —ir(@p(a) A B +a A0p(B))
= 0p(ir(a)) NG+ (=1)Pa Abp(ir(3)) —ir(0p(a)) A G — (=1)Pa Nip(06(5)).

Dann geniigt es (vii) auf einer differenzierbaren 1-Differentialform « zu zeigen. Sei also
F € Vec'(X). Dann gilt wegen Satz

QE(ZF(Oé» — ZF(QE(Oé)) = 9E<06,F> — <0E OZ7F> = <Oé76E F> = Z'[E7F}Oé.

q.e.d.
Die Lie-Ableitung 0 stimmt wegen Lemma [2.20 auf den 0-Differentialformen mit
der vorher definierten Lie-Ableitung auf den Funktionen iiberein.

3.4 Die duflere Ableitung

Definition 3.15. Flir jeden Punkt x € X einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit und
jede differenzierbare reelle Funktion f auf X definiert folgende lineare Abbildung aus
Satz[1.39

df () : T,X =R, v Dy(f)

ein Element des Kotangentialraums T.X tber v € X. Dadurch wird fir jede diffe-
renzierbare Funktion f auf X der Gradient df von f zu einem globalen Schnitt von
TX:

df : X —->TX mit (df,F)=0r(f) fir ale F € Vec(X).

Diese Abbildung d : f — df wollen wir zu einer Abbildung auf allen Differential-
formen fortsetzen.

Satz 3.16. Sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Dann gibt es fiir jedes p € Ny
einen eindeutigen Differentialoperator d von den differenzierbaren p—Differentialformen
in die (p + 1)-Differentialformen mit folgenden Eigenschaften:

(i) Fir alle differenzierbaren p—Differentialformen o und q—Differentialformen [ gilt
dlaAB) =da B+ (—1)PaAdp.

(ii) Auf differenzierbaren Funktionen f (also p =0) wirkt d wie f — df (siehe oben).

(iii) Fir jede zweimal differenzierbare Funktionen f gilt d(df) = 0.



3.4. DIE AUSSERE ABLEITUNG 75

Beweis: Aufgrund der Definition des antisymmetrischen Tensorproduktes ist jede p—
Differentialform eine endliche Linearkombination von p—Differentialformen der Form

a= fdgi N...Ndgp.
Die Bedingungen (i)-(iii) erzwingen, dass auf solchen p-Differentialformen d wirkt wie
do=df Ndg, A ...dg,.

Damit ist gezeigt, dass die Bedingungen (i)-(iii) den Differentialoperator d eindeutig
bestimmen, wenn er existiert.

Um die Existenz zu beweisen, wihlen wir eine Karte ¢ : U — R” von X um
einen beliebigen Punkt x € U C X. Die Komponenten ¢y, ..., ¢, bilden also n glatte
Funktionen auf U, so dass d¢,(z),...,d¢,(z) auf allen Punkten von U eine Basis des
Kotangentialraums bilden. Also ist jede p—Differentialform eine endliche Linearkombi-
nation von Differentialformen der Form

fd¢llAAd¢2p mit 1 <41 <ip < ... <zp§n
Der Gradient df von f ist iiber z € U eine endliche Linearkombination von d¢y, . .., do,:
—~I(foo)
df(x) = g, (©(x)) - dei(a).
i=1 ¢
Vergleiche Satz [1.39] Dann folgt

n 9(f o 1
o n...ndgy) = 30 A2 otdo ndo 1. 1 do,
i=1 v

Dadurch ist d also auf allen p-Differentialformen definiert. Wir miissen noch zeigen,
dass (i) und (iii) gelten. Wir zeigen zunéchst (iii). Aufgrund der Konstruktion von d
gilt

NP (fooTh)
Z d@—ZWond@

i,7=1
82
Z RO

Hier haben wir das Schwarz’sche Lemma benutzt, geméafl dem die zweiten partiellen
Ableitungen nicht von der Reihenfolge abhéngen. Wegen der Linearitéit geniigt es (i)
fiir Differentialformen von der Form

Q:fd¢zlAAd§pr und 6:gd¢leAd¢]q
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zu zeigen. Dann gilt

aAB=fgdpi A...Ndd, ANds A ... Ad;,
dla A B) = (fdg+ gdf)dei, A ... Ndgy, Ndoj, N ... \dp,,
= (df Ndgy, A ... Ndpi) A (gddj, A ... Adoy,)
+ (=1)P(fdgs, A ... Ndgi,) A (dg Adpj, A ... Adg;,)
=daAf+(—=1)Pands.

Satz 3.17. Set X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Dann gilt
(i) Fir jede zweimal differenzierbare p—Differentialform « gilt d(da) = 0.

(ii) Fiir jede zweimal differenzierbare Abbildung f : X — Y won der differenzierbaren
Mannagfaltigkeit X auf die differenzierbare Mannigfaltigkeit Y und jede differen-
zierbare p—Differentialform o auf Y st f*a eine differenzierbare p—Differential-
form auf X und es gilt

d(f*a) = [*(de).

(iii) Fiir jedes Vektorfeld F € Vec'(X) und jede zweimal differenzierbare Funktion g
gilt
0r(dg) = d(0r(g))

(iv) Fiir jedes Vektorfeld F € Vec'(X) und jede zweimal differenzierbare p-Differen-
tialform o gilt
9F do = d(@F Oé)

(v) Fiir jedes Vektorfeld F € Vec'(X) und jede differenzierbare p-Differentialform o
qilt
QFOé = ZF OdOé+d(ZF OO().

(vi) Fir jede differenzierbare p—Differentialform o und stetig differenzierbare Vektor-
felder Fy, ..., F, € Vec'(X) gilt

p

(o, F®...@F)=> (-1)'0p((0, h®...F;...®F,))

=0
+ > (V)" [FFeFR®.. F.. F . . ®F,).

0<i<j<p
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Beweis: (i) Sei a wieder wie im Beweis von (i) des vorangehenden Satzes av = fdg;, A
.. ANd@;,. Dann gilt wegen (i) und (iii) aus dem vorangehenden Satz

d(de) = d(df Adgi, A ... Add,)

= d(df) Ndi, A ... A dey, + Z Vdf Adgi, A Ad(dgi,) A ... Addi, = 0.

(ii) Wegen der Kettenregel gilt fiir alle differenzierbaren Funktionen g auf Y

d(f*g) =d(go f)=T'(f)odgo f = fdg.

Dann folgt (ii) aus (i), der Linearitét von d, der Konstruktion von d im Beweis des
vorangehenden Satzes und aus Satz (iv): Sei o = gd¢py A ... A dg,, dann gilt

d(f*a) = d(f"g(f*dpr) A ... N (f*dgy)) =d((f*g) Nd(f*Pr) Ao Ad(f dp))
= ([Hdg) A(frdo) N A (fHddp) = frd(gddy A ..o Ndy) = [T (dev).

(iii) Aus der Definition von dg bzw. d 0 (g) und Satz (iii) folgt fiir £ € Vec'(X)

(0r(dg) — d(0r(9)), E) = (0r(dg), E) —(d(0r(9)), E)
= 0r({dg, E)) — (dg,0r E) —0r(0r(9))
=0r(0r(9)) — 00, 5(9) —0g(0r(9))
= [0r.08](9) — 0ir,)(9) =0.

(iv) Wegen (ii) ist d eine Anti-Derivation. Also ist §pod — d o O genauso wie
im Beweis von Satz m (vii) eine Anti-Derivation. Dann geniigt es zu zeigen, dass
diese Anti—Derivation auf allen zweimal differenzierbaren 1-Differentialformen oo = gdh
verschwindet. Weil 0 od — d o 0 eine Anti-Derivation ist und wegen (i) gilt

(0p od — d o 0r)(gdh) = (05(dg) — d(0#(g))) A dh + g(0p od — d o 0)(dh)

( (9))

(0r(dg) —d(0r(g))) A dh + gd(0r(dh))

= (0r(dg) — d(0r(g))) A dh + gd(0r(dh) — d(0r(h)))
(0rod —dobp)(g) Ndh+ gdo (0pod—dobp)(h).

Also gentigt es (iii) zu zeigen, dass diese Anti-Derivation 0 od — d o 0 auf allen zwei
mal differenzierbaren Funktionen g verschwindet. Wegen Satz (v) koénnen (iii) und
(iv) auch aus (ii) gefolgert werden.
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(v) Wegen (ii) und Satz (vi) sind sowohl d als auch ir Anti-Derivationen.
Dann ist ip o d + d o ip eine Derivation: Fiir eine p-Differentialform « und eine ¢—

Differentialform [ gilt ndmlich (irod+doir)(anpf)=
=ip(da A B+ (=1)PaAdB) +d(ir(a) A B+ (=1)Pa Air(B))
=ip(da) NG+ aNip(dB) +d(ip(a)) A B+ aANd(ip(B)).

Also geniigt es (v) fir 1-Differentialformen o = gdh zu zeigen. Wegen der Definition
von d, Satz (vi) und (iv) gilt tatsdchlich

ir(d(gdh)) + d(ip(gdh)) = ir(dg A dh) + d(g(F, dh))
— (F,dg)dh — (F,dh)dg + (F,dh)dg + gd({F, dh))
= 0p(g)dh + gd(0p(h)) = 0p(g)dh + g O0p(dh) = O (gdh).

Auflerdem bemerken wir, dass (v) aufgrund der Definition von dg auf 0-Differentialfor-
men « = g gilt, wenn ir auf 0-Differentialformen trivial wirkt.
(vi) Wegen (v) gilt (do, Foy @ ... @ F,) + (d(ip, (), 1 ®@...® F,) =

= (ip,(da), F1 @ ... @ F,) + (d(ip, (), 1 ® ... ® ) = (g, o, F1 @ ... ® F,).
Daraus folgt induktiv
(do, o ® ... F,) =0pa, 1 ®...0 F)) —(0pip(a), h®...0 F)) + ...
.ot (_1)p—1<0Fp_1 ’in_Q(. - (iFOa) .. .),Fp> + (—l)p er in_l(. .. (Z‘FOOZ) .. )
Wegen Satz (ii)-(iii) gilt Op (o, F1 ®@...Q F,) =

p
=(roFi®.. ®F)+) (0, F1®.. @ F;11®[F,Fj]®@Fj11 ®...® F).

J=1

Fiir die obigen Summanden gilt dann ~ (0g ip, (... (ig(®)...), Fit1 ® ... Q F,) =

p
=0p(0 FheRe.. 0FR) - Y (Fhe. F.. . @F.®[FFeFu.. ®F)
j=it1

Das Vertauschen von [F}, F;] mit Fy ® ... F;... ® F;_; ergibt ein Vorzeichen (—1)7~".
Die alternierende Summe Y 7 (—1)* iiber diese Terme ergibt dann (vi). q.e.d.
Wegen (vi) gilt insbesondere fiir jede differenzierbare 1-Differentialform w und stetig

differenzierbare Vektorfelder E, F' € Vec'(X)
<dw7E®F> = 9E<waF> - 9F<W7E> - <wa [E7F]>

Die Formel (vi) erlaubt es ganz allgemein, die Auswertung der duere Ableitung einer
Differentialform durch Lie-Ableitungen von Funktionen und Vektorfeldern zu berech-
nen. Umgekehrt erlaubt es (v) die Auswertung der Lie-Ableitung einer Differentialform
durch die duflere Ableitung zu berechnen.
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3.5 Orientierungen

Fiir die Integration von Differentialformen miissen wir noch den Begriff der Orien-
tierung einfithren. Weil die Ubergangsfunktionen zwischen zwei vertriglichen Karten
einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit Diffeomorphismen zwischen offenen Mengen
des R™ sind, sind ihre Ableitungen invertierbare lineare Abbildungen in L£(R"™;R").
Solche lineare Abbildungen werden durch reelle n x n Matrizen beschrieben, deren
reelle Determinante ungleich Null ist.

Definition 3.18. Sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Dann heifit ein Atlas
von X orientiert, wenn die Ableitungen der Ubergangsfunktionen, zwischen zwei Kar-
ten mit nicht schnittfremdem Definitionsbereich jeweils positive Determinante haben.
Wenn X einen solchen orientierten Atlas besitzt, dann heiffit X orientierbar. Andern-
falls heifit X nicht orientierbar. Eine Orientierung von X ist eine Aquivalenzklasse
von orientierten Atlanten, wobei zwei orientierte Atlanten dquivalent sind, wenn die
Vereinigung der beiden orientierten Atlanten wieder ein orientierter Atlas ist.

Die invertierbare lineare Abbildung
I:R" >Rz I(z) mit I[(z) = (—21,%2,...,2,)

hat offenbar Determinante —1 und ist eine Involution, d.h. ihr Quadrat ist Ig.. Fiir
jede Karte ¢ : U — R" ist die Komposition [ o ¢ mit I auch eine Karte von X.
Wenn also von zwei Karten ¢ : U — R* und ¢ : V — R*" mit UNV # () die
Ableitung der Ubergangsfunktionen (¢ o ¢~1)" auf einer Zusammenhangskomponente
von ¢[UNV] negative Determinante hat, dann hat die Ableitung der Ubergangsfunktion
(I o) od™t) bzw. (o (I o ¢)~t) positive Determinante auf der entsprechenden
Zusammenhangskomponente von ¢[UNV] bzw. [og[UNV]. Also kénnen wir versuchen
einen Atlas von X dadurch zu einem orientierten Atlas zu machen, dass wir einige
Karten des Atlases durch die Komposition mit I ersetzen. Wenn X orientierbar ist,
dann ist das immer moglich.

Satz 3.19. Sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, dann ist folgendes dquivalent
(1) X ist orientierbar.
(ii) Jede zusammenhingende Komponente von X ist orientierbar.

(iii) Auf jeder zusammenhingenden Komponente Y von X st das reelle Linienbindel
A IY trivial.

(iv) Auf jeder zusammenhdngenden Komponente Y von X gibt es eine stetige dim(Y')—
Differentialform, die keine Nullstellen aufY hat.
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Beweis: Offenbar folgt (ii) aus (i).

(ii)=(iv): Sei Y eine orientierbare zusammenhéngende differenzierbare Mannigfal-
tigkeit. Auf dem Definitionsbereich U einer Karte ¢ : U — R" ist dpy A ... A do,
eine dim(Y')- Differentialform, die offenbar keine Nullstellen hat, weil d¢y, ..., d¢, alle
linear unabhéngig sind. Sei ¢ : V' — R™ eine zweite Karte des orientierten Atlases von
Y, dann ist dipy A ... Adip, = det(od ) dpi A... Adp,, weil fiir allei =1,...,n gilt

n s 1
d= 3 B i,

j=1
Also sind auf U NV die bei den dim(Y')-Differentialformen d¢; A ... A d¢, und
dip1 A ... Adip, durch eine positive glatte Funktion proportional zueinander. Die Uber-
deckung durch die Definitionsbereiche der Karten des orientierten Atlases von Y be-
sitzt eine entsprechende Zerlegung der Eins. Indem wir alle entsprechenden dim(Y')—-
Differentialformen mit dieser Zerlegung der Eins aufsummieren, erhalten wir eine glo-
bale glatte dim(Y')-Differentialform auf Y, die keine Nullstellen hat.

(i) < (iv): Weil A™Y ein reclles Linienbiindel ist, folgt aus Lemma m,
dass /\dim(y) Y genau dann trivial ist, wenn es einen globalen glatten Schnitt ohne
Nullstellen besitzt. Also sind (iii) und (iv) dquivalent.

(iv)=(i): Sei w eine stetige dim(Y")-Differentialform auf der zusammenhéngenden
differenzierbaren Mannigfaltigkeit ¥ ohne Nullstellen. Offenbar besitzt ¥ dann einen
Atlas von Karten, deren Definitionsbereiche zusammenhéngend sind. Auf einem solchen
Definitionsbereich U einer Karte ¢ : U — R" ist dann w = fdgp; A ... A d¢,, mit einer
stetigen Funktion f : U — R, die keine Nullstellen hat. Die Urbilder von (—oc,0) und
(0,00) unter f sind dann auch die Urbilder von (—oo, 0] bzw. [0, c0) und damit sowohl
offen als auch abgeschlossen. Weil der Definitionsbereich der Karte zusammenhéngend
ist, ist f entweder positiv oder negativ. Offenbar dreht sich durch die Transformation
I auch das Vorzeichen der dim(Y')-Differentialform d¢; A ... A ¢, um. Indem wir alle
die Karten des Atlases von Y mit [ verkniipfen, fiir die das entsprechende f negativ
(bzw. positiv) ist, erhalten wir einen Atlas von Y, so dass fiir alle Karten ¢ : U — R”,
die entsprechenden Funktionen f mit w = fd¢; A ... Ad¢, positiv (bzw. negativ) sind.
Dadurch wird dieser Atlas zu einem orientierten Atlas von X, weil fiir zwei Karten
¢:U —R*"und ¢ : V — R" mit UNV # () dieses Atlases mit den entsprechenden
Funktionen f und g gilt

Fddy A ... Ndby = gdiby A ... A diy,

mit positiven Funktionen f > 0 und g > 0 auf U bzw. V. Also folgt, dass fiir alle
reUNV gilt det(v o ¢ 1) (¢(z)) = g(z)fH(x) > 0. q.e.d.
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An diesem Beweis erkennen wir auch, dass jede orientierbare zusammenhéngende
Mannigfaltigkeit X genau zwei Orientierungen besitzt. Die zweite erhalten wir aus der
ersten, indem wir alle Karten mit I verkniipfen. Allgemein besitzt jede orientierbare
Mannigfaltigkeit mit N zusammenhingenden Komponenten genau 2V Orientierungen.

Ubungsaufgabe 3.20. (i) Beweise, dass jede eindimensionale zusammenhingende
Mannigfaltigkeit X entweder diffeomorph ist zu R oder zu S*.

(ii) Folgere aus (i), dass jede eindimensionale Mannigfaltigkeit orientierbar ist.

(iii) Folgere aus (i), dass fir jede eindimensionale Mannigfaltigkeit alle differenzier-
baren Strukturen zueinander diffeomorph sind.

In der Dimension n = 2 gibt es sehr viele verschiedene nicht orientierbare Mannig-
faltigkeiten. So ist z.B. der zweidimensionale reelle projektive Raum nicht orientierbar,
aber kompakt. Offenbar sind alle euklidischen Rdume R™ orientierbare differenzierbare
Mannigfaltigkeiten. Im iibernéchsten Abschnitt werden wir auch sehen, dass alle Un-
termannigfaltigkeiten der Kodimension 1 von orientierbaren Mannigfaltigkeiten wieder
orientierbar sind. Deshalb sind fiir alle n € N die kompakten Mannigfaltigkeiten S™
orientierbar. Insbesondere ist es nicht moglich den zweidimensionalen projektiven reel-
len Raum in R? einzubetten. Es ist aber durchaus moglich nicht orientierbare Flichen
in R? zu immersieren, wie z.B. die Kleinsche Flasche.

3.6 Integration von Differentialformen

In diesem Abschnitt werden wir zeigen, dass auf einer orientierbaren n—dimensionalen
Mannigfaltigkeit X jede stetige n—Differentialform w iiber alle kompakten Teilmengen
A von X integriert werden kann. Dafiir geben wir an, wie wir dieses Integral lokal in
einer Karte berechnen. Wir zeigen dann, dass dieses Integral nicht von der Wahl der
Karte abhéngt. Mit Hilfe einer geeigneten Zerlegung der Eins konnen wir zuletzt das
Integral von w iiber eine beliebige kompakte Teilmenge A C X definieren.

Sei A C R” eine kompakte Teilmenge des R™. Wir stellen uns vor, dass A der Ab-
schluss einer relativ kompakten offenen Teilmenge von R”™ ist. Jede stetige Funktion
f A — Rist dann beschréinkt. Indem wir f aulerhalb von A gleich Null setzen, erhal-
ten wir eine Lebesque-integrable Funktion auf R". Wenn der Rand 0A von A, also die
Schnittmenge von A mit dem Abschluss des Komplements von A, eine Nullmenge ist,
dann ist nach dem Lebesgue-Kriterium die Fortsetzung von f auf R" sogar Riemann—
integrabel. Wenn wir uns im folgenden also auf solche kompakte Teilmengen A von X
beschrénkten, deren Rénder 0A in allen Karten Nullmengen sind, dann kénnen wir auch
das Riemannintegral statt dem Lebesgueintegral benutzen. Im folgenden Satz rufen wir
in Erinnerung, wie sich das Integral unter Koordinatentransformationen verhélt.
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Satz 3.21. (Jacobis Transformationsformel) Sei ® : U — V ein C'-Diffeomorphismus
von einer offenen Menge U C R™ auf eine offene Menge V- C R™. Dann gilt

/f )| det(®'(x ))]dxl...dxn:/f(y)dyl...dyn fiir alle f € INV).
Vv

Insbesondere gilt fiir eine kompakte Menge A C U und ein f € C(®[A],R) C L}(V)

/f )] det(® ())]dxl...da:n:/f(y)dyl...dy

3[A]

Korollar 3.22. Sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit der Dimension n und w
eine n—Differentialform auf X. Sei A eine kompakte Teilmenge, die in den Definiti-
onsbereichen U und V' zweier Karten ¢ : U — R™ und ¢ : V. — R" eines orientierten
Atlases von X enthalten ist. Dann gibt es zwei stetige Funktionen f : U — R und

g:V =R mitw|y = fdpr A ... Ndo, und w|y = gdipy A ... ANdip,. Und es gilt

/f ))dy - - dw, = /g(¢—1(x))dx1---dxn.

PlA]

Beweis: Offenbar ist qb Y~ ywnv) ein Diffeomorphismus von ¢[U N V] auf ¢[U NV],
und es gilt det((¢ o) (¢(z))) > 0 fiir alle z € U NV. AuBerdem gilt fiir x € U NV

)
dgr(z) A ... Adda(x) = det((¢ o ™) (¢ (@)))dibr(x) A ... A difn ().
g(z) = f(@)det((d oy~ (¢(2))).

Seien jetthf = fo¢pt:¢U] D Rund g = gotp~t : 4[V] — R. Dann gilt auf
Y[UNV] : fo(porp™) -det((porp™!)") = g. Also folgt aus Jacobis Transformationsformel

/f x))dxy - - n:/f(x)dxl---da:

/f¢ () det((¢ 0 V) (2))das - -~ da

= /g(x)darl---dxn: /g(¢—1(x))dx1---dxn. q.ed.

P[A] P[A]

Mit diesem Korollar kénnen wir das Integral einer n—Differentialform auf einer
differenzierbaren Mannigfaltigkeit definieren.
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Definition 3.23. Sei X eine orientierte differenzierbare Mannigfaltigkeit der Dimen-
ston n und w eine stetige n—Differentialform auf X und A C X kompakt. Weil A
kompakt ist besitzt die Uberdeckung von A durch die Definitionsbereiche eines orien-
tierten Atlases von X eine endliche Teiliiberdeckung und eine entsprechende Zerlegung
der Eins (fm)m. Fir jedes m verschwindet f,, auflerhalb des Definitionsbereiches U,
einer Karte ¢, : Uy, — R™. Auf den Definitionsbereichen (U,,).,, dieser Karten sei w
gleich w = gmdpm 1 A ... Ndpy,, mit stetigen Funktionen g, : U,, — R. Wir definieren

/ Y= / (' (2)) g (0, (2))dy - - - davy.

WEeil eine endliche Teiliiberdeckung die Menge A iiberdeckt, ist diese Summe im-
mer endlich und das Integral wohldefiniert. Wegen dem vorangehenden Korollar hingt
das Integral [ 4w weder von der Wahl des orientierten Atlases noch von der Wahl der
Zerlegung der Eins ab. Dieses Integral kann auch in Analogie zum uneigentlichen Rie-
mannintegral auf nicht kompakte Teilmengen A von X ausgedehnt werden, wenn die
entsprechenden Summen konvergieren.

Wenn wir die Orientierung von X umdrehen, dann wechselt das Integral [ 4w das
Vorzeichen, weil sich in allen Karten das Vorzeichen der Funktion f &ndert mit

Zum Abschluss konnen wir Jacobis Transformationsformel noch mal umformulieren:

Korollar 3.24. Sei f : X — Y eine orientierungserhaltender C*-Diffeomorphismus
zwischen den orientierten Mannigfaltigkeiten X und Y der Dimension n. Sei A C X
eine kompakte Teilmenge und w eine stetige n—Differentialform auf Y. Dann gilt

[w= 1w qed
A

f1A]

Im Allgemeinen gilt dies nicht, wenn f nur eine Immersion zwischen zwei gleichdi-
mensionalen Mannigfaltigkeiten und damit nicht notwendigerweise injektiv ist.

Beispiel 3.25. Betrachte z.B. die Abbildung f : S* — S, die von der Abbildung
C — C,z — 2" induziert wird mit n € N. Diese Abbildung f ist zwar eine Immer-
sion, und damit auch lokal ein Diffeomorphismus. Allerdings ist sie fir n > 1 nicht
injektiv. Es ist eine sogenannte Uberlagerungsabbildung, d.h. die Urbilder von einzelnen
Punkten bestehen jeweils aus n Punkten. Wir parametrisieren S* durch ¢ — e'®. Dann
ist w = d¢ eine nichtverschwindende 1-Differentialform auf S' und induziert wegen



84 KAPITEL 3. DIFFERENTIALFORMEN

Satz auf S* eine Orientierung. Wegen (e*®)" = e™?¢ entspricht die Abbildung f in
dieser Parametrisierung der Abbildung ¢ — n¢o. Also gilt f*d¢ = nd¢. Damit ist sie
imsbesondere orientierungserhaltend. Es gilt aber

/f*w:/ndqb:n/dgb:n/w,

51 51 s £1S]

weil das Bild der Abbildung f die Sphire S*' n—mal umrundet, wihrend das Urbild sie
nur einmal umrundet. Also gilt das vorangehende Korollar nicht fiir alle orientierungs-
erhaltenden Immersionen zwischen Mannigfaltigkeiten der gleichen Dimension.

3.7 Mannigfaltigkeiten mit Rand
Definition 3.26. Fir allen € N ses
H" = {(z1,...,2,) € R" | z, > 0}.

FEine Funktion von f von H" nach R™ heif§t in einem Randpunkt x € OH"™ = {x € H" |
x, = 0} (stetig) differenzierbar, wenn f eine (stetig) differenzierbare Fortsetzung auf
eine Umgebung U von x als Element von R™ besitzt.

Durch diese Definition iibertragt sich auch die Definition von glatten Funktionen
und Diffeomorphismen auf offene Teilmengen von H".

Definition 3.27. Fine differenzierbare Mannigfaltigkeit X mit Rand ist ein separabler
metrisierbarer topologischer Raum zusammen mit einem Atlas. Die Karten einer diffe-
renzierbaren Mannigfaltigkeit X mit Rand sind dabei Homdomorphismen ¢ : U — H"
von offenen Teilmengen U C X auf offene Teilmengen von H". Die Karten heiffen wie-
der vertriglich wenn die Ubergangsfunktionen Diffeomorphismen sind. Ein Atlas einer
differenzierbaren Mannigfaltigkeit X mit Rand ist eine Familie von vertrdglichen Kar-
ten, deren Definitionsbereiche X idiberdecken. Der Rand 0X ist die Menge aller Punkte,
die durch die Karten auf den Rand von H"™ abgebildet werden.

Beispiel 3.28. (i) Firn € N ist H" eine differenzierbare Mannigfaltigkeit mit Rand.

(ii) Jedes abgeschlossene endliche Intervall ist eine eindimensionale differenzierbare
Mannigfaltigkeit mit Rand. Allgemein gilt, dass alle Intervalle differenzierbare
Mannigfaltigkeiten mit Rand sind. Der Rand von offenen Intervallen ist leer.

(iii) Fir allen € N ist der abgeschlossene Einheitsball um die Null eine differenzierbare
Mannigfaltigkeit mit Rand.
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(vi) Offenbar sind fiir alle m,n € N die Riume H™™ und R™ x H" bzw. H" x R™
diffeomorph. Wenn also X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit mit Rand ist
und Y eine differenzierbare Mannigfaltigkeit (ohne Rand), dann sind X XY und
Y x X differenzierbare Mannigfaltigkeiten mit Rand. Der Rand besteht jeweils
aus (X xY)=0X xY bzw. 0(Y x X) =Y x 0X.

Satz 3.29. Sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit mit Rand. Dann gilt:
(i) Der Rand 0X von X st eine Untermannigfaltigkeit ohne Rand von X.

(ii) FEine offene Umgebung U von 0X in X ist diffeomorph zu der differenzierbaren
Mannigfaltigkeit mit Rand
U~10,1) x 0X.

FEine solche Umgebung des Randes heifst Kragen.

(iii) Wenn X orientierbar ist, dann ist auch 0X orientierbar, und jede Orientie-
rung von X induziert zusammen mit einem stetigen Vektorfeld N, dessen Ein-
schrinkung auf 0X nach Innen (bzw. Auflen) zeigt, eine Orientierung von 0X .

(iv) Wenn X kompakt ist, dann ist auch X kompakt.

Beweis: (i) Die inneren Punkte von H", also die Menge {z € H"|z,, > 0}, lassen sich
eindeutig dadurch charakterisieren, dass es ein € > 0 gibt, so dass der Ball B(z,¢) in
H" homoomorph ist zu dem entsprechenden Ball in R™. Deshalb bildet jeder Diffeomor-
phismus zwischen offenen Teilmengen des H" die inneren Punkte auf innere Punkte ab.
Also bildet jeder solche Diffeomorphismus auch Randpunkte von H” auf Randpunkte
ab. Deshalb hiangen die Randpunkte 0.X nicht davon ab, welche Karte wir benutzen um
sie zu identifizieren. Daraus folgt, dass der Rand das Komplement der offenen Menge
aller inneren Punkte und damit ein abgeschlossener topologischer Unterraum und eine
Untermannigfaltigkeit von X ist. Insbesondere konnen wir Satz darauf anwenden.

(ii) Auf jeder Karte ¢ : U — H" von X induziert wegen Satz die Derivation
% ein glattes Vektorfeld. Diese Vektorfelder konnen wir mit Hilfe einer Zerlegung
der Eins zu einem globalen glatten Vektorfeld N aufsummieren. Wir zeigen jetzt, dass
die Einschrankung dieses Vektorfelds N auf den Rand 0X offenbar iiberall nach Innen
zeigt und keine Nullstellen auf 90X hat. Sei x € U und ¢ : V. — H" eine zweite Karte
von X um x € V. Dann ist die Funktion ¢ o ¢~! eine glatte Funktion auf ¢[U N V],
die die Hyperebene 0H" auf sich selber abbildet, und das Innere von H" auch auf sich
selber abbildet. Also gilt bei dem Randpunkt z € V N U:

O(th, 0 9p71) (2) {: 0 firi#n

Ox; >0 fir:=n.
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Daraus folgt, dass der Tangentialvektor %(:ﬁ) € T, X durch eine positive Konstante
0

proportional ist zu zi-(z) € T,X. Daraus folgt, dass auch N(z) € T,X durch eine

positive Konstante proportional ist zu den beiden Vektoren %(aj) und %(:p) inT,X.
Wegen Satz hat dann die glatte Abbildung

WyN(Rx0X)— X, (t,x)— Yn(t )

in allen Punkten (0,2) € WN(R x 0X) eine invertierbare Ableitung. Also gibt es wegen
dem Satz fiir jedes x € X eine Umgebung U von x in 90X und ein € > 0, so dass
der entsprechende Fluss ¢y auf [0,€) x U definiert ist, und diese Menge diffeomorph
auf eine offenen Menge von X abbildet. Mit einer entsprechenden glatten Zerlegung
der Eins, kénnen wir die konstanten Funktionen e auf den Umgebungen U zu einer
glatten positiven Funktion € auf 0X aufsummieren. Dann ist die Abbildung

0,1) x 0X — {(t,x) e Wy N(Rx9X)|0<t<e(x)}, (tz)— (e(x)t,x)

ein Diffeomorphismus zwischen differenzierbaren Mannigfaltigkeiten mit Rand. Wegen
Satz [2.10]ist dann die Verkniipfung

O:[0,1) x0X — X, (t,z)— (e(x)t,x) — Yn(e(2)t, x)

eine injektive glatte Immersion von [0,1) x 0X auf eine Umgebung U von 0X in X,
und damit auch ein Diffeomorphismus.

(iii) Wegen (ii) gibt es auf X ein glattes Vektorfeld N, das iiberall auf 0X nach
Innen zeigt und keine Nullstellen auf 0.X hat. Wir kénnen annehmen, dass X zusam-
menhédngend und n—dimensional ist. Wegen Satz sind die Orientierungen von X
bestimmt durch nicht verschwindende stetige n—Differentialformen w. In (ii) haben wir
gesehen, dass auf dem Rand die Verjiingung von N mit den 1-Differentialformen dg;
nur fiir j = n nicht verschwindet, und fiir j = n positiv ist. Also gilt auf dem Rand

in(w) =in(fdor A ... ANddy) = (=1)"(N,doy) fdpr A ... A dop_i

mit einer positiven Funktion f auf U. Also induziert jede Orientierung von X durch
N auf 0X genau eine Orientierung.

(iv) 0X ist wegen (i) ein abgeschlossener topologischer Unterraum von X und des-
halb kompakt, wenn X kompakt ist. q.e.d.

Lemma 3.30. Sei Y eine (n + 1)—dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit und
X eine n—dimensionale kompakte Untermannigfaltigkeit ohne Rand von Y. Dann gibt
es eine differenzierbare Mannigfaltigkeit mit Rand Z und eine glatte Immersion f :
Z —'Y, deren Einschrinkung auf Z \ 0Z ein Diffeomorphismus auf Y \ X ist und auf
jeden Punkt von X jeweils zwei Punkte von 0Z abbildet.
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Beweis: Wir iiberdecken X durch Definitionsbereiche von Karten von einem Atlas von
Y, die die Bedingung aus dem Korollar erfiillen. Wegen Lemma kénnen wir
dann X auch durch Definitionsbereiche von Karten iiberdecken, die

(i) die Bedingungen aus dem Korollar erfiillen,
(ii) diese Definitionsbereiche auf offene Bille im R"*! abbilden,
(iii) und stetige Fortsetzungen auf den Abschluss der Definitionsbereiche besitzen.

Weil X kompakt ist, sind die Schnittmengen von X mit abgeschlossenen Mengen kom-
pakt und werden durch stetige Abbildungen auf kompakte Mengen abgebildet. Wegen
(1)-(iii) bilden die Karten die Schnittmengen von X mit den Definitionsbereichen auf
offene und abgeschlossene Teilmengen von den Schnitten von offenen Béllen im R™+!
mit linearen Unterrdumen ab. Weil die Schnittmenge einem beliebigen offenen Ball von
R™*! mit einem Unterraum von R"™! wieder ein offener Ball ist, ist diese Schnittmenge
auch zusammenhéngend. Also bilden die Karten die Schnittmengen der Definitions-
bereiche mit X auf die Schnittmengen der Bilder der Definitionsbereiche mit linearen
Unterrdumen des R"! ab.

Die Vereinigung der Definitionsbereiche aller dieser Karten ist eine offene Umge-
bung U von X in Y. Dann iiberdecken wir Y \ U durch Karten mit relativkompakten
Definitionsbereichen, deren Abschliisse alle in Y\ X lieben. Die Karten, die Punkte
von Y enthalten, kénnen wir durch orthogonale Transformation in O(n) so transfor-
mieren, dass jeweils der Abschluss einer zusammenhéngenden Komponente von dem
Schnitt von Y\ X mit dem Definitionsbereich der Karte auf H" abgebildet wird. Die
Karten, deren Definitionsbereiche kompakte Abschliisse in Y\ X haben, kénnen wir
durch Translationen des R™ zu Karten in H" transformieren. Dadurch erhalten wir auf
Y \ X einen Atlas, der sich zu einem Atlas einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit Z
mit Rand fortsetzt. Weil wir die Mannigfaltigkeit Z lokal als Untermannigfaltigkeit von
Y konstruiert haben, besitzt Z eine natiirliche Immersion nach Y, deren Einschrénkung
auf Z \ 07 ein Diffeomorphismus auf Y \ X ist. Auf jeden Punkt von X bildet f zwei
Punkte von 07 ab, die jeweils Randpunkte von den zwei Seiten von X sind. q.e.d.

Offenbar bildet f jeweils zwei Punkte von Z auf einen Punkt von X ab. Zusam-
menhingende Komponenten von X, die diffeomorph sind zu zwei zusammenhéngen-
den Komponenten von 0Z nennen wir zweiseitige Untermannigfaltigkeiten. Zusam-
menhéngende Komponenten von X, auf die f eine zusammenhéngende Komponente
von 07 zweifach abbildet, nennen wir einseitige Untermannigfaltigkeiten. Wenn Y™ ei-
ne n + l-dimensionale orientierbare differenzierbare Mannigfaltigkeit ist, dann sind
alle zweiseitigen kompakten n—dimensionalen Untermannigfaltigkeiten orientierbar. Im
R"*! sind alle n—dimensionalen kompakten Untermannigfaltigkeiten zweiseitig. Insbe-
sondere sind alle kompakten n—dimensionalen Untermannigfaltigkeiten im R"*! ori-
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entierbar. Also konnen nicht orientierbare kompakte zweidimensionale differenzierbare
Mannigfaltigkeiten (wie z.B. RP?) nicht in den R? eingebettet werden.

3.8 Der Satz von Stokes

Heute beweisen wir zum Abschluss folgende Formel:

Satz 3.31. Sei X eine kompakte orientierte Mannigfaltigkeit mit Rand der Dimension
n+ 1. Set w eine stetige differenzierbare n—Differentialform auf X. Dann gilt

[ao=[w

X 0X

Hierbei hat 0X die durch die Orientierung von X und ein nach Auflen zeigendes
Vektorfeld N (vergleiche Satz[3.29 (iii)) induzierte Orientierung.

Beweis: Wir iiberdecken X durch Karten ¢ : U — H""!. Weil X kompakt ist besitzt
jeder orientierte Atlas von X einen endlichen Teilatlas. Mit Hilfe einer entsprechen-
den Zerlegung der Eins kénnen wir jede stetig differenzierbare n—Differentialform w
zerlegen in eine endliche Summe von stetig differenzierbaren n—Differentialformen, die
jeweils aulerhalb einer abgeschlossenen und damit kompakten Teilmenge A eines De-
finitionsbereiches U einer Karte ¢ : U — H""! des orientierten Atlases verschwinden.
Dann geniigt es die Aussage fiir solche stetig differenzierbaren n—Differentialformen w
zu zeigen. Wir unterscheiden zwei Falle:

(A) Der Definitionsbereich U der Karte enthilt keine Randpunkte. Dann
bildet ¢ : U — H"' den Definitionsbereich auf eine offene Menge im Inneren von
H"! ab. Wir miissen jetzt zeigen, dass dann gilt

/dw:O.
A

Hierbei ist A C U die kompakte Teilmenge vom Inneren von U, auflerhalb dessen w
verschwindet. Die n—Differentialform lasst sich auf U schreiben als

w=Y_fidpoA...dp;...Ndoy,
=0
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Hierbei bedeutet * wieder, dass der entsprechende Faktor weggelassen wird. Dann gilt

dw_za doy Ndoo A ... do, ... Ndpy,

- Z(_1)i§£d¢o AN doy.
i=0 ¢

Aufgrund der Definition des Integrals gilt dann

/dw—/z gqjii “&))dxg . .. de,

¢[A]

= Z(_l)i / afla—f)(:p)d:pg coodxy,.
=0 i Z

WEeil die Funktionen fy, ..., f, stetig differenzierbar sind und auflerhalb der kompakten
Menge A verschwinden, kénnen wir die Funktionen f; o ¢~! stetig differenzierbar auf
ganz H"™! fortsetzen, indem wir sie aufierhalb von ¢[A] gleich Null setzen. Dann ist
das Integral gleich dem Integral {iber einen Quader @ = [ag, bo] X ... X [an, b,], der ¢[A]

enthélt:
n o b1
/dw = Z(—l)i / %(w)dwo coodxy,.
Y i=0 ) ¢

Dann ist das Integral ein mehrfaches eindimensionales Integral iiber die Intervalle
[ag, bol, - - - [an, by]). Wegen dem Satz von Fubini kénnen wir die Reihenfolge der In-
tegrale vertauschen. Wenn wir im i—ten Summanden

(-1)@'/M(x)dxo . dz,

al‘i
Q

die Integration iiber die Variable dx; zuerst ausfithren, erhalten wir nach dem Hauptsatz
der Differential- und Integralrechnung die Differenz von f;o0¢~! an den entsprechenden
Intervallgrenzen. Weil f; auflerhalb von A verschwindet, sind diese Werte gleich Null.

Also folgt
/ dw = 0.

A
Jetzt betrachten wir den Fall
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(B) Der Definitionsbereich U der Karte enthilt Randpunkte. In diesem Fall
verfahren wir genauso wie in Fall (A), nur dass wir eine Randseite des Quaders @) auf
den Rand von H"*! legen miissen. Also ist das entsprechende Intervall in der n-ten
Koordinate von der Form [0, b,,]. Weil die Normale N nach Auflen zeigt, gilt auf dem
Rand:

(dpp, N) <0 und (d¢;, N)=0 fir i=0,...,n—1.

Wegen Satz (vi) gilt dann auf dem Rand
in(doo A ... Nddyp) = (=1)"(N,dpn)dpo A ... N dp,_.
Also entspricht die auf dem Rand induzierte Orientierung der n-Differentialform
—(=1)"dpo A ... N dpp_1.

Fiir alle i = 0,...,n — 1 verschwinden die Funktionen f; o ¢! wieder an den Réndern
des Intervalles [a;, b;]. Also gilt wie im Fall (A)

(=1) / ea('fi%xfﬁ_)(,iﬁ)dl’o ...dx, = 0.
Q

Fiir ¢+ = n verschwindet f, o ¢~! nur an der Grenze b,. Dann gilt

o b1
(=1)" / a(ﬁg—x:b)dxo coodx, = —(=1)" / fooo tday. .. de,_;.

Q QNOHN+1

Weil auf UN0X die 1-Form d¢,, verschwindet gilt dort w|yrox = frddr A ... Addy,—1.
Weil das Vorzeichen —(—1)" mit dem Vorzeichen der Orientierung iibereinstimmt, gilt

/dw = w. q.e.d.

Dieser Satz gilt genauso fiir stetig differenzierbare n—Differentialformen w mit kom-
paktem Tréager auf nicht kompakten n + 1-dimensionalen Mannigfaltigkeiten X mit
Rand. Allgemein kann man ihn auch auf nicht kompakte Mannigfaltigkeiten mit Rand
verallgemeinern, wenn man sicherstellt, dass die entsprechenden Integrale konvergieren.



Kapitel 4

Einfiihrung in die
Differentialtopologie

Dieser Abschnitt enthélt eine kleine Einfiirung in die sogenannte Differentialtopologie.
Das ist die Theorie der qualitativen Aspekte von differenzierbaren Abbildungen (vgl.
J.W . Milnor: ”Topology from the differentiable viewpoint”, Princeton Univ. Press).

4.1 Der Satz von Sard

Satz von Sard 4.1. Sei U C R™ offen und f : U — R"™ [-mal stetig differenzierbar
mit I > ™. Dann ist das Bild f[C] folgender Menge eine Nullmenge im R™:

C ={zeU]|RangT,(f) <n}.

Beweis: Wir beweisen das mit vollstindiger Induktion in m. Den Falln = 0 mit C' = ()
kénnen wir ausschlieen. Fiir n € N und m = 0 besteht C aus einem Punkt.

Fiir m > 0 betrachten wir fiir jedes k& € N die Menge C} aller Punkte, so dass
alle partiellen Ableitungen hochstens k-ter Ordnung verschwinden. Diese Mengen sind
ineinander enthalten: C' D C; D ... D C D .... Wir zeigen, dass erstens f[C'\ C1],
zweitens f[Cy \ Ci4q] fiir £ € N und drittens f[Cy] fiir & = [ — 1 Nullmengen sind.
Dann ist auch f[C] = f[C'\ C1]U f[C1\ Co]U. ..U f[Cr—1\ Cx] U f[Ck] eine Nullmenge.

1. Im Fall n = 1 ist C; = C' und C'\ C; = 0. Fiir n > 1 zeigen wir, dass jedes
y € C'\ C} eine Umgebung V' C R™ enthilt, so dass f[V N (C\ C1)] eine Nullmnge
ist. Wegen y ¢ (' ist mindestens eine erste partielle Ableitung von f bei y ungleich
Null. Nach vertauschen der Komponenten kénnen wir %(ly) # 0 annehmen. Dann hat
h:U — R™ mit h(z) = (fi(x),xs,...,2,) bel y eine invertierbare Ableitung und
bildet wegen dem Satz der inversen Funktion eine offene Umgebung V' C U von y mit

91
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einem C'-Diffeomorphismus auf eine offene Menge V' C R™ ab. Sei ¢ = f o h~!. Die
Punkte x € V' mit Rang(7,(g)) < n sind dann genau C' = h[V N C], und f[V NC] =
g[C']. Aufgrund der Definition von h und ¢ bildet g fiir jedes (t,zs,...,2,,) € V' die
Hyperebene H; = {x € V' | #; = t} nach {t} x R"! ab. Sei ¢g; die Einschrinkung
von g auf Hy. Weil T(g) auf V' den Vektor (1,0,...,0) auf einen Vektor abbildet,
dessen erster Eintrag nicht Null ist, und den Tangentialraum an die Hyperebene H;
auf Tangentialvektoren der Hyperebene {t} x R"~! abbildet, hat T'(¢;) bei einem Punkt
r € H; genau dann einen kleineren Rang als n — 1, wenn dort 7'(¢g) einen kleineren
Rang als n hat, also wenn h~1(z) in C liegt. Nach Induktionsvorausetzung ist das Bild
g:[H;NC"] fiir alle diese Hyperebenen eine Nullmenge in {¢} x R"~!. Im Satz von Fubini
wird gezeigt, dass eine Menge A C R" eine Nullmenge ist, wenn A N ({¢t} x R™!) fiir
alle t € R eine Nullmenge von {t} x R"™1 ~ R""! ist. Also ist g[V' N "] = f[V N C]
eine Nullmenge in R". Weil jede solche Umgebung V' von y einen Ball B(z,r) 3 y mit
z € Q™ und r € Q enthilt, gibt es eine abzdhlbare Uberdeckung von C \ C1, deren
Bilder unter f Nullmengen sind. Dann ist f[C'\ (4] eine Nullmenge.

2. Fir y € Cy \ Cry1 ist mindestens eine k + 1-te partielle Ableitung ungleich 0.
Nach Vertauschen der Komponenten kénnen wir annehmen, dass fiir einen Multiindex
a € Ni* der Ordnung k = oy + ... 4+ a,, und ein r € {1,...,n} die Funktion w(z) =

0°f,.(x) bei y verschwindet, aber g—;“l nicht. Wegen dem Satz der inversen Funktion bildet
x — h(z) = (w(z),x9, ..., 2,) mit einem C'-Diffeomorphismus eine offenen Umgebung

V' C U von y auf eine offene Teilmenge V' C R™ ab. Weil auf C, alle k-ten Ableitungen
verschwinden, bildet sie Cy NV auf die Hyperebene H = {0} x R™' NV’ ab. Die
Einschrinkung g|g der Abbildung g = foh™! auf H bildet laut Induktionsvorausetzung
alle Punkte x € H NV, an denen der Rang von T'(g|y) kleiner als n ist, auf eine
Nullmenge ab. Alle Punkte von h[C) N V] sind in dieser Menge enthalten. Deshalb
ist glu[h[Cr N V]] = f[Cx N V] eine Nullmenge. Weil jede solche Umgebung V' von
y einen Ball B(z,7) 3 y mit z € Q™ und r € Q enthilt, gibt es eine abzihlbare
Uberdeckung von Cy,\ Cj1 deren Bilder unter f Nullmengen sind. Dann ist f[C}\ Cry1]
eine Nullmenge.

3. Wir zeigen dass f[Cy] fir K = 1 —1 > ™ — 1 eine Nullmenge in R" ist. Sei
| - [l die Supremumsnorm von R™ und @ = B(xz,r) C U ein abgeschlossener Ball
beziiglich dieser Norm, also ein Quader mit den Kantenlédngen 2r. Weil f (k + 1)-mal
stetig differenzierbar ist, gibt es wegen der Restgliedabschiatzung im Satz von Taylor
und der Kompaktheit von ) ein ¢ > 0 mit

I f(z+h) — f(@)|s < || firallexz € CyNQ und z + h € Q.

Wir unterteilen ¢ in [ Quader mit Kantenldangen % Sei @ ein solcher Quader, der
ein # € Cy enthélt. Dann gilt |||/ < 2* fiir jeden Punkt  + h € Q. Mit der obigen
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Abschéatzung folgt, dass f[Q] in einem abgeschlossenen Ball beziiglich || - || mit dem
Radius ¢(%)¥*! enthalten ist, also hchstens das Volumen (2¢)"(2-) 1" hat. Dann hat
fICk N Q] hischstens das I™ fache Volumen 2n*+2) ¢npntktl)m=(k+1n Wegen k + 1 > 2
konvergiert diese obere Schranke im Grenzwert [ — oo gegen Null.

Im Fall [ =1 mit m < nund C = U ist f[U] wegen 3. eine Nullmenge. q.e.d.

Korollar 4.2. (A.B. Brown) Fir eine glatte Abbildung f : X — Y zwischen differen-
zierbaren Mannigfaltigkeiten ist Y \ {f(x) | x € X mit RangT,(f) < dimT},)Y'} eine
tiberall dichte (mit keiner offenen nichtleeren Menge schnittfremde) Teilmenge von'Y .

Beweis: Weil jede offene Teilmenge einen offenen Ball enthélt, hat sie auch positives
Volumen. Wegen dem Satz von Sard enthélt dann jede offene Teilmenge von Y Punkte
aus diesem Komplement. Damit ist das Komplement iiberall dicht. q.e.d.

Korollar 4.3. Sei f : X — Y eine glatte Abbildung zwischen differenzierbaren Mannig-
faltigkeiten mit dim X > dimY undy & {f(z) | v € X mit Rang T,(f) < dimTy,)Y'}.
Dann ist f7'[{y}] eine dimY — dim X -dimensionale Untermannigfaltigkeit von X .

Firz e f~'{y}] ist T,f'[{y}] der Kern von T,.(f) und T, (f) bildet T,)Y" isomorph
auf das orthogonale Komplement von T, f~'[{y}] in T.X ab.

Beweis: Auf f~![{y}] gilt Rang T'(f) = dim Y. Wegen Satz[l.43)ist Rang T'(f) auf einer
Umgebung von f~![{y}] konstant und die erste Aussage folgt. Die zweite Aussage folgt
aus dem Beweis von Satz und der Surjektivitat von T, (f). q.e.d.

Wir wollen diese Aussagen jetzt auf Mannigfaltigkeiten mit Rand verallgemeinern.

Korollar 4.4. Sei f : X — Y eine glatte Abbildung von der differenzierbaren Mannig-
faltigkeit X mit Rand auf die differenzierbare Mannigfaltigkeit Y ohne Rand und y &
{f(x) |z € X mit RangT,(f|x\ox) < dimTy)Y bzw. RangT,(f|ox) < dimTy)Y'}.
Dann ist f~'[{y}] eine Mannigfaltigkeit mit Rand 0f~[{y}] = f~[{y}] N 0X.

Beweis: Die Aussage folgt aus Korollar angewendet auf f|y\sx und flox. q.e.d.

Lemma 4.5. (Hirsch) Auf einer kompakten Mannigfaltigkeit X mit Rand gibt es keine
glatte Abbildung f: X — 0X mit flox = lox.

Beweis: Sei f eine solche Abbildung mit f|ox = 1sx. Dann gibt es wegen dem Satz von
Sard ein y € 90X, das die Voraussetzungen von Korollar 4.4] erfiillt. Dann ist f~'[{y}]
eine kompakte eindimensionale Mannigfaltigkeit mit 9 *[{y}] = {y}. Die kompakten
eindimensionalen Mannigfaltigkeiten mit Rand sind diffeomorph zu disjunkte Verei-
nigungen von S' und [0, 1] (Ubungsaufgabe). Also haben sie eine gerade Anzahl an
Randpunkten. Das widerspricht der Annahme. q.e.d.
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Brouwersche Fixpunktsatz 4.6. Jede stetige Abbildung f von dem abgeschlossenen
FEinheitsball B(0,1) C R™ auf sich selber hat einen Fizpunkt.

Beweis: Wir zeigen die Aussage zuerst fiir eine glatte Abbildung f : B(0,1) — B(0,1).
Wenn f keinen Fixpunkt hat, dann sei g(x) fiir alle z € B(0,1) der Schnittpunkt von
der Geraden durch z und f(z) mit 0B(0,1), der ndher bei x liegt. Dann widerspricht
die glatte Abbildung g dem Lemma [4.5] Also hat ein glattes f einen Fixpunkt.

Sei jetzt f eine solche stetige Abbildung ohne Fixpunkt. Dann besitzt die stetige
Abbildung z +— ||z — f(x)| auf der kompakten Menge B(0,1) ein Minimum € > 0.
Wegen dem Satz von Stone-Weierstrafi gibt es n reelle Polynome p = (py, ..., p,) mit

|f(z) = p(z)]| < 5 fiir alle r € B(0,1).

Dann bildet z +— ﬁ (x) alle Elemente von B(0,1) auf Vektoren einer Léange kleiner

als 52-(1+5) = 1 ab. Also ist das eine glatte Abbildung von B(0,1) auf sich selber

mit einem Fixpunkt = € B(0,1). Dort gilt wegen 5%-p(z) = p(z) — §52-p(x)

e <z = f@)ll = lgp@) = f@)] < llp(z) = fF@)| + [555p@)] < 5+ 5 =

Das widerspricht der Annahme, dass f keinen Fixpunkt hat. q.e.d.

4.2 Der Grad glatter Abbildungen

Definition 4.7. Zwei glatte Abbildungen f,g: X — Y heiflen glatt homotop, wenn es
eine glatte Abbildung F : X x [0,1] — Y gibt, mit F(z,0) = f(x) und F(z,1) = g(z)
fiir alle x € X. Zwei solche Diffeomorphismen heiflen glatt isotop, wenn x — F(x,t)
fir alle t € [0, 1] zusdtzlich ein Diffeomorphismus ist.

Fiir eine glatte Abbildung f : X — Y zwischen gleichdimensionalen differenzier-
baren Mannigfaltigkeiten und fiir y € Y \ {f(z) | # € X mit Kern(7,(f)) # 0} ist
F'{y}] wegen Satz eine diskrete Teilmenge von X, von der je zwei verschiedene
Elemente disjunkte Umgebungen besitzen. Wenn X kompakt ist, hat diese Menge also
nur eine endliche Anzahl # f~![{y}] an Elementen. Wir zeigen zuerst

Satz 4.8. Seien f,g : X — Y glatt homotope glatte Abbildungen zwischen differen-
zierbaren Mannigfaltigkeiten mit X kompakt und dim X = dimY. Wenn y nicht zu
folgender Menge gehirt, dann ist #f'{y}] — #9 [{y}] eine gerade Zahl

{f(x) | mit Kern(T,(f)) # 0} U{g(x) | « € X mit Kern(T,(g)) # 0}.

Wenn'Y zusammenhdngend ist, dann ist # f~*[{y}] bis auf eine gerade Zahl unabhingig
von der Wahl vony € Y\ {f(z) | x € X mit Kern(T,(f)) # 0}.
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Beweis: Sei F': X x [0,1] — Y eine glatte Homotopie zwischen f und g. Wenn y
nicht zu der Menge {F'(z,t) | (z,t) € X x [0,1] und Rang(T,(F)) < dimY'} gehort,
dann ist F~![{y}] eine kompakte eindimensionale Untermannigfaltigkeit mit dem Rand
(F Hyt x{0H) U (g ' [{y}] x {1}). Weil der Rand einer kompakten eindimensionalen
Mannigfaltigkeit eine gerade Anzahl von Punkten ist, ist # f ' [{y}] —#¢ '[{y}] gerade.

Aufgrund der Vorausetzung an y und dem Satz der inversen Funktion sind die
beiden Funktionen z +— #f~1[{z}] und z — #g~1[{z}] auf einer kleinen Umgebung
von y konstant. Wegen dem Satz von Sard enthélt diese Umgebung einen Punkt z in
obiger Menge. Also gilt die erste Aussage. Fiir die zweite beutzen wir

Lemma 4.9. Seien y und z Punkte einer zusammenhdngenden differenzierbaren Man-
nigfaltigkeit Y . Dann bildet ein zu 1, isotoper Diffeomorphismus von Y y auf z ab.

Beweis: Fiir je zwei Punkte in (0,1) gibt es offenbar einen Diffeomorphismus ¢ von
R auf sich selber, der auerhalb einer kompakten Teilmenge von (0,1) die identische
Abbildung ist und den einen Punkt auf den anderen abbildet. Es gibt sogar eine glatte
Isotopie solcher Diffeomorphismen zu der Identitdat. Ein Diffeomorphismus & von der
Form z +— a + rgb(‘xr;“') o ist dann auflerhalb einer kompakten Menge in B(a,r) C
B(0,R) C R™ die Identitdt und bildet 0 auf einen beliebigen Punkt von B(0, R) ab.
Weil die Aussage in y und z transitiv ist, ist die Menge der Punkte z, so dass die
Aussage fiir y und z gilt, dann offen und abgeschlossen, und damit gleich Y. q.e.d.
Fortsetzung des Beweises von Satz 4.8 Seien y, z Punkte von Y \ {f(z) | z €
X mit Rang(T,(f)) # 0}. Dann gibt es wegen dem Lemma einen zu 1y glatt isotopen
Diffeomorphismus ® von Y, der z auf y abbildet. Dann sind f und g = ® o f glatt
homotop mit g~ '[{z}] = f~[{y}]. Also folgt die zweite Aussage aus der ersten. q.e.d.

Dieser Satz zeigt, dass deg,(f) = #f '[{y}] mod 2 fiir ein y € Y \ {f(x) | x €
X mit Rang(7,(f)) # 0} eine Homotopieinvariante von solchen glatten Abbildungen
f X — Y ist. Wenn f nicht surjektiv ist, dann ist die Anzahl fiir Werte y auflerhalb
des Bildes von f Null und damit deg,(f) = 0 mod 2. Weil das Bild f[X] immer
kompakt ist, ist f nicht surjektiv wenn Y nicht kompakt ist, und deg,(f) =0 mod 2.

r—a

Beispiel 4.10. (i) Jede konstante Abbildung f : X — X hat degy(f) =0 mod 2.
(ii) Die Identitit einer kompakten Mannigfaltigkeit 1x hat degy,(1x) =1 mod 2.

(iii) Die Aussage fir X =Y = S" impliziert die Aussage von Lemma fir X =
B(0,1) € R™™ wnd damit den Brouwerschen Fixpunktsatz weil jede glatte
Abbildung f : B(0,1) — S™ mit flsn = lga eine glatte Homotopie von lg» zu
einer konstanten Abbildung definiert.
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Definition 4.11. Fiir eine glatte Abbildung f : X — Y zwischen orientierten differen-
zierbaren Mannigfaltigkeiten mit X kompakt und dim X = dim Y hdngt das Vorzeichen
von det(T,(f)) bei x € X nur von den Orientierungen von X undY ab. Wir definieren

deg(f,y):mfz{ }1% fiiry € Y\ {f(2) | 2 € X mit Kern(T,(f)) # 0}.

Satz 4.12. Seien f,g: X — Y glatt homotope glatte Abbildungen zwischen orientierten
differenzierbaren Mannigfaltigkeiten mit X kompakt und dim X = dimY. Wenn y nicht
zu folgender Menge gehort, dann ist deg(f,vy) = deg(g,y)

{f(z) | mit Kern(T:(f)) # 0} U{g(z) | z € X mat Kern(T5(g)) # 0}.

Wenn'Y zusammenhdngend ist, dann ist deg(f,y) unabhingig von der Wahl von

y e Y\ {f(z) |z e X mit Kern(T,(f)) # 0}

Beweis: Wir zeigen zuerst, dass fiir alle y € Y \ {f(z) | € X mit Kern(7,(f)) =0}
deg(f,y) = 0 gilt, wenn X der Rand einer kompakten orientierten Mannigfaltigkeit
Z ist und f sich zu einer glatten Abbildung F' : Z — Y fortsetzt. Fiir y € Y\
{F(2) | z € Z mit Rang(T,(F)) < dimY} ist F'~'[{y}] eine endliche Vereinigung von
eindimensionalen Untermannigfaltigkeiten von Z, deren Rand in X = 07 liegt. Sei A C
“'{y}] eine Zusammenhangskomponente mit nicht verschwindendem Rand dA =
{a} U{b}. Die Orientierungen von Z und Y induzieren eine Orientierung von A, deren
auBeres Produkt mit der durch f zuriickgezogenen nicht verschwindenden Volumenform
von Y positiv proportional zu der nichtverschwindenden Volumenform von 7 ist. Weil
A als eine kompakte zusammenhéngende eindimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand
ein abgeschlossenes Intervall ist, zeigt die Orientierung von A an einem Ende aus A
heraus und an dem anderen Ende nach A hinein. Daraus folgt, dass die Vorzeichen von
det(7,(f)) und det(7,(f)) unterschiedlich sind, und deshalb deg(f,y) verschwindet.
Fir y € {F(z2) | z € Z mit Rang(7T.(F)) < dimY'} ist die Funktionen y' — deg(f,v’)
wegen Satz auf einer Umgebung von y konstant. Wegen dem Satz von Sard gibt
es in dieser Umgebung ein ¢ € Y\ {F(z) | z € Z mit Rang(T.(F)) < dimY'}. Daraus
folgt deg(f,y) = 0, wenn sich f zu einem F : Z — Y fortsetzt.
Wenn f und ¢ glatt homotop sind, dann sind f und g die Randwerte von F' :
X x [0,1] — Y mit 9(X x [0,1]) = (X x {0}) U (X x {1}). Weil beide Randwerte
beziiglich der Orientierung von X X [0, 1] umgekehrtes Vorzeichen haben folgt die erste
Aussage. Die zweite Ausaage folgt aus der ersten wie im Beweis von Satz q.e.d.

Satz vom Igel 4.13. Die n-dimensionale Sphdhre S™ hat genau dann ein nichtver-
schwindendes glattes Vektorfeld, wenn n ungerade ist.
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Beweis: Fiir ungerades n ist « +— (9, —21, 3, —Z4, ..., Tpi1, —Zy,) ein solches Vektor-
feld. Fiir gerades n hat die Antipodenabbildung von S™ als eine Verkettung von den
n + 1 Abbildungen, die jeweils eine Koordinate von R™"! mit —1 multiplizieren den
Grad (—1)"*! und ist wegen Satz nicht glatt homotop zu lIgn. Indem wir S” als
Teilmenge von R"™! auffassen, definiert ein glattes nichtverschwindendes Vektorfeld F
von S" eine glatte Abbildung S* — R mit z - F(z) = 0, und damit eine glatte
Homotopie von 1g» zu der Antipodenabbildung:

S"x [0,1] — S", (x,t) — cos(tm)z + sin(tm) TF@

Fiir gerades n kann es also kein solches Vektorfeld F' geben. q.e.d.

4.3 Vektorfelder

In diesem Abschnitt untersuchen wir qualitative Aspekte von Vektorfeldern auf diffe-
renzierbaren Mannigfaltigkeiten. Lokal sieht jede differenzierbare Mannigfaltigkeit wie
der R™ aus. Deshalb betrchten wir zundchst Vektorfelder ' auf dem R" mit einer iso-
lierten Nullstelle. Sei also F' : B(xg, R) — R™ ein glattes Vektorfeld mit F(zy) = 0 und
F(z) # 0 fiir x € B(xg, R) \ {0}. Dann definiert fiir alle 0 < r < R die Abbildung

F(xo+rx)

Sn—l N Sn—l’
| F(z0 + ra)||

eine glatte Abbildung. Diese Abbildungen sind fiir alle 0 < r < R zueinander glatt
homotop und haben deshalb den gleichen Grad. Den Grad dieser Abbildung bezeichen
wir als den Index(F, zo) des Vektorfeldes F' an der isolierten Nullstele xy.

Lemma 4.14. Fir ein glattes Vektorfeld F' : U — R"™ auf einer offenen Menge U C R™
mit einer isolierten Nullstelle bei xo € U und einen Diffeomorphismus ® : U — V auf
eine offene Menge V. .C R™ hat T(®) o F o @' eine isolierte Nullstelle bei ®(xq) mit

Index(T(®) o F o &1, ®(x)) = Index(F, z).

Beweis: Wir zeigen zuerst, dass jeder orientierungserhaltende Diffeomorphismus ® von
R™ glatt isotop zu Ign ist. Nach Verkettung mit einer Translation haben wir ®(0) = 0.

TO(tw) fir t € (0,1]

F:R"x|[0,1 R", Jt
0,1 =~ (x>'_>{T0(c1>) fiir ¢ = 0

definiert dann eine Isotopie von dem linearen Isomorphismus 7;(®) nach ®. Wegen
®(0) = 0 laBt sich ®(x) schreiben als ®(z) = z1¢1(x) + ... + z,0,(z) mit glatten
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Funktionen ¢, ..., ¢,. Dann ist F(z,t) = x1¢1(tx) + ... + £,¢,(tx) und deshalb auch
bei t = 0 eine glatte Isotopie. Dann folgt die Aussage daraus, dass die Gruppe der
linearen orientierungerhaltender Isomorphismen zusammenhéngend ist.

Wenn & orientierungserhaltend ist, konstruieren wir mithilfe der Isotopie aus dem
ersten Teil eine eine glatte Homotopie zwischen der Einbettung U — R™ und dem
Diffeomorphismus ® : U — R". Das definiert eine glatte Homotopie zwischen den
entsprechenden glatten Abbildungen von S"~! ~ dB(xg, R) nach S"~!. Dann folgt die
Aussage aus Satz [4.12 Wenn ® nicht orientierungserhalten ist, geniigt es zu zeigen,
dass der Index nicht von der Orientierung abhéngt. Fiir den speziellen Fall g = 0 und
einer Reflektion einer Koordinate éndert sich der Grad nicht, weil die Ableitung der
entsprechenden Abbildung von S*~! auf sich selber mit der Reflektion konjugiert wird,
und deshalb die Determinante das Vorzeichen nicht &ndert. q.e.d.

Wegen diesem Lemma ist der Index eines glatten Vektorfeldes einer differenzierba-
ren Mannigfaltigkeit bei einer isolierten Nullstelle unabgingig von der Karte definiert.

Lemma 4.15. Sei X C R" eine kompakte Teilmenge mit glattem Rand, also eine n-
dimensionale kompakte Untermannigfaltigkeit mit Rand, und F : X — R" ein glattes
Vektorfeld mit isolierten Singularititen, das auf 0X nach Auflen zeigt, also in den
Karten in die obere Halbebene eine negative letzte Komponente hat. Dann ist

Z Index(F, z)

zeF~1[{0}]
gleich dem Grad der duferen Normalen N, als glatte Abbildung von 0X nach S*~1.

Beweis: Mithilfe des in Satz (ii) konstruierten Kragens, konnen wir eine glatte
Homotopie von einem glatten Vektorfeld, das auf 0X nach Auflen zeigt auf das dort
definierte Vektorfeld — NV definieren. Wegen Satz konnen wir dann annehmen, dass
das Vektorfeld auf 0.X mit dieser &ufleren Normalen iibereinstimmt. Wir schneiden um
jede isolierte Nullstelle eine kleinen Ball aus X heraus. Auf der entstehenden glatten
Mannigfaltigkeit mit Rand definiert das normierte Vektorfeld eine glatte Abbildung
nach S"~1, deren Grad auf dem Rand wegen des ersten Teils des Beweises von Satz
verschwindet. Dieser Grad ist die Summe des Grades der &ufleren Normalen auf 0.X
minus der Summe {iiber die Indizes von dem Vektorfeld. q.e.d.
Allgemein kann man folgendes zeigen:

Satz von Poincare und Hopf 4.16. Sei F' ein glattes Vektorfeld auf einer kompakten
Mannigfaltigkeit X, das nur isolierte Nullstellen hat, und wenn X einen Rand hat auf
0X nach Auflen zeigt. Dann ist die Summe der Indizes von F unabhdingig von der
Wahl eines solchen Vektorfeldes und gleich der sogenannten Fulerchrakteristik von X :

Z Index(F,z) = x(X).

z€ Nullstellen von F
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4.4 Pontryagins Kobordismen

Definition 4.17. Zwei Untermannigfaltigkeiten Y und Z einer Mannnigfaltigkeit X
heifien kobordant, wenn sich die Untermannigfaltigkeiten mit Rand Y x [0, €) und Z X
(1 —€,1] von X x [0,1] zu einer kompakten Untermannigfaltigkeit W mit Rand von
X x [0,1] fortsetzen lafst mit OW = (Y x {0}) U (Z x {0}).

Definition 4.18. FEine Rahmung einer Untermannigfaltigkeit Y C X st eine glatte
Basis aufY des orthogonalen Komplements von TY bziiglich der natirlichen Paarung
zwischen Ty, X und T, X als Unterbiindel von T' X |y. Zwei gerahmte Untermannigfaltig-
keitenY und Z einer kompakten differenzierbaren Mannigfaltigkeit X heifien kobordant,
wenn sich die beiden gerahmten Untermannigfaltigkeiten Y x [0,¢€) und Z x (1 — €, 1]
von X x [0,1] zu einer gerahmten kompakten Untermannigfaltigkeit fortsetzen.

Definition 4.19. Sei f : X — S" eine glatte Abbildung und y € S™ kein Element von
{f(x) | z € X mit Rang(T,(f)) < n}. Dann ist f~'[{y}] eine Untermannigfaltigkeit.
Fiir alle x € f~Y[{y}] bildet die duale Abbildung von T,(f) eine orientierte Basis von
T,S™ auf eine Basis des orthogonalen Komplements von T, f'[{y}] in T.X ab. Jede
orientierete Basis von T,S™ induziert also eine Rahmung von f~[{y}]. Die gerahmte
Untermannigfaltigkeit f~'[{y}] C X heifit Pontryaginmannigfaltigkeit von f.

Wir beweisen in diesem Abschnitt folgenden Satz

Satz 4.20. Sei f : X — S" eine glatte Abbildung auf einer m-dimensionalen zusam-
menhdngenden kompakten Mannigfaltigkeit X mit m > n. Dann gilt:

A Seien y,z € S"\ {f(z) | * € X mit Rang(T.(f)) < n}. Dann sind die beiden
Pontryaginmannigfaltigkeiten f~'[{y}] und f~'[{z}] kobordant.

B Zwei Abbildungen f,g: X — S™ sind genau dann glatt homotop, wenn die entspre-
chenden Pontryaginmannigfaltigkeiten kobordant sind.

C Jede kompakte gerahmte Untermannigfaltigkeit von X der Dimension m —n ist die
Pontryaginmannigfaltigkeit einer glatten Abbildung f : X — S".

Beweis: 1. Eine orientierte Basis von 7, S"™ bildet eine orientierte Basis des orthogo-
nalen Komplementes von y in R"™!, Wenn wir diese orthogonale Komplement mit R"
identifizieren, dann setzt sich eine orientierte Basis zu einer n X n Matrix mit positi-
ver Determinante zusammen. Dadurch werden die orientierten Basen von T, S" sogar
mit allen n x n Matrizen mit positiver Determinante identifiziert. Weil diese offene
Menge der n X n Matrizen zusammenhéngend ist, hédngt die Klasse der kobordanten
Pontryaginmannigfaltigkeiten f~*[{y}] nicht von der orientierten Basis von T,S™ ab.
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2. Sei jetzt y kein Element von {f(z) | z € X mit Rang(7,(f) < n}. Wegen dem
Rangsatz ist diese Menge abgeschlossen. Deshalb gibt es einen offenen Ball um y
der nur solche Elemente enthélt. Fiir ein z aus diesem Ball wahlen wir eine glatte Fa-
milie (r;)ef0,1] von Rotationen von R"*! die auf ¢ € [0, ) konstant gleich der Identitét
sind, auf ¢ € (1—¢, 1] konstant gleich einer Rotation, die y auf z abbildet, und y fiir alle
t € [0,1) nur auf Punkte auf dem Groflkreis durch y und z, also innerhalb der Balles
abbildet. Fiir die glatte Homotopie F(t,x) = 1, o f(x) ist z ein reguldrer Wert, und
F~1[{z}] ein Kobordimus der gerahmten Untermannigfaltigkeit f~'[{z}] auf f~![{y}].
Also sind diese Pontryaginmannigfaltigkeiten kobordant.

3. Wenn f und g zwei glatt homotope glatte Abbildungen von X nach S™ sind, dann
wéhlen wir eine Homotopie F' von f nach g, die auf ¢ € [0,¢) konstant gleich f
ist und auf t € (1 — ¢, 1] konstant gleich g. Fiir ein y, das weder zu {f(z) | = €
X mit Rang(7,(f)) < n} noch zu {g(z) | + € X mit Rang(7,(g)) < n} gehort, gibt
es wegen dem Satz von Sard ein z in jeder kleinen Umgebung von y, das nicht zu
{F(z,t) | (z,t) € X x [0,1] mit Rang(T(,4(F)) < n} gehért. Dann ist F~![{z}] ein
Kobordimus von f~![{z}] nach g7'[{z}]. Wegen 2. sind dann f~'[{y}] und ¢~ '[{y}
kobordant.

Beweis von A: Fiir zwei y, z die nicht zu {f(z) | + € X mit Rang(T,(f) < n}
gehoren, wihlen wir eine glatte Isotopie von 1Is» zu einer Rotation, die y auf z abbildet.
Dann sind f~'[{y}] und f~![{z}] wegen 3. kobordant.

Beweis von C: Sei Y C X eine m — n dimensionale kompakte gerahmte Unterman-
nigfaltigkeit ohne Rand. Dann besitzt wegen Korollar [I.44] eine offenen Umgebung von
Y C X einen Atlas von Karten, die jeweils Y auf R™~" C R™ abbilden. Wenn wir die
Basen von R™ mit den invertierbaren m x m Matrizen, und damit mit Diffeomorphis-
men vom R™ identifizieren, dann entspricht der Rahmen von Y in den Koordinaten
dieser Karten einer glatte Abbildung von Y in die linearen Diffeomorphismen von R™.
Eine solche Abbildung induziert auch einen Diffeomorphismus von Y x R”, der auf
Y x {0} gleich der Identitét ist. Die Verkettung der Karten mit diesem Difeeomor-
phismus definiert dann auf einer Umgebung einer (m — n)-dimensionalen gerahmten
Untermannigfaltigkeit Y von X einen Atlas von Karten von X, die Y auf R™™" und
auf Y den Rahmen auf die Einsformen dz,,_,+1, ..., dx,, abbilden. Mit einer Zerlegung
der Eins erhalten wir dann einen Diffeomorphismus von dem kartesischen Produkt von
Y mit einem Ball B(0,¢) C R"™ auf eine offene Untermannigfaltigkeit von X, dessen
Einschrinkung auf Y x {0} die Identitédt von Y ist, so dass der Rahmen durch die Ko-
ordinateneinsformen von R" gegeben ist. Die Verkettung mit dem Diffeomorphismus
T EQjW von B(0,¢€) nach R" ergibt einen Diffeomorphismus ¢ von Y x R" auf
eine offenen Untermannigfaltigkeit V' von X, der die gerahmte Untermannigfaltigkeit
Y x {0} auf Y abbildet. Dann gibt es eine eindeutige glatte Abbildung ¢g : V' — R™ mit
g(®(y,t)) =t fir alle (y,t) € Y x R™ Sei h eine glatte Abbildung R” — S", die die
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Punkte aufierhalb von B(0,1) auf einen Punkt y € S” abbildet, und B(0, 1) glatt auf
S™\ {y} immersiert. Dann ist Y die Pontryaginmannigfaltigkeit f~![{y}] von f = hog.
4. Seien f,g : X — S™ zwei glatte Abbildungen und y kein Element von {f(z) |
r € X mit Rang(7.(f)) < n} und {g(z) | = € X mit Rang(7T.(g)) < n} mit Y =
Iy} = ¢ '[{y}]. Fiir eine Basis von 7,S" sind dann die entsprechenden Rahmen
genau dann gleich, wenn T, (f) = T,(g) fiir alle z € f~'[{y}] gilt. Wir zeigen in diesem
Fall, dass f glatt homotop zu einer Abbildung X — S™ ist, die auf einer Umgebung von
Y mit g iibereinstimmt. Dazu wéhlen wir wieder einen Diffeomorphismus ® von Y x R”
auf eine offene Umgebung von Y C X, die die gerahmte Untermannigfaltigkeiten Y
auf sich selber abbildet. Wir kénnen dabei das Bild von ® so klein wéhlen, dass sowohl
f als auch g das Bild von ® in das Komplement von —y € S™ abbilden. Die Verkettung
einer Rotation mit der stereographischen Projektion ist dann ein Diffeomorphismus ¥
von S™ \ {—y} nach R", die y auf 0 abbildet. Die beiden Abbildungen f = Uo fo®
und g = W o g o ® sind glatte Abbildungen von Y x R"™ nach R", die Y x {0} auf
0 abbilden, und deren Ableitungen auf Y x {0} iibereinstimmen. Dann geniigt es zu
zeigen, dass f glatt homotop zu einer Abbildung Y x R” — R™ ist, die auf Y x B(0,1)
mit g iibereinstimmt, und auf Y x (R"\ B(0,2)) mit f iibereintimmt. Sei  : R — R
eine glatte Funktion, die auf [0, 1] gleich Null ist und auf [2, c0) gleich Eins. Dann ist

F((z,s),t) = (1=1)f(x,s) + t(h(]]s]]) f(z,s) + (1 = h([|s]]))g(z, 5))
eine glatte Homotopie von f auf eine solche Funktion von Y x R"™ nach R".
5. Seien f,g : X — S" zwei glatte Abbildungen und y kein Element von {f(z) |
r € X mit Rang(T.(f)) < n} und {g(z) | = € X mit Rang(T,(g)) < n} mit
Y = ' {y}] = ¢ '[{y}], so dass f und g auf offenen Umgebungen von ¥ C X
iibereinstimmen. Die Verkettung einer Rotation mit der stereographischen Projektion
ist ein Diffeomorphismus ¥ von $” \ {y} nach R”. Dann sind f = Uo fund § = Vog
glatte Abbildungen von X \ Y nach R™. Weil f und g auf einer Umgebung von Y C X
iibereinstimmen, ist folgende Abbildung eine glatte Homotopie von f nach g

F(z,t) = U ((1 =) f(z) + tg(2)).

Beweis von B: Wenn f und g glatt homotop sind, dann zeigt 3., dass die entspre-
chenden Pontryaginmannigfaltigkeiten kobordant sind. Wenn umgekehrt zwei gerahmte
Untermannigfaltigkeiten von X kobordant sind, dann definiert die Konstruktion in dem
Beweis von C fiir die entsprechende gerahmte Untermannigfaltigkeit von X x [0, 1]
mit Rand eine glatte Homotopie von einer Abbildung f auf eine Abbildung §, deren
Pontryaginmannigfaltigkeiten mit denen von f bzw. ¢ iibereintimmen. Aus 4. und 5.
folgt, dass f und f bzw. g und § und damit f und ¢ glatt homotop sind. q.e.d.

Ein analoger Satz gilt auch fiir Mannigfaltigkeiten X mit Rand. In diesem Fall
wird zusétzlich gefordert, dass der Rand auf einen fest gewéhlten Basispunkt von S”
abgebildet wird.
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Mit Hilfe dieses Satzes lassen sich einige Aussagen iiber die Homotopiegruppen von
Mannigfaltigkeiten treffen, deren Elemente gerade die Homotopieklassen von Abbildun-
gen nach S” sind. Das fiithrt nur in einigen Féllen zu einem befriedigenden Versténdnis
der Homotopiegruppen. Im Fall dim X = n bestehen die Pontryaginmannigfaltigkeiten
nur aus endlich vielen Punkten mit einem Vorzeichen. Zwei solche endliche Teilmengen
sind genau dann kobordant, wenn die Summe der Vorzeichen gleich ist.

Satz von Hopf 4.21. Auf einer n-dimensionalen kompakten orientierten Mannigfal-
tigkeit X sind zwei glatte Abbildungen f,qg: X — S™ genau dann glatt homotop, wenn
die Grade aus Satz[{.19 gleich sind. q.e.d.

Daraus 1i8t sich mithilfe der Theorie der Uberlagerungen auch folgern, dass auf
kompakten n-dimensionalen nichtorientierbaren Mannigfaltigkeiten zwei glatte Abbil-
dungen genau dann glatt homotop sind, wenn die Grade aus Satz gleich sind.
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