Martin Schmidt Partielle Differentialgleichungen 25. Oktober 2011
Sebastian Klein 8. ﬁbung

Markus Knopf (abzugeben in der Ubung am 02. November 2011)

27. Uber den Satz von Lax-Milgram.

28.

Sei  C IR™ offen und beschriinkt und sei L : C3(Q) — Cp(f2) der elliptische Operator in

Divergenzform, der durch
(Lu)(z) = —div(A(z)Vu(z)) + c(z)u(z)
gegeben ist. Sei K > 0 und ¢(z) > K Vz € . Zeige, dass L die Ungleichung
(Lu,u)r2(q) > C - HuHIQ/Vl,Q(Q) (fiir eine Konstante C' > 0)

erfiillt. (10 Punkte)

Uber Sobolevriume.

Sei Q@ = B(0,1) und v : B(0,1) C IR™ — IR definiert durch u(z) := |z|?. Wir wollen untersuchen,
welche Bedingungen an v, k,n und p gestellt werden miissen, so dass fiir eine solche Wahl u €
WkP(B(0,1)) gilt. Dafiir gehen wir in mehreren Schritten vor:

(a) Zeige: u definiert eine Distribution der Form F, : C§°(R") — R, ¢ — Fy(¢) = [gn uodp

auf R" & v > —n. (4 Punkte)
(b) Zeige: Ist u € C*°(IR™\{0}) und definieren v und 9“u Distributionen F, bzw. Fjya, auf
R", so ist G := 0“F,, — Fya, eine Distribution mit Trager Tr(G) = {0}. (4 Punkte)

(c) Diese Teilaufgabe zeigt, dass G aus (b) nicht immer 0 ist, d.h. um die Ableitung einer
Distribution F), zu bestimmen, reicht es nicht aus, die entsprechende Ableitung von u zu
berechnen!

Zeige, dass fiir die Fundamentallosung ® der Laplace-Gleichung im Sinne der Distribu-

tionentheorie —AFg(¢) = §(v) gilt. (4 Punkte)
(d) Sei F': Cg°(R") — IR, ¢ — F(¢) eine Distribution auf IR"™ mit Trager Tr(F) = {0} und
F(py) = A"HIE(@) YA >0 mit ¢y(2) := p(\x) Vo
Zeige: Ist d +n > 0, so folgt F' =0, d.h. F(¢) =0 V¢ € Cg°(IR"). (4 Punkte)

[Tipp. Definiere ¢y (z) = A*™¢(Az) und zeige fiir ein ¢ € C°(IR™), Tr(¢)) C B(0,1) mit
WB(Q%) =1, dass )l\irr%)(wg,\) = 0 gleichméfig und fiir alle Ableitungen von zp% gilt. Folgere

daraus F(¢) = /1\11% F(ipgy) = 0.]

(e) Zeige, dass 0%u(x) = Py () (2" x)7/2=1el Yo gilt, wobei Py ein homogenes Polynom vom
Grad d = |o] ist. (4 Punkte)
(f) Zeige die Gleichung

1
/ \8au(x)|PdM = / |8au(:c)|pda . / T,(’yf|a|)p ) Tn*ldr.
B(0.1) 8B(0,1) 0

Folgere daraus, dass u € W*P(B(0,1)) fiir v > k — . (4 Punkte)
[Tipp. Benutze Kugelkoordinaten sowie die Teilaufgaben (a), (b), (d) und (e).]
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29. Rechnen mit Sobolevfunktionen.

(a) Sei @ = {z € R?||z| < 1} und n € CF(Q) derart, dass n(z) = 1 fiir |z| < . Sei
1/4
u(z) = (log |71\) -n(z). Zeige, dass u € WH2(Q). (6 Punkte)
(b) Sei Q C IR"™ offen und u,v € WH2(Q).

(i) Zeige, dass firr w(z) := min{u(z),v(z)} auch w € W12(Q) liegt und bestimme die
schwache Ableitung von w. (6 Punkte)
(ii) Zeige mit (i), dass fiir r(2) = max{u(z),v(x)} auch r € W2(Q) liegt. (4 Punkte)




