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30. Der Divergenzsatz fiir Lipschitz-stetige Vektorfelder.

Sei O € IR"™ offen und beschrinkt mit Rand 992 € C%!. Wir wollen zeigen, dass fiir f =
(fi,---s fn) € (CYH(Q))™ ebenso der Divergenzsatz erfiillt ist, d.h. es gilt

/V~fd,u: f-Ndo. (%)
Q [2/9]

Hierbei ist die rechte Seite von () wie folgt definiert: Sei U(x;) U ... U U(zy) D 0N eine
Ubderdeckung des Randes 9Q und ¢; € CO (B0, p;)) mit ||@illee < M; und {2 — 2;| z €
U(z;) NQ} = {(y,t) € B"10, p;) x (—M;, M;)| t < pi(y)}. Sei hy, ..., hy eine entsprechende

Zerlegung der Eins. Dann ist die rechte Seite von (*) durch

N
/89 frvde= ; /Bnl(O,Pi) hif (y, 1)) - (Vyep(y), —1) 4"y (%)

definiert.

(a) Zeige: 00 ist genau dann stetig differenzierbar im Sinne von Definition 1.4, wenn ¢; €
CL(B(0, p;)) gilt. (4 Punkte)

(b) Zeige: Ist 0N stetig differenzierbar, so stimmt (%) mit Definition 1.4 {iberein. (4 Punkte)

(c) Sei A € L(IR") invertierbar mit det(A) > 0 und f glatt. Zeige: Die Gleichung (*) gilt fiir f
und Q genau dann, wenn (x) fir f4 = A- fo A~ und Q = A[Q] gilt. (5 Zusatzpunkte)

(d) Sei p € COH(B™1(0, p)) mit [|p]le < M und f € (ng(Bn—l(o, ) X (=M, M)))". Dann
gilt
M
/ / V- f(y,t) d”‘lydtz/ Fly,0®) - (Vyp,—1)d" 1y,
Br=1(0,p) Jo(y) Br=1(0,p)

wobei fiir alle 7 und alle y aus B(0, p) die Abbildung t — p(y + te;) auf {t € R |y + te; €
B(0, p)} bijektiv ist. (x * *) (5 Zusatzpunkte)

(e) Zeige, dass fiir f = (f1,..., fn) € (C*1(Q))" der Divergenzsatz (*) gilt. (6 Zusatzpunkte)

[Tipp. Man zeige mithilfe von (c), dass Bedingung (x % %) immer erreicht werden kann.

AuBerdem benutze man den Approximationssatz 3.30.]

31. Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungen.
Sei 2 C IR" offen und u € W01’2(Q), v e WH2(Q). Zeige, dass

/ueivej dp = / Ue; Ve, dp
Q Q

gilt. (8 Punkte)

[Tipp. Approximiere v durch Funktionen aus C3°(2).]



32.

33.

Uber Sobolevriume.
Sein >3 und Q = B(0,1) = {z € R"| |z| < 1} sowie u € C1(Q\{0}) derart, dass
/ |u(x)|?dp < oo und / |Vu(z)|> dp < oo
a\{o} \{0}
gilt. Zeige, dass u € WH2(Q) und ue, (z) = dju(x) fiir z # 0 gilt. (10 Punkte)

[Tipp. Sei ¢ € C§°(R2). Zeige, dass es eine Folge ¢, € C§°(2\{0}) gibt, so dass ¢, — ¢ in
Wh2(Q). Hierzu wihle man ¢, (z) := ¥ (n|z|) - #(x) mit ¢» € C*®°(IR) mit +(r) = 1 fiir » > 1 und
P(r) =0 fir r < %]

Eine Ungleichung fiir Funktionen aus W;*(Q).
Sei 2 € IR™ offen und beschrinkt sowie u € VVO2 ’Z(Q). Zeige die folgende Ungleichung:

1/2 1/2
IVull 2oy < llull g, - 12l 2.

(8 Punkte)
[Tipp. Betrachte u € C§°(€2) und integriere [, |Vu|? du partiell.]




