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43. Divergenz und Rotation.

44.

45.

Fiir Q C IR" offen heifit f = (f1,..., fn) € (Li

1oc(8,IR))™ eine schwache Losung von

Vf:(),

falls
/ fVo =0 firalle ¢ € C3(Q).
Q

Zeige
V- (V xu)=0 schwach in Q fiir u = (u1, us, uz) € (W/lz’cl(Q,IR))?’,

wobei die Rotation eines Vektorfeldes F' = (Fy, F, F3) in IR? durch
VX F = (82F3 — agFQ, 83F1 — 81F3, 81F2 — 82F1)

definiert ist. (8 Punkte)

Uber den Satz von Friedrichs.
Es sei a € L®((—2,2))\{W'2((~1,1))} mit a > 1 und

u(t) = /Ot a(lx) dz.

Zeige, dass u € W12((—2,2)) eine schwache Losung von

(au') =0 in (-2,2)

ist, aber u ¢ W22((—1,1)). Welche Voraussetzungen des Satzes von Friedrichs 4.6 sind verletzt?

(8 Punkte)
Uber die endliche Differenz.
Sei u € W12(B(0,1)) eine schwache Lésung von
Lou := Z 0i(a;;0;u) = f in B(0,1)

ij=1

mit a;; € L>°(B(0,1)) und f € L*(B(0,1)). Zeige, dass die endliche Differenz
her) —
Mu(z) := u(@ + e}i) u(@) fir € B(0,1 — |h|)
eine schwache Losung von
Lodfu(x) = 0p f(z) = Y 0:i(0f'ai;05u(x + hey)), © € B(0,1 — |h])

ij=1

ist. (8 Punkte)



46. Uber die Cacciopoli-Ungleichung am Rand.

47.

Man beweise die Cacciopoli-Ungleichung am Rand 4.7, indem man den Beweis aus dem Skript

durch Adaptierung des Beweises der Cacciopoli-Ungleichung 4.5 zu Ende fiihrt. (10 Punkte)

Uber die Poincaré-Ungleichung.

Sei 2 € IR"™ offen. Wir wollen bei dieser Aufgabe die beste Konstante C' < oo in der Poincaré-

Ungleichung

ull 2y < ClIVul[2q) fiir u € W01’2(Q)

ermitteln. Hierflir gehen wir in mehreren Schritten vor:

(a)

(b)

(c)

Betrachte eine Folge (uy)new C Wy (Q) mit [, u2 du = 1, so dass fiir A, == [, [Vul>du
gilt:

Ap —  inf / |Vul|? dp fiir n — oo.
uedB(0,1) J

Zeige mithilfe des Satzes von Rellich 3.39, dass eine Teilfolge (uy, )k in L?(Q2) konvergiert.
(8 Punkte)

Zeige mithilfe des Satzes von Alaoglu, dass limg u,, =u € WOI’2(Q) gilt mit [, [Vu[?dp =

A = limy Ay, . Folgere daraus, dass
fWe2(Q) 3 u|—>/ IVul?dp
Q

unter der Nebenbedingung fQ u?dp = 1 ein Minimum annimmt. (8 Zusatzpunkte)

[Tipp. Der Satz von Alaoglu besagt, dass fiir alle R > 0 der Ball B(0, R) C L?(Q) schwach
kompakt ist, d.h. fiir jede Folge (un)new C B(0, R) existiert eine schwach konvergente

Teilfolge. Hierbei konvergiert eine Folge (uy)nen in L2(€2) schwach gegen u, wenn fiir jedes
n—oo

v e L*(Q) gilt: <un7U>L2(Q) - <U>U>L2(Q)-]
Zeige mit dem Satz iiber Lagrange-Multiplikatoren, dass fiir das Minimum wu aus (b)

—Au = \u

gilt. (8 Punkte)




