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20. Uber das Transformationsverhalten von Differentialoperatoren 2ter Ordnung.

Seien U, O C R™ offene, beschriinkte Teilmengen des R” und ¢ € C?(U,0), d.h. ¢ : U — O ist
zweimal stetig differenzierbar und ¢ sowie alle Ableitungen von ¢ lassen sich stetig auf den Rand
von U fortsetzen. Dariiberhinaus existiere die Umkehrabbildung ¢! mit ¢=! € C?(O,U). Sei L

ein Differentialoperator 2ter Ordnung, der in Nicht-Divergenzform gegeben ist, d.h.

n

(Lu)(z) = Y aij(z)d05u(x) + Zb + c(x)u(z)

ig=1
mit reellen Funktionen a;; € C?(U),b; € CY(U) und ¢ € C(U).

(a) Zeige, dass es einen Differentialoperator 2ter Ordnung L mit gibt, so dass

L(uo ¢) = (Lu)o ¢ (+)

gilt, d.h. es existieren reelle Funktionen Ziij,gi und ¢ auf ¢(U) = O mit

(Lu)(y) = Y aij(y)d:duly) + Zb + cy)uly)
ij=1
fir y = ¢(z) € O. (8 Punkte)

[Tipp. Man setze a;;(y) = aij(qﬁ*l(y)), /b\z(y) = bi(¢(y)) und €(y) := c(¢~(y)) und
forme mit diesem Ansatz die linke Seite von (%) um.]

(b) Zeige: L ist genau dann elliptisch, wenn L elliptisch ist. (4 Punkte)

21. Uber kompakte Operatoren.

Seien X,Y Banachriume. Eine lineare, stetige Abbildung 7' : X — Y heifit kompakt, wenn
fiir jede beschrénkte Folge (zp)men in X eine Teilfolge (2, )ien existiert, fir die (T2, )ieN

konvergiert.

(a) Zeige, dass eine lineare, stetige Abbildung 7' : X — Y genau dann kompakt ist, wenn das
Bild der offenen Einheitskugel B(0,1) = {z € X | ||z|| < 1} von X unter T relativ-kompakt

ist, d.h. T[B(0, 1)] ist kompakt. (8 Punkte)
(b) Sei X ein Banachraum und 1y : X — X die identische Abbildung. Zeige: Ist X unendlich-
dimensional, so ist 1y nicht kompakt. (6 Punkte)

[Tipp. Zeige zuerst: Ist B(0,1) = {x € X | ||z] < 1} kompakt, so ist X endlich-dimensional.
Hierfiir {iberdecke man B(0,1) mit endlich vielen offenen Kugeln mit Radius %, etwa
B(0,1) ¢ U, B(a;,1). Sei V der durch ay,...,a, erzeugte endlich-dimensionale Unter-

raum von X. Man zeige nun, dass V = X gilt.]

Bitte wenden.



(c) Sei 12 := {(a;)ien | D52, |ail* < oo} der Hilbertraum aller quadratisch summierbaren Fol-
gen mit der abzdhlbaren Orthonormalbasis {e; := (0;;)jen | ¢ € IN}. Fiir eine beschriankte
Folge (\;)iew € IR betrachte man den linearen, stetigen Operator 71" : 2 — (2, der auf der
Orthonormalbasis {e; | i € IN} wie folgt wirkt

T(ei) = )\z * €.
Zewge: T ist genau dann kompakt, wenn lim A; = 0 gilt. (6 Punkte)
1—00

[Tipp fiir die Riickrichtung. Fiir alle m € IN sei I,,, : [? < IR™ definiert durch 12 3 x
(w1,...,2m). Zeige, dass fiir jede Folge (z,,)new in B(0,1) C I? eine Folge von Teilfolgen

(Zm.n)neN (parametrisiert durch m € INg) existiert, so dass gilt:

i (xD,n)nGN = ($n)n€N und
® (Tm+1n)nen ist Teilfolge von (2, n)nen, 50 dass (Iny+1(Tm+1n))neN in R™*! konver-

giert.

Zeige, dass dann (T'Zym m)men eine Cauchyfolge in (2 ist.]

22. Uber den Raum der Hélder-stetigen Funktionen.
Sei 2 C IR™ eine offene Teilmenge des IR".
(a) Gib fiir 0 < o < 8 <1 eine Funktion u an, fiir die gilt: u € C%%(Q), aber u ¢ C%?(Q).
(3 Punkte)

(b) Diese Teilaufgabe zeigt, weshalb man C%%(Q) nur fiir offene Teilmengen  betrachtet. Sei
0<a<1lundue C*(Q). Zeige:

(1) w ist gleichméBig stetig. (4 Punkte)
(ii) Es gibt eine eindeutige Funktion u € C’IOO’? () mit ulg = w. (4 Punkte)
(iii) Es gilt:
G0 N o %]
r#yeQ |SU - y| TFYE) |33 - y‘

(4 Punkte)

(c) Diese Teilaufgabe zeigt, weshalb man keine Holder-Riaume C%7(Q) fiir v > 1 betrachtet.
Sei v > 1 und u € C*(Q). Zeige:

(i) w ist differenzierbar und es gilt Vu = 0. (4 Punkte)

(ii) Ist © zusammenhingend, so gilt u = const. (4 Punkte)




