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Partielle Differentialgleichungen

6. Übung

(abzugeben in der Vorlesung am 18. Oktober 2011)

20. Über das Transformationsverhalten von Differentialoperatoren 2ter Ordnung.

Seien U,O ⊂ Rn offene, beschränkte Teilmengen des Rn und φ ∈ C2(U, O), d.h. φ : U → O ist
zweimal stetig differenzierbar und φ sowie alle Ableitungen von φ lassen sich stetig auf den Rand
von U fortsetzen. Darüberhinaus existiere die Umkehrabbildung φ−1 mit φ−1 ∈ C2(O, U). Sei L

ein Differentialoperator 2ter Ordnung, der in Nicht-Divergenzform gegeben ist, d.h.

(Lu)(x) =
n∑

i,j=1

aij(x)∂i∂ju(x) +
n∑

i=1

bi(x)∂iu(x) + c(x)u(x)

mit reellen Funktionen aij ∈ C2(U), bi ∈ C1(U) und c ∈ C(U).

(a) Zeige, dass es einen Differentialoperator 2ter Ordnung L̃ mit gibt, so dass

L(u ◦ φ) = (L̃u) ◦ φ (∗)

gilt, d.h. es existieren reelle Funktionen ãij , b̃i und c̃ auf φ(U) = O mit

(L̃u)(y) =
n∑

i,j=1

ãij(y)∂i∂ju(y) +
n∑

i=1

b̃i(y)∂iu(y) + c̃(y)u(y)

für y = φ(x) ∈ O. (8 Punkte)

[Tipp. Man setze âij(y) := aij(φ−1(y)), b̂i(y) := bi(φ−1(y)) und ĉ(y) := c(φ−1(y)) und
forme mit diesem Ansatz die linke Seite von (∗) um.]

(b) Zeige: L ist genau dann elliptisch, wenn L̃ elliptisch ist. (4 Punkte)

21. Über kompakte Operatoren.

Seien X, Y Banachräume. Eine lineare, stetige Abbildung T : X → Y heißt kompakt, wenn
für jede beschränkte Folge (xm)m∈IN in X eine Teilfolge (xml

)l∈IN existiert, für die (Txml
)l∈IN

konvergiert.

(a) Zeige, dass eine lineare, stetige Abbildung T : X → Y genau dann kompakt ist, wenn das
Bild der offenen Einheitskugel B(0, 1) = {x ∈ X | ‖x‖ < 1} von X unter T relativ-kompakt
ist, d.h. T [B(0, 1)] ist kompakt. (3 Punkte)

(b) Sei X ein Banachraum und 1lX : X → X die identische Abbildung. Zeige: Ist X unendlich-
dimensional, so ist 1lX nicht kompakt. (6 Punkte)

[Tipp. Zeige zuerst: Ist B(0, 1) = {x ∈ X | ‖x‖ ≤ 1} kompakt, so ist X endlich-dimensional.
Hierfür überdecke man B(0, 1) mit endlich vielen offenen Kugeln mit Radius 1

2 , etwa
B(0, 1) ⊂ ⋃n

i=1 B(ai,
1
2). Sei V der durch a1, . . . , an erzeugte endlich-dimensionale Unter-

raum von X. Man zeige nun, dass V = X gilt.]

Bitte wenden.
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(c) Sei l2 := {(ai)i∈IN |
∑∞

i=1 |ai|2 < ∞} der Hilbertraum aller quadratisch summierbaren Fol-
gen mit der abzählbaren Orthonormalbasis {ei := (δij)j∈IN | i ∈ IN}. Für eine beschränkte
Folge (λi)i∈IN ∈ IR betrachte man den linearen, stetigen Operator T : l2 → l2, der auf der
Orthonormalbasis {ei | i ∈ IN} wie folgt wirkt

T (ei) := λi · ei.

Zeige: T ist genau dann kompakt, wenn lim
i→∞

λi = 0 gilt. (6 Punkte)

[Tipp für die Rückrichtung. Für alle m ∈ IN sei Im : l2 ↪→ IRm definiert durch l2 3 x 7→
(x1, . . . , xm). Zeige, dass für jede Folge (xn)n∈IN in B(0, 1) ⊂ l2 eine Folge von Teilfolgen
(xm,n)n∈IN (parametrisiert durch m ∈ IN0) existiert, so dass gilt:

• (x0,n)n∈IN = (xn)n∈IN und

• (xm+1,n)n∈IN ist Teilfolge von (xm,n)n∈IN, so dass (Im+1(xm+1,n))n∈IN in IRm+1 konver-
giert.

Zeige, dass dann (Txm,m)m∈IN eine Cauchyfolge in l2 ist.]

22. Über den Raum der Hölder-stetigen Funktionen.

Sei Ω ⊂ IRn eine offene Teilmenge des IRn.

(a) Gib für 0 < α < β ≤ 1 eine Funktion u an, für die gilt: u ∈ C0,α(Ω), aber u /∈ C0,β(Ω).
(3 Punkte)

(b) Diese Teilaufgabe zeigt, weshalb man C0,α(Ω) nur für offene Teilmengen Ω betrachtet. Sei
0 < α ≤ 1 und u ∈ C0,α(Ω). Zeige:

(i) u ist gleichmäßig stetig. (4 Punkte)

(ii) Es gibt eine eindeutige Funktion ũ ∈ C0,α
loc (Ω) mit ũ|Ω = u. (4 Punkte)

(iii) Es gilt:

sup
x6=y∈Ω

|u(x)− u(y)|
|x− y|α ≤ sup

x6=y∈Ω

|u(x)− u(y)|
|x− y|α

(4 Punkte)

(c) Diese Teilaufgabe zeigt, weshalb man keine Hölder-Räume C0,γ(Ω) für γ > 1 betrachtet.
Sei γ > 1 und u ∈ C0,γ(Ω). Zeige:

(i) u ist differenzierbar und es gilt ∇u ≡ 0. (4 Punkte)

(ii) Ist Ω zusammenhängend, so gilt u ≡ const. (4 Punkte)
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