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39. Uber schwache Losungen elliptischer Differentialgleichungen.

Sei 2 C IR" offen und u € WH2(Q).
(a) Sei f € WO1 2(Q)*, L ein elliptischer Differentialoperator gemé Definition 4.1 mit
Lu>f und Lu</f. ()

Zeige: Dann gilt fir alle v € Wol’Z(Q): L(u,v) = —=(f,v). (4 Punkte)
(b) (i) Zeige: Lu definiert folgende Distribution:

G5 () 3 ¢ = —L(u, 9).
(4 Punkte)

(ii) Zeige: Gilt (x), so folgt Lu = f im Sinne von Distributionen. (4 Punkte)
(c) Sei nun u € VVliCQ(Q), fer? (Q),sodass Au> f und Au < f im schwachen Sinne gilt.

loc

Zeige, dass fiir ¢ € C3°(€2) im Sinne von Distributionen
A(pu) = (Ap)u+ 2V - Vu+ fo

gilt. (5 Punkte)

40. Schwache Lésungen der Poisson-Gleichung.
Im folgenden betrachten wir ein Beispiel fiir Funktionen u, f € Cy(Q2), so dass Au = f im
schwachen Sinne, aber u ¢ C?(Q). Sei B(0,3) = {(z,y) € R*|2? + y? < 1} und u(z,y) =
(22 — y?)log |log(r)| mit r = (z% + y>)V/2.
(a) Zeige: u € C*(B(0,3)\{0}) und lir% u(z,y) = 0, d.h. u lisst sich stetig auf B(0, 3) fortset-
zen. (5 Punkte)
(b) Zeige, dass auf B(0,1)\{0}

%U(%y) = 2zlog|log(r)| + (z° —y 5U)m,
0? 1 2log(r) + 1
o — 9ozl B2 — ) (g _ g2y eoslr)
S = 2logllog(r) + (0 ) o~ (ot ) SR
gilt. (5 Punkte)
(c) Zeige: g—;gu(x,y) = —%u(y,x) und damit
4 1
Au = (2% — — :
0= ) (g~ i)
Folgere daraus lli% Au(z,y) = 0. (6 Punkte)



41.

42.

(d) Sei g € C(B(0, 3)) die stetige Fortsetzung von Au auf B(0, 3). Zeige, dass Au = g schwach
in B(0, 3). Hierfiir zeige man fiir ¢ € C§°(B(0, 3)) die Formel

/ ulNpdpu = / godu + / (uV¢p — ¢Vu) - N do.
B(0,2)\B(0,) B(0,4)\B(0,) dB(0,¢)

(6 Punkte)
(e) Sei ¢ € C°(B(0,1)) mit ¢(z,y) =1 in einer Umgebung von 0 und sei
fi=1bg+ 2V Vu+ (A)u € C(B(0,1)).
Zeige mithilfe von Aufg. 39(c), dass A(yu) = f im schwachen Sinne gilt. (6 Punkte)

Schwache Lésungen von Differentialgleichungen.
Zeige fiir aj; = a9 =0, a01 =1, a10=—-1,Q C R? offen, dass jedes u € WLQ(Q) eine schwache
Losung der Differentialgleichung
2

Z 8¢(aij8ju) =0

ij=1
ist. (5 Punkte)
[Tipp. Aufgabe 34.]

Uber das schwache Maximumprinzip.

Wir wollen zeigen, dass das schwache Maximumprinzip fiir Operatoren in Divergenzform (Schwa-
ches Maximumprinzip 4.2) aus dem klassischen Maximumprinzip (Korollar 2.18) folgt, falls die
Koeffizienten samt Losung glatt sind. Sei Q € IR" offen, u € C(Q) N C%(Q) mit

Lu = Z 0i(ai;05u + bju) + Z c;Ou+du >0 in Q
ij=1 i=1
und a;j,b; € CO(Q), ¢;,d € L>(N), sowie

n

Z ai;(z)\N; > 0 fir A € R™\{0} und z € Q

ij=1
und .
/(Z b;Ov — dv) > 0 fiir alle 0 < v € C§(Q).
Q=
Zeige, dass supq u < supgq u4 gilt. (8 Zusatzpunkte)

[Tipp. Schreibe L in Nicht-Divergenzform.]




