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13. Harmonische Funktionen auf B(0,1) C IR2.

14.

15.

Wir betrachten Funktionen auf dem Einheitsball B(0,1) in R2.

(a) Sei u € C%(B(0,1)) eine auf B(0,1) harmonische Funktion, die als u = u(r,¢) (0 <r <1

und —7 < ¢ < 7) in Polarkoordinaten gegeben sei. Zeige, dass dann

ou
—(z)do(x) =0
/83(0’1) O (@) dor)

gilt. (8 Punkte)
[Tipp. Gaufischer Integralsatz.|

(b) Untersuche, ob die folgenden Neumann-Probleme eine Losung v € C?(B(0,1)) haben, und

yerrate“ gegebenenfalls eine solche Losung.

(i) Au=0 auf B(0,1) mit g—;f =sin(y) auf 0B(0,1). (6 Punkte)
(ii) Au=0 auf B(0,1) mit g—g = sin?(p) auf 0B(0,1). (6 Punkte)

Harmonische Funktionen spezieller Gestalt.
Es sei eine zweimal stetig differenzierbare Funktion v : R™ — IR sowie ein fester Vektor y € IR"
gegeben. Wir betrachten die beiden Funktionen
u: R"\ {0} = R, z — v([|]])
und  w: R\ {0} = R, = o(v/1+ [[2]? y]® - 22 -y) .

Zeige: u ist genau dann harmonisch, wenn w harmonisch ist. (10 Punkte)

Zum Maximumprinzip fiir harmonische Funktionen.

Sei 2 C IR™ ein offenes, zusammenhingendes und beschrinktes Gebiet und f : 2 — IR sowie
g1, 92 : 00 — IR stetige Funktionen. Weiter seien uq,us :  — IR stetige, auf € zweimal stetig

differenzierbare, Losungen des Dirichlet-Problems
—DuY=f, 0= gg

fur ke {1,2}.
Zeige: Gilt g1 < g9, so auch u; < wug. (8 Punkte)

Bitte wenden.



16. Ein Detail aus dem Beweis der Poissonschen Darstellungsformel.

Wir bezeichnen mit K (x,y) den Poissonkern wie in Abschnitt 2.3 der Vorlesung. Uber ihn ist

in der Vorlesung gezeigt worden (das soll natiirlich nicht noch einmal bewiesen werden):
(i) K(z,y) >0 fiir y € 9B(0,1)

(i) faB(o,1) K(z,y)do(y) =1

(ili) K(z,y) konvergiert fiir alle yo € 9B(0,1) im Grenzwert = — yo gegen Null, und zwar ist
die Konvergenz auf kompakten Teilmengen von 0B(0,1) \ {yo} gleichméiBig.

Es sei nun eine stetige Funktion v € C(B(0,1)) gegeben. Wir definieren

u:B(0,1) > R, z— K(z,y)u(y)do(y) . (*)

8B(0,1)
Zeige, dass sich die Funktion u stetig auf 0B(0,1) fortsetzen l#Bt, und dass die Fortsetzung auf
0B(0,1) mit u iibereinstimmt. (12 Punkte)

[Tipp. Fiir vorgegebenes zp € 0B(0,1) betrachte man = € B(0,1) in der Nihe von xp und
zerlege das Integral in (x) in einen Anteil, der nahe bei z( liegt, und in einen ,Rest“. Man ver-
wende die zitierten Eigenschaften (i)—(iii) von K , um zu zeigen, dass der ,Rest“ klein wird. Beim

Anteil nahe bei z¢ nutze man die Stetigkeit von w, um u(y) durch u(zp) zu approximieren.]




