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34. Vertauschbarkeit der zweiten partiellen Ableitungen.

Seien 1 < p < 0o,  C IR™ offen und u € W?2P(Q). Zeige, dass fiir die schwachen Ableitungen
von u

(te;)e; = (Uej)e; fiiralle 4,5=1,...,n

gilt. (6 Punkte)

35. Uber Sobolevriume.

Sei 2 C IR offen und 1 : Q2 — {0, 1} die Indikatorfunktion der Menge 2. Zeige:

(a) Ist u € WH2(Q), so ist auch w := min{u, 1o} € W12(Q). Bestimme auBerdem die Ableitung

von w. (6 Punkte)
[Tipp. Aufg. 29(b)]
(b) L>(Q) N W2(Q) liegt dicht in W12(Q). (4 Punkte)

[Tipp. Fiir u € W12(Q) betrachte man die Folge u, := max{—n - 1o, min{u,n - 1g}} und

zeige lim ||un — ullyp12(q) = 0]
n—oo

36. Die Umkehrung zu Proposition 3.32 gilt nicht.
Am folgenden Beispiel wollen wir einsehen, dass die Umkehrung zu Prop. 3.32 im Allgemeinen
nicht gilt, d.h.
Wo ()N C®) ¢ {ue C(Q) : ulon =0}. (+)
Sei B(0,1) = {z € R3||z| < 1} € R® und Q = B(0,1)\{0}. Sei u € C$(B(0,1)) und
¢ € C®°(R) mit ¢(r) =1 fiir r > 1 und ¢(r) = 0 fiir r < 3.

(a) Sei up(x) := Y(n|z|)u(zx). Zeige: u, € C§°(2) und nh_)ngo [tun — ull2(q) = 0. (6 Punkte)
(b) Zeige, dass fiir die schwache j-te partielle Ableitung von w,
T
(un)e; (2) = (nfz|)ue, (z) + m/}'(”l?ﬁ!)ﬁﬂ(m)

gilt. (6 Punkte)
(c) Zeige mithilfe von (a) und (b), dass lim [lup — ullp12(q) = 0 gilt und folgere daraus

u € Wol’z(ﬂ). (6 Punkte)
(d) Zeige, dass (x) gilt. (4 Punkte)

Bitte wenden.



37. Unstetige Funktionen im Sobolevraum W1?(Q).

Sei 1 < p < oo und Q C IR™ offen. Zeige: Ist p < n, so enthalt WP (Q) unstetige Funktionen.
(4 Punkte)

38. Ein anderer Zugang zu Sobolevungleichungen.

Sobolevungleichungen setzen die “Groéfle” von Vu mit der von u in Beziehung. Deshalb wollen

wir v durch seinen Gradienten ausdriicken.

(a) Sei u € CP(IR™) und seien (r,0) € IRT x S"~! Polarkoordinaten in IR™. Zeige:

1 o0
u(z) = — / / Oru(x + rf) dr dé.
nwnp, Sn—1 J0
(4 Punkte)
[Tipp. Es gilt u(z) = — [ dyu(x + ro) dr]
(b) Sei u e C§°(IR"™). Zeige
1 _
=L [ nvu,

nwop Jre ="

und folgere daraus die Ungleichung |u(z)| < ﬁ Jrn |3'JYZ|(Z)_'1 dy. (4 Punkte)

[Tipp. Benutze (a), setze y := = + r6 und verwende den Transformationssatz.]




