Kapitel 3

Funktionenriaume

3.1 Banachriume

Zuerst erinnern wir an ein paar grundlegende Begriffe.

Definition 3.1. Fin normierter Vektorraum ist ein K-Vektorraum X mait einer Norm,
d.h. einer Abbildung || - || : X — R mit folgenden Eigenschaften:

(i) ||z|| = 0 und Gleichheit nur fir x = 0.
(i) |[Ax|| = A ||=|| firz € X, € K.
(i) [z +yll <zl + |yl fir z,y € X.

Eine Norm erzeugt durch d(z,y) := ||z — y|| eine Metrik Ist X mit dieser Matrix
vollstiandig, d.h. jede Cauchyfolge ist konvergent, so heifit (X, || ||) ein Banachraum.

Eine symmetrische, positiv definite Bilinearform (-, -) auf X heifit inneres Produkt
oder Skalarprodukt auf X. Sie erzeugt durch ||z|| := y/(z, z) eine Norm auf X. Ist die
erzeugte Metrik vollsténdig, so heifit (X, (.,.)) Hilbertraum.

Der Raum aller stetigen, linearen Abbildungen £(X,Y") zwischen zwei normierten
Vektorrdumen X, Y ist mit der Norm [|T'[| := sup, < [|[T%| wieder ein normierter
Vektorraum, und ein Banachraum, wenn Y ein Banachraum ist. Der Dualraum X’ :=
L(X,K) ist der Banachraum der stetigen linearen Funktionale auf X.

Wir konstruieren mit folgendem Kriterium von Lax und Milgram Isomorphien:

Satz von Lax und Migram 3.2. Fulls ein T' € L(X, X) auf einem Hilbertraum X
folgendes erfiillt, dann ist T ein Isomorphismus, d.h. T ist bijektiv und T™' € L(X, X):

(Tz,z) > C|z|? fiir ein C' > 0 und fir alle v € X. (3.1)
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Beweis: Aus (3.1) folgt C||z|]? < (Tz,z) < ||Tz| - ||z|| aund damit auch
Cllz|| < [|Tx| fir alle z € X (3.2)

Insbesondere ist T" injektiv. Fiir eine Cauchyfolge (T'x,,)men im Bild von T', die gegen
y konvergiert, ist (2, )men Wegen (3.2) eine Cauchyfolge, und konvergiert gegen ein x
mit Tz = y. Fiir 2 € (BildT)* folgt 2 = 0 aus (3.1) und 0 = (T2, 2) > C||z||?, und
damit Bild7 = Bild T = X. Also ist T bijektiv und wegen (3.2) ist T~! stetig. g.e.d.

Eine stetige lineare Abbildung 7" : X — Y heifit kompakt, wenn fiir jede beschrank-
te Teilfolge (2,,)men in X eine Teilfolge von (T'x,,)men konvergiert. Die Verkettung
einer stetigen und einer kompakten Abbildung ist wieder kompakt.

Lemma von Ehrling 3.3. Es seien X,Y,Z Banachriume und X — Y — Z zwei
stetige, lineare Abbildungen, deren erste T : X — Y kompakt und deren zweite [ 1 Y —
Z ingektiv ist. Dann existiert zu jedem € > 0 ein C(e) < oo mit

| Tx|ly <e€llz||lx + Ce)||ITx| 2 fir alle x € X.
Beweis: Andernfalls existiert ein € > 0 und eine Folge (x,;)meny € X mit
€|l x +mITznllz < [[Tonly =1.

Dann ist x,, € X beschrankt, und, da 7" kompakt ist, konvergiert eine Teilfolge von
(TZp ) men gegen y € Y. Der Grenzwert der entsprechenden Teilfolge von (|| 72, ||y ) men
ist ||y|ly = 1, und insbesondere y # 0. Aufgrund der Annahme konvergiert die entspre-
chende Teilfolge von (|[ITx,,||)men gegen Null und wegen der Stetigkeit von I gegen
| Iy]|, im Widerspruch zu der Injektivitat von 1. q.e.d.

Injektive kompakte Stérungen von Isomorphismen sind wieder Isomorphismen:

Lemma 3.4. Seien T, K : X — Y stetige lineare Abbildungen zwischen zwei Ba-
nachrdumen X,Y . Die erste T sei ein Isomorphismus, und die zweite K sei kompakt.
Ist T — K injektiv oder surjektiv, so ist T'— K ein Isomorphismus.

Beweis: O.B.d.A. konnen wir X =Y und 7" = 1x annehmen.
Zuerst sei 1 — K injektiv. Wir behaupten, dass dann folgendes gilt:

Andernfalls existiert eine Folge (2, )men in X mit [[(1— K)zy, || < /2| und 0.B.d.A.

|zm|| = 1. Nach Ubergang zu einer Teilfolge konvergiert Kz,, — y und z,, — —y
wegen ||(1— K)z,,|| — 0. Dann ist (1 — K)y der Grenzwert von (1 — K)z,, — 0. Weil
1 — K injektiv ist folgt y = 0 im Widerspruch zu 1 = ||z,,,|| — ||y||. Das zeigt (3.3).

(1- K)z| > C||z| fiir ein C' > 0 und alle z € X. (3.3)
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Dann ist fiir jede Cauchyfolge (1 — K)x,,)men im Bild(1 — K) mit Grenzwert y
auch (xpr)men eine Cauchyfolge, mit einem Grenzwert z mit (1 — K)x = y. Also ist
Bild(1 — K) abgeschlossen. Wenn 1 — K nicht surjektiv ist, sei x € X \ Bild(1 — K).
Aus (1— K)"z = (1— K)""'y mit y € X, wiirde (1 — K)"(z — (1 — K)y) = 0 folgen,
und, da 1 — K injektiv ist, auch z = (1 — K)y € Bild(1 — K) im Widerspruch zu
r € X \Bild(1— K). Das ergibt (1— K)"z € Bild(1— K)"\ Bild(1— K)"*'. Mit 1— K
ist auch (1 — K)" injektiv und von der Form 1 — K mit K kompakt:

n

1-K)=1-%" (7;) (1)K,

=1

Aufgrund des schon gezeigten ist dann auch Bild(1 — K)" abgeschlossenen. Dann gilt
d((1 - K)"z,Bild(1 — K)"*) > 0. Sei y,, € Bild(1 — K)™* mit

d(1— K)"z,Bild(1— K)™™) < |(1 - K)"z — y,|| < 2d((1 - K)"2, Bild(1 — K)").

(]l - K)nx — Yn
(1= K)"z — y,|

Dann gilt  d(§j,, Bild(1— K)**') > 1/2 fiir §, := € Bild(1— K)".

1K Gn = Kgmll = 190 = Gm — (1= K)gn + (1 = K)g|| = 1/2 fiir m > n,

wegen G, + (1— K)g, — (1— K)g,, € Bild(1— K)". Also konvergiert keine Teilfolge
von (K¢, )men, was ||| = 1 und der Kompaktheit von K widerspricht. Also ist 1— K
surjektiv und ein Isomorphismus, weil wegen (3.3) die Umkehrabbildung stetig ist.
Nun sei 1 — K surjektiv. Zunéchst nehmen wir an, dass 1 — K nicht injektiv ist.
Dann existiert = z; € Kern(1— K) \ {0}. Da 1 — K surjektiv ist, existiert induktiv

(1- K)x,1 =z, fiir n € N.
Daraus folgt (1— K)" 'z, =2;#0 und (1—-K)"x,=(1-K)z; =0.
7, € Kern(1 — K)" \ Kern(1 — K)"! fiir n > 1.
Kern(1 — K)"~! ist abgeschlossen und sei k,, € Kern(1— K)"~! mit
d((1— K)"z,Kern(1— K)"™) < ||(1 - K)"x — k|| < 2d((1— K)"z, Kern(1 — K)"*1).

—k
Dann gilt  d(,,Bild(1— K)"*") > 1/2 fiir &, := H
l‘n - n

1K Z, — K| = @0 — & — (1 — K)in + (1— K)Znl| > 1/2  fiir m > n,

da #,, + (1 - K)z, — (1 — K)Z,, € Bild(1 — K)"!. Das widerspricht wieder der
Kompaktheit von K und ||Z,,|| = 1. Also ist 1 — K auch injektiv. q.e.d.
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Bemerkung 3.5. Allgemein kann man zeigen, dass eine kompakte Stérung eines Iso-
morphismus ein Fredholmoperator vom Indez 0 ist, siehe H.W.Alt: Lineare Funktional-
analysis Satz 8.15. Dabei heifit eine Abbildung T : X — Y Fredholmoperator, falls

(i) BildT CY ist abgeschlossenen, (ii) dimKern 7' < co.
(iii) dim Kokern7T = dim(Y/ Kern) < occ.
Die Differenz Ind T := dim KernT' — dim KokernT" heifit der Index von T

3.2 Holderraume

Definition 3.6. (Hélderrdume) Sei$) C R” offen und k € Ny. Der Raum der k-fach
stetig differenzierbaren Funktionen auf ) bzw. auf A mit Q C A C () ist

CH(Q) == {u: Q — R | "u emistiert fiir |y| < k und ist stetig auf Q}
CH(A) = {u € C*(Q) | O"u setzt sich fiir |y| < k stetig auf A fort}

und C*®(A) := NyenC*(A). Der Index 0 bezeichnet Funktionen mit kompaktem Triger:

CH(A) := {u € C*(A)|supp(u) € A} C°(A) := NeenCE(A).
Fiir beschrinktes Q ist C*(Q) ein Banachraum mit  ||ullcr) = Z 107 u|| oo (02)-
lyI<k
u(z) — u(y)]

Fiir 0 < a <1 ist die Hélderkonstante definiert als  holg o u := sup
TAyeQ |z —yl*

und eine Lipschitzkonstante lipg u := holg  u. Eine Funktion u mit endlicher Hélder-
bzw. Lipschitzkonstante heifst holder- bzw. lipschitzstetig. Der Raum der Funktion mit
beschrinkten und hdélderstetigen Ableitungen bis zur k-ten Ordnung ist

CFo(Q) 1= {u € CF(Q) | 07|10 (Q) + holg.a(07u) < oo fiir |y] < k}.

zusammen mit der Norm |ul|erag) = Z (/|07 ]| 0o (2) + h6lg 0 O u).
lyI<k

Wir nennen C**(Q) Hélderrdume. Schlieflich sei fiir Q C A C Q

Cl(A) i={u e C*Q) | Vo € A:F0 > 0: ulanpe, € CH* (2N B(x,0))}.

Ubungsaufgabe 3.7. Zeige dass fiir o > 1 lokal u = const aus holg o u < oo folgt.

Proposition 3.8. C*%(Q) ist ein Banachraum.
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Beweis: Sei (u;)jey eine Cauchyfolge in C**(2). Weil die stetigen und beschréinkten
Funktionen auf einem metrischen Raum mit || - || ein Banachraum sind, konvergiert
Nu; fir |y| < k gleichméfig gegen eine solche Funktion w.,. Fiir v; > 1 folgt aus

t

0" “uj(x +te;) = 07 “uj(x) + /muj(:c +se;)ds auf {z+te; ||t| <e} CQ
0

die analoge Gleichung fiir die entsprechenden Grenzwerte. Deshalb folgt u, = 7u mit
u = limu; aus der gleichméBigen Konvergenz aller partiellen Ableitungen der Ordnung

< k. Genauso konvergiert Z4W=0wW) quf {(24) € Q x Q | 2 # y} gleichméBig

[z—yl*
gegen eine stetige beschréankte Funktion. Der Grenzwert stimmt mit dem punktweisen
Grenzwert % iiberein. Also kovergiert u; in C**(Q) gegen wu. q.e.d.

Das Produkt zweier holderstetiger Funktionen ist wieder holderstetig.
Proposition 3.9. Seien k € Ny und 0 < a < 1. Dann gilt fiir u,v € C%*(Q)
hélg o (uv) < holg o ul|v|| e + ||u]| @) holg,q v
und fir u,v € C*(Q)  |luvllora@) < Cn, k) |[ullore@llvlloreq):
Beweis: Die erste Abschitzung folgt aus folgender Ungleichung fiir =,y € :
Jun(e) — un(y)| < Jule) — )] (@) + luly) Jo(z) — o)
< (hélag ul|v|| o) + [Jull o) holaq v) |z — y|%,
Die zweite folgt aus dieser unter Beachtung der Produktregel
I (uv) = Z (7) OPud Py fiir |y| < k. q.ed.
0<B<y
Proposition 3.10. Fir Q2 € R" und 0 < 8 < « sind folgende Einbettungen kompakt:
C(Q) — COP(Q) — C°(Q).
Beweis: Eine Funktion u € C 0.2(Q) ist gleichmiBig stetig und 1aBt sich daher stetig auf
Q fortsetzen. Klarerweise ist die Einbettung C%*(Q2) — C°(Q) stetig. Eine in C%*(Q)
beschrénkte Folge von Funktionen (uj) en ist auf Q gleichgradig stetig beschrénkt. Da
) kompakt ist, gibt es nach dem Satz von Arzela-Ascoli eine gleichméfig konvergente

Teilfolge, und die Einbettung der Hélderrdume in den Raum der bis zum Rand stetigen
Funktionen ist kompakt. Fiir 0 < f < «, z #y € Q und 6 > 0 gilt

lutz) = wly)l &y, 52 wenn w—yl<o  (34)
|z =y
M < 2||u| () 6P wenn lx —y| > 0. (3.5)

|z —y|?
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Fiir § > diam(Q) folgt daraus die Beschriinktheit von C%%(Q) — C%%(Q):

holg g u < holg,, udiam® (1)

Nach Ubergang zu einer Teilfolge konvergiert also eine in C%*(Q) beschriinkte Folge
u; gleichméBig in C°(£2) gegen eine Funktion u. Mit (3.4) und (3.5) folgt fiir alle § > 0

lim sup holg g(u; — u;) := lim sup holg g(u; — u;) <

4, —00 k—ooj j>k
< limsup 6 (hélg 4 u; + héla,q uj) + limsup 267 ||lu; — w;]| ey < C5*7.
1,j—00 1,j—00
Also ist u; eine Cauchyfolge, und damit konvergent in C%%((Q). q.e.d.

Fiir Einbettungen mit £ > 0 muss 0f) eine gewisse Regularitéit aufweisen.

Definition 3.11. Seien Q C R", k € Ny und 0 < o < 1. Wir nennen 0Q C*- bzw. C*e-
regquliir (0Q € C* bazw. C**), wenn 0 lokal der Graph einer C* bzw. C* Funktion
ist. D,h. fiir alle xo € O existieren o > 0, M < oo und ¢ € C*(B"1(0,0)) bzw.
Cka(B"=1(0, 0)) mit p(0) = 0 und |||l < M, so dass nach einer geeigneten Rotation

{z—x0 |2 € QNB"71(0,0) x (=M, M) = {(y,t) € B" (0, 0) x (=M, M) | t > (y)}.
Damit erhalten wir den Kompaktheitsansatz fiir Holderraume mit k& > 0.

Proposition 3.12. Seien Q @ R" offen 002 € C%', k> 1€ Ny, 0 < 3,a < 1 mit
k+a > 1+ (. Dann sind die Einbettungen C**(Q) — CY(Q) kompakt.

Beweis: Fiir k£ = [ folgt die Aussage sofort aus Proposition 3.10. Auch der allgemeine
Fall folgt aus Proposition 3.10, wenn wir zeigen, dass die Einbettung

CHQ) — COH(Q) (3.6)

wohldefiniert und stetig ist. Da 90 € C%!, hat Q nur endlich viele Zusammenhangs-
komponenten, und diese haben alle positiven Abstand zueinander. Fiir z,y € Q, die
nicht in derselben Zusammenhangskomponente liegen, gilt somit

u(@) = u(y)] < 2lull @) < CEQ)|[ull@)|z =yl

Fiir z,y € Q in der selben Zusammenhangskomponente gibt es nach dem folgenden
Lemma einen stetig differenzierbaren Weg v : [0, 1] — €, mit v(0) = z,v(1) = y und

Liy) = / V(1) dt < CQ)e -yl
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Daraus folgt fiir u € C(Q)
lu(z) — uly)] < / Vu(y(0)] dt < ||Vl e CQ)z — .

Also ist lipg u = hélg; u < C(Q)[|ul|c1(q), und (3.6) wohldefiniert und stetig.  q.e.d.

Lemma 3.13. Es sei Q @ R™ offen und zusammenhdngend, 0 € C%'. Dann gibt es
C(92) < o0, so dass fiir zwei beliebige Punkte x,y € Q ein stetig differenzierbarer Weg
v :10,1] — Q mit v(0) = x,v(1) = y und folgender Eigenschaft existiert:

_ / ()] dt < C@Q)z - yl. (3.7)

Beweis: Fiir 2y € 02 setzen wir nach einer geeigneten Rotation

Ulzo) ={z €Q|z—z9€B"(0,0) x (—M, M)},
wobei ¢ := g, > 0, M := M,, und ¢,, € C*'(B"71(0, 0)) wie in Definition 3.11 sind.
Dann ist (3.7) fiir U(xg) N Q mit C := C(p, M, lip p) < oo erfiillt. Fiir g € Q wihlen

wir U(xg) := B(zo, 0z,) € §2, und sehen dass (3.7) fiir U(x) mit C' = 1 erfiillt.
Da  kompakt ist, existieren endlich viele z; € Q mit

Fiir jedes i = 1,..., N ist (3.7) fiir U(z;) N2 mit einem C; < oo erfiillt. Wir setzen
C = max{Cy,...,Cn}. Wahle 6 > 0, so dass fiir beliebige x,y € Q mit |z —y| < ¢

z,y € U(z;) N fireini=1,...,N
gilt. Also ist (3.7) fur z,y € Q mit |z — y| < § mit C = max{C,...,Cy} erfiillt.

Da Q zusammenhéngend ist, existiert fir x,y € Q mit |z — y| > 0 ein stetig
differenzierbarer Weg ~ von x nach y mit (er durchlauft jedes U(z;) hochstens einmal)

N
L(vy) < (ZCl-diam( X ﬂQ) (ZC’ diam(U (z; ﬁQ)) |z —yl ; yl _ =: Colz —y|.
i=1

Mit C(Q2) := max{Cy,...,Cn} < oo ist (3.7) erfiillt, und das Lemma bewiesen.q.e.d.
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3.3 Sobolevraume

Wir beginnen mit einer kurzen Erinnerung an IP-Réaume.

Definition 3.14. (IP-Rdiume) Sei (2, A, 1) ein Mafiraum, d.h. A eine o-Algebra auf
Q und p ein o—additives Maf$ auf A. Fir 1 <p < oo und mefbares u : ) — K sei

e o d Ualul?di) ™ fir 1 < p < oo,
") inf{\ | p-fast dberall gilt |lu| < A} fir p= oo,

und definieren den Raum der p—integrablen bzw. der beschrinkten mefbaren Funktionen
DP(p) =P A p) = {u: Q— K mefbar | ||u]|p@) < o},

wobei wir wie ublich Funktionen identifizieren, die p—fast iberall iibereinstimmen. IP ()

ist mit der Norm, || - ||1p(u) €in Banachraum und fiir p = 2 mit dem Skalarprodukt
(u,v) := /uv dp
Q

ein Hilbertraum. Fir @ C R™ messbar schreiben wir abkiirzend I[P () := I[P(Q, A, 1),
wobei p das n—dimensionale Lebesquemaf ist und A die o—-Algebra der lebesquemej$ba-
ren Teilmengen von ) bezeichnet. Weiter setzen wir

Lp

loc

Q) :={u:Q—K|ulg € () fiir alle Q' € Q},

P

wobei uy, in L .(Q) gegen u konvergiert, falls uy,|or — ulo in IP(Q) fir alle Q' € Q.

Fir 1 <p < oo heifit 1 < ¢ < oo mit %Jr% = 1 der zu p konjugierte Exponent, und
es gilt fir u € IP(u),v € L(n) die Holderungleichung

‘/qu d,u‘ < lull vl ey -

,u(Q)*l/pHuH[p(u) < N(Q)*l/qHuHLq(u) firue (p) und 1 <p<g<oo (3.8)
lull gy < Nl dpllull iy fiirw e () N LP(p) und 1 <p < g <

mit é = % + % Mit Induktion erhalten wie die verallgemeinerte Holderungleichung

Pm

/ul...um du' <Nl - Nwmllpmy — fir - 4+ +-==10 (3.9)
Q
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Auf einer offenen Menge 2 C R" ist fiir 1 < p < oo jede Treppenfunktion in I7(2) ein
Grenzwert von Funktionen in Cy(2). Also liegt Cy(£2) dicht in IF(€2).

Diese Aussage wollen wir verschirfen, indem wir zeigen, dass die unendlich oft
differenzierbaren Funktionen mit kompaktem Tréger in €, d.h. C§°(Q2), fiir 1 <p < o0
in I7(Q) dicht liegen. Dazu wihlen wir einen Mollifier A € C§°(B(0,1)), A > 0 mit
JA =1 (zB. X = ¢poy). Wir setzen A\ (z) := e_")\(f) fiir € > 0 und sehen A\, €
Cs°(B(0,€) und [ A, = 1. Fiir Q@ C R offen, u € Lj .(f2) definieren wir die Faltung

() == (A xu)(x) := /)\E(x —y)u(y) d"y fir x € Q mit € < d(z,0). (3.10)

Wir sehen u, € C(Q) fiir ' € Q mit d(,09) > e. Fiir u € L'(Q) kénnen wir u, auf
ganz R" definieren mit u, € C*°(R"). Fiir supp(u) € 2 und € < d(supp(u),0?) gilt
ue € C3°(Q). Fir u = yor mit Q' € Q" € Q und € < min{d(2',00Q"),d(QY",00)} gilt

u. € C3°(Q) 0<u <1 u. = 1 auf Q.
ue approximiert u in lokalen Rdumen, wie die folgende Proposition zeigt.

Proposition 3.15. (i) Firue I (Q),1 < p < oo gilt ue — u in L] ().
Ist Q =R" und u € I’(R"), 1 < p < o0, so gilt uc — u in [F(R™).
(ii) Fiir u € C°(Q) gilt fiir alle ¥ € Q ue — u in CO(Y).
(iii) Fiirue Cr*(Q), 0<a <1, keNy, gilt fir 0 < § < o uc— u in CE2(Q),

und fiir alle ' € Q gilt ||uc| croy < ||ullera@ry, falls € < d(SY,08).
Beweis: Fiir u € Lj .(Q),z € ' € Q" € Q und e < d(V,0Q") gilt, wegen [N =1,

ue(z) — u(x) = /Ae(w —y)(uly) — u(z))d"y = /As(y)(U(x —y) —u(z))d". (3.11)
Q" B(0,¢)

(i) Wegen A > 0, [ A = 1 und der Konvexitét von z — |z|P folgt! ([ A|f])” < [ Al fIP
fir f € I[P(B(0,¢€)) aus Jensens Ungleichung?. Fiir u € I} _(©2) und 1 < p < oo folgt

||lue — u||Lp o) / / y)|u(x —y) —u(z)|P d"y d"x =
< B(0,)

-/ M =) =l ) 0 < 50 - =) =l ) — O
y|<e
B(0,¢)

!Diese Ungleichung folgt auch aus der allgemeinen Hoderungleichung (3.8)

?In Rudin:“Real and Complex Analysis” findet sich folgender einfache Beweis: Sei t = [ A|f].
Aus der Konvexitit von s +— sP folgt sP > tP + ptP~!(s — t) (Tangente an s — sP) fiir s > 0, also
|f(@)[P = 7 +ptP~ (| f ()| — ). Daraus folgt [ A|f|P = [ Act? +pt?~* [ Ac(|f[—1)) =7 = ([ A|f])P-
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im Grenzwert € | 0, weil das fiir gleichméfBig stetige Funktionen im dichten Unterraum
Co(Q) C IP(Y) gilt. Fiir u € IP(R") und 1 < p < oo folgt im Grenzwert € | 0 genauso

e =l < [ [ M@lute =)~ ul)l dyate =

R™ B(0,¢)

- / A (- = 1) =l gy @ < s0p [0l = ) = ullly ey — 0. (3.12)

lyl<e
B(0,¢)

(ii) Fiir u € C%(Q) folgt da u gleichméBig stetig auf Q' € Q ist aus (3.11)

||lue — UHLOO(Q’) < sup lu(z) — u(y)| — 0.
zeQ |r—y|<e

(ili) Fir z € ' gilt B(x,€) € Q, A(z —.) € C5°(22) und fiir |y| <k

Nu(x) = /)\e(sc — ) u(y) d™y.

Q

Daher geniigt es k& = 0 zu betrachten. Aus (ii) folgt ||ue —ul| @y — 0. Mit (3.11) folgt
aus (3.4) fir xy # x9 € ' und 1 — y # x9 — y oder fir x; # 1 —y und xy # x9 —

|(ue = u)(21) = (ue = u)(22)| <
< / Al (u(zr —y) = ul@r)) = (u(z2 = y) — u(a))|d" <

B(0,¢)
< 2h6lg o (u) min(|z; — 2|*, €*) < 26* P holgr o (w)|z1 — 22|°.

Dies ergibt holy g(ue —u) < 2¢0—F holgr o u — 0 fiir € | 0. Weiter gilt

()] < / A)lule — )| d < Jullm@ — und

B(0,¢)
|ue(w1) — ue(2)| < / Ac(y)lu(zr =) — ulzy — y)[ d" < hélg o(u)|zr — 22|,
B(0,¢)
Dies ergibt tel| ooy < [Jullora)- q.e.d.

Daraus folgt sofort

Proposition 3.16. C3°(Q) liegt dicht in IP(Q2) fir 1 <p < oo.
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Beweis: Wir wissen bereits, dass Cy(Q2) dicht in IP(Q2) liegt. Fiir u € Cy(2), supp(u) €
e Q0 < e < dsupp(u),0) gilt ue € C(Y) C C°(Q2) und mit Propositi-
on 3.15 (ii) folgt fiir e | 0 e — ull ) < p() P )lue — ul| o9y — 0. q.e.d.

Wir kommen zu den Sobolevraumen.

Definition 3.17. (Sobolevrdume) Auf einer offenen nicht leeren Menge 2 C R™
ist fir 1 < p < oo der Raum der Sobolevfunktionen mit k-fachen IP-integrierbaren
schwachen Ableitungen definiert als WHkP(Q) 1=

{u e F(Q) |V]y| <k:3Fu, € P(Q) : Vp € C5°(Q) : /uvgo = (—1)N /u@“&p} .
Wir nennen 0"u := u., die schwache Ableitung von u und definieren die Norm

lullwer@ =D 10"ullm@)-

0<~<k

Fir 1 < p < oo definieren wir WiP(Q) als den Abschluf C3°(Q) C Wk’p(Q)_ der
unendlich oft differenzierbaren Funktionen mit kompaktem Trager. Fiir Q C A C Q) sei

WEP(A) = {u € I, (Q) | Vo € A: 3o > 0: ulgnpay € WHP(QN B(z,0))}.

loc loc

Zur Vereinfachung der Schreibweise setzen wir abkiirzend WP(Q) := IF(Q). Wir nen-
nen WEP(Q) und W*P(Q) Sobolevriume und ihre Elemente Sobolevfunktionen.

Proposition 3.18. W*?(Q) und Wi (Q) sind Banachriume, und fir p = 2 sind
WHh2(Q) und Wi*(Q) mit folgenden Skalarprodukt Hilbertriume:

(u,v) = Z /mu@“’@

vI<k ¢

Beweis: Wir sehen, dass W"?(£) isometrisch WhP(Q) =

~ {(UV)OSM € IM(Q) x ... x IP(Q) '/uomgp — (—p)n /Wp Vi € C°(Q) } .

zu einem abgeschlossenen Unterraum von IF(Q) x ... x [P(§2) ist und somit ein Ba-
nachraum. Damit ist auch Wg*(Q) als abgeschlossener Unteraum von W*?() ein

Banachraum. Die Normen der oben definierten Skalarprodukte sind dquivalent zu den
Normen von W*2(Q) und W,?(Q). Also sind diese Réume Hilbertréiume. q.e.d.

Folgende Proposition gibt eine Charakterisierung der Sobolevraume fiir 1 < p < oo.
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Proposition 3.19. Fir 1 < p < oo,k € N gilt u € W*P(Q) genau dann, wenn u €
IP() und fir ein M < oo, |y| < k, ¢ = ;B folgendes gilt (< ||ullwrr) < C(n, k)M ):

(M) ()] < Mleliey mit (Au)(0): G~ () i= ()" [ a0

Beweis folgt aus der isometrischen Dualitat [4(Q2) = [P(Q2) fir 1 <p < oo. q.e.d.

Proposition 3.20. Es sei Q C R" offen, zusammenhdingend, und u € W'licl(Q) mit
Vu = 0. Dann ist fast tiberall u = const auf €.

Beweis: Wir betrachten zy € 2 und B(zg,20) C 2. Fiir € < p ist die Faltung u. €
C*®(B(x9, 0)) und fir x € B(zg, 0) ist Ae(z—.) € C§°(B(x¢,20)) C C5°(£2). Dies ergibt

Vue(z) = /We(:c —yu(y)d'y = /Ae(x —y)Vu(y)d"y =0.

Daher ist u, = const auf B(xg, o), und, da u, — u in L'(B(x,0)), ist fast iiberall
u = const auf B(zg, 0). Da £ zusammenhiingend ist, folgt v [{u(zo)}] = Q. q.e.d.

Sobolevfunktionen kénnen durch glatte Faltungen (3.10) lokal approximiert werden.

Proposition 3.21. Firue W*(Q), ke N und 1 < p < oo gilt uc — u in WP(Q).

loc

Ist supp(u) € Q oder Q = R", so existieren u,, € C°(Q) mit u,, — u in W*P(Q), also
u e WiP(Q), wenn supp(u) € Q,

und WHP(R™) = WEP(R™). Ist schlieflich Q = R? := R x (0,00), so ewistieren

Unm € C°(RT) mit wym — u in WHP(RT), d.h. WHP(RT) = C°(R%).

Beweis: Wir betrachten die in (3.10) definierte Faltung u, := A\ x u € C*°(R"). Fiir
r € Qe <d(x,00) ist A\(x —.) € C§°(2), und wir sehen fiir |y| < k

N (x) = / I Ae(z — y)u(y) dy =
Q

= 0P[Oyt 'y = [ Al =90l aty = @),

Q Q

im Sinne einer schwachen Ableitung. Da 0"u € L () folgt mit Proposition 3.15
O (u) = (u). — du in £ (Q), also uc — u in WEP(Q). Ist supp(u) € Q oder
Q = R", so gilt mit obiger Rechnung und Proposition 3.15 u, — u in W*?(Q).
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Im Fall supp(u) € §2 wissen wir weiter, dass u. € C§°(2), wenn € < d(supp(u), 02).
Im Fall Q = R" kénnen wir mit obigem Argument v € W*?P(R") N C°°(R") anneh-
men. Wir wéhlen n; € C§°(B(0,2)) mit n; = 1 auf B(0,1). Fir R > 1 gilt dann
|8l773| S CIR_ZXB(OQR)\B(O,R) fiir { - N mit ’I]R(ZL‘) = 7)1(%)

Wir setzen up := nru € Cg°(R™). Dann gilt fiir |y| <k im Grenzwert R — oo

up Z ( )86771%m Pu [|07ur — nrO"u|| @y < C(n, k)R ||ullwr@ny — 0.

0<3<y

Da npd’u — O in IP(R™) folgt ug — O in [P(R™), und ug — u in WHP(R™).
Im Fall Q = R” wihlen wir den Faltungskern in A € C§°(B(0,1)NR™* ! x (—o0,0)).

Fir z € R} héngt die rechte Seite von (3.11) nur von den Werten von u auf R’} ab.

Wegen ||ue|Rn — ulgy | p@®e) < [[ue — ullp@n folgt auch dieser Fall. q.e.d.

Schwache Ableitungen kénnen durch endliche Differenzen approximiert werden. Fiir
Q CR"offen, h #0,l=1,...,nund u : 2 — R setzen wir

8lhu(:1:) :: u(x + heflL) — u(x)

Wenn wir z 4 he; durch x substituieren erhalten wir die diskrete partielle Integration:

/@hugb dpu = — /u@l_hgb dp fiir u € L, () und ¢ € Cp(9).

Proposition 3.22. Fs set Q CR" offen ke N, 1 <p<oo, undl=1,...,n
Fiiru € WFP(Q), Q' € Q und 0 < |h] < d(Q,00) gilt
107 ullwrro iy < |Opullwr-1n)  und  Ofu — O in Wi, "P(Q) fir b — 0. (3.14)
Gilt umgekehrt fiir 1 < p < oo,u € WE1P(Q), 0 < |h| < d(Y,0Q) und I =1,...,n
fiir alle Q' € Q 10wl yri—1ary < C(), (3.15)
so ist u € WP(Q) mit |0yl we-1p0y < Cn, k, Q). (3.16)

Beweis: Fiir u € WkP(Q)NC>®(Q), |y|<k—1,2 € Q € Qund |h| < d(Y,09) gilt

fiir r € QN(Q— he). (3.13)

Nu(z + hey) — Nu(x
h

D Ou(r) = /W@lu x + the;)dt

|00l g, < / / 070+ they)|Pdtda < / / 0 Dhu(y) Pdydt < 11070l o,

Q0
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wegen Jensens Ungleichung. Fiir glatte u folgen nacheinander beide Seiten von (3.14).
Fiir allgemeines u existiert nach Proposition 3.21 w,, € C*(£) mit u,, — u in

WEP(Q). Mit @ € Q= {z € R" | d(z, ) < 6} € Q und fiir |h] < § < d(Y,09) gilt

”ath/”‘/kal,p(Q/) — H@lhumHkaLp(Q/) S Halum”wkfl,p(gn) — ”alUHkal,p(Q//),

also (3.14) linke Seite. Die rechte Seite folgt im Grenzwert m — oo, weil folgendes gilt:

limsup [|0'w — dulwr-10(0r) <

h—0

< lir}? SUp ||t — Ot || w1y + 110] (W — ) w10y + || Oty — | -1y <
—0
S 2||8lum — 8l’UJ||Wk71,p(Q//).

Umgekehrt folgt fiir -+ 2 =1, ¢ € Cg°(Y), |y| <k — 1 und 0 < h < d(supp p, 99

’/u@lmcpd,u’ = ’/mualcpdu' — '/mu(’?lhapd,u’ = ’/mélhugod,u’ <
< 1o ullwe-ra@nllell @ < CQ) el

aus (3.15). Fiir 1 < p < oo folgt mit Proposition 3.19 u € W/*(Q2) und (3.16) aus

loc
[ w@ ] < el s ol ded.

Bemerkung 3.23. Fiir u € W?P(Q),1 < p < oo sehen wir durch zweimalige Anwen-
dungen von (3.14) fir ¥ € Q" € Q, 0 < h < d(§Y,00"),d(Q",00),

10, "0 ull @y < 00 ull oy < 1107 ulle)
und O "Ofu — 0P in IE, () durch Approzimation mit Proposition 3.21.
Fiir p = oo kénnen wir W1 mit Holderrdumen identifizieren.
Proposition 3.24. Fir Q CR" offen, k € N gilt C*=11(Q) C W**°(Q) und
V|| 1) < C(n)lipgu fir u € C*1(Q). (3.17)

Ist @ R™ mit 0Q € C%' oder Q konvez, so gilt WH>(Q2) C C*11(Q), und, falls 2
zusammenhdngend ist, lipg u < C(Q,n)||Vul| =0 firu e WH>(Q).
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Beweis: Es geniigt den Fall & = 1 zu beweisen. Fiir u € C%(Q),p € C5(Q2) und
0 < h <d(supp(p),0(Q),l =1,...,n gilt mit diskreter partieller Integration

‘/u@lgo H‘/U@f@‘z‘/&l—hwp

Dann folgt mit Proposition 3.19, dass u € W*(Q) und (3.17). Nun sei u € WH>(Q).
Zuerst betrachten wir 2 = B(0,1). Dann liegt die Faltung (3.10) ue = A % u in
C>®(B(0,1 —¢)). Da A(x —.) € C*(B(0,1)) fiir x € B(0,1 — ¢), folgt

< lipg ul|¢|| (-

Vu(z) = / V(e — yuly) d'y = / A — y)Vuly) dy
hpB(O,l—e) ue < ||Vl (B0,1))-

Gemifl Proposition 3.15 konvergiert u, — w in Ll (B(0,1)) fiir € | 0. Dies ergibt

u € C%(B(0,1)) fiir einen geeigneten Reprisentanten und
lipgo,1y u < [[Vul (50,1 (3.18)

Fiir allgemeines Q erhalten wir W,">°(Q) = C:1(Q). Fiir Q € R” zusammenhéngend

loc

mit 09 € C%! existiert nach Lemma 3.13 fiir beliebige z,y € € ein stetig differenzier-
baren Weg v : [0,1] — Q, mit 7(0) = x,v(1) = y und (3.7). Gleiches gilt fiir konvexes
Q mit C(Q) = 1. Wir unterteilen [0,1] in 0 =ty < t; < ... <ty =1 mit

|v(t;) — v(tio1)| < d(y(]0,1]),09) =: 6 firi=1,...,N.

Dann folgt fiir u € W(Q) C C21(Q) mit (3.18)

loc

t;
[u(y(t:)) — u(y(tim))] < 1Py, 0y wlv () — Y(Eim1)] < VUl e o) / Y|
t.

1
() = u(y)] < HVUHL«:(m/IV'\ < COVullpeelr =yl
0

Dies ergibt v € C*'(£2) und lipg u < C(Q)||Vul| 0 (02)-

Ist Q nicht zusammenhingend, so ist u € C%() fiir alle Zusammenhangskompo-
nenten ' von Q. Da 092 € C%!, gibt es nur endlich viele Zusammenhangskomponenten
und diese haben positiven Abstand zueinander. Dies ergibt u € C%!((2). q.e.d.

Wir stellen einige einfache Rechenregeln fiir Sobolevfunktionen zusammen.
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Proposition 3.25. (Produktregel) Es seiu € WhP(Q),v € W(Q), 1 < p,q,r < 00
mit + = i + %. Dann ist uv € WH(Q) und

V(w) = (Vu)v + uVo. (3.19)

Beweis: Zuerst betrachten wir p, ¢ < co. Geméafl Proposition 3.21 existieren u,,, v,, €
C>=(Q) mit u,, — u in W,o(Q) und u,, — v in WL9(Q). Dann folgt ,,v,, — uv aus
U Uy, € C°(§2) mit der Holderungleichung in I .(€2) und

V (Unvm) = (V) Uy + Uy Vo, — (Vu)o + uVo.

Damit folgt uv € W' (Q) und (3.19) in I/ (Q). Da uv € I'(Q), folgt uv € W (Q).

loc

Ohne die Endlichkeitannahme an p, g erhalten wir fiir » > 1 zuerst uv € T/Vlicl (Q)
und anschlieBend wv € W (Q), da wv € ['(Q) und V(uv) € L'(Q2). Ist » = 1 und
0.B.d.A. p = 00, g = 1 so approximieren wir u,, — U, U,, — v in I/Vlic (Q) durch glatte
U, U Fiir ein festes [ € N folgt w,,v; — wv; in I/VloC (Q) fiir m — oo, und ww, erfiillt
(3.19). Dann folgt uv; — wv in W21 (Q) fiir | — oo und (3.19), da u € WI’OO(Q).q.e.d.

loc

SooundeCl()
f'(u)Vu

Beweis: Gemif Proposition 3.21 exitieren wu,, € C°(Q) mit u,, — u in W>!(Q) und
Uy — U, Vi, — Vu punktweise fast iiberall. Es gilt f(u,,) € C*(Q) € W21 (Q) und

Proposition 3.26. (Kettenregel) Es seiu € W'?(Q),1 <p
f(0) =0, f € L*(R). Dann ist f(u) € WP(Q) und V(f(u )) =

[f () = )] < Ll oo ey [t — ] () Vi, — f'(u)Vu
punktweise fast iiberall in Q. Aus der Konvergenz in Lt _(Q) folgt f(u) € Wi (Q) mit
V() = fVue Q). Mt f@)] < | f el
wegen f(0) = 0, folgt f(u) € IP(2) und schlieBlich f(u) € WP (Q). q.e.d.

Proposition 3.27. Firu e WHH(Q) ist |u| € WHH(Q) mit

1 fiir u > 0,
Viu| =Vu-<0 fiir uw =0,
-1 firu<DO.

Auperdem ist Vu = 0 fast tiberall auf u=[{0}] N Q
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Beweis: Mit Proposition 3.26 ist fiir alle # € R und € > 0

u+ fe
ue = ((u+0e)? + HY? — V2 + 1€ WH(Q)  Vu, = ((u + 0€)? + €2)1/2 vu.

Im Grenzwert € | 0 konvergiert u, — |u] in [}(€) und

1 flir u > 0,
Vu, — Vu - \/%ﬁ fiir u = 0,
—1 fir u < 0.

punktweise fast iiberall in  und in I}(Q). Daraus folgt |u] € WH1(Q) und

1 fiir u > 0,
Vi|u| = Vu- \/egﬁ fiir u = 0,
-1 fiir u < 0.

Da die schwache Ableitung wohldefiniert ist, ist obiger Ausdruck unabhéngig von 6 € R,
und somit ist Vu = 0 fast iiberall auf v=*[{0}]. Dies ergibt die Behauptung.  q.e.d.

Fiir Transformationen im Definitionsbereich haben wir folgende Proposition.

Proposition 3.28. FEs seien 21,8y C R"™ und ¥ : y = Qy eine bi-lipschitzstetige
Abbildung mit lipg, ¥ < A und lipg, V=" < A. Fir 1 < p < oo folgt uo ¥ € Whr()
aus u € WP (Qy). Mit der schwachen Ableitung D von ¥ € C%1(Q) C Wh(Qy),
die gemdfe Proposition 3.24 existiert, gilt dann

V(woW) = ((Vu)o¥)- DV  mit |uoV|wirq) < CA,n)|ullwir@,). (3.20)

Beweis: Zuerst sei u € C®(y). Fir ) € ; konvergiert mit Proposition 3.15 die
Faltung (3.10) ¥, — W gleichméafig auf 2}, DV, — DV punktweise fast iiberall in 2,

[ D] o) < [[DW| oy < A

Wiéhlen wir () € Q) € 2, so gilt U (2)) C Q fiir kleine e. Dies ergibt uo W, €
C>(Q}) und wo ¥, — uo VU gleichméBig auf 2} mit

V(uwoW,) = ((Vu)o¥,) - DY, — ((Vu)o W) - DU

in [1(Q)), da die Konvergenz punktweise fast iiberall in €} und Vu auf Q) und DV,
auf ) beschriinkt sind. Daraus folgt u o ¥ € Wh(Q}) und die linke Gleichung von
(3.20) Nun gilt fiir lebesguemeBibares A C 2,

p(TH(A)) < (lipg, 1) u(A) also /v oWl < A”/v

Ql QQ
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fiir v € I'(Qy) mit v > 0. Daraus folgt uo ¥ € WH?(£;) und
0 Wl siany < COA ) Jullw iy, (321)

Ist schlieBlich u € W'P(Qy) so existieren mit Proposition 3.21 wu,, € C*({) mit
Uy — u in Wh1 () und punktweise fast iiberall. Aus (3.21) folgt, dass u,, o ¥ in
I/Vlic (1) konvergiert. Andererseits konvergiert u,, — u und Vu,, — Vu fast iiberall
auf Qy, z.B. auf Qy — N mit u(N) = 0. Da u(¥1(N)) =0, da U~ lipschitzstetig ist,
konvergiert u,, o ¥ — wo ¥ und (Vu,,) o U — (Vu) o ¥ fast iiberall auf €2;. Daraus
folgt w o ¥ € W,'(€,), und die linke Gleichung von (3.20) aus der entsprechenden

loc

Gleichung fiir fiir u,,, € C*(Qy). Aus (3.21) fiir u,, folgt v € W?(Q2) und (3.20).q.e.d.
Als néchstes setzen wir Funktionen iiber einen geniigend glatten Rand hinweg fort.

Fortsetzungssatz 3.29. Fs sei Q € R" offen mit 00 € C* 1k € N,;1 < p < 0.
Dann existiert fiir jedes Q' 3 Q ein Fortsetzungsoperator E : W*P(Q) — WEP(Q) mit

EBulo=u und ||Eullyiaq) < CQ, QY nk)|ullwiao YOSI<E 1<qg<p.

Beweis: Fiir R? :=R""! x (0, 00) definieren wir einen Fortsetzungsoperator
k+1
Eo : WFP(RY) — WHEP(R™) (Eou)(y,t) Zaz ,—it) fiir t < 0,
k+1
wobei die o; so gewahlt sind, dass Z oi(—1)" = 1firm =0,...,k gilt. Damit folgt
i=1
Eou € CER™) C WFP(R™) aus u € C°(R). Und mit Proposition 3.24 folgt auch
Eyu € C*HH(R™) C Wh*(R") aus v € C* 1 (R") und

[ Eoullwenmey < C(n, k) |[ullwe.(RY).
Da C§°(R™) gem#f Proposition 3.21 in W#?(R") dicht liegt bzw. mit Proposition 3.24
CFLIR™) = Whee(R™) gilt, setzt sich Ey stetig auf W*P(R7%) — WHP(R™) fort.

Da 02 € C*~1! kompakt ist, konnen wir endlich viele zy, ..., zxy € 092 mit Umge-
bungen z; € U; € ' und bi —C*~11-Abbildungen ¥; wihlen, die nach einer Rotation
Uy, t) = A ((y, t = 9;(y) — ) Uy, t) = Ay, t) + ¢5(y) +2;  mit

Aj >0, @; € CFHY(R™Y und
\I’jIUng«),l), \Ifj(a:j):(), \I]J(UJQQ)IB<O,1)QR$
und _39 CUU...UUy € 2 erfiillen. Dazu wiahlen wir eine offene Teilmenge U, € (2
mit Q CUgUU; U...UUy € ' und eine entsprechende Zerlegung der Eins

n €CEWU;)  0<my <1 firj=0,...,N mit Y p;=launfQ  (3.22)
7=0
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Damit definieren wir fiir u € W*P(Q) als Eju = Ey ((nju) o U5 1) o ;.

Aus Propositionen 3.24 und 3.28 folgt ¥; € C*~11(U;) C WH*(U;) und
Ejue WE(QY)  mit  [|Ejullwes@) < Clng, Oy, Upyn, k) Jullwee). (3:23)

Da supp(n;) € U, folgt supp(E,;u) € U; € Q' aus der Definiton von Ey, also Fu €
WP (Q') aus der Proposition 3.21. Weiter gilt Ejulg = n;u. SchlieBlich setzen wir

N
Eu = nou + ZEju e WP,
=1
! N n
Aus (3.22) und Ejulq = nju folgt E|q = nou + Z Eulg = nou + Z nju =u. q.e.d.
j=1 j=1

Damit kénnen wir die Approximation aus Proposition 3.21 verschérfen.

Approximationssatz 3.30. Es sei Q € R" offen mit 90 € C* ' ke N, 1 <p < oo
und v € WFEP(Q). Dann ezistieren u,, € C*(Q) mit u,, — u in WHP(€).

Beweis: Fiir ein ' 3  betrachten wir den Fortsetzungsoperator aus Satz 3.29
E: WFP(Q) — WP ().
Wir withlen v, € C$°(Q) mit v,, — Eu in W*P(Q'). Fiir u,, := v,]q € C®(Q) folgt
U = Um|a — Bulg = u in W*P(Q). q.e.d.

Ubungsaufgabe 3.31. Zeige mit den folgenden Aussagen, dass fi, ..., fn € COHQ)
auf einer offenen beschrinkten Menge Q @ R™ mit 00 € C%! den Dwergenzsatz erfillt.

(i) Fiir f € Wy ™(B* (0, 0) x (=M, M)) und ¢ € C*'(B" (0, 0)) definieren wir
fndo= [ fwew) (Vel)-Dd
{(yeW))lyeB"~1(0,0)} Bn=1(0,0)
Fiir 0Q € C! stimmt das entsprechende faﬂ f - Ndo mit Definition 1.5 tiberein.

(ii) Zeige fiir f1,..., fn € C(B" 10, 0) X (=M, M)) und ¢ € C®(B"1(0, 0))

//ny, ) dednty /fw (Typly), 1) d™ Ty,

B"=1(0,0) ¢(y) B"=1(0,0)
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Folgende Proposition stellt den Zusammenhang zwischen Randwerten und I/VO1 ' her.

Proposition 3.32F Es sei Q € R™ offen mit 90 € C%', und 1 < p < oo. Ein
we COQ) NWP(Q) gehirt genau dann zu Wy (Q), wenn u auf OQ verschwindet.

Beweis*: (=) : Es sei u € C°(Q) N Wy P(Q). Falls supyg, |u| > 0, so existiert z € 99
mit einer Umgebung U(zy), so dass 0.B.d.A. u > € in U(zg), also min(u,e) = € in
Ulxo) gilt. Da u € Wy P(Q) exisitert u, € C°(2) mit u,, — u € W(Q) und u,, — u
und Vu,, — Vu punktweise fast iiberall. Es gilt min(u,,, €) — min(u, €) in IP(2), und
mit Proposition 3.27 gilt min(u,,, €) € W(Q), V min(uy,, €) — Xu<qVu punktweise
fast iiberall, V min(uy,, €)| < |Vu,,|, also min(u,,, €) — min(u, €) in WHP(Q).

Fiir ¢ € C3(U(x), R™) rechnen wir mit min(u,,, €) € Cy'(Q)

/egp -Ndo = /V - ((min(u, €)@) dp «— /V - ((min(ty,, €)p) du = 0.
80 Q Q

Auf 9Q € C%" gilt dies nicht fiir alle ¢ € Cg(U(x0), R™). Also folgt u|sq = 0.

(<) : Es sei u € C°(Q)NWHP(Q) mit u = 0 auf Q. Fiir u, := max(u,€) — € mit € > 0

gilt supp(ue) € Q, ue — uy in IP(2), und mit Proposition 3.27 gilt weiter u. € WHP(Q),

Ve = Xpus>qVt — Xjus0) Vu punktweise fast tiberall, und  |Vue| < Xpuso|Vul,
also u. + uy in WHP(Q). Mit Proposition 3.21 ergibt sich u. € W,?(Q), also u, €
Wy (Q). Genauso folgt (—u), € Wy(Q) und schlieBlich u € W, 7(Q). q.e.d.

Dies legt folgende Definition nahe.

Definition 3.33F Es sei 2 C R" offen, I' C 0Q offen und 1 < p < co. Wir sagen
u € WYP(Q) hat Nullrandwerte auf T in WYHP(Q), geschrieben u = 0 auf T, wenn
un € Wy P(Q) fiir allen € CHQUT). Wir sagenv € W'(Q) hat die gleichen Randwerte
wie u, falls w —v =0 auf I". Die Randwerte bleiben unter Konvergenz erhalten.

Proposition 3.34F Es sei 2 CR"™ offen und I' C 02 offen 1 < p < co. Dann ist
Vi={ue W (Q) |u=0 auf T} C W"P(Q)  ein abgeschlossener Unterraum.

Beweis*: Klarerweise ist V' ein Unterraum. Nun sei u,, € V mit u,, — u in WP(Q).
Fiir n € CH(QUT) gilt nu,, — nu in WH(Q). Da nu,, € Wy*(Q) und Wy*(Q) C
WhP(Q) abgeschlossen ist, folgt nu € Wol’p(Q) und u =0 auf I', also u € V. q.e.d.

Fiir O C R" bezeichne Q4 := R"! x +(0,00) C R” und Qy = R x {0} C R™.
Approximationen kénnen mit Erhaltung von Nullrandwerte durchgefiihrt werden.

Proposition 3.35F Seiuw € W'P(B(0,1),),1 < p < oo mit u =0 auf B(0,1)y. Dann

existieren u,, € C*(B(0,1);) mit u, = 0 auf B(0,1)y und u,, — uw in WHP(B(0,1)4).
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Beweis*: Wir setzen u(y,t) = 0 fiir £ < 0 und 2 := B(0,1) UR” Nach Definition 3.33
gilt un € Wy P(B(0,1),) fiir n € C}(Q). Durch Approximation mit u,, € C°(B(0,1)4)

folgt
| = [uwns [ v,
D+

0=
B(0,1) Q B(0,1) 4+
also u € WP(Q). Wir setzen uy,(y,t) := u(y,t—h) fir b > 0 und (y,t) € Qp := Q+he,
und wihlen h fiir gegebenes 0 > 0 so, dass |[uy — u|lwir(po,1),) < 6 gilt. Da B(0,1), €
Q,, konvergiert die Faltung uy, . € C°°(B(0,1);) nach Proposition 3.21 uj — uy in
WP(B(0,1)4), also |Jup,e — up|lwiesoa),) < 6 fiir € hinreichend klein. Fiir e < h gilt
up = 0 auf B(0,1)o. Wihlen wir 6,, | 0, so erhalten wir die gewiinschte Folge. q.e.d.

Wir setzen eine Funktion u : B(0,1); — R folgendermafien auf B(0,1) fort:

u(y,t) falls ¢t > 0,

3.24
{£,0}u(y, —t) fallst <0. (3:24)

By ou(y,t) = {
Proposition 3.36% Firu e W'?(B(0,1),),1 <p < oo gilt E,u € W' (B(0,1)) und,
falls uw =0 auf B(0, 1)y, gilt weiter Equ € W'?(B(0,1)) und E_u € WH(B(0,1)).

Beweis*: Mir Proposition 3.30 und 3.35 existieren u,, € C*(B(0,1);) mit u,, — u in
WP(B(0,1),), und, falls u = 0 auf B(0, 1), so gilt weiter u,, = 0 auf B(0,1)y. Dies
ergibt By gu,, € C™(B(0,1)) C W'?(B(0,1)),
|V EL 0tm || p(B(0,1)) < 21/p”vumHLP(B(O,1)+) <C
und F. gu,, — Eiou in IP(B(0,1)). Daraus folgt E1ou € W'P(B(0,1)). q.e.d.
Bei zwei schwachen Ableitungen iibertragen sich Nullrandwerte auf Ableitungen.
Proposition 3.37* Firu e W»P(B(0,1),),1 <p < oo mit u=0 auf B(0,1), gilt
Ou =0 auf B(0,1)y fiir I=1,...,n—1.

Beweis*: Fiir 0 < 6 < 1/2 wihlen wir B(0,1 —¢); € Q9 C B(0,1); mit 9Q € C*
und betrachten den Fortsetzungsoperator E : W2P(€y) — WP (R") aus Satz 3.29. Mit
Proposition 3.22 folgt O Bu — 9y Eu in W.P(R*) € WP(B(0,1-6),). Da 8 Eu = d'u
in B(0,1 —20), fiir 0 < |h| < 4§, folgt O'u — u in WIP(B(0,1 — 2§),). Nun gilt
Ohu = 0 auf B(0,1 — 2§)o, und die Behauptung folgt aus Proposition 3.34 q.e.d.

Wir setzen Funktionen mit zwei schwachen Ableitungen ungerade duch E_ fort.
Proposition 3.38F Firu € W*P(B(0,1),),1 <p> oo mit u=0 auf B(0,1), gilt
E_u € W*P(B(0,1)).

Beweis*: Proposition 3.36 und 3.37 ergeben 9;(E_u) = E_(9yu) € W'?(B(0)) fir l # n
und 8, (Fu) = Ey(9,u) € W'P(B(0,1)), also E_u € W2P(B(0,1)). q.e.d.
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3.4 Einbettungsitze fiir Sobolevriaume

Wir beginnen mit dem Satz von Rellich.

Satz vom Rellich 3.39. Fiir Q @ R" offen mit 00 € C%! und 1 < p < oo ist folgende
Finbettung kompakt: Whe(Q) — IP(9Q).

Beweis: Fiir p = oo folgt aus den Propositionen 3.10 und 3.24 die Kompaktheit von
Whe(Q) = C%(Q) — C(Q) — L*(Q).

Fiir 1 < p < oo betrachten wir eine beschriinkte Folge u,, in WP(Q). Mit dem Fort-

setzungsoperator E aus Proposition 3.21 fiir B(0, R)  Q folgt Eu,, € Wy(B(0, R)).

Wir konnen also 0.B.d.A. u,, € Wy*(B(0, R)) mit ||unm|lwirso.r < C annehmen.
Fiir die Faltung 3.10 wy, . eines u,, gilt wegen A\.(x) = e "A(x/¢) und (3.8)

n H)‘”L‘X’ B(0,1 C’
|um,s(x)| = '/)\E(x - y)um(y)d Yy < %HUMHLI(B(O,R)) < E_n
(3.25)
n VAl (B0,1) c”
P ] = | [ I = ) @] < Oy < 2
Weiter gilt mit (3.12) lu = ue|| prny < sup [Ju(. + h) — ul|p@ny und

|h|<e

1 p
||u(.+h)—u||’£p(Rn)§/|u(:p+h)—u(x)|l’dnx§/(/ |h-Vu(x+th)|dt) A"z
0
1 1
S// |h-Vu(:E+th)|pdtdnx§|h|p/ /|Vu(x+th)|pdnxdt:|h|p||Vu||Z,(Rn).
0 0

Zusammen ergibt dies |2 — e p )y < €|Vl pm@n). (3.26)

Wegen (3.25) und dem Satz von Arzela-Ascoli kénnen wir induktiv fiir jedes j € N
die Folgenglieder u,, zu m > j durch eine Teilfolge von (u,)m>; ersetzen, so dass
Upnj i= Um,e; Mit €5 = % gleichméBig auf B(0, R) und somit in I?(B(0, R)) konvergiert:
lim sup ||tm,; — ;|| p(Bo,r)) = 0. Mit (3.26) folgt  limsup |[um — w|pBo,r)) < 2C¢;.

m,l— o0 m,l—o0
Der Grenzwert j — oo zeigt, dass u,, in IP(B(0, R)) eine Cauchyfolge ist. q.e.d.

Mit dem Satz von Rellich erhalten wir eine Poincaréungleichung.

Poincaréungleichung 3.40. FEs sei 2 € R"™ offen, zusammenhingend mit 0S) €
C* 1 < p < oo, und M C WH(Q) ein abgeschlossener Kegel, d.h. mit u € C folgt
Au € C fiir A >0, der auffer 0 € M keine Konstanten enthdlt. Dann gilt

|ul| ) < C||Vullm@ fir ein C > 0 und fiir alle w € M.
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Beweis: Angenommen die Gleichung ist falsch, dann existieren u,, € M mit
1
IVl < —llwmllz@-

Nach Ubergang zu € M kénnen wir weiter ||ty ||p@) = 1 annehmen, und u,,

lumll
ist beschrénkt in W1? (Q().) Nach dem Satz von Rellich konvergiert fiir eine Teilfolge
Up, — w in LP(€2) mit [Ju|| ) = 1. Andererseits konvergiert wegen obiger Ungleichung
Vi, — 0 in [P(Q) und daher u,, — u in WH(Q). Also ist u € M mit Vu = 0,
und nach Proposition 3.20 ist © = const, also nach der Vorraussetzung u = 0. Dies
widerspricht [|u||zp) = 1, und die Ungleichung ist bewiesen. q.e.d.

Die Kombination des Satzes von Rellich mit dem Lemma von Ehrling 3.3, ergibt das
Interpolationslemma fiir Sobolevriume 3.41. Fir u € W2P(R"),1 < p < oo gilt
[Vl @ < Clop)lul e | Dl e
Fiir Q @ R"™ offen mit 9Q € C*', w € W?P(Q) und 2 < p < oo gilt fiir 0 <e <1

IVullir@) < el D*ullp@) + C(Q,n, p)e lull @
Beweis: Sei (), ein offener Wiirfel mit Seitenléinge . Die Einbettungen

WQ’p(Ql) — Wl’p(Ql) — IF(Q1)

sind wegen dem Satz von Rellich 3.39 kompakt. Mit dem Lemma von Ehrling 3.3 folgt

1 ~
IVullp@n = 5llullwzr@ + 200 p)llullmen <
1 1 = ..
< s IVulp@y + S ID%ul @) + 20, p)llul @) fir w e WP(Qy),  also

IVullp@n < D*ullm@n) + € p)llulme-
Fiir o > 0 und u € W?P(Q,), reskalieren wir v(z) := u(pz) und erhalten

IVull @, = 0 PVl g < 0PI D?|| oy + Cn, p)o™ P gy =
= 0| D?ul| p(q,) + C(n,p)o ullr@,)-

Wir iiberdecken R™ bis auf eine Nullmenge N durch abzdhlbar viele disjunkte Wiirfel
der Seitenldnge ¢: R* \ N = |J;2, Q. Fiir a,b > 0 gilt () < ¢ < maxP{a, b} <
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(a + b)P wegen der Konvexitit von z — aP. Fiir u € W?P(R") und 1 < p < oo folgt

”VUHZ(W Z Hvu”zp(@ <2 Z (QPHDQUHZ(QZ) + @(n,p)gf”HuH’ip(Qé))

(n, ac /p n p
= 120/ D*ul ) + © SR (2 ]| pp ey )P < <2Q||D ul| ey + T”)HUIIU(RM) ,

also ||Vl ey < ol| D*ul|p@ny +4CYP(n, p)o  |ul| p@ny  fiir alle o > 0. (3.27)

Fiir p = oo erhalten wir [Vl e @ny = sup [[Vul| = (qi) <
ieN

< sup (ol D%l =gy + Clme ullimiay) = ol DPullimany + Clne™ e,

||| () + €
| D?ul| ppgny + €
IVul|B@ny < C(n, p)(I1D?*ull ey + €)([|ull ey + €)

>0 und erhalten

also wieder (3.27). Fiir € > 0 setzen wir ¢ :=

aus (3.27). Im Grenzwert € | 0 folgt die erste Behauptung.
Fiir Q € R” offen mit 9Q € C%! und 1 < p < oo betrachten wir den Fortsetzungs-
operator £ : W?P(Q) — WyP(R") aus Satz 3.29 und erhalten fiir u € W2?(1)
1/2 2 1/2
IVullpe) < [[Eullwir@ny < C(n, p)l| Eull g | D°Eull gy + | Eull p@n)
1/2 1/2 _
< C(Qn, )l oy 1l < ellullws@ + CQn,p)e ull o) <
< €| D*ul| () + €| Vul @) + C(Q,n, p)e Hull pe,
also nach Absorption des Termes €||Vu/| () die Behauptung. q.e.d.
Wir zeigen jetzt, dass Sobolevfunktionen hohere Integrabilitéit besitzen.

Sobolevungleichung 3.42. Es seiu € WP(R"),1 < p < n. Dann gilt
1wl = gy < C(n, )| V| ey fiir p* = & dh 1—-2=-21,

n—p p p

Beweis: Zuerst sei p = 1,p* = "5 und u € C§°(R"). Dann gilt
WLy, oo Xy ey Ty) = / Oiu(xy, ...ty .., xy)dl;, also

lu(z)| §/|Vu(:p1,...,ti,...,xn)|dti und
R

1

n_ SH(/R|VU(~T17---atia---,fvn)\dti) _
=1
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Nun integrieren wir beziiglich x;. Dies ergibt mit (3.9) / lu(zy, ... zn) |77 day <

S (/ |Vu(t1,x2,..., |dt1) /H(/|Vu l‘l,..., s ,ZL‘n)|dtz)n dl‘l
R

1

S (/ |Vu(t1,x2,...,xn)|dt1)n H(//|Vu(x1,,tz,,xn)|dtzdx1) " .
R i—2 R JR

n

n n—1
Sukzessive Integration iiber xo, ..., z, ergibt / lu|=-1 < (/ |Vu|) , also
R

[Jull |Vu| o @y (3.28)

n_ <]
LT (Rn)

Fiir u € WHH(R™) gibt es nach Proposition 3.21 u; € C§°(R™) N WHH(R™) mit u; — u
in WH1(R™). Mit (3.28) folgt daraus

il gy < 0 sl gy < it [V = (9. (3.29)
Im Fall 1 < p < n setzen wir v = |u|? fir u € C§°(R"™) und v > 1. Mit (3.29) gilt

10 gy = Wl ey S 190y < [ 900 <Ay 19l

p—1

Rn
Wir withlen v so, dass -5 = p;—l bzw. 2 17 = L (y—1),also (ppl — "T*1> v = _"7*1
und 77 = lii = 2 — p*. Dies ergibt [ull ey < YNVl ).
Fiir allgemelne u € Wlp(R") folgt dies mit Proposition 3.21 wie oben. q.e.d.

Soboleveinbettungssatz 3.43. Fir Q € R" offen mit 00 € C%, k,l € Ny, und
1 < p,q < oo sind folgende Einbettungen stetig und bet strikten Ungleichungen kompakt:

WhP(Q) — Wh(Q) fiir k>1 und k—n>1]—

QIS

(3.30)

“@IS

Beweis: Zuerst betrachten wir den Spezialfall k = 1,1 = 0,1 < p < n,1 — % > =,
Fiir u € W1P(Q) gilt mit dem Fortsetzungsoperator E aus Satz 3.29,

s}

Eu € WHP(R™)
und mit der Sobolevungleichung 3.42 und

[ell i () < [[Eullpr ey < €, )V Eul| pny < C(Qn,p)lullwree)
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Aus =% =1-2> 2 folgt 1 < ¢ < p*. Wegen (3.8) ist W'?(Q) — [ () — [4(Q)
stetig. Gllt die strlkte Unglelchung in (3.30), also 1 < g < p*, und ist u,, beschriankt
in WH?(Q), so ist u,, nach dem Gezeigten beschrinkt in L”*(Q), und nach dem Satz
von Rellich 3.39 konvergiert eine Teilfolge w,, in IP(Q2) gegen u. Fiir 1 < ¢ < p folgt
der Spezialfall aus (3.8). Fiir p < g < p* und M > 0 folgt  lim sup [jun —ullf,q) =

= timsup ([ (tm = WX i<l + | = 0 Xqun a1l ) <
a-p P P (1=%) 1 a+p (1=5F) q—p* P*
< M*Plimsup [|wn,—ul|7, ) +M lim sup ||ty —u| @) < MITP(2C)F,

m—0o0 m—00

weil [y, < U, — u|P auf [|u, —u| < M] gilt, und wegen (3.8) zusammen mit
p([|tm — u| > M))MP" < ||uy, — uH’[’;*(Q). Im Grenzwert M — oo folgt der Spezialfall.
Die allgemeine Aussage beweisen wir mit Induktion in k — [ € Ny. Fiir k£ = [ gilt
1 < ¢ < p und die Aussage folgt mit (3.8) aus der Stetigkeit von IP(§2) — L1(Q).
Nun sei £ =1+ 1. Dann gilt 1 — % > —%. Da q < o0, gilt —% < 0, und wir kénnen
0.B.d.A. 1 < p < n annehmen. Fiir u € W*?P(Q) und |y| <1 ist 9u € WP(Q), und

107 ull (o) < C(2n, p)[|07ul[wrw@) < C(Q,n,p)|[ullwrs@

folgt aus dem Gezeigtem. Dann ist WHP(Q) — Wh4(Q) stetig. Fiir strikte Ungleichheit
in (3.30) und wu,, beschriinkt in W*P(Q) ist 0u,, fiir |y| < [ beschriinkt in W1P((Q).
Mit dem Spezialfall konvergiert eine Teilfolge 9 u,, in L(2), also u,, in WH(Q).

Schliefflich sei k > [ + 2. Ist p > n, so gilt k—% > (k—l)—%2l>l—%undper
Induktion ist die folgende Einbettung kompakt:

WHEP(Q) — W’“‘L"(Q) — WhH(Q).

Ist 1<p<m, sogilt k-2=((k-1)—-2%>1-2, (3.31)

und per Induktion ist die Einbettung W’”’(Q) Wk 1p (Q) — WhH(Q) (3.32)

stetig. Ist die Ungleichung in (3.30) strikt, dann auch in (3.31), und per Induktion ist
die zweite Einbettung in (3.32) kompakt, also auch die Einbettung (3.30). q.e.d.

Bemerkung 3.44. Im kritischen Fall 1 — % = —2 =0, also p = n, gilt firn > 2
Wtn(Q) & L°(2). Dazu betrachten wir auf B(0,1)
u(x) :=In(1+ | In|zl]).

Klarerweise gilt w ¢ L*(B(0,1)). Weiter gilt w € WY(B(0,1)) fiir n > 2 wegen

1 o]

1 . nw,r" 1 dr nwy, dt nw,
Vu(o)| = R e el
0 0

|z[(1+ | In|z||) (1 —1Inr)" (1+t)» n—-1
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Nun betten wir Sobolevrdumen in Hoélderrdume ein. Dazu folgende Abschétzung:

Lemma 3.45. Fiir Q € R™ konvez, S C Q mefbar mit u(S) > 0 und u € WH1(Q) gilt

1
|u(:p)—us|§n7/|x y|" " Vu(y)| d®y a.e. in Q mit us——s/
S

Beweis: Sei d = diam(2). Mit Approximation von u durch glatte Funktionen wie in

Proposition 3.21 erhalten wir fast iiberall auf z # y € Q mit w = ‘Z:f:‘
lz—yl
u(x) —uly) = — / Vu(z + rw)wdr.
0 lz—yl
Integration von y tiber S ergibt  u(S)|u(z) — ug| < / / |Vu(z +rw)| drdy <
S 0

d d
/ /|Vu z +rw)|xalr + rw) drd"y // /\Vu T+ 1w)|xa(r + rw)dws" *dsdr

B(z,d) 0 0 08B0

d
- / /\Vu r+71w)|xa(r+rw) dwdr = —/\:c y|' " Vu(y)|d™y. q.ed.
00

B(0,1)
Nun kommen wir zum Einbettunbgssatz in Hélderrdume.

Satz von Morrey 3.46. Fir Q € R” offen mit 00 € C%', k > 1 € Ny, 1 < oo und
0 < a < 1 sind folgende Einbettungen stetig und bei strikter Ungleichung kompakt:

WkP(Q) — Ch(Q) mit k=2>1+a. (3.33)

Beweis: Die Kompaktheit der Einbettungen ergibt sich sofort aus der Stetigkeit der
Einbettungen und Proposition 3.10: Gilt in (3.33) die strikte Ungleichung, so wéhlen
wir 0 < 8 <1 mit k — % > [+ (8 > 1+ «, und erhalten die stetige Einbettungen

WkP(Q) e C — Ch(Q).

Nach Proposition 3.10 ist die zweite Einbettung kompakt, also auch die Gesamteinbet-
tung. Daher geniigt es die Stetigkeit der Einbettungen zu beweisen.
Zuerst betrachten wir den Spezialfall k = 1,1 = 0,1 -2 = o € (0,1). Mit dem

Fortsetzungsoperator E aus Satz 3.29 gilt fiir B(0, R)  Q und u € W'?(Q)
Eu € Wy"(B(0, R)) [ Eullwrrso,r) < CQ,n,p)|ullwirg)
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Zum Beweis der Stetigkeit der Einbettung im Spezialfall geniigt es folgendes zu zeigen:
|ullco.e@ny < C(n, p)||ullwiemny fir alle u € Cg°(R™). (3.34)
Im Spezialfall gilt n < p < oo und deshalb 1 < ¢ < -2 fiir % + % = 1. Es folgt

1/q
e =" s, < (/B( )Iqu“‘"’ d“@/) < C(n,p) fiwalle =z e B(0,1).
0,2

Mit Lemma 3.45 und der Holderungleichung folgt fiir u € C§°(R™)

osc u = sup u(x) —u(y) < 2||lu — upe1) |l Bo1) < Cn,p)|Vullp;oi). (3-35)
B(0,1) 3 yeB(0,1)

Durch Reskalieren v(z) := u(z+ ox) erhalten wir fiir alle B(z, o) € R" wegen 1—-2 =«

osc u:= sup u(x) —u(y) = osc v < C(n,p)||Vv|pm,o1) = Cn,p) o[Vl (B2,
B(z,0) z,yEB(z,0) B(0,1)

Daraus folgt fiir x # y € R", g := |m;y|, z:=5Y xy € B(z,0), dass

lu(z) — u(y)| < Bczgc;)u < C(n,p)o®|Vullp(Bz0) holgnqu < C(n,p)||Vul| pan.

Schliefllich folgt aus (3.35) fiir beliebiges B; = B(z,1) C R" ||| o (Byy <
< lw = up, =) + lup | < Cn,p)[Vullps) + C)[[ullzs) < C'(n,p)[wllwios,).

Damit ist (3.34) und der Spezialfall bewiesen.
Wenn 1 — 2 > a, ist fiir a :=1— 2 € (0,1) die Einbettung

WP (Q) — C%¥(Q) — C%(Q)

mit dem eben Gezeigten und Proposition 3.10 stetig.
Die allgemeine Aussage beweisen wir mit Induktion in k —1 € N. Fiir k = [+ 1 gilt
-2 >a Firue WEP(Q) und || <1 gilt 0'u € WHP(Q), und wegen dem Gezeigten

07| oy < C(Q,n, )| ullwirgy < C(Q,n, p)||ullwrs)-

Also ist die Einbettung W*P(Q) — C4*(Q) stetig.
Firk>1+2udn <pgilt k-2 > (k—1) >+ a. Fiir grofies p < oo ist

WEP(Q) — WF1P(Q) — C*(Q)

wegen Satz 3.43 und durch Induktion eine kompakte Einbettung.
Firk>1+2und1<p<ngit k-2 = (k;—l)—z% > [+ a, und die Einbettung

WEP(Q) s WFP(Q) «— Ch(Q)
ist durch Induktion und mit dem Satz 3.43 stetig. q.e.d.



