Kapitel 4

Apriori Abschiatzungen fiir lineare
Differentialgleichungen

4.1 Schwache L6sungen

Definition 4.1. Ein elliptischer Differentialoperator in Divergenzform auf 2 C R™ ist
Lu: = Zi:l (81 (Zj:1 aij(’?ju -+ bzu> + ci&-u) + du mat (41)
Z__aij(x)figj > AHe)? fast diberall auf x € Q und fir alle £ € R" (4.2)
ij
laijlle@) <A, [|bille@ <A, leille@ <A, [ldllpe@ <A (4.3)

fiirein1 < A < oo. Fiir f € Wy?(Q)* heift u € WH(Q) schwache Lisung von Lu < f
baw. Lu > f, falls —L(u,v) < bzw. > (f,v) fiir alle 0 < v € W, *(Q) gilt, mit

L(u,v) ::/Q<Z:L1 (Z;;l a;;0;u + biu) o — (Z:;l c;ou + du) v) )
Oft ist f gegeben durch f+ V- g mit f € I[?(Q) und g € (I*(2))" mit
(f+V-g,v) = /Q (fv — Z; gﬁw) fiir v € Wy ().

L ist eine stetige Bilinearform auf W, (), da mit (4.3) folgendes gilt:
1£(u,0)] < Cl)Aullwralollwiz) (1.4)
Aus (4.2) und (4.3) folgt fiir u € W?(Q2) die Gardingungleichung

Lu,u) = AVl o) — C)Aull o)Vl @) — Alulfq) 2

1 1
> 51 IVullize) = Cn Mlullze) = 5 luliviee = C'(n Mllulllz g (45)

29
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Wir erweitern das schwache Maximumprinzip 2.18 auf Operatoren in Divergenzform.

Schwaches Maximumprinzip 4.2. FEs sei () € R” offen, L ein linearer, elliptischer
Differentialoperator in Divergenzform, der (4.1)-(4.3) in Q erfillt und es gelte

/Q (ijl b;0jv — dv) >0 fir alle 0<wve W, (Q). (4.6)

Dann gilt fiir eine schwache Lésung u € W12(Q) von Lu > 0

supu < sup uy = inf{t € R| (uy —t), € Wy*(Q)}.
Q G

Beweis: Fiir u € W2(Q),v € Wy*(Q) gilt uv € Wy (Q) und (3.19). Dann folgt

/sznl (le a;;0;udv — (¢; + bi)@uv) < /Q (— Z:;l b;0;(uv) + duv) <0

J

fiir alle v > 0 mit wv > 0 aus Lu > 0. Fir M := supyquy und M < t erfiillt
vy = (u—1t)y = (uy —t)4 € Wy?(Q) wegen Proposition 3.27 diese Bedingungen mit

o, — Vu  fast iiberall auf [u > ],
"o fast tiberall auf [u < t].

Im Spezialfall ¢; + b; = 0 folgt Vv, = 0 und mit Proposition 3.32 vy, = 0:

0 S A_1/ |V’UM|2 = A_l/ |VU|2 S / Zuaijﬁju&‘vﬂ/] S 0.
Q [u>M] Q v

Falls die Behauptung im allgemeinen Fall nicht gilt, folgt fiir M < ¢ < supg u aus (4.3)

A—l/ |V |? S/Z'j a;;0;u0;vy S/Zél(cﬂrbi)@iuvt < 2A/vt|Vvt|
Q Q" Q= Q

S 2A||vvt||L2(Q)||'Ut||L2(Ft) mit Pt = [V'Ut 7é 0] = [VU 7é 0] N [U/ > t]

Mit der Soboleveinbettung Wy*(€) — L4(Q) fiir ein 2 < ¢ < oo, siche Satz 3.43, und

1

der Poincaréungleichung 3.40, da v, € W,*(Q), erhalten wir fiir ¢ := 5= % >0

el < 1 (Co)llvell ) < 1 (CHCEQn)[vellwin@) < C(Qn)1’ (L) Vil z0)-
Falls Vv, # 0, folgt CA—s < w(Ty) fiir alle M < t < supq u. Fir t / supg u < oo folgt
0 < u([Vu # 0] N [u = supg u]). Wegen u € I*(Q) gilt u(u = oo) = 0, und es folgt
zuerst 0 < M < supgu < +o00o. Zweitens widerspricht das Proposition 3.27, geméfl der
Vu = 0 fast iiberall auf [u = 7] fiir alle 7 € R gilt.Damit ist der Satz bewiesen. q.e.d.

Dies ergibt die Eindeutigkeit der Losung des Dirichletproblems unter der Bedingung
(4.6). Die Existenz besagt folgender Satz.
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Existenz von schwachen Lo6sungen des Dirichletproblems 4.3. Sei () € R"
offen, L ein elliptischer Operator in Divergenzform, der auf 2 (4.1)~(4.3) und (4.6)
erfillt, f € W, *(Q)* und ¢ € WY(Q). Dann ezistiert genau eine schwache Lisung
ue Wh(Q) von Lu = f mitu— o € Wy*(Q). Sie erfillt die folgende Ungleichung:

[ullwrz@) < Cln, D) ([ fllwp 2@ + lellwiz@)-

Fir eine Familie {Ly,}mem von solchen Operatoren, fir die K := {a; jm, Cim}tijm C
L}QY) kompakt ist, existieren gleichmdfige obere Schranken C(n, L,,) < C(n, A, K).

Beweis: Die Eindeutigkeit ist klar mit Satz 4.2. Da Lu = f als Distribution auf
dquivalent zu L(u — ) = f ist, wobei f € W,*(€)* definiert ist durch

(f,0) == (f,v) +/ <Z <Z aij0jpdv + bipdiv — Ci&“ﬁ”) - d@“) fiir v € Wy*(9),
5 \i=1 \j=1

konnen wir ¢ = 0 annehmen. Wegen (4.4) definiert folgende Gleichung

(—Lu, v} = L(u, v) = / (0, (3 widgud + baudw — o) = duv),

Q
einen linearen Operator L : W, *(Q) — W, *(Q)* = W,*(Q). Genauso definiert

(Ku,v) == /qu.

einen kompakten Operator K : Wy*(Q) — Wy (Q)* = Wy *(Q), da W, *(Q) — I2(Q)
wegen dem Satz von Rellich 3.39 kompakt ist. Gendfl der Gardingungleichung (4.5) gilt

(=L + C(n, A)K)u,u) > co(A)|ullfyrz fiir alle u € Wy?(Q).

Wegen dem Satz von Lax und Milgram 3.1 ist —L + C'(n, A) K ein Isomorphismus ist.
Da L nach Satz 4.2 injektiv ist und K kompakt ist, ist L mit Lemma 3.4 auch ein
Isomorphismus. Folglich existiert eine Losung u € VVO1 2(Q) von Lu = f. Weiter gilt

lullwrzg) < L7 1F )
Die gleichméBige Abschiatzung von C(n, L,) folgt aus dem néchsten Lemma. q.e.d.

Lemma 4.4. Seien Q € R" und L,,, L elliptische Differentialoperatoren, die (4.1)-
(4.3) auf Q erfillen. Konvergieren a;j, — a;; und ¢;, — ¢; fast dberall auf Q und
bim — b; und d,,, — d schwach in I*(Q), und erfillt L (4.6), so existiert C' < oo mit

|ul|wrz@) < CHLmUHWOI,Q(Q)* fiir alle w € Wy*(Q) und fiir hinreichend grofes m.
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Beweis: Angenommen, das Lemma ist falsch. Dann existieren u,, € W, () mit

Hfm”wgﬂ(g)* < E”Umelﬂ(Q) und fm == Ly,
Mit der Gardingungleichung (4.5) folgt
co(M)[tmlliyr2i0) = Cln, Mlumll Ty < (=Lt tm) < || frnll 20y lltmllwr 2,
also Jum[lwrz@) < Cln, A)([[fmllwi2 ) + lumllz@) < 200, Aljunllz@)

fiir m > 2C(n, A). Wir setzen O.B.d.A. ||t/ 12(0) = 1. Wegen dem Satz von Rellich 3.39
konvergiert eine Teilfolge u,, — u stark in I*(§)), wegen dem Satz' von Banach und
Alaoglu schwach in W;"*(2), und wegen der Annahme f,, — 0 stark in W,"*(€)*. Fiir
v € CH(Q) folgt Lu = 0 schwach auf Q aus 0 « (f,,, v) = (L, v) =

:/Q(Zn (_ le im0 Um O30 — by U 00 + Ci,maiumv> + dmumv> — (Lu,v).

i=1 7
Da L (4.6) in Q erfiillt, ergibt das Schwache Maximumprinzip 4.2 u = 0. Dies wider-
spricht [[ull zi) < ||um|l2@) = 1, da u, — u stark in I?(€). q.e.d.

Eine innere Apriori Abschéitzung ist die Caccioppoliungleichung.

Caccioppoliungleichung 4.5. Sei Q CR" offen, f € Wy*(Q)* und L erfille (4.1)-
(4.3) auf Q. Auf Q' € Q erfiillt jede schwache Lisung u € WH2(Q) von Lu = f

lullwrz@y < CQQ A n)([1f lwp2q)y + lullz@): (4.7)

Beweis: Wir wihlen € C§°(Q2) mit n = 1 auf Q" und 0 < 7 < 1 und setzen
v = un? € Wy*(Q). Dann folgt gemiB Definition 4.1 und mit (4.2)

/inj a;j0;udiv = /Q (Zizl (—=bjudiv + ¢;0u) + v + duv)) —(f,v), also
1
K/Q\Vu|2772 < /QZU a;;0judsu - 1
< [)(Ziﬂ(zzjﬁwﬁju&anujL byud;un” + byu0;n2n — c;0;uun ) du‘n >+
+ Hf”w(}’Q(Q)*HWIQH‘/V“(Q) <
< C(Am) [ (Val-Jul 1931 1ol + V- aly? + o2 (Valll + ) +

1 ! /
+ —/ |Vu|2772+C(A,n)/u2772|V77|2+C (A,n)||f||12/vlg o <
IA g 0 @)

1 2. 2 2 2
< g LIVl + CO ) (g + Nl

'B(0, R) C W,*(Q) ist schwach folgenkompakt (Theorem I11.3.7 in Werner: “Funktionalanalysis”).
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wobei wir wiederholt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung angewandt haben. Wir ab-
sorbieren den ersten Term der rechten Seite und erhalten wegen n|o =1 (4.7). q.e.d.

Hohere Regularitit der Koeffizienten von L und von f {ibertragt sich auf die Losung.
Satz von Friedrichs im Inneren 4.6. Sei Q) C R"™ offen, f € I*(Q2) und L erfiille
(4.1)-(4.3) auf Q2 und laij||cor) < A und ||bif|cor ) < A. (4.8)
Fiir eine schwache Lisung u € WH(Q) von Lu = f auf Q gilt dann fir k =0
w€Wiel22() mit ||ull iz < C(Q, Q' A, k) (1| fllweaio) + 1l @) fir YEQ. (4.9)

Die schwachen Ableitungen von u erfillen fast tiberall auf Q Lu = f d.h.

Zij aij@j@iu + Zj:l (ijl ajaij + bz + Ci) &u + (Z:;l 8,6, + d) u = f (410)

Beweis: Wir vereinfachen Lu = f zu Lou = f, mit einem L das (4.8) erfiillt:
Lou := Zm (a;;0;u) Z 0; (bu) Z¢=1 ;O — du+ f
—_ — -D- J— " . . . — — ; 2
= Zizl Obiu =y (bite)ou—du+t f=fe}Q)
Fir Q' € Q" € Q" € Q folgt mit der Caccioppoliungleichung (4.7)
1 lzim < C,Q" An)([fll 2@ + llull z@)- (4.11)

Fir " € Q" € Q und 0 < |h| so klein, dass {z | d(z,Q") < |h|} € Q" gilt, liegt der
Differenzenquotient (3.13) du € Wh2(Q"). Fiir v € W,*(Q") berechnen wir

(—Lo(Of'u),v) = Lo(Of'u,v) = / Z“aijﬁjﬁlhu@v - / Zij a0 Djudy
/ Z” 0, u@ (a;;0v) = / Z” a;;0; u@@ v — / Zij 6l_haij8ju8iv(. — hey)
= » forho — /” Zij A ai0ju(. + he))ow =: (—fl',v). (4.12)

mit diskreter partieller Integration und Lou = f. Wegen Proposition 3.22 (3.14) gilt
10, 0| 2y < | V0| 20y und f € Wy ?(Q")*. Aus (4.7) und (4.11) folgt

L w2y < COI @ + lailloos @ | Vel z@m)
< CA )l 2@+ l[ullp@)- (4.13)
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(4.12) besagt Lo(Ofu) = fl schwach auf Q. Mit (3.14) und (4.7) folgt  ||0)ul[w1.20ry <
< OO, A )yt Bl ) < €O, A, ) (1 Ly + 2

Mit Proposition 3.22 (3.16) folgt (4.9) mit k = 0, da d'u — Ou stark in [?(Q)
nach Proposition 3.24 (3.14). Da a;;,b; € C%'(Q) € WH(Q) und Vu € WL (Q),

folgt mit der Produktregel Proposition 3.25 a;;0;u € W,22(Q) und byu € W,5*(€2) mit

loc

V(ai;05u) = (Vaiy)Oyu + ai;0;Vu und V(bu) = (Vbi)u + b;Vu. Fiir v € Cj(Q) folgt
_ /Q fv= /Q (Z;l (Z::1 a;;0;u0;v + bjud;v — cﬁmv) - duv) =
N /Q (ijl (Z:=1 —0i(a;0ju + bu) — Cﬁm) — du) v.

Da v € C3(Q) beliebig war, folgt die letzte Aussage (4.10). q.e.d.
Fiir Q C R™ bezeichne Qg := R"™! x +(0,00) C R” und Qp = R"! x {0} C R™

Caccioppoliungleichung am Rand 4.7. Sei f €W, ?(B(0,2),)" o€ W2(B(0,2),)
und L erfiille (4.1)~(4.3) auf B(0,2),. Fiir eine schwache Lésung u € WH2(B(0,2),)
von Lu = f auf B(0,2); mit u= ¢ auf B(0,2)y gemdff Definition 3.33 gilt dann

lullwrz0,1).) < CA D)L lwr2p,2),)- T 1€lwizmso. + lullzsesz).))-

Beweis: Wegen ||Lg0||W01,2(B(072)+)* < C(n)A|lellwrzo:2),) geniigt es ¢ = 0 zu be-
trachten. Wir wahlen n € C§°(B(0,2)) mit n = 1 auf B(0,1) und 0 < n < 1 und setzen
v = un® € Wy*(B(0,2),) mit Definition 3.33, da u = 0 auf B(0,2)y. Der Rest des
Beweises verlduft wie der Beweis der Caccioppoliungleichung 4.5. q.e.d.

Globaler Satz von Friedrichs 4.8. Sei Q @ R" offen mit 9Q € CY, f € I[3(Q),
o € W22(Q) und L erfille (4.8) auf Q. Fiir eine schwache Losung u € WH2(Q2) von
Lu = f auf Q mit u — ¢ € Wy*(Q) gilt dann fast iberall auf Q (4.10) und fir k =0

u€ WH2(Q) mit |ul|wraaa) < C(Q A, 1, k) (| fllwre@) +@llweea o) +lullze). (4.14)

Beweis: Aus dem Satz von Friedrichs im Inneren 4.6 folgt u € W>*(Q) und (4.10).

loc
Wegen || Lo|| i2(0) < C(n)All¢||lw22) geniigt es ¢ = 0 zu betrachten. Wegen 002 € C!
gibt es fiir jedes 7y € 99 eine Umgebung U () von xo und einen C*!-Diffeomorphismus

U U(zg) = B(0,2) mit ¥(z) =0 und V(U(zy) N Q) = B(0,2);. Wir definieren

i :=uoW¥ e W' (B(0,2),)N WZQ(B(Oa 2)4).

loc



4.1. SCHWACHE LOSUNGEN 65

Aus Proposition 3.28 und ¥ € C(U(x)) folgt dju = ((Qyur) o ¥) 9;¥;. Da u = 0 auf
99, gilt u = 0 auf B(0,2)q. Fiir 0 € C3(B(0,2),) ist v:=00 ¥ € C3(Q) mit

— /Q fo= /Q (Zizl (ijl a;;0;u0;v + bjudyv — cﬁmv) — duv)
= / Z aijaj\lllaillfk(alﬁ o \If)(ﬁkf) o \I/) + / Z blaﬂl’k(ﬂ o \If)(ﬁkf) o \I/)—
Q ijkl Q ik
_ / Zk ;O VW (Optio W) (0o W) — / d(ao W) (0o W)
Q ¢ Q

— Z(aijaj\l/lai\lfk) o U™ det(DV 1) |00, +/ Z(biai\lfk) o Ut det(DV 1) |00,

B(0,2)/9* B(0,2)4+*

- / 3 (c0W)ow | det( DY) 5 / do b1 | det (DT
B(072)+ !

B(072)+

Danm gilt  La=Y_ (ak (Zl Oyt + E,m) + 5@@) +di = f auf B(0,2), mit

gy = Zij@ijajxplai\pk) o U det(DT )| d:=doW¥ ' |det(DUY)
b == Zi(biai\l/k) o Ut |det(DTY) fi=foU ™. |det(DFTY)| (4.15)
& = Zi(ci@-\pk) oWt | det(DTYY.
Weiter gilt  [|awl[co1(Bo2),) < C(¥) max laijllcor (o)
[ellcor B2,y < C(¥) max [1bifl o) ldll = (B0,2)1) < COO)dl| (o
1€k [z (B0.2) ) < C(W) maxle;| 1o (0 1202 < COfllzo

und fir alle y = ¥(z) mit (4.2)
D WG =D ai(2)0 V()0 Wi(2)6 - | det(DY ()] >

> A Y Y e

da W ein Diffeomorphismus ist, also DW(x) invertierbar ist. Also erfiillen L und @ alle
Bedingungen des Satzes in B(0,2), mit geeignetem A = C (¥, A). Wie im Beweis von

Satz 4.6 vereinfachen wir dies zu Lot := ), Ok(am0yt) = f schwach auf B(0,2), mit

| det(DITH ()| = co( T, A)E]* fiir & € R,

1l 2s0.2)) < CO8N U 2B0,2)0 + 1Elwiesesz),) <
< O, A)([[fllzBo2)+) + 1l 2B0,2)4)) < O, M) fllz@) + llullz), (4.16)
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wobei wir die Caccioppoliungleichung am Rand 4.7 verwendet haben. Fiir 0 < |h| < i,
[=1,...,n—List O'di € W'2(B(0,2),) mit 9 = 0 auf B(0,2)o. Mit (4.12) gilt
Lo(0ta) = f schwach auf B(0,2),.
Mit der Caccioppoliungleichung am Rand 4.7, (4.13) und (4.16) folgt
1 w2 0,20,y < CO AU iz + lullze)
10 allw2s0.1),) < COT M) ([ fll20) + llullz@)-

Da dF'i — Oy stark in I2 (B(0,1)y), folgt i € W2(B(0,1)) und, da wir @ €
W22(B(0,2),) bereits wissen, folgt 0,0;i € I?(B(0,1),) und zunchst
10k00t]| 12 (B0,1)4) < C(¥ M) f [ 200) + [[ullrz) — fiir (k1) # (n,n).

Mit (4.10) aus Satz 4.6 angewandt auf Lyi = f erhalten wir fiir die verbleibenden

2~ ~—1 ~ ~ n S oo~ P
6nu =4, (— Z(k,l)#(n,n) aklakalu - Zk,lzl 8kak181u + f) el B(O, 2)+,
also mit (4.2) und der Caccioppoliungleichung am Rand 4.7 ebenfalls

102 12 (0,1),) < CO¥, AN (1 fll 20 + [l 20)-

Es folgt @ € W22(B(0,1),) und fiir V(xq) := ¥1(B(0,1)) der Anteil von (4.14) in
W22(V (z0) N Q) aus Proposition 3.28 mit der Konstanten C'(¥,A). Da 99 kompakt
ist, existieren endlich viele zy,...,zy € 002 und 6 > 0 mit

00 CH{z | d(z,00) <206} CV(r)U...UV(xy).

aus Satz 4.6 (4.9) fur ' :={zx € Q| d(z,00) > 0} € Q folgt (4.14) fir k =0. q.e.d.
Aus dem Satzen von Friedrichs 4.6 und 4.8 ergibt sich folgender Regularitéitssatz.

Satz 4.9. Sei Q € R" offen, k > 1, f € W*2(Q) und L erfiille fiir ein 1 < A < oo
(4.1),(4.2) und ||aijllcra@) < A, [billori) < A, [leillor-11) < A und [|df|gr-110) < A.
Fiir eine schwache Lésung u € W12(Q) von Lu = [ auf Q folgt (4.9)

Falls 9Q € C*11 und u — ¢ € Wy *(Q) mit o € WE22(Q), so folgt (4.14).

Beweis: Wieder kénnen wir ¢ = 0 annehmen. Fiir & = 0 mit C~51(Q2) ersetzt durch
[°(Q) sind dies die Aussagen der Sétze von Friedrichs, Sétze 4.6 und 4.8.
Wenn die obige Aussage fiir 0, ...,k — 1 gilt, dann folgt v € W "*(Q) und

loc
fiir c Q" Y Hu”wkﬂ,z(m) < C(Q, QH, A, n, k)(”f”wk—l,Q(Q) + HUHLQ(Q)), (417)
baw. u € WH2(0) mit [[ullywesea < C A, m k)1 hwiore + lullz@). (4.18)
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Wie im Beweis von Satz 4.6 vereinfachen wir die Differentialgleichung zu

Lou L= Zij @-(aij@ju) = — Zj:l 8Z(bZU) - Zj:l cz&u —du + f
== Obu— D (bt c)Ou —dut [ = f € WS mit

||fA||Wk’2(Q”) S C(A, n, k’)(”f”wk,Q(Q//) + ||U||Wk+1,2(Q//))
< C(Q, Q”,A,n, /{Z)(Hf”wk,Q(Q) + ”U”B(Q)) fir ¥ € Q' e Q, (419)

baw. f e WHAQ) mit || fllwra < QA m k) (| fllwez + lullze). (4.20)

Wegen a;; € C*1(Q) C Wk“oo(Q) und u € ij1’2(Q) folgt mit der Produktregel
Proposition 3.25 a;;0;u € WE(Q), §ja;;0,u € WE2(Q) und fiir v € C5°(Q)

loc loc

/inj ai]@ialu@iv = — /Q Zij aijﬁju(?i@lv — /{; Zij 8laij8ju8iv =
= /Qfaﬂ} -+ /S; Zij 82 (8laij8ju) v = /Q (—&f + Zij @ (8laij8ju)) v

Dies ergibt Lo(Ou) = 8lf — E . 0; (0ja;;0;u) =: f; schwach auf Q. (4.21)
ij
<

< 0ya;;0;u ’
Wh=12(Q/) Z Z 15145 Wk2(Q) -

S C(n, A) ||u||Wk+1,2(Qn) S C(Q, Q”, A, n, k‘)(”f”wkflﬂ(ﬂ) + ||u||L2(Q))

Weiter gilt sz 0; (O1a;;0;u) H

mit (4.17). Aus (4.17) fiir k — 1 folgt du € WE?(Q) also u € WEF*2(Q), und aus

loc
(4.17), (4.19) und (4.21) schlieBlich (4.9): ||l wrsrziy <
< C(Q,, A, k) (Halfnwmzmu) X2, 0 @aow| o 0l )

< C(Q7 Ql? A n, k)(HfHWkQ(Q) + ||u||L2(Q))'

Im Fall mit Rand kénnen wir den Rand mit einem C**1-Diffeomorphismus ¥ glatt-
biegen, und, da ||v|lys+22¢) ~ [[vo U |[yrsz2(g (1)) mit einer von ¥ und n abhéngigen
Konstanten, geniigt es lokal 2 N B(0,2) = B(0,2), zu betrachten. Aus (4.18) folgt

sz 0; (&aijaju)Hwkm(Q) < HZZ] dia;;05u ‘sz(ﬂ)
< CQ, A0 E) (|| fllwe-1200) + llull2@)),

< O(n, A)|Jullwrrrzg)

Mit (4.20) und (4.21) folgt Lo(Oyu) = f; schwach auf B(0,2), fiir [ =1...,n mit

Lfillwr-r2802)0) < CQ A 0 B)(f ) + lull ) (4.22)
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Wir wihlen B(0,3)+ € Qo € B(0,2); mit 9Q € C™ und € C5°(B(0,3)) mit
n =1 auf B(0,1). Mit Proposition 3.37 und Definition 3.33 folgt ndju € W% (Qo) fiir
I=1,...,n—1und aus Ly(du) = f;, u € WrI**(B(0,2),) und a;; € C*'(B(0,2),),

loc
Lo(ndju) = Zij 8, (ai;0;(nd)) = Zi 8, (aijnd; o) + Z :(ai;0;n0u)
=D, Ola@0n + Y ai0i0udm + Y Oi{ai0mor)
= fin+ ZZ ai;0;Oudin + sz di(ai;0mowu) == fi, schwach in B(0,2)4,
wobei | finllwer202),) < CO A0 E) ([ fllwne@) + lullze)

wegen (4.18) und (4.22). Mit (4.18) folgt ndu € W*+12(Qy) fiir k — 1 und

10rullwrsr2s0.),) < [mBullwrrzqy) < CA 1K) funllwn-12ip) + M0l 200))
<O, A, B f lwezg) + llullze), also zunéchst

10:0ullwr 20,1,y < COQ A E)([fllwe2@) + ullpe  fir (i,7) # (n,n),

da wir u € I/VIIZELQ ?(Q) bereits wissen. Wie am Ende von Beweis von Satz 4.8, erhalten

wir mit (4.10) aus Satz 4.6 angewandt auf Loyu = f fiir die verbleibenden

@iu = a;é (— Z(i,j);ﬁ(n,n) aijﬁiﬁju — Zi,j:l &aij@ju + f) auf B(O, 2)+,
also mit (4.2), (4.20) und (4.18) ebenfalls

105 ullwram01).) < CQ A 2, k) (1 f llwrag) + [lullzze)).

Es folgt uw € Wk22(B(0,1), ) zuerst lokal

ullwrr2zpo1),) < COL A E) ([ fllwr2@) + [lull @)

und dann mit endlich vielen Béllen > 0Q und (4.9) v € W*22(Q) mit (4.14). q.e.d.
Fiir glatte Daten sind auch die Losungen glatt.

Korollar 4.10. Sei Q) € R™ offen, f € C®°(Q) und L erfille (4.1) und (4.2) auf Q mit
glatten Koeffizienten. Dann gilt u € C75.(Q) fiir eine schwache Losung u € W'?(Q) von
Lu = f. Ist weiter O € C* und ulsn = plaq fir ein ¢ € C*(Q), so gilt u € C(Q).

Beweis: Aus Satz 4.9 folgt u € W-*(Q) Vk € N. Aus dem Satz von Morrey 3.46
ergibt sich u € C°(£2). Im Fall mit Rand folgt aus Satz 4.9 w € Wk2(Q) Vk € N.

loc

Wieder ergibt der Satz von Morrey 3.46 u € C*°(Q). q.e.d.
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4.2 Schauderabschitzungen

Wir betrachten einen elliptischen Differentialoperator L (2.3) in Nicht-Divergenzform
auf @ C R" offen fir u € C?*(2). Dabei seien a;; € C**(Q), bj € C**(Q) und
c € C%(Q) fiir ein 0 < a < 1, kurz L € C%*(Q), und es gelte fiir ein 1 < A < 00

||aij||co,a(g) S A ||bi||cO,a(Q) S A ||C||Co,a(g) S A (423)
ai;(2)&& > AHE)? fiir alle r € Qund £ € R™. (4.24)

Innere Schauderabschitzung 4.11. FEin elliptisches L in Nicht-Divergenzform (2.3)
erfiille (4.23) und (4.24). Dann gilt fiir u € C**(B(0,2))

lulleze B0, < C(A 1, a) ([[Lullcosso2) + [ullzmo2))
Um diesen Satz zu beweisen, betrachten wir zuerst L = A auf R”.
Proposition 4.12. Firu € C2*(R™) mit 0 < o < 1 und holgn o D*u < 00 gilt
holgn D*u < C(n,a) holgn o Au.

Beweis?: Angenommen die Aussage ist falsch, d.h. es existiert kein C'(n, @) < co. Dann
existiert eine Folge u,, € Co:%(R™) mit

1
holgn o Ay, < — holgn 4 D?u,, < .
m

Ersetzen wir u,, durch A,,u,, mit geeignetem A\, > 0, so konnen wir holgn» 4 D?u,, =1
annehmen. Dann existiert ein Multiindex v mit |y| = 2 und ein ¢ € 1,...,n, so dass
fiir eine Teilfolge jeweils fiir ein x,, € R™ und h,, > 0 folgendes gilt:

|0 U (T + hm€i) — O U (T4,
hi,

1 1
> — holgn o Uy, > —= > 0.
— 2n OR", Y — 2n3

Reskalieren wir @,,(z) := h, > *Uy,(Tm + hmz) so bleiben die bisherigen Annahmen
unveréindert. Also kénnen wir 0.B.d.A. zusétzlich folgendes annehmen:

1
|87um(ei) — 87um(0)| > ﬁ >0

Das Substrahieren eines beliebigen Polynoms hochstens zweiten Grades 148t diese und
die bisherigen Annahmen unveréindert. Zusétzlich konnen wir also folgendes annehmen:

um(0) =0 Vi, (0) =0 D?u,,,(0) = 0.

2siche Theorem 1 in L.Simon: “Schauder estimates by scaling”, Calc. of var. and Par. Diff. Eq. 5.
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Aus holgn o, D*u,, = 1 und dem Mittelwertsatz folgt
1Dt 1o (B0, ) < R |Vl 1o (B0,m)) < C()R™ | 12 (50,5)) < C(n) R

Mit holgn o D*u,, = 1 folgt ||| 2o (0,r) < C(n, o, R).
Damit konvergiert fiir eine weitere Teilfolge u,, — u stark in C2_(R"). Aus allen diesen
Bedingungen folgt u € C’i?(R") mit holgn o Au =0, also Au = const in R” und

holgn o D*u <1 Oule;) # "u(0)  D*u(0) =0 ||ullzepo.r) < C(n)R*™.
Daraus folgt Au = 0. Auf x € B(0, R) ergibt Korollar 2.12 wegen 0B(x, R) C B(0,2R
g ) g g ) )
107 ul| o (B(0,R)) < C(n, |7|)R’|7|+2+°‘ fiir beliebige Multiindices .

Fiir |y| > 3 und R — oo folgt D3u = 0 auf R", und u ist ein quadratisches Polynom.
Insbesondere ist D?u konstant. Dies widerspricht 97u(e;) # 07u(0), da || = 2. g.e.d.

Betrachtet man eine lineare Transformation, so erhélt man folgende Proposition:

Proposition 4.13. Es sei 1 < A < oo und (a;;) € R™"™ mit
Zij a;;&&; > AHENP fir € € R" |ai;| < A.
Fir 0 < a < 1 und u € CEY(R™) mit holgn o D*u < 0o gilt dann
holgn 4 D*u < C(A,n, ) ) holgn 4 <Z a;;0;0; u)

Beweis: Da 0,0;u symmetrisch in 4, j ist, konnen wir a;; = a; annehemen. Dann ist
A := (a;;) € R™™ symmetrisch, positiv definit und A='7 < A < C(n)AI. Die positive
Wurzel B = (b;;) von A erfiillt A = B?, B = B und A™Y?1g. < B < C(n)AY?1gn.
Setzen wir @(z) := u(Bx), so ist U € CQG(R") und

loc

Opll Z Oyu(Bx)by,  OpOu(x Z 0;,0;u(Bx)byby Atz Z a;;0;0;u(Bx)
héan@ AT S C’(n)Aa/Q héan@ (Z ) al-jﬁi@ju) < 0
ij
holgn o D?0 < C(n) A2 holgn o D*u < 00 hélgng D*u < C(n)AT2 hélgn o D
Also erfiillt % die Voraussetzungen von Proposition 4.12 und die Poposition folgt aus
holgn o D*t < C(n, ) holgn o A g.e.d.

Wir beweisen zuerst folgende schwéchere Version von Satz 4.11.
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Proposition 4.14. Unter den Voraussetzungen von Satz 4.11 gilt
[ulleza o) < C(A 1) ([|Luflconsoo) + lullexsoa)) -

und betrachten zunéchst

Beweis: Wir wihlen n € C3°(B(0,2)) mit n = 1 auf B(0,1)
) gilt B := B(zo,20) C B(0,2), und wir setzen

alle 0 < p < 1/2. Fiir g € B(0, 1
Mo o(2) = 1) V= a0 € Cp(B).
Es gilt v = w auf B(xg, 0). Aus der Proposition 4.13 folgt mit (4.23) und (4.24)
holgn D?*v < C(A,n,a) holgn 4 (Z” iy (xo)azﬁjv) )

Wir schreiben Zij al-j(xo)@ajv — Zij (aijﬁiﬁjv — (aij — aij (xo))ﬁzﬁjv)

= Lv— Zl bzﬁzv — CU — Zij(al-j — al-j(xo))@-@jv.
Dann ergibt sich aus obiger Abschiitzung, Proposition 3.9 und (3.4)  holp, D*v <
(A ) (hOlB OXL’U)+hOlB a (Zij(aij —a,ij(ffo))aiaj'l}> +h6137a (Zz bzal’l} + CU))
(A,n )m?X(Haij—aij (20) || = (8161 3,0 (D?0) +h6Lp 0 (@i — aij(20)) || D*0]] e (1)) +

+C(A,n, ) (hélB@(Lv) + (miax 1bil| om0z + HcHCO,a(B(O,z))) HUHCW(B))
< C(A,n, @) (0% holp o (D*v) + holpg o (Lv) + |[v]|lczm)) -

IA

C
C

IN

Wir absorbieren fiir hinreichend kleines ¢ = o(A, n, @) den ersten Term und erhalten
hélp. D*v < C(A,n, @) (b6l (Lv) + ||v]|c2m)) -
SchlieBlich rechnen wir und schétzen ab
[vllezs) < Cllullezo,2) [1Me0.0llc2m) < Clo)lullczBo,2) < CA,n, a)llullczso,2)
Lv = Zij ;;0;05(Un)zy,0) + Z@ b;i0; (Unyy,0) + CUNsy 0

= Lu- Nzo,0 + Z .(aijaiuajnmo,g + 8‘U8ﬂlm,g + uaijaiajnzvo,g =+ Ubiainmo,g
hOlBa(L’U) < CHLU Vu UHCO (B(0,2 )H]_ a”, bzacHC’O <« (B(0 )H’I]xo g||02a (B)
S C(A, n, Oz) (||Lu||CO,Q(B(O72)) + ||u||01,a(3(072))) .
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Zusammen mit v|p(zy,0) = U|B(zo,0) €geben ergeben alle diese Abschitzungen
Bl (20,000 D*u < C(A, n, @) (|| Lul|coa(so) + lulloxso2)) -
Da zg € B(0,1) beliebig war und ¢ = (A, n, a), folgt die Aussage aus
holpo1).a D?u < C(A,n,a) (|| Lullcoaso2) + 1ullc2s0.2)
ullc2a(B0,1)) < hdlpo,1),a D*u+ C(n)||ullczso,:2)
< C(A,n, a) (|| Lull coeso2) + ulle2so2)) - q.e.d.

Beweis von Satz 4.11: Sei S := |D2u|é%%af§; = SBu(E)z) d(z,0B(0,2))"***| D*u(z)|
S s

mit S < oo wegen u € C**(B(0,2)). Fiir 2o € B(0,2) sei ¢ := 3d(x0,0B(0,2)) < 1,
also B(xg,20) C B(0,2) und d(x,0B(0,2)) > o fiir alle x € B(xg,20). Wir reskalieren
folgendermafen fiir z € B(0,2) und erhalten mit (4.23) und ¢ < 1

a(z) == u(ro + o) aij(z) = a;j(wo + 0x) bi(z) == 0b;(x + 0x) ¢ := o*c(x0 + ox)

Lu(zg + o) = <Zw a;;0;0;u + ZZ b;Oiu + cu) (zo + o)
= (9‘2 Zij ;0,051 + 0 Z, bio~ 05t + 9_25770) (r) = o7 La(x) (4.25)
D%l (50,1 = ECNI1D*ull e B0y Nl < 0"llullzse2)
0" D¥al| o 0,2) = @ * 2 Dull e (B2 20)) < S
[ L]l coo(so2) = 01 Lttl| 1 (Blao.20)) + 0T hDlB(ag 2000 (Ltt) < || Lullco(p0,2))
”&ijagiaéHCO’a(B(OQ)) < ”aijabivCHCO’a(B(Oﬂ)) <A

Insbesondere erfiillt L (2.3), (4.23) und(4.24) auf B(0,2). Wegen Proposition 3.12
erfiillen folgende Abbildungen die Vorrausetzungen von dem Lemma von Ehrling 3.3:

C2(B(0,2)) — C*(B(0,2)) — L*(B(0, 2)) und C*(B(0, 1)) — C*(B(0, 1)) — L*(B(0,1)).

Mit ||| c2(0,2)) = | D*0ll = (B(0,2)) + |||l c1(B(0,2)) absorbieren wir in der entsprechenden

ersten Interpolationsungleichung den Term ||%||c1(p(0,2)) und erhalten fiir 0 < e < 1
lillezs.2) = lller o2y + 1Dl = (50.2) < C () (1D*ll 1 (80,2 + 1l 25002

D% = (5(0,1)) < |l c2(B0,1)) < €lltillczom0,1)) +C (1, @, €]l 2 (50,1))-
Zusammen ergeben alle diese Abschéatzungen mit Proposition 4.14 wegen o < 1
(20, 0B(0,2)"/**| Du(zo)| < (30)""* | D%ull (b0 = 320" Dl = 00
< EQn/zHQHCZa(B(o,n) +C(n,a, E)Qn/2”aHL2(B(O,1))

< C(A, n, Oé)EQn/? (”EaHCO’a(B(O,Q)) —+ ”1]”02(3(072))> + C(n, o, 6)@"/2”7]HL2(B(0,1))
<C(A,n, ) (Hiﬁllco’aw(o,z)) +e"? HD%HLOO(B(M)) +O(A,n, @, €) 0"l 2(50,2)
< O(An,a,€) (|| Lullcoe(poz) + ullzpo2)) + C(A, n, a)esS.
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Das Supremum der linken Seite iiber zy € B(0,2) ergibt fiir kleines ¢ = €(A, n, «)
S S C(A,H,Oé) (”Lu”co,a(B(oz)) + HuHLQ(B(OQ))) .

Wir reskalieren und tiberdecken B(0,1) durch kleine Bélle. Aus Proposition 4.14 folgt
mit der obigen ersten Interpolationsungleichung auf B(0, 2) anstatt B(0, 2)

lullczeaon < C(An,0) (I Zullona sy + lullcasos))
< C(An,a) (HLUHCO’Q(B(O,%)) + llull 280,2)) + ||D2U||Loo(3(o,g))) :

Aus || D*u o po,2)) < 27/2+28 folgt dann die Behauptung. q.e.d.

Fiir die Existenz klassischer Losungen brauchen wir Abschéatzungen am Rand.

Schauderabschitzungen am Rand 4.15. Ein elliptisches L (2.3) erfiille (4.23) und
(4.24) auf B(0,2)y C R™. Dann gilt fiir u, o € C*>*(B(0,2)y) mit u= ¢ auf B(0,2),

[ullc2apo,1).) < CA 0, @) ([ Lullcowpo2),) + 1€llczemo2.) + 1ullizsee).))-
Aus Proposition 3.9 folgt || Lo||co.a(p(0,2).) < C(A,n, a)||¢llc2eB0,2),)- Also kénnen
wir 0.B.d.A. ¢ = 0 setzen. Zuerst betrachten wir wieder L = A auf R, = R" " x (0, 00).
Proposition 4.16. Fir ue Co(RY) mit 0<a <1, ulgy=0 und hélg on (D*u) < oo gilt
hélRi,a(DQU) < C(n, @) hélgy o(Du).
Beweis®: Falls die Aussage ist falsch, dann existiert eine Folge u,,, € C**(R%) mit
U |Rn = 0 hélRi’a(Aum) <m™t hélR17a(D2um) < 0.

Wir renormieren hélRi,a(DQUm) = 1. Wieder existiert ein Multiindex ~ mit |y| = 2 und
i €{1,...,n}, so dass fiir eine Teilfolge und geeignete z,, € R" und h,, > 0 folgendes
gilt
|0 U (T + i) — OV U (T, |
hi,
Nach einer Translation um einen Vektor aus Rf kénnen wir |z,,| = (2, €,) annehmen.

Wir unterscheiden zwischen lim h_!(z,,, e,) = +oco und lim inf h_ !|z,| < +oo:
m—0o0 m—0o0

Im Fall lim h_'(x,,,e,) = oo reskalieren wir durch a,,(z) := h_2"%U, (2 + hp).

1 1
> — holgn o MUy, > — > 0.
= op ORmaClm = 503

Nach Subtraktion eines Polynoms vom Grad hochstens zwei konvergiert eine Teilfolge
Uy, — u in CF (R™), was wie in Proposition 4.12 zum Widerspruch fiihrt.

3sieche Theorem 4 in L.Simon: “Schauder estimates by scaling”, Calc. of var. and Par. Diff. Eq. 5.



74 KAPITEL 4. APRIRORI ABSCHATZUNGEN

Im zweiten Fall lim inf & !lz,| < oo reskalieren wir @, (z) = h, 2" “uy, (hn).

Dadurch bleiben alle bisherigen Annahmen unverédndert, und wir kénnen o.B.d.A.
1
aPymm i_apymm Z—>O
07t €0) = D ()] > 5

annehmen. Nach Ubergang zu einer Telfolge konvergiert z,, gegen zy € ]RT?F Bei Sub-
traktion der Taylorpolynome

Pon(z) == upn(0) + Vu,(0) - = + L2’ D*u,, (0)z
bleiben alle Annahmen unverandert, und wir konnen O.B.d.A.
U, (0) =0 Vi, (0) =0 D?u,,(0) = 0.
annehmen. Aus hélgs o(D?*u,,) = 1 und dem Mittelwertsatz folgt
| Dt | e (B0, R) ) S B |Vl (50,m)0) S C() BT ||| = (50,R)4) < C () R

also ||umllcze(so.r),) < C(n, o, R).. Damit konvergiert in CZ (R7) eine weitere Teil-
folge wy, — u. Aus dlesen Annahmen folgt u € C>%(R?) mit

ulry =0 Au = const holgy (D*u) <1
Nu(xg + ;) # 0"u(zo) D?*u(0) =0 ullp=(Bo,R)) < C(n)R**.
Wegen den mittleren Bedingungen ist u harmonisch auf R}. Wegen der ersten gilt
Pu=0auf RY fir [ = 1,...,n — 1, also P?u = —>S7 ' 9?u = 0 auf R}. Setzen wir
u(y,t) == —u(y, —t) fir y € R"il und ¢t < 0, so sehen wir zuerst u € C’lloc( ™). Weiter
ist 0,0,u stetig fir [ =1,. — 1, und dasselbe gilt fiir 1 < I,k <n—1 oder (I,k) =

(n,n), da 0,0ku(y,0) =0 fur dlese [, k. Somit ist u € CQQ(R"), also Au = 0 auf R™.

loc

Mit Korollar 2.12 folgt || D¥ul|(p0,r)y < C(n, k)R™FH+2+ fiir beliebige Multiindizes
k. Fir |k| > 3 und R — oo folgt D3u = 0 auf R”, und u ist ein quadratisches
Polynom. Insbesondere ist D?*u konstant, also D?*u = D?u(0) = 0. Dies widerspricht
Nu(xg + €;) # 0"u(xg) wegen |y| = 2. Damit ist die Proposition bewiesen. q.e.d.

Wie bei den inneren Abschétzungen folgt

Proposition 4.17. Es sei 1 < A < oo und (a;;) € R™" mit
D>, wii&s = Mg fiir € € R” Jai;| < A
Firu € C2*(R?) mit 0 < o < 1 und ulgr = 0 und holgn o(D*u) < oo gilt dann

h61R17a<D2’U) S C(A, n, Oé) héana(aU@i@ju). qed
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Wieder beweisen wir zuerst eine schwachere Version von Satz 4.15

Proposition 4.18. Unter den Voraussetzungen von Satz 4.15 fir L auf B(0,2) gilt

[ullczacBo1),) < C(A 1, @) ([[Lullooaso2),) + [0llczamo.) + lulle2so2).)) -

Beweis: Wieder kénnen wir ¢ = 0 annehmen. Wir wéhlen n € C§°(B(0,2)) mit n =1

auf B(0,1) und 0 < p < 1/2 klein, wie unten beschrieben. Fiir xy € B(0,1), gilt
B := B(z0,20) C B(0,2), und wie im Beweis von Proposition 4.14 definieren wir

Neoo € Co(B)  mit Nzo,0(@) == N(*"2)
v e C*(B,) mit V= U Ty, € Co®(By U By)
suppv C By U By VB, =0 VB0 = UlBo.0)

Aus (4.23),(4.24) und v|p, = 0 folgt mit Proposition 4.17
hélg, o D*v < C(A,n,a) holp, , (Z” aij(xo)&-@jv> )
Daraus ergibt sich dann wie im Beweis von Proposition 4.14
holg, o D*v < C(A,n,a)o” holg, o D*v+C(A,n,a) (h613+7a(Lv) + ||'U||CQ(B+)) )
Wihlen wir o = (A, n, ) klein genug, so erhalten wir
holp, o D*v < C(A,n, @) (holg, o(Lv) + [[v]|c2p.)) -
Wie im Beweis von Proposition 4.14 ergibt sich daraus mit v|g(g,0). = U|B(z0,0)+

h61p(29,0).0(D*u) < C(A, 1, ) (| Lullooa(so),) + lulle2po2)4)) -

Da zy € B(0,1), beliebig war und ¢ = (A, n, ), erhalten wir schlielich
hélB(O,1)+,a D2u S C(A, n, O[) (||LU||Co,a(B(0,2)+) + ||u||C’2(B(O,2)+))
ullc2e B0y, ) < holpa), .o(D*u) + C(n)||ullc2po2).) <
< C(An,a) (HLUHC‘W(B(OQM) + ||U||c2(B(o72)+)) : q.e.d.

Beweis von Satz 4.15: Analog zum Beweis von Satz 4.11 setzen wir

n/24+2 n
S = | D*ul he ) sixamoy = Sup dl@,0B(0,2)"|D*u)
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Wegen u € C**(B(0,2),) gilt S < co. Fiir 2y € B(0,2) setzen wir

_ d(xo,0B(0,2)) wnd o 40 falls @, > 1d(xz, 0B(0,2))

1(20,0B(0,2)) O N o — zopen  falls 2, < 1d(xo, 0B(0,2)).
In beiden Féllen gilt
o € B(xg, 0)+ B(xp,20) € B(0,2)
d(y,0B(0,2)) >  fiir alle y € B(xg, 20) d(z0,0B(0,2)) < 8.
AuBerdem gilt im ersten Fall B(x(,20) € R} und im zweiten Fall 2, € Rf. Wir
reskalieren u(y) := u(oy), fiir y € B(y}), 2)+ mit y) = o~ 'z, und erhalten wie in (4.25)
Lu(ey) = ¢~*La(y) fiir y € B(yp, 2)+

mit geeignetem L. Sei jetzt B := B(yy,2) = B(o 'x},2). Wegen Proposition 3.12
erfiillen folgende Abbildungen die Vorrausetzungen von dem Lemma von Ehrling 3.3:
C*(By) — C(By) = L*(By) und C**(B(yy, 1)+) — C*(B(yo, 1)+) = L*(B(yo, 1)+)-
Wir absorbieren in der entsprechenden ersten Interpolationsungleichung wieder den
Term ||alcr(p,) mit ||allc2s,) = | D?*@l| e (my) + ||@]lcr (s, ) und erhalten fiir 0 < e < 1

lilles,y < C(n) (ID%l| (s, + il 25,
1Dl e By 1)+) < elliillcze g + Cn e €)llill 2 seg.)-
Mit den Propositionen 4.14 und 4.18 ergibt dies wegen p < 1 wieder
d(200B(0,2))"**?| D*u(x0)| < (80)"* 2| D*ul| 1= (B(sf 001 = 8" * 20" | D*l 1o By 1))
S EQn/2HaHCQ’a(B(y6,1)+) + C(n, a, G)Qn/QH{LHLQ(B(%vl)-F)
< C(Am, a)ed? (Ll conis.) + lillexs.)) + Cn )l zmug )
< C(An,a) (”Eﬁﬂcw (B.) + €0 D?it]| o) ) +C(A,n, a, €)™ 28,

< O n,a,e) (| Lullcoepoz),) + lullpo2).)) + C(A, n, a)esS.
Das Supremum der linken Seite iiber zy € B(0,2) ergibt fiir kleines € = €(A, n, a)
S < C(A,n,a) ([ILullcow o2 + Nl zio21)
Wir reskalieren und iiberdecken B(0, 1) durch kleine Bélle. Aus Proposition 4.18 folgt
zusammen mit der obigen ersten Interpolationsungleichung auf B(0, )+ anstatt B

lullczeson,) < CAn,0) (I Zullennsog),) + 1ulexsos),) )
< C(A,n,0) (HLuHCO,a(B@,%) + el m.g).) + 102w z03), )
Dann folgt die Behauptung aus ||D2u||Loo(B(07%)+) < 2”/”25. q.e.d.
Mit der Proposition 4.14 und 4.18 beweisen wir schliellich
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Globale Schauder Abschitzungen 4.19. Sei Q @ R” offen, 0 < a < 1, 9Q € C*<,
© € C%%(Q) und L (2.3) erfiille (4.23)~(4.24). Dann gilt fiir ue C**(Q) mit u|so = |sn

lullezo@) < CQ A 0, @) ([ Lullcos@) + lellczem + lullze)

Beweis: Wie oben bemerkt, geniigt es, ¢ = 0 zu betrachten. Sei zy € 02 beliebig. We-
gen 92 € C?“ gibt es eine Umgebung U(xg) von xy und einen C?“-Diffeomorphismus
U U(zg) = B(0,2) mit U(zg) = 0 und U (U(zg) N Q) = B(0,2),. Wir definieren
a=uoW e C?(B(0,2)s). Wegen ulspq = 0 gilt @|p(2), = 0. Wir rechnen

Lu = Zij ai]@i@ju + Zz bl@u +cu =
- Zz’jkl aijaimkaj@l(akala)oq]—i_zik (Z] @:0:0; Wk + biai\llk) OptioW+tc-(uoW).
.. = . Foo -1 _ ~ ~ 7 ~ -~
Dann erfiillt L mit  La := (Lu)o ¥~ = Zkl a1 0L0y U + Zk bpowt +cu  und

= 3 (OO0 b= 3T (37 ayd0 U+ bl )ow &= cow!
ZZ:&M( Yex& > co(U, A, n)|E? ZZ fl'izr]alle y € B(0,2), und & € R”
max{”flleCOa (B(0,2)+ ||bk||00a(3(02 1€l coe(B(0,2) } < C(¥, A n,«).
Mit V(zg) := ¥~1(B(0,1)) erhalten wir aus Proposition 4.18  [|u||c2.a (v (z0)n0) <
< O, )il < O, A m0) (IEillenemon,) + lileoa))
< C(T, A n,a) (| Luflcon @) + lulloe) - (4.26)

Nun betrachten wir o € Q. Dann existiert 0,, > 0 mit B(xo,20,,) € 2 und aus
Proposition 4.14 folgt nach Reskalieren von V(zg) = B(x¢, 0x,)

[ullezavimey) < C(A, 0rgs s @) ([[Lull o) + llullez)) - (4.27)

Da Q kompakt ist, existieren endlich viele 1, ..., 2y € Q mit
QCV(x)U...UV(zy).
Aus (4.26) und (4.27) folgt
[ullczage) < CQ A1, @) (|| Lullgono) + [[ulloxg) -
Die Behauptung folgt nun fiir hinreichend kleine € aus der Interpolationsungleichung
lulloe(@) < ellullcza + CQ O)llull o,

die aus dem Lemma von Ehrling 3.3 und der Proposition 3.10 folgt. q.e.d.

Aus den globalen Schauder-Abschétzungen ergibt sich zusammen mit der héheren
Regularitiit aus der L?-Theorie die Losbarkeit des Dirichletproblems.
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Existenz von klassischen Losungen des Dirichletproblems 4.20. Sei () € R” of-
fen, 0 <a < 1,90 € C**, f € C™(Q), p € C**(Q) und L (2.3) erfiille (4.23)—(4.24)

mit ¢ < 0. Dann existiert eine eindeutige Losung u € C*%(Q2) des Dirichletproblems
Lu = f auf Q mit ulao = ¢|sa, und diese erfillt
lullcz.c@) < C(Q A n, ) (I flleos@) + @llczam) - (4.28)

Beweis: Wieder geniigt es ¢ = 0 zu betrachten. Die Eindeutigkeit der Losung in
C?%(Q) folgt aus dem Maximumprinzip Korollar 2.18 mit ¢ < 0.

Zuerst beweisen wir die Abschitzung (4.28) fiir C**-Losungen des Dirichletpro-
blems. Angenommen (4.28) gilt nicht, dann existieren L,, (2.3), die (4.23)-(4.24)
erfiillen mit ¢, <0, u,, € C*>*(Q), f,, € C¥*(Q) mit uyy,|sq = 0 und

| fmllcoa@) < = ||tmllc2a@)-

Andererseits folgt aus Satz 4.19 durch absorbieren fiir m > 2C(Q2, A, n, )

[t || 2.0 () < C(, A, @) (|| frnllco(y + [[tmllcoe))
< C(Q,A,n,a) (%”um”cza(g) + HumHCO(Q)) < 20(9,/\,77,, oz)HumHCO(Q).

Wir nehmen 0.B.d.A. ||t,,[|co@) = 1 an. Nach Ubergang zu einer Teilfolge gilt dann
Uy, — u stark in C*(Q) L, — L stark in C°(Q2)  f,, — 0 stark in C%*(Q).

Es folgt Lu = 0 auf Q mit u|sq = 0. Wegen 0 > ¢, — c¢ folgt aus dem Maximumprinzip
Korollar 2.18 u = 0 im Wiederspruch zu ||u|coq) + ||tm||co) = 1. Also gilt (4.28).
Zum Beweis der Existenzaussage wahlen wir glatte L,, (2.3) mit ¢,, <0, die (4.23)-
(4.24) erfiillen und in C°(Q) gegen L konvergieren. Dazu wihlen wir glatte beschrinkte
fim, die in C°(Q) gegen f konvergieren. Gibt es Losungen u,, der entsprechenden Di-
richletprobleme, dann sind diese wegen (4.28) beschriinkt in C%(2). Somit konvergiert

eine Teilfolge u,, in C*(Q) gegen ein u € C*(Q) mit Lu = f und ulsq = 0.

Also geniigt es die Existenz fiir glatte L € C*(§2) und f € C*(2) zu beweisen.
Solche L kénnen wir mit glatten Koeffizienten in Divergenzform (4.1) schreiben. Wegen
¢ < 0 erfilllt L die Bedingung (4.6) des Maximumprinzip Satz 4.2, und nach Satz 4.3
existiert eine schwache Losung u € WH2(Q) von Lgu = f auf Q mit u|sq = 0. Aus

L, f e C™(Q) folgt u € C.() und Lu = f auf Q aus Korollar 4.10. Ist dariiberhinaus

loc

02 € C*, so folgt auch u € C*(02) und ulgq = 0. Dann ist u eine klassische Losung.
Unter den Voraussetzungen 92 € C** des Satzes miissen wir u € C**(Q) zeigen.
Bzw., da wir u € C2(€) schon wissen, dass u € C%%(V(x) N Q) fiir alle xy € N

loc
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auf einer Umgebung V (zo) gilt. Wegen 9Q € C** kénnen wir 99 mit dem C?*°-
Diffeomorphismus ¥ : U(zy) = B(0,2) in einer Umgebung U(zg) glattbiegen, und
G:=uo Ve W"(B(0,2);) erfiillt @|p(z2), = 0. Setzen wir geméif (4.15)

g = Zij(aijaj\ylai\yk) oW |det DU ¢:=coU ! det DU}

=) ((b -y ajaﬂ) ai\yk) o Ul |det DU fi= fo W det DU
f/dﬂ = Zij 8, (dwaﬂl) + Zz l;,@,ﬁ + 6’L~L, f/d € Cl’a(B(O, 2)+), f - Cl’a(B(O, 2)+),

so transformiert sich Lyu = f auf B(0,2), zu Lyt = f. Wir zeigen @ € C>*(B(0,1),).
Dafiir withlen wir Ly, fm € C®(B(0,2)}) mit &, < 0 die in C*(B(0,2), gegen
L bzw. f konvergieren und in CY*(B(0,2),) beschrinkt sind. Weiter wihlen wir
B(0,3)+ € Q C B(0,2), mit 9Qy € C* und mit Proposition 3.35 ,,, € C>(B B(0,2);)
mit g0|B(072 =0, die in I/V1 2(B(0,2),) stark gegen @ konvergieren. Wegen Satz 4.3 exi-
stieren schwache Losungen @i, € W2(Q) von Lty = f auf Qo mit tm|an, = Pmloas
und _ ~ ~
w1200y < C (1712000 + IEm Iz

mit einer von m unabhéngigen Konstanten C' < co. Die rechte Seite bleibt imGrenzwert
m — oo beschrinkt, und somit konvergiert fiir eine Teilfolge @, — u schwach in
Wh2(Qp). Es folgt, dass @ eine schwache Losung von Lyt = f auf Qq mit |sq, = o,
ist, und wegen ¢ < 0 folgt mit dem Maximumprinzip Satz 4.2 u = 4, also dass t,, in
I/V1 () schwach gegen @ konvergiert. Aus Ly > Fin, B € C> () und 99y € C* folgt
mit Korollar 4.10 4, € C’OO(QO) und L,,u,, = fm auf €y, wobei L,,, der ausdifferenzierte
Nicht-Divergenzform Operator von I~/d7m ist. Die Koeffizienten von L, sind beschrénkt
in CY*(B(0,2),) und die von L,, in C**(B(0,2),). Aus Satz 4.15 folgt

lmllozesoy0) < C (I fmllcnnoo sy + Iimll 2eo.o.))

mit einer von m unabhéngigen Konstanten C' < oo, da @, BO0,4) = = @ B0,4), = 0.
Aufgrund der Konstruktion bleibt die rechte Seite im Grenzvvert m — 00 beschrankt
Also folgt @ € C?**(B(0,2)4) aus der Konvergenz ,, — . q.e.d.

SchlieBlich zeigen wir, dass C?-Losungen so regulir sind, wie die Daten.

Satz 4.21. Es sei Q2 € R™ offen, 0 < v < 1 und L (2.3) erfille (4.23) und fir k >0
aijllcro@) < A 1bill ko) < A llcllera) < A (4.29)

Fiir f € C**(Q) und eine Lisung u € C2 () von Lu = f auf Q gilt dann fir Q' € Q

u e Ck+2a(Q) mat ||U||Ck+2,a(Q/) S C(Q, Q,, A, n, o, k?) (Hf”cvk,a(Q) + ||u||CO(Q)) (430)

loc
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Aus 00 € CF22 und u|pg = plaq mit p € CFT22(Q) folgt

wE CP2(Q) mit [[ul| grrz 0y < C(Q A, 1y 0 k) (| fll om0y + |2l crrzaioy + ]l coge) -
(4.31)

Beweis: Wir betrachten konzentrische Bille B’ € B € Q und wiéhlen ¢,, € C*(B)
mit ¢, — u stark in C*(B). Mit Satz 4.20 existiert u,, € C*%(B) mit

L Uy, = azﬁla m T 6282 m = — =: f € CO,a B m = ©Om .
0 sz j0:0tm + Y bidm = [ —cu=: | (B)  umlos = omlos
Da Lo(uy, —u) =0 in B, folgt mit dem Maximumprinzip Korollar 2.18

[um — ulloB) < ([um — ull=@8) < ll¢m — ullz=m) — 0,

also dass u,, in C°(B) stark gegen u konvergiert. Mit Satz 4.11 folgt

Jumllezee) < O, BB m, ) (I llcowion + lumllco) -

Wegen der Konvergenz von u,, ist die rechte Seite im Grenzwert m — oo beschrankt.
Es folgt u € C?%(B'), also (4.30) fiir k = 0 aus Satz 4.11.
Nun sei & > 1 und (4.30) fiir 0,...,k — 1 bewiesen. Dann folgt u € CFI'*(Q).

loc

Wir withlen ' € Q" € Q” € Q. Fiir die endliche Differenz dfu (3.13), 1 = 1,...,n,
0 < |h| <d(2",00"), und u(z) := u(x + he;) gilt

i

Fiir v € C1*(Q) gilt auf z € Q" ||alh'U||Ck—1,a(Q//) < Ol cr-1.a(my  Wegen

1 ['d !
8{%(9@):5/0 ﬁv(x+thel)dt:/o Ov(x + they) dt.

Daraus fOlgt mit (429) ||flh||ck71,a(Qll) S ||f||ck,a(Q///) —+ C(n)A||U||Ck+1,a(Q///).
Aus (4.30) fiir £ — 1 und (4.32) folgt

S C(Q”7 Q/7A,n7 a, k) (”althCk—l,a(Q//) + ”alh’U/HCO(Q//))
S C(Qm, Q”, Q/, A, n, o, l{}) (”f”ck,a(ﬂm) + HUHCvk-H,a(Q///))
< C(Qm, Q”, Q/, A, n, o, ]{Z) (”f”ck,a(Q/u) + HUHCO(Q)) .

|’alhu”ck+1,a(9/)

Fiir h — 0 konvergiert df'u — dyu in C°(Q). Dann folgt dyu € C’{Zﬁl’a(Q) und (4.30).
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Im Fall mit Rand koénnen wir ¢ = 0 annehmen. Wir biegen den Rand glatt zu
QN B(0,2) = B(0,2),. Durch Reskalieren ¢ — gz transformieren sich die Koeffizienten

aij(x) = (o)  bi(x) = ob(ox)  é(x) = o’clox)  f(z):= o’ f(ox)

von L und f. Daher kénnen wir annehmen, dass L (2.3) die Voraussetzung (4.23) mit
A ersetzt durch geeignetes Ag erfiillt und ||c||z(B(0,2),) < € fiir ein hinreichend kleines
e > 0 gilt, das wir erst spéter festlegen. Weiter sei B(0,3)+ € Qo C B(0,2); mit
99 € C* und ¢, eine Folge in C**(B(0,2)) mit v |p02), = 0, die in C°(B(0,2)4)
stark gegen u konvergiert. Wir suchen dazu Lésungen u,, € C*%(Qy) von Lu,, = f
auf Qo mit u,, |90, = @mlon,- Wir betrachten die stetigen linearen Abbildungen L, Ly :
C?29(Q) == {v € C?**(Qp) | v = 0 auf 9N} — C**(Qp). Mit dem Satz 4.20 ist Ly
ein Isomorphismus, und L — L ist kompakt. Wahlen wir ¢ > 0 so klein, dass ¢y :=
1—C'(20, Ag)e > 0 in Korollar 2.24 gilt, so folgt mit Korollar 2.24, dass L injektiv ist und
mit Lemma 3.4, dass L ein Isomorphismus ist. Damit existiert u,, — ¢, € C**(Q) mit
L(tp — ¢m) = f und u,, — @, = 0 auf 9Q, also sind u,, € C%%(£)) solche Losungen.
Mit Hopfs Maximumprinzip 2.21 folgt wegen ¢q := 1 — C(Q(Ag)e > 0,

[t — UHCO(Q_O) < ¢y flum — ulleo@ng) < ¢y lpm — UHCO(B(0,2)+) — 0.

Also konvergiert u,, in C°(Qp) stark gegen u. Mit Satz 4.15 folgt

oz < CA 7, 0) (I lcoagao b1 + lumllcoso sy )

Wegen der Konvergenz von u,, ist die rechte Seite im Grenzwert m — oo beschrankt,
und es folgt u € C>*(B(0,1),). Uberdecken wir 9Q mit endlich vielen Billen, so folgt
(4.31) fiir k£ = 0 aus Satz 4.19.

Nun sei & > 1 und (4.31) fiir 0,. ..,k — 1 bewiesen. Daher gilt u € C{"t**(Q) und

loc

u € CkJrl’a(Q) mit HUHCk-H,a(Q) < C(Q,A,TL,OZ, k) (Hf”Ck_l’a(Q) + HUHCO(Q)) : <433>

Weiter gilt dyu € CETV(B(0,2))NCH*(B(0,2),) mit Ou|pog2), =0fiirl =1,...,n—1

loc

wegen u|p(o,2), = 0. Wir wiihlen n € C5°(B(0,3)),7 =1 auf B(0,1) und erhalten
= ndu € CEEV(Qg) N CF () und  v|pn, =0

v
10,00 = :0;05(noju) =
Zijaf jv Zij a;;0;0;(nOyu)
= Zij (na;0;0;0u + a;;(0;n0;0u + 0;nd;0u) + a;;0,ud;0;m) =

fiir

= Zij 1ai;0;0;0u + Ry mit [ Rl or-1.0(B(0,2)4) <
< C(A,m, k) |[ullcrrrepo2),) < O A0, @, k) ([ fllor-ra@ + lulleow)
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wobei wir (4.33) verwendet haben. Aus Lu = f folgt auf B(0,2), wieder mit (4.33)
i0;0;0u = 0(ai;0;0;u) — (01ai5)0;0;
Zijaj U Zw< i (a;;0;05u) — (O1a:7)0;0;u)

= 81 <f - Z bz@u — cu) — Zij(alaij)aiﬁju =. f
”f”C’“ La(B02):) < C(A,n, k) (Hf”c'w(3(0,2)+) + HUHCHLQ(B(O,2)+))
< C( A, n,a, k) (”fHC’%a(Q) + HUHCO(Q)) .

Wenden wir (4.31) fiir K — 1 auf v in Qg an, so erhalten wir

H@luHckH (B(0,1) 4 < Hv|]ck+1 (Qp) < C(Q A n,«o k) (Haij&i&jvﬂck_l,a(go) + ”UHCO(QO))
< C(Q A, 0, k) ([ fllere + lullco) -

Dal=1,...,n—1und u € CF*%(Q) folgt wegen Lu = f, (4.23) und (4.33)
10:05ull o (B0,1),) < C(Q A 0 0, k) ([ flloreq) + lulleow) fiir 4, j # (n,n)
O*u=a,l (— Z(M#( " a;;0;0;u — Zi:l b;Oiu — cu + f) auf B(0,2),

|07 ulloracBo,1)) < C(Q A n . k) ([ fllera) + [[ullcow)
HuHck+2 @ (B(0,1) 4 < C(Q A n, o, /{Z) (”f”ck,a(g) -+ HuHc()(Q)) .

Uberdecken wir 092 mit endlich vielen Billen, so folgt mit (4.30) auch (4.31). q.e.d.



