Martin Schmidt Analysis 11 10. Méarz 2011
Sebastian Klein 4. Ubung
Die Losungen sind am Saint Patrick’s Day, den 17. Méarz 2011
in der GroBlen Ubung abzugeben.

74. Stetigkeit im IR2.

Fiir die folgenden Funktionen f;. : R*\ {(0,0)} — IR, (z,9) — fix(x,y) untersuche man jeweils,
ob fr in (0,0) stetig fortsetzbar ist (d.h. man untersuche, ob man einen Wert f;(0,0) € IR so
withlen kann, dass die hierdurch fortgesetzte Funktion f;, : IR? — IR in (0,0) stetig ist).

_rYy
(a) fi(z,y):= 2] + || (4 Punkte)
(b) fa(z,y) == % (4 Punkte)
2
(c) fs(z,y) = T_ﬁyzl (4 Punkte)

75. Die Exponentialfunktion fiir Matrizen.

Wir bezeichnen im Folgenden mit £(IR™) auch den Raum der reellen (n x n)-Matrizen. Wie
in der Vorlesung gezeigt wurde, konvergiert fiir jedes A € L(IR") die Potenzreihe exp(A) :=
S o A" in L(IR™). exp : L(IR™) — L(IR™) heifit die (matrizwertige) Exponentialabbildung.
(a) Sei t,s € IR. Berechne exp(A) fiir die folgenden A € L(IR?):

(i) A= <é O) (3 Punkte)

(ii) A= <0 _Ot> (4 Punkte)
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(iii) A = <t 1) (4 Punkte)

[Tipp. Man rechne jeweils zuerst A" fiir n < 3 aus, um auf Ideen zu kommen, wie A"

allgemein aussieht.]

(b) Sei A,B e L(IR") mit A-B = B-A. Zeige: exp(A+ B) = exp(A) -exp(B) . [Es darf ohne
Beweis benutzt werden, dass auch fiir miteinander kommutierende Matrizen die binomische
Formel gilt: (A + B)* = Z?:o (’;) AJ Bk ] (4 Punkte)

(c) Folgere aus (b): exp(A) ist stets invertierbar, und zwar gilt exp(A)~! = exp(—A4).
(3 Punkte)

76. Derivationen. Sei V' ein Banachraum. Fiir A € £(V) betrachten wir die lineare Abbildung

Du:L(V)—L(V),B—~A-B-B-A.

1 2 2 3
(a) Berechne D (B) fir A= ( 5 1 > und B = ( 45 > . (2 Punkte)
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(b) Zeige, dass D4 eine Derivation auf £(V') ist, d.h. dass fiir alle By, By € £(V) gilt:
DA(Bl Bg) :DA(Bl)-BQ—i-Bl DA(BQ) . (3 Punkte)

(c) Zeige durch vollstindige Induktion, dass fiir B € £(V) und n € IN gilt:

D(B) = f: <Z> AR B (—A)k

k=0
Dabei bedeutet D7 die n-fache Anwendung von D4 . (4 Punkte)
(d) Zeige: exp(Da)B = exp(A)-B-exp(—A). Dabei wird exp(Dy4) in £(L£(V)) und exp(+A)
in £L(V) gebildet. (4 Punkte)

77. Eine Anwendung des Satzes von Stone-Weierstraf}.

(a) Es sei 0 < @ < b und A die kleinste Unteralgebra von Cjy([a,b],IR), die die Funktio-
nen 1|[a,b] und x?|[a,b] enthilt. Zeige: Der Abschlufl von A in Cy([a,b],IR) ist gleich
Cy([a,b],IR) . (4 Punkte)

(b) Gilt die Behauptung aus (a) auch fiir a <0<b7? (8 Punkte)




