Martin Schmidt Analysis 11 16. Februar 2011
Sebastian Klein 1. Ubung
Die Losungen sind am Donnerstag, den 24. Februar 2011

in der GroBlen Ubung abzugeben.

63. Metriken.
(a) Man beweise oder widerlege, dass die folgenden Definitionen jeweils eine Metrik auf IR
definieren. Dabei ist stets x,y € IR.
(i) di(z,y) =z —y (2 Punkte)
(ii) dao(z,9y) == (z — y)? (2 Punkte)

(b) Die Metrik der franzésischen Eisenbahn. Fiir a,b € IR? setzen wir

dis(a.b) lla — b falls a,b auf einer Geraden durch den Ursprung liegen
E\G, =
lla|]| + ||b]] andernfalls
Dabei wird mit || - || die euklidische Norm von IR? bezeichnet.
(i) Zeige, dass dp eine Metrik auf IR? ist. (5 Punkte)

(ii) Man veranschauliche durch eine Skizze, was diese Metrik mit dem franzosischen Eisen-
bahnsystem zu tun hat. (2 Punkte)
[Tipp. Im Ursprung liegt Paris.]

(c) Wie man aus Metriken weitere konstruiert.

(i) Es sei eine Metrik d : X x X — IR auf einer Menge X , sowie eine streng monoton
wachsende Funktion f:RJ — R mit f(0) =0 und der Eigenschaft

Vt,s € Ry : f(t+s) < f(t)+ f(s).

Zeige, dass dann
d: X x X =R, (z,y) — f(d(z,y))
eine weitere Metrik auf X ist. (8 Punkte)

(ii) Zeige, dass die Funktion f: IR — IR, t — 1L+t die Voraussetzungen aus (i) erfiillt.
(3 Punkte)

(iii) Folgere aus (i) und (ii), dass durch dz(z,y) := lf‘;i‘ (mit x,y € IR) eine weitere
Metrik auf IR definiert wird. (2 Punkte)

64. Normen.
(a) Sei V ein Vektorraum mit Norm || - || . Dann bezeichnet man die Menge {v € V| |jv|| =1}

aller Vektoren von V' mit der Norm 1 als Einheitskugel in (V| - ||).
(i) Skizziere die Einheitskugeln von (IR?, || - [|1), (IR%,| - |l2) und (IR?, || - |joc) -
(8 Punkte)

(ii) Kann man an den Bildern aus (i) ablesen, dass diese drei Normen &quivalent sind?
(Nur zum Nachdenken.)



(b) Wir bezeichnen mit IR[z] den Vektorraum der Polynome p(z) = > 7_,ar2* iiber IR.
Zeige, dass durch

n

lpll = lax|

k=0
eine Norm auf IR[z]| definiert wird. (4 Punkte)

(c) Sei a,b € R mit a < b. Wir bezeichnen mit C!([a,b],IR) den Raum der stetig differen-
zierbaren Funktionen [a,b] — IR. Ferner sei fiir f € C*([a,b],IR)

1£llo == sup{|f ()| | € [a,0]} und |[[f]1:= | fllo +sup{|f'(z)||z € [a,0] } .

(i) Zeige, dass durch || - |lo und || - ||; zwei Normen auf C*([a,b],IR) definiert werden.
(5 Punkte)
(ii) Beweise oder widerlege: || - |0 und || - |1 sind zueinander dquivalent. (5 Punkte)

[Tipp. Untersuche f(z) := sin (cz) mit ¢ > 2= ]

a

65. Die Maximumnorm als Grenzwert der p-Normen. Sei x € C". Zeige:

|z]|oo = lim ||z, . (6 Punkte)
p—00
[Tipp. Ist = = (z1,...,2,) € C" gegeben, so erweitere man den Ausdruck fiir ||z||, mit |zx|,
wobei k € {1,...,n} mit |zg| = max{|z1],...,|zs|} ist.]

66. Grundbegriffe der Topologie. Belege die folgenden Aussagen durch jeweils ein Beispiel:

(a) Es gibt einen metrischen Raum, in dem jede Teilmenge zugleich offen und abgeschlossen

ist. (2 Punkte)

(b) Der Schnitt von unendlich vielen offenen Mengen ist im Allgemeinen weder offen noch
abgeschlossen. (2 Punkte)

(c) Sind A und B Teilmengen eines metrischen Raums, so gilt im Allgemeinen ANB ¢ AN B.
(2 Punkte)

(d) (IR,] - |) besitzt eine abzihlbare Teilmenge X mit X = IR. (2 Punkte)




