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Kapitel 1

Gewohnliche
Differentialgleichungen

1.1 Einfiihrung

Differentialgleichungen sind Gleichungen, die Funktionen zu ihren Ableitungen in Be-
ziehung setzen. Wenn diese Funktionen von mehreren Variablen abhingen, dann sind
die Ableitungen, die in der entsprechenden Differentialgleichung mit der Funktion in
Beziehung gebracht werden, partielle Ableitungen. Dann spricht man von partiellen
Differentialgleichungen. Typischerweise sind Differentialgleichungen im folgenden Sin-
ne lokale Gleichungen, dass sie nur die Werte einer gesuchten Funktion und endlich
vieler Ableitungen fiir einen Wert der Variablen miteinander in Beziehung bringen.
Mit Differentialgleichungen werden also Gleichungen folgender Form bezeichnet

f(z,u(z), Du(z), ..., D" u(z), DFu(z)) = 0.

Hierbei ist © +— wu(x) die gesuchte Funktion, die auch vektorwertig sein kann, und
x + D*u(z) bezeichnet die vektorwertige Funktion aller k—ten (partiellen) Ableitungen
von u nach den Variablen z. Zuletzt ist F' eine moglicherweise vektorwertige Funktion.
In diesem Abschnitt betrachten wir zunéachst Funktionen, die nur von einer Varia-
blen abhéngen, so dass auch nur die Ableitungen nach einer Variablen auftauchen.

Definition 1.1. Differentialgleichungen, in denen nur die Ableitungen nach einer Va-
riablen auftauchen, heiffen gewohnliche Differentialgleichungen.

Historisch wurden solche Differentialgleichungen von Newton gleichzeitig mit der
Entdeckung der Differentialrechnung eingefiihrt, um die Bewegung von massiven Teil-
chen im Gravitationsfeld zu beschreiben. Im einfachsten Fall eines Punktteilchens im
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Schwerefeld nehmen die Newton’schen Gleichungen folgende Form an:

d*u

In dieser Gleichung taucht nur die zweite Ableitung der gesuchten Koordinatenfunktion
von u des Teilchens in Abhéngigkeit von der Zeit auf, so dass wir deren Losung aus
der Differential- und Integralrechnung schon kennen:

g(t —to)?
=

Die Losung konnen wir aus der Differentialgleichung durch zweimaliges Integrieren der
linken und rechten Seite erhalten. Das Ziel unserer Untersuchung einer Differentialglei-
chung ist dabei moglichst alle Losungen zu bestimmen und dann solche zusétzlichen
Eigenschaften der Losungen zu finden, die die Losung eindeutig festlegen.

u(t) = Ug + U1<t — to) —

Definition 1.2. Fine Ldsung ist eine Funktion u, die so oft differenzierbar ist, dass alle
in der Differentialgleichung vorkommenden Ableitungen existieren, und die zusammen
mit diesen Ableitungen die Differentialgleichung erfiillt.

In der Differentialgleichung

héngen m (die Masse des Teilchens) und ¢ (das Schwerefeld) nicht von ¢ ab. Deshalb
ist die Differentialgleichung dquivalent zu
d*u
dt?
Wenn wir die linke und die rechte Seite integrieren erhalten wir nach dem Hauptsatz
der Differential- und Integralrechnung

u(t) —ufto) = —g(t —to) bzw. u(t) = i(to) — g(t — o).
Nach nochmaligem Integrieren erhalten wir schliellich
. t —to)?
u(t) = ulte) + a(to)(t — to) — M.

Die Funktion u(t) = —4(t —to)* 4+ u1(t — to) + uo ist auf R unendlich oft differenzierbar
und es gilt:

du d2u
a(t) = —g(t —to) +w und @(t) = —g.
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Also sind alle Losungen von der Form

t—t 2 d
U(t):_¥+u1(t—to)+uo mit u(to) =uo  und  Zo(to) = ui.

Damit haben wir in diesem einfachen Beispiel unser Ziel erreicht.

Zusammenfassung 1.3. Die hochste vorkommende Ableitung der Differentialglei-
chung m% = —gm ist die zweite Ableitung. Durch geeignetes zweimaliges Integrieren
konnten wir die Differentialgleichung ldsen. Dabei entstanden zwei Integrationskonstan-
ten und die Lésungen waren dann eindeutig durch die Wahl dieser Integrationskon-
stanten bestimmt. Diese Integrationskonstanten konnten wir schliefflich als die Werte
der Liosung und ihrer ersten Ableitung zu dem Zeitpunkt ty interpretieren. Deshalb ist
der Losungsraum dieser Differentialgleichung zweidimensional und wird parametrisiert
durch (u(to), % (to)) € R?. Zu jeder solchen Wahl eines Anfangszustandes (ug,u;) gibt
es dann genau eine Léosung, die gegeben ist durch

u(t) = =5t = to)? + ust — to) + uo.

Typischerweise beschreiben solche Differentialgleichungen die zeitliche Entwick-
lung von verédnderlichen Gréflen. Diese Differentialgleichungen geben dann ein kausales
Verhalten der verénderlichen Gréflen vor. Durch das Losen der Differentialgleichung
kénnen wir dann aus der Kenntnis der verdnderlichen Gréflen und gentigend vieler Ab-
leitungen von ihnen zu einem (Anfangs—)Zeitpunkt ¢y das Verhalten von ihnen sowohl
in der Zukunft, als auch in der Vergangenheit ausrechnen und damit ihr Verhalten in
der Zukunft vorhersagen und auf ihr Verhalten in der Vergangenheit zuriickschliefen.
Die Anzahl der Ableitungen, die wir zum Zeitpunkt ¢g kennen miissen, ist dann gege-
ben durch die Anzahl der Integrationskonstanten, also die Anzahl der Integrale, die wir
benotigen, um die Gleichung zu l6sen. Da wir uns typischerweise auch die Funktions-
werte vorgeben, also die Nullte-Ableitung, sollten wir im Allgemeinen alle Ableitungen
bis zu einer Ordnung niedriger als der héchsten vorkommenden Ableitung vorgeben.

Definition 1.4. Die Ordnung einer Differentialgleichung ist die hochste vorkommende
Ordnung aller auftauchenden Ableitungen einer Differentialgleichung.

Definition 1.5. Ein Anfangswertproblem ist die Suche nach einer Lisung u einer
gewohnlichen Differentialgleichung der Ordnung n, die zu einem gegebenen Wert ty der
Variablen t (nach der abgeleitet wird) zusammen mit den ersten n — 1 Ableitungen
vorgegebene Werte ug, ..., u,—1 annimmt:

du dr1u

U(to) = Uyg, a(to) = Uy, Ce W(to) = Up—1-
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Aufgrund unserer Voriiberlegungen erwarten wir, dass jedes solches Anfangswert-
problem eine eindeutige Losung hat. Wir werden spéter auch Bedingungen angeben,
unter denen wir die Existenz und Eindeutigkeit der Losungen solcher Anfangswertpro-
bleme beweisen kénnen. Es stellt sich heraus, dass manche dieser Anfangswertprobleme
viele Losungen besitzen und andere gar keine.

Beispiel 1.6. (i) Das Anfangswertproblem % = 21/|u| mit w(0) = 0 hat die Lésungen

—(t+a)* firt<-a
fir —a<t<b

u(t) =40
(t —b)? firb <t

Hier sind a und b zwei nichtnegative reelle Zahlen oder oo.

(ii) Sei f : R — R eine Funktion, die keine Stammfunktion besitzt (z.B. die charak-
teristische Funktion der rationalen Zahlen). Dann hat das Anfangswertproblem
@ — f mit u(0) = 0 keine Lisung.

Die charakteristische Funktion der rationalen Zahlen besitzt auf keinem offenen
Intervall (a,b) eine Stammfunktion. Wenn ndmlich F eine solche Stammfunktion
wdre, dann wire x — F(x) monoton wachsend und x — F(x) — x monoton
fallend. Wegen dem Mittelwertsatz muss fiir alle x1, x5 € (a,b) entweder gelten

F(z1) — F(2) = x1 — x2 oder F(xy) — F(x2) = 0.

Im zweiten Fall folgt aus der Monotonie von F, dass F zwischen x1 und xo
konstant ist und im ersten Fall folgt aus der Monotonie von x — F(x) — x, dass
diese Funktion zwischen xi und xo konstant ist. Also ist die Ableitung von F
zunschen x1 und xo entweder konstant gleich 0 oder konstant gleich 1. Damit ist
F keine Stammfunktion der charakteristischen Funktion der rationalen Zahlen.

1.2 Gewdhnliche Differentialgleichungssysteme

Im einfachsten Fall sind die gesuchten Funktionen, die mit ihren Ableitungen die Diffe-
rentialgleichung erfiillen sollen, reelle Funktionen. In diesem Fall hat eine gewohnliche
Differentialgleichung der Ordnung n die Form

ft,ut), ), ..., u™ () =0, wobei  f:R"? R

eine reelle Funktion ist. Hierbei haben wir angenommen, dass nur die Werte einer reel-
len Funktion und aller ihrer Ableitungen bis zur Ordnung n zu einem Zeitpunkt ¢ mit
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einander in Beziehung gebracht werden. Wenn wir annehmen, dass sich die Differenti-
algleichung nach der hochsten Ableitung auflsen lédsst, dann hat sie die Form

d™u

am ftu i, ulh) mit einer Funktion  f:R"™ — R.

Wenn wir Funktionen v mit Werten in einem Vektorraum V" betrachten, dann hat sie
die Form

d™u

s ftu,a,. .., uD) mit einer Funktion f:Rx V" —= V.

Solche Differentialgleichungen heiflien Systeme von gewchnlichen Differentialgleichun-
gen oder gewohnliche Differentialgleichungssysteme. Um die folgende Untersuchung zu
vereinfachen, machen wir von folgender Beobachtung Gebrauch.

Satz 1.7. Jedes gewdhnliche Differentialgleichungssystem von obiger Form ldisst sich
durch Vergrifferung von V' auf V™ in ein gewdhnliches Differentialgleichungssystem
erster Ordnung verwandeln.

Beweis: Fassen wir die Funktionen (u,1,...,u™ ) zu einer V"-wertigen Funktion
zusammen, so ist die gewohnliche Differentialgleichung

d?’L
= Ftui, )
offenbar dquivalent zu a(u, . u"YY = (0, un Y (s, u™TD)Y),

Hierbei geht das entsprechende Anfangswertproblem

u(ty) = ug, ..., u" V(ty) = un_y iiberin (u, 1, ..., u"" V) (t) = (uo, - .., up_1).q.e.d.
Im Folgenden werden wir uns also bei der Untersuchung der Existenz und Ein-

deutigkeit von gewohnlichen Differentialgleichungen auf gewohnliche Differentialglei-

chungssysteme erster Ordnung beschréinken kénnen.

Beispiel 1.8. Die Differentialgleichung m‘(%“ = —gm st dquivalent zu dem Differen-

tialgleichungssystem
dfu\ _(ua\_ (0 1)\ (u . 0
dt \uw) \—-g) \0 0)\u g/
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1.3 Lineare Differentialgleichungen
Definition 1.9. FEine Differentialgleichung von der Form
u(t) = A(t)u(t) + b(t)

heifit lineare gewdhnliche Differentialgleichung auf einem (offenen) Intervall I C R.
Hierbei ist u eine gesuchte Funktion von I mit Werten in einem Vektorraum V (z.B.
K") und A eine Abbildung von I in die linearen Abbildungen von V auf V' (oder im Falle
eines normierten Vektorraumes L(V'), die linearen stetigen Abbildungen von V' nach
V). Im Fall von V = K" kénnen wir L(V) mit den n x n Matrizen K™ identifizieren
und V' mit den Spaltenvektoren in K™. Dann ist A(t)u(t) das Matriz—Produkt der nxn—
Matriz A(t) mit dem Spaltenvektor u(t), also wieder ein Spaltenvektor. Schlieflich ist b
eine Abbildung von I nach V.. Wenn b(t) = 0 ist, dann heifit die Differentialgleichung
homogen, andernfalls inhomogen. Wenn A nicht von t abhdngt, also als Abbildung
konstant ist, heifit die Differentialgleichung autonom, andernfalls nicht autonom.

Satz 1.10. Die Menge aller Losungen einer linearen homogenen Differentialgleichung
bildet einen Vektorraum tiber K. Wenn also u und u Losungen sind, dann sind auch
u+u und \u fir alle X € K Losungen der linearen homogenen Differentialgleichung. Die
Menge aller Losungen einer inhomogenen linearen Differentialgleichung bildet einen
affinen Raum. Eine allgemeine Losung ist die Summe einer speziellen Losung und einer
allgemeinen Léosung der entsprechenden homogenen linearen Differentialgleichung.

Beweis: Seien u und 4 zwei Losungen der Differentialgleichung u(t) = A(t)u(t) + b(t)
bzw. a(t) = A(t)u(t) + b(t), dann erfiillt u — @ die Differentialgleichung

d _ ~
7 (u(t) = (1)) = A@)(u(t) — a(?),

also die entsprechende homogene Differentialgleichung. Genauso gilt auch fiir alle A € K

CAult) — (1)) = AW u(t)) — a(r).

Deshalb ist der Raum aller Losungen eines homogenen gewthnlichen Differentialglei-
chungssystems ein Vektorraum und die allgemeine Losung eines inhomogenen gewdhn-
lichen Differentialgleichungssystems ist die Summe einer speziellen Losung und der
allgemeinen Losung des entsprechenden homogenen Systems. q.e.d.

Das wichtigste mathematische Mittel um die Existenz und Eindeutigkeit von Losun-
gen von Differentialgleichungen zu beweisen ist der Banachsche Fixpunktsatz.
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Satz 1.11. (Banachscher Fixpunktsatz) Sei X ein vollstandiger metrischer Raum
und [ eine lipschitzstetige Abbildung von X nach X mit Lipschitzkonstante L < 1, d.h.
fir alle x,y € X gilt d(f(z), f(y)) < Ld(x,y). Dann besitzt f genau einen Fizpunkt
und fir jedes xg € X konvergiert die Folge (xy,)nen mit T, = f(x,) fiir alle n € Ny
gegen den Fixpunkt.

Beweis: Aus der Lipschitz-Stetigkeit von f folgt fiir jedes n € N und alle z,y € X:
d(f" (), f"(y)) < L"d(z,y).

Hier bezeichnet f™ die n-fache Verkniipfung von f mit sich selber. Also folgt aus der
Dreiecksungleichung fiir alle m > n € N:

A" (o), " (x0) < 3 d(F (w0)), £ (o) < 3" Ld(f(xo), x0)
— - a(f o)) < —Ed(f (o), o).

1-L 1-L
Wegen 0 < L < 1 konvergiert %d( f(z0), o) gegen Null und (z,,),en ist eine Cauchy-
folge. Wegen der Vollstéandigkeit konvergiert sie. Wegen der Stetigkeit von f gilt

f (lim a:n> = lim f(z,)= lim x,.; = lim x,.
Also ist der Grenzwert ein Fixpunkt von f. Wegen der Lipschitzstetigkeit von f ist
der Abstand von zwei Fixpunkten kleiner oder gleich als L mal dem Abstand. Also ist
(1 — L) mal dem Abstand kleiner oder gleich Null. Dann ist wegen L < 1 der Abstand
nicht positiv, also gleich Null und beide Fixpunkte stimmen {iberein. q.e.d.

Um die Existenz und Eindeutigkeit von Losungen von Differentialgleichungssyte-
men in normierten Vektorrdumen zu zeigen, miissen wir Funktionen von Intervallen in
normierte Vektorrdume integrieren. Dafiir wollen wir das Riemannintegral auf solche
Funktionen ausdehnen. Fiir jedes Teilintervall I C [a,b] eines kompakten Intervalles
[a,b] und jedes Element v eines normierten Vektorraumes V iiber K definiert

fallst €
vxr : [a,b] =V, tl—>{v s re
0 sonst

eine Funktion in B([a, b], V). Dabei kann I nur aus einem Punkt bestehen. Die endlichen
Linearkombinationen solcher Funktionen heiflen Treppenfunktionen. Sie bilden einen
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Untervektorraum von B([a, b], V). Wir definieren das Integral fab vxr(t)dt als v mal der
Intervalllinge von I, und setzen es linear auf alle Treppenfunktionen fort. Es folgt

b b
/ | < / 1Ot < (b= a)]|f 1.

fiir jede Treppenfunktion f. Also definiert das Integral eine stetige lineare Abbildung
von dem normierten Unterrvektorraum aller Treppenfunktionen in B([a, b], V') nach V.
Wir nennen die Elemente des Abschlusses dieses Unterraumes von B([a, b], V') einfache
Funktionen (sieche Dieudonne: Grundziige der modernen Analysis 1 Abschnitt 7.6).

Satz 1.12. In einem Banachraum V ist f € B(la,b],V) genau dann einfach, wenn
es fir jedes x € [a,b] Elemente v,w € V' gibt, und fir jedes € > 0 ein 6 > 0, so dass
| f(y)—v| < € firalley € (x—4,z)N[a,b] und || f(y)—w|| < € firalley € (z,z+0)N[a, b]
gilt. Jede einfache Funktion hat hochstens abzdhlbar viele Unstetigkeitsstellen.

Beweis: Wenn f die obige Bedingung erfiillt, dann ist fiir jedes ¢ > 0 jedes =z €
[a,b] in einem in [a, b] offenen Teilintervall I, C [a,b] enthalten, so dass die Abstande
zwischen Funktionswerten von f an zwei Punkten von I, N(—o0, z) oder von I, N(x, c0)
jeweils kleiner als € sind. Die offene Uberdeckung U.eja L= der kompakten Menge [a, 0]
besitzt eine endliche Teiliiberdeckung. Wir ordnen die Randpunkte und Indexpunkte
der entsprechenden Intervalle I, zusammen mit a und b der Grofie nach an. Dann gibt es
eine Treppenfunktion in B(f,¢) C B([a,b], V), die zwischen zwei aufeinanderfolgenden
Punkten jeweils konstant ist. Das gilt fiir alle ¢ > 0, und f ist eine einfache Funktionen.

Wenn umgekehrt f einfach ist, dann gibt es fiir jedes € > 0 eine Treppenfunktion
g € B(f,€¢/2). Fiir jedes x € [a, b] wihlen wir § > 0 so, dass g auf (z — 4§, z) N [a, b] und
(x,z + 0) N [a,b] konstant ist. Der Abstand zwischen Funktionswerten von f an zwei
Punkten in (x — 4§, z)N[a, b] oder in (z, x+J)N|a, b] ist also jeweils kleiner als €. Das gilt
fiir jedes € > 0 mit einem geeignet gewéhlten o > 0. Fiir streng monotone wachsende
bzw. fallende gegen x konvergierende Folgen (x,,)nen sind (f(z,))nen Cauchyfolgen mit
Grenzwerten v bzw. w. Dann erfiillt f die Bedingung des Satzes. Wenn x nicht zu
den abzahlbar vielen Unstetigkeitsstellen einer in B([a, b], V') gegen f konvergierenden
Folge von Treppenfunktionen gehort, dann gibt es fiir jedes € > 0 ein § > 0 so dass die
Abstéande zwischen den Funktionswerte von f an zwei Punkten in (z — 6,2 + ) N a, ]
kleiner als € sind. Deshalb ist f an hochstens abzdahbar vielen Punkten unstetig.q.e.d.

Die Summe der charakteristischen Funktionen der Intervalle (51, 5) ist auf [0, 1]
riemannintegrable mit abzédhlbar vielen Unstetigkeitsstellen, aber nicht einfach.

Fiir einen Banachraum V' ist der Abschluss des Unterraumes der Treppenfunktionen
in B([a,b],V) auch ein Banachraum. Weil das Integral lipschitzstetig ist, bildet es
Cauchyfolge bzw. Nullfolgen von Treppenfunktionen auf Cauchyfolgen bzw. Nullfolgen
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in V ab. Der Grenzwert der Integrale eine Folge von Treppenfunktionen, die gegen
eine einfache Funktion konvergiert ist dann unabhéngig von der Wahl dieser Folge und
definiert das Integral der einfachen Funktion. Aus der Lipschitzstetigkeit von f —
f; f@dt, f— | f] und ||f]| — ff | f(t)||dt folgt fiir einfache Funktionen f

/ F(t)t| < / 1) < (b— )|l ]l

Satz 1.13. Fiir eine einfache Funktion f € B(|a,b],V) ist F': [a,b] — V mit F(t) =
fat f(s)ds stetig und tberall dort, wo f stetig ist, differenzierbar mit F'(t) = f(t).

Beweis: Fiir ¢, € [a,b] gilt |[F(t) — F(t)]] < ft'; If(s)llds < [t —to] - || f]]oo- Also ist
F lipschitzstetig. Aus || f(s) — f(to)]| < € fiir s € [to, t] N [a, b] bzw. [t,to] N [a, b] folgt

1

<

H F(t) — F(to)

r— — f(to)

- / 17() — F(to)lds < e

Insbesondere ist F iiberall dort, wo f stetig ist, differenzierbar mit F'(¢) = f(¢).q.e.d.
Aus dem Mittelwertsatz 8.5.1. (Dieudonne: Grundziige der modernen Analysis 1
Abschnitt 8.5) folgt, dass eine stetige Funktion F' : [a,b] — V, die aufierhalb einer
abzéhlbaren Teilmenge differenzierbar ist, und deren Ableitung dort mit einer einfachen
Funktion f iibereinstimmt, sich nur um eine Konstante von f; f(t)dt unterscheidet.

Satz 1.14. (Ezistenz und Eindeutigkeit des linearen Anfangswertproblems). Sei I C
R ein offenes (nicht notwendig beschrinktes) Intervall, A : I — L(V) eine stetige
Abbildung in die beschrinkten stetigen linearen Abbildungen des Banachraums V' und
b: 1 — V stetig. Dann besitzt fir jedes ug € V und ty € I das Anfangswertproblem
u(t) = A(t) - u(t) + b(t) mit u(ty) = up genau eine differenzierbare Lésung u: 1 — V.

Bemerkung 1.15. Jede Lésung der Differentialgleichung muss differenzierbar sein
und damit auch stetig. Dann muss sie sogar stetig differenzierbar sein.

Beweis: Sei [a, 8] C I ein kompaktes Teilintervall von I, das t, enthélt. Weil A auch auf
[a, (] stetig ist, ist A auf [, 5] beschrénkt und [|A|| = sup ||A(¢)| < co. Wir nehmen
t€a,f]

zunéchst an, dass L = (8 — a)|| A/ kleiner ist als 1. Dann erfiillt die Abbildung

t

[ Clle, B, V) = C([e, 61, V), ue fu) mit f(u)(t) = /(A(S)U(S) +0(s))ds + uo

to
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fir alle u, @ € C(|o, 8], V) die Gleichung

(F(u) — F(@))(t) = / Als)(u(s) — a(s))ds.

Also gilt auch
1f(u) = @)oo < flu—tllo - [[Allo(6 — @)

= |lu— 1| L.

Also ist f Lipschitz—stetig mit Lipschitz—Konstante L < 1. Wegen dem Banachschen
Fixpunktsatz hat f genau einen Fixpunkt u € C([«, 5], V), der fiir alle ¢ € [a, (]

t

u(t) = /(A(s)u(s) + b(s))ds + ug

to

erfiillt. Dann gilt aber wegen des Hauptsatzes der Integral- und Differentialrechnung;:
u(t) = A(t)u(t) 4+ b(t) und u(ty) = up.

Also ist u eine Losung des Anfangswertproblems auf («, ).
Wenn @ auf (a, 3) eine zweite Losung des Anfangswertproblems

w(t) = A(t)a(t) +b(t) und  u(ty) = g

ist, dann folgt wieder aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

t

a(t) = ug + /(A(s)ﬂ(s) + b(s))ds.

to

Daraus folgt f(@) = @ und wegen dem Banachschen Fixpunktsatz u = a.

Wenn (8 — a)||Al|s > 1, dann wihlen wir eine Folge (£,,)nen in (a, 3), so dass fiir
alle n € N der Punkt ¢,, in der Vereinigung der offenen Bille um ¢, ... ,%,_; mit Radi-
us m liegt. Induktiv folgt, dass die Anfangswertprobleme 4, (t) = A(t)u,(t) + b(t)
mit u, (t,) = u,_1(t,) auf der Vereinigung aller offenen Bélle um t, ..., ¢, mit Radius
m genau eine Losung haben und mit der einzigen Losung des urspriinglichen An-
fangswertproblems iibereinstimmen. Also hat das urspriingliche Anfangswertproblem
im Inneren jedes kompakten Teilintervalls von I, das ¢y enthélt, genau eine Losung.
Dann hat es auf der Vereinigung I aller solchen Teilintervalle genau eine Losung. q.e.d.

Aus den beiden vorangehenden Sétzen folgt sofort:
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Korollar 1.16. Sei I C R ein offenes Intervall, V' ein Banachraum, und A : I — L(V)
und b : I — 'V stetige Abbildungen. Dann induziert fiir jedes to € I die Abbildung
C(I,V) — V,u > u(ty) einen linearen Isomorphismus von der Menge aller Lisungen
der Differentialgleichung u(t) = A(t)u(t) auf V. Fir jede Losung u der inhomogenen
Differentialgleichung u(t) = A(t)u(t) + b(t) induziert die Abbildung C(I,V) — V,u —
u(to) — u(to) einen affinen Isomorphismus von der Menge aller Losungen der inhomo-
genen Differentialgleichung nach V. q.e.d.

Insbesondere haben die Losungsrdume der gewohnlichen linearen Differentialglei-
chungssysteme erster Ordnung dieselbe Dimension wie der Vektorraum, in dem die
Werte der gesuchten Funktion liegen. Fiir reelle gewohnliche lineare Differentialglei-
chungen n-ter Ordnung stimmt die Dimension des Losungsraumes mit der Ordnung
iiberein, wie wir das erwartet haben. Nachdem wir fiir eine erste Klasse von Differenti-
algleichungen die Existenz und Eindeutigkeit des Anfangswertproblems gezeigt haben,
wollen wir uns der Frage zuwenden, wie wir diese Losungen ausrechnen kénnen.

Beispiel 1.17. Wir stellen uns eine Insel vor, die von Stérchen, Froschen und Fliegen
bewohnt wird. Dabei stellen wir uns die Nahrungskette so vor, dass die Stérche S(t) sich
sowohl von den Frdschen als auch von den Fliegen erndhren, die Frosche F(t) nur von
den Fliegen und die Fliegen f(t) von dem Aas der Fréosche und Storche. Wir nehmen
jetzt an, dass das Tierwachstum nur von der vorhandenen Nahrungsmenge gesteuert
wird:

S =F@+1(t) -25()
Ft) ==S(t)+ f(1
fio) =S@)+F@) -2f()

Beispiel 1.18. Seien A: R — K, b: R — K stetig. Dann hat das Anfangswertproblem
u(t) = A(t)u(t) +b(t), u(to) = uo

eine eindeutige Losung, die wir jetzt bestimmen wollen. Dazu betrachten wir zundchst
das entsprechende homogene Anfangswertproblem mitb = 0. Wenn u eine Nullstelle bei
einem t, € R hat, dann stimmt uw mat der eindeutigen Losung u = 0 des entsprechen-
den homogenen Anfangswertproblems mit u(t;) = 0 tberein. Andernfalls hat u keine
Nullstelle und wir kénnen die Differentialgleichung umformen zu

% = i) = A) mit ulto) =y
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Wir erhalten

t t
In(u(t)) = /A(s)ds +1In(ug)  bzw. u(t) = exp /A(s)ds Ug-
to to
Fiir alle s € R hat folgendes Anfangswertproblem also die eindeutige Lésung
Us(t) = us(t)A(t)  mit  wus(s) = b(s)

us(t) = exp jAmm b(s) = exp jA@m ma—jAmm b(s).

s to to
t

Dann folgt %/us(t)ds = w(t) + /A(t)us(t)ds = b(t) + A(t) /us(t)ds.

to

t

to

t
Also list [us(t)ds das Anfangswertproblem

a(t) = A(t)u(t) + b(t) mit ulto) = 0.

Wir erhalten also die Losung des inhomogenen Anfangswertproblems als die Summe
t t t
u(t) = exp /A(s)ds ug + /exp /A(r)dr b(s)ds.
to to s

des homogenen Anfangswertproblems und dem Integral iiber alle Anfangswertprobleme
des homogenen Problems, wobei wir als Anfangswerte jeweils den inhomogenen Term
einsetzen. Dieses Verfahren wollen wir jetzt rechtfertigen und verallgemeinern.

Satz 1.19. (Variation der Parameter) Sei [a, 5] C R ein kompaktes Intervall und V
ein Banachraum. Dann ist die Abbildung

Cle, B, £(V)) x C(le, B, V) x [e, f] x V= C([e, B, V) (A, byt u0) =
auf die eindeutige Losung u des Anfangswertproblems
W(t) = A(t)u(t) +0(t) mit  u(ty) = uo

stetig. Die Einschrinkung dieser Abbildung auf ein festes ty hdngt analytisch von A,
b und ug ab. Fir jedes (A,b,ty) € C(la, 5], L(V)) x C([a, B], V) X [, 5] ist dann die
entsprechende Einschrinkung der Abbildung ein affiner Isomorphismus von ug € V' auf
die Menge der Lisungen der Differentialgleichung u(t) = A(t)u(t) + b(t).
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Bevor wir diesen Satz beweisen, berechnen wir mit ihm die Lésung eines inhomo-
genen Anfangswertproblems aus der Losung des homogenen Anfangswertproblems.

Korollar 1.20. Sei A : [ — L(V) eine stetige Abbildung auf einem offenen nicht
notwendigerweise beschrinkten Intervall und b: I — V auch. Dann setzen sich wegen
der Variation der Parameter die eindeutigen Losungen us(t) der Anfangswertprobleme

Us(t) = A(t)us(t) mit us(s) = b(s)

zu einer stetigen Abbildung I x I — V  (s,t) +— wus(t) zusammen. Die eindeutige
Losung des inhomogenen Anfangswertproblems

u(t) = A(t)u(t) + b(t) mit u(to) = wug

ist die Summe des entsprechenden homogenen Anfangswertproblems und des Integrals
t

/us(t)ds.

Beweis: Wegen des vorangehenden Satzes ist die Abbildung s — u,(t) auf allen Teilin-
tervallen [«, 5] C I stetig von [a, §] nach C([a, 8], V). Dann gilt fiir alle to, z,y € [«, ]

/x us(y)ds = / b(s)ds + / /y A(t)us(t)dt — / A(t)us(t)dt | ds
- / b(s)ds + /y / A(t)uy (£)dsdt — / / A(t)us (£)dtds.

Aus Sazt refhauptsatz folgt

% us(t)ds = ug(t) + /A(t)us(t)ds =0b(t) + A1) /us(t)ds und /us(t)ds = 0.

to to to to
Diese Funktion lost das inhomogene Anfangswertproblem mit ug = 0. Wegen Satz[1.10]
ist die eindeutige Losung des allgemeinen Anfangswertproblems die Summe dieser

Funktion und der Losung des entsprechenden homogenen Anfangswertproblems.q.e.d.
Beweis von Satz Offenbar ist die Abbildung

C(lo, 81, L(V)) x C(la, 5], V) x o, B} x V x C([e, B, V) = C[a, 5], V)

t

(A, b,to, o, w) — fabtou (W) Mit fapiou(w)(t) =uo+ /(A(s)u(s) + b(s))ds

to



18 KAPITEL 1. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

stetig differenzierbar und héngt fiir festes ¢, analytisch von A, b, ug und u ab. Weil
das Integral linear ist, ist sie sogar eine Summe von linearen Abbildungen und ei-
ner bilinearen Abblldung Damit ist f sogar ein Polynom in A, b, up, und u. Die
Lipschitzkonstante L der Abbildung f = f; Abiyiee Mit einem Element (A b Jto, To) €
C(la, 8], L(V)) x C([er, 8], V) X [, 8] x V konnen wir abschétzen durch

t t

|7 - F@| = [ A ats) = atsnds + [(A) ~ A (a(s) - a(s))ds

to to [ee]

<18 = alllu = lloe (1 All + 114 - All)

Wir wihlen das Intervall [, 3] und € > 0 so klein, dass die den Elementen (A, b, o, o)

in dem e-Ball von (4,b,ty,ug) entsprechenden f Lipschitz-stetig sind mit Lipschitz-

konstante L < | — o|(||A|lc +€) < Lo < 1. Flir n > m > N € N erhalten wir
= frw)| < | rere - Py < I

| . Z )
N " 07 LN
( ; L Hf(u)—uHoo> < = I (w) = ull.

Wir withlen die Startfunktion u = 0. Dann ist || f(u) — u| beschrénkt durch

1£(0) = Ol < uoll + lldo = ol +18 = af (11blloc + 16 = blls ) -

Weil auf dem e-Ball um (A, b, ty, up) die Lipschitzkonstante uniform durch Ly < 1 be-
schriinkt ist, konvergiert dann die Folge (f™(u))nen gleichmiBig gegen die Losung des
Anfangswertproblems. Der Grenzwert ist als gleichméfliger Grenzwert von stetige Ab-
bildung eine stetige Funktion von (A, b, to, ug), die fiir festes tq analytisch von (A, b, ug)
abhéngt (also eine konvergente Potenzreihe besitzt).

Wenn die Lipschitzkonstante grofler als 1 ist, iiberdecken wir das Intervall durch
hinreichend kleine Teilintervalle und setzen die entsprechenden Losungen fort. q.e.d.

Damit haben wir die Berechnung der Losung auf das Losen des homogenen An-
fangswertproblems zuriickgefiihrt.

o

[e.°]

Satz 1.21. (Ezponentialfunktion) Die Potenzreihe exp(A) = Y 4t konvergiert fiir
n=0
alle A € L(V), wenn V ein Banachraum ist. Auflerdem gilt

© exp((t — 10)4) = Aexp((t — t0)4) = exp((t ~ fo) A)A.
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Beweis: Wegen ||A - B| < [|A]|| - [|B]| folgt ||A™|| < ||A]|™. Dann folgt die Behauptung
aus den entsprechenden Aussagen fiir die Exponentialfunktion auf R. q.e.d.

Korollar 1.22. (Léisung des autonomen Anfangswertproblems) Das inhomogene An-

fangswertproblem
u(t) = Au(t) + b(t) mit u(ty) = ug

mit A € L(V) und stetigem b: I — V besitzt die eindeutige Losung

t

u(t) = exp((t — to)A)ug + /exp((t — 5)A)b(s)ds.

to

Beweis: Es geniigt wegen der Variation der Parameter zu zeigen, dass das homogene
Anfangswertproblem (b = 0) durch u(t) = exp((t — to)A)uo gelost wird. Das folgt aus
den Eigenschaften der Exponentialfunktion. q.e.d.

Damit bleibt noch das Problem der Berechnung der Exponentialfunktion. Dazu
benutzen wir die Diagonalisierung bzw. Jordannormalform von Matrizen.

Ubungsaufgabe 1.23. (i) Aus der Analysis wissen wir, dass das Anfangswertpro-
blem der Differentialgleichung

u™(t) = 0 mit u(0) = ug, w(0) = uy,...,u""V(0) = up_y

die Losung

=0

u 0 1 0 u u(to) U
d U : U U(to) Uy
— =1 mit . =
dt : 0 . 0 1 :
w1V 0 . 0 0/ \ub u™ D (tg) Up—1

Deshalb gilt

0 1 0 0 1 0

. . . . n_ltl . . .

t : . e =1 s : el

o 0 ... 0 1 +;l! 0 0 1
0 0 0 0 0

Zeige direkt diese Identitdt.
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(ii) Zeige, dass fir alle A € R (oder C) gilt

A1 ... 0 0o 1 ... 0

exp | t D BE —exp(t)) -exp | ¢ - E o
P A1 p( ) P o ... 0 1
0 0 X 0o ... 0 O

(iii) Die Matriz A lasse sich durch die invertierbare Matriz B diagonalisieren:

A\ 0
A=RB B!
0 An

Zeige, dass dann gilt

exp(tAr) 0
exp(tA) = B . B
0

exp(tA,)
Beispiel 1.24. Die Matriz

lasst sich diagonalisieren auf

11 1\ /0 0 0\ /-3 1 3
10 1](0o -1 0 1 -1 0
11 -2/\0 0 =3 s 0 —3

Also ist die Losung des Beispiels der Storche, Frosche und Fliegen gegeben durch

S(t) 11 1\ /1 0 0 -1 1 1 5(0)
Ft)y]=(10 1 ][0 " 0 1 =1 0 |[F()
f(t) 11 -2/ \0 0 e* 5 0 —3/ \f(0)

Lemma 1.25 (Gronwall). Seien o < 8 € R, a € L[, (]) eine nichtnegative lebes-
gueintegrable Funktion und byu € L*(|a, B]) beschrinkte messbare reelle Funktionen.
Gilt die erste der folgenden Ungleichungen fir fast allet € [«, (], dann auch die zweite:

t t t

u(t) < b(t)+/a(s)u(s)ds = u(t) <b(t) —|—/exp /a(s’)ds’ a(s)b(s)ds.

« « S
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Beweis: Wir setzen die erste Ungleichung n mal in sich selber ein und erhalten

te—1

u(t) §b(t)+i/a(t1)/a(t2)--- / a(ty)b(ty)dty - - dtr +

«

+/ta(t1)ja(t2)"' 71a(tn)u(tn)dtn...dt1_

WEeil a nicht negativ ist, folgen diese Ungleichungen induktiv aus der ersten Unglei-
chung. Durch vertauschen der Indizes und der Integrationen erghalten wir

t tn to

/a(tn) / a(tp—1)--- /a(tl)u(tl)dtl ceedt, = / a(ty)---a(ty)u(ty)dt, - - - dt
a a a a<ty <--<tn<t
t
= / / a(ty) - --a(te)a(ty)u(ty)dt, - - - dt;.
a t1<to<l--<tp<t
Alle Permutationen von s, ..., t, bilden die offenen Teilmengen

{(ta, ... tn) Et, 1] i <ta<...<t, <t}

auf disjunkte Mengen ab, die zusammen das gleiche Volumen wie [t1,#]"~! haben. Weil
sich a(ty) - - - a(t,) und dt, - - - dty durch die Permutationen nicht &ndert erhalten wir

u(t) < b(t) + / "Zl (/ C(‘]is_)df)') a(s)b(s)ds + / (: ‘(‘Sfdls)? a(s)u(s)ds.

a k=1 «
t . 0o (fst a(S’)dS’)IC . e e
Wegen [ a(s)ds < ||a|| (a5 konvergiert >°p° ~*———— gleichmifig fiir s € [o, t].
Im Grenzwert n — oo erhalten wir die zweite Ungleichung. q.e.d.

Lemma 1.26. (Fundamentallosung) Sei I C R ein offenes Intervall, V' ein Banach-
raum und A : I — L(V) stetig. Firty € I konvergiert die Rethe F': I — L(V)

F(t) =1y + f:/tA(tn) 7A(tn_1) o fA(tl)dtl L dt,

gegen die Losung des Anfangswertproblems

F(t) = A@{)F(t) mit F(ty) = 1.
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Beweis: Wir konnen ¢ > t; annehmen, indem wir andernfalls ¢ durch —t¢, tg durch —t,
I durch —1 = {t | —t € I}, F(s) durch F(—s) und A(s) durch —A(—s) ersetzen. Die
Funktion || F(s)]| erfiillt auf dem Intervall [to, t] die Vorraussetzungen des Gronwallschen
Lemmas mit b = 1 und a(s) = ||A(s)||. Deshalb ist ||F(t)|| durch die positive Reihe
von exp( ftz |A(s)||ds) beschrankt. Wegen der Konvergenz der Reihe im Beweis des
Gronwallschen Lemmas konvergiert die Reihe fiir F'(¢) auf kompakten Teilmengen von
I gleichmifig. Aus Satz folgt

) = AW+ AW / Alto 1) / Altas)... / AVt by = A(f)F(1).q.ed.

Diese Losung F'(t) heifit Fundamentallosung des Anfangswertproblems
u(t) = A(t)u(t) mit u(ty) = up.

Die lineare Abbildung F'(t) bildet jedes ug auf den Wert der entsprechenden Losung
an der Stelle ¢t ab. Wegen der Eindeutigkeit der Losungen der Anfangswertprobleme

u(t) = A(t)u(t) + b(t) mit u(te) = ug und  u(t) = A(t)u(t) + b(t) mit u(ty) = wy

ist die Fundamentallosung des ersten Anfangswertproblems an der Stelle ¢; als linea-
re Abbildung invers zu der Fundamentallosung des zweiten Anfangswertproblems an
der Stelle ty3. Deshalb ist die Fundamentallosung eine einmal stetig differenzierbare
Abbildung von I in die invertierbaren Elemente von L£(V).

Die eindeutige Losung des Anfangswertproblems

u(t) = A(t)u(t) mit u(s) = b(s)
ist dann gegeben durch
ug(t) = F(t)F(s)b(s).
Wegen der Variation der Parameter ist die eindeutige Losung des Anfangswertproblems

u(t) = A(t)u(t) +b(t) mit u(to) = ug

gegeben durch
t

u(t) = F(t) [ uo + /F_l(s)b(s)ds
to
Deshalb geniigt es zum Losen einer gewOhnlichen, linearen Differentialgleichung, die

Fundamentallosung zu bestimmen. Wenn alle A(t) miteinander kommutieren:

A)A(t) = A(t)A(t) fiir alle ¢, " € 1,
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wie das im Fall V = R gilt, dann folgt wie im Beweis des Gronwallschen Lemmas

t tn to t
Fi) =1y +3 / Alt,) / At r)... / A(t)dt . . dt, = exp / As)ds | |
n=1 to to to to

im Allgemeinen aber nicht. Im endlichdimensionalen Fall, wenn wir A durch n x n
Matrizen darstellen konnen, ist allerdings folgende Beziehung sehr niitzlich.

Satz 1.27. (Spur und Determinante) Sei A : I — K™ eine stetige Abbildung des
offenen Intervalls I in die K-wertigen n x n Matrizen. Dann gilt fir die Fundamen-

tallosung '
F:I—->KY" mit F(t)=AQl)F(t) und F(ty) =1,

%det(F(t)) = Spur(A(t)) det(F(t)) mit  det(F(to)) = 1.

Also hat det(F(t)) auf I keine Nullstellen und F(t) ist fir alle t € I invertierbar.

Beweis: Weil die Determinante det : K™*" — K ein Polynom in den Eintrigen der
entsprechenden Matrix ist, ist sie eine analytische Funktion. Wir berechnen zunéchst
die Ableitung dieser Funktion bei der Matrix B in Richtung der Matrix AB

d
g7 det(B + tAB) |i=o= Spur(A) det(B).

Es gilt ndmlich

det(B +tAB) = det((14+tA)B) = det(1+ tA) det(B).
Fiir t # 0 ist det(1+tA) = det(t(t 1+ A)) = t" det(t 1+ A) das Produkt von " mit
dem charakteristischen Polynom von — A beziiglich der Variablen ¢t~!. Der Koeffizient

vor t ist dann der zweithochste Koeffizient des charakteristischen Polynoms von —A,
also die — Spur(—A) = Spur(A):

det(1+tA) = 1+ tSpur(A) 4+ Terme hoherer Ordnung.
Damit folgt

%det(B +tAB)| = Spur(A)det(B) = Spur(ABB ! det(B)).
t=0

Die adjunkte Matrix B~! det(B) ist als Matrix der Unterdeterminanten von B auch fiir
nicht invertierbare Matrizen wohldefiniert. Mit der Kettenregel erhalten wir fiir F(t)

%det(F(t)) = Spur(F(t)F~1(t) det(F(t))) = Spur(A(t)) det(F(t)). q.e.d.

t
Aus Beispiel [1.18] folgt det (F(t)) = exp /Spur(A(s))ds

to
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1.4 Floquettheorie

In diesem Abschnitt betrachten wir gewohnliche homogene lineare Differentialglei-
chungssyteme in dem Banachraum V' mit periodischen Koeffizienten:

u(t) = A(t)u(t) mit A(t+w)=A(t) firein weR* undalle teR.

Hierbei ist A : R — L(V) stetig. Sei F' die entsprechende Fundamentallosung zu einem
to € R, dann folgt F(t + w) = F(t)M mit der Monodromie M = F(ty + w) aus

Flt+w)M ™ = At F(t +w)M™ mit Flto+w)M ™' =1y.

Der Anfangswert ug € V ist genau dann Eigenvektor von M mit Eigenwert A € K,
wenn u(t +w) = F(t)Mug = Au(t) fiir die entsprechende Losung u(t) = F(t)ug gilt.
Wenn G eine stetig differenzierbare Abbildung von R in die invertierbaren Elemente
von L(V) ist, wird jede Losung w obiger Differentialgleichung durch die Abbildung
u— 4 mit a(t) = G(t)u(t) auf eine Losung folgender Differentialgleichung abgebildet:

u(t) = %G((t)u(t) = GG a(t) + GAR)GH(t)a(t) = At)a(t) mit

Alt) = GG () + G A GL(t).

Die Floquettheorie beantwortet die Frage, wann zwei homogene lineare Differential-
gleichungssyteme, deren Koeffizienten periodisch sind beziiglich der Periode w € R*
durch ein periodisches invertierbares G € C*(R, £(V)) aufeinander abgebildet werden.

Satz 1.28. Seien V ein Banachraum, A : R — L(V) und A : R — L(V) stetig und
periodisch mit der Periode w € R*. Dann gibt es genau dann eine stetig differenzierbare
Abbildung G : R — L(V) in die invertierbaren Elemente von L(V'), die

Git+w)=G(t) und A(t)=GH)GHt)+GH)AL)G () firalleteR

erfillt, wenn es ein invertierbares G € L(V') gibt, so dass fiir die beiden entsprechenden
Monodromien M = GMG™1 gilt.

Beweis: Wenn ein differenzierbares und invertierbares G : R — L(V') die Koeffizienten

AR — L(V) auf A(t) = G(t)G~'(t) + G(t)A(t)G~'(t) abbildet, dann erfiillen die

entsprechenden Fundamentallésungen F' und F' offenbar
Ft)=GHF#t)G (t,) fiiralle teR.
Dann ist die Monodromie M des transformierten Systems gleich

M = F(to—i-bd) = G(to—Fu))F(to—Fu))Gil(to) = GMGil mit G = G(to) = G(t0+W).
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Wenn es umgekehrt ein invertierbares G € £(V) gibt mit M = GMG™", dann trans-
formiert die stetig differenzierbare Abbildung invertierbare G : R — L(V') mit G(t) =
F(t)GF~(t) und G(ty) = G die Losungen der Differentialgleichung u(t) = A(t)u(t)
auf die Losungen der Differentialgleichungen u(t) = A(t)u(t) und erfiillt fiir alle t € R

G(t+w) = F(t+w)GF Y t+w) = F) MGM ™' F~Y(t) = Ft)GF~\(t) = G(t). q.e.d.

Lemma 1.29. Fine Matriz A € L(C") ist genau dann von der Form A = exp(B) mit
B € L(C"), wenn A invertierbar ist. Die Eigenwerte von B sind die Logarithmen der
Figenwerte von A und bis auf Addition von ganzzahligen Vielfachen von 2mi eindeutig.

Beweis: Wenn es eine Matrix B gibt mit exp(B) = A, dann besitzt B eine Jordansche
Normalform. Dann werden durch z — exp(z) die Eigenwerte von B auf die Eigenwerte
von A abgebildet. Also hat dann A keinen Eigenwert Null und ist invertierbar.

Wenn umgekehrt A invertierbar ist, dann geniigt es offenbar fiir jeden Jordanblock
von A eine Matrix B zu finden, so dass exp(B) gleich dem Jordanblock ist. Aus der
Taylorreihe von In(1 + z) bei z = 0 folgt folgende Identitét formaler Potenzreihen:

o0

1+Z:6XP(1H(1+Z)):Z%<_Z(_1Z)Z>

m=0

WEeil echte obere Dreiecksmatrizen nilpotent sind, ist folgende Reihe endlich und defi-
niert eine Umkehrfunktion von exp auf Jordanblocken mit A\ # 0:

T 2t ... 0 0O Xt ... 0
T - : > (—1)l Do .. :
In| M| - : S =In(\)1— AR, : S ) .e.d.
0 ... 1 A P P AT
0O ... 0 1 0o ... 0 0

Korollar 1.30. Sei A : R — L(C") stetig und periodisch mit der Periode w € R*.
Dann gibt es eine stetig differenzierbare periodische Abbildung G : R — L(C") in
die invertierbaren n X n-Matrizen mit Periode w, die das Differentialgleichungssystem
u(t) = A(t)u(t) in ein autonomes System u(t) = Au(t) transformiert.

Beweis: Sei M die Monodromie des periodischen Differentialgleichungssystems u(t) =
A(t)u(t). Wegen dem vorangehenden Lemma gibt es dann eine Matrix B € £(C") mit
exp(B) = M. Das autonome Differentialgleichungssystem u(t) = Au(t) mit A = B/w

hat die Fundamentallosung F'(t) = exp((t—tp)A) und die Monodromie M = F(tp+w) =
exp(B) = M. Dann folgt die Aussage aus Satz [1.28] q.e.d.
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1.5 Existenz und Eindeutigkeit

In diesem Abschnitt verallgemeinern wir den Beweis der Existenz und Eindeutigkeit
auf nichtlineare gewohnliche Differentialgleichungen. Dabei miissen wir allerdings an
die Nichtlinearitdat gewisse Einschrankungen machen.

Definition 1.31. Fine Funktion f von einem metrischen Raum X in den metrischen
Raum Y heifst lokal lipschitzstetig, wenn es fiir jedes xo € X eine Umgebung U C X
von xo gibt und eine Lipschitzkonstante L > 0, so dass fir alle x,z’ € U gilt

d(f(x), f(2")) < Ld(z, ).

Satz 1.32. (Picard-Lindeldf, lokale Existenz und Findeutigkeit) Sei I ein offenes In-
tervall, U C 'V eine offene Teilmenge eines Banachraums V und f : 1 x U — V stetig
und beziiglich der zweiten Variablen lokal lipschitzstetig, d.h. fir jedes (to,ug) € I x U
gibt es ein 6 > 0 und ein L > 0, so dass fir alle (t,u), (t,a) € (to — 0,19+ 9) X B(uyg,9)

1 (8 u) = f(t, @)|| < Lllu — all

gilt. Dann gibt es fir jedes (to,ug) € I x U ein € > 0, so dass das Anfangswertproblem
w(t) = f(t,u(t)) mit u(to) = uog auf (to — €,to + €) genau eine Lisung besitzt.

Beweis: Wegen der lokalen Lipschitzstetigkeit gibt es 6 > 0 und L > 0, so dass fiir

alle (t,u),(t,a) € [to — d,to + 6] X B(ug,d) auch ||f(t,u) — f(t,a)] < L||u — al| gilt.
Wegen der Stetigkeit von f ist die Abbildung

F:uw— F(u) mit F(u)(t) =ug —I—/f(s,u(s))ds

eine stetige Abbildung von C([ty — d,to + 0], B(ug,0)) nach C([to — J,to + 6], V). Sei

1F(uo)lloo = sup [ f(s, uo)l

EIS [to—(s,to—l-(ﬂ

Wenn e < §und € (|| f(+, up)||oo + L) < 9, dann ist fir alle u € C([to—e¢, to+e|, B(ug,d))

t

(1) — uofloe < /(f(s,uO) + f(s,uls)) = f(s,u0))ds|| < e(|[f(-; uo)lloe + L) < 0.

to
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Also bildet F' den vollstdndigen metrischen Raum C([ty — €,ty + €], B(uo, d)) auf sich
selber ab. Fiir u, o € C([ty — €,to + €], B(uo, 9)) gilt

[ (u) = F(@)]|loo < / 1f (s, uls) = f(s,a(s))ll ds < eLflu — |-

: : : o 1 . )

Sei also € kleiner als € < min {6, TSIy L} min {5, o)l £ Lé}'
Dann definiert F' eine lipschitzstetige Abbildung mit Lipschitzkonstante € - L < 1 von
dem vollstandigen metrischen Raum C([ty — €,to + €], B(uo,d)) auf sich selber. Je-
der Fixpunkt u ist wegen Satz stetig differenzierbar mit @(t) = f(¢t,u) fiir alle
t € (ty —€,to + €) mit u(ty) = up, und lost auf (tg —€,to + €) das Anfangswertproblem.
Wenn u umgekehrt auf (¢y — €, tg + €) das Anfangswertproblem 16st, dann verschwindet
die Ableitung von F'(u) — u, und beide Funktionen F'(u) und u sind bei ¢ = t, gleich
ug. Also stimmen beide Funktionen {iberein und jede Losung des obigen Anfangswert-
problems ist ein Fixpunkt von F. Also folgt die Existenz und Eindeutigkeit dieses
Anfangswertproblems auf (tg — €,tg + €) aus dem Banachschen Fixpunktsatz. q.e.d.

Wir wollen jetzt analog zu der Variation der Parameter untersuchen, wie die Losun-
gen der Anfangswertprobleme, also die Fixpunkte von F', von ty, up und f abhéngen.
Indem wir fiir ein solches Anfangswertproblem «(t) = f(t,u(t)) mit u(ty) = wuo,
die Funktion uw durch den Vektor @ = (t,u) ersetzen, und die Funktion f durch
f(@) = (1, f(t,u)) = (1, f(@)), erhalten wir ein #quivalentes Anfangswertproblem
u(t) = f(a(t)) mit a(ty) = G = (to,uo), in dem die Funktion f nicht mehr von
t abhéangt. Weil solche Anfangswertprobleme beziiglich ¢ translationsinvariant sind,
kénnen wir dann den Anfangspunkt 0 wihlen. Deshalb untersuchen wir im Folgenden
vorwiegend die Abhédngigkeit der Losung des Anfangswertproblems von ug und f.

Fiir eine differenzierbaren Funktion f erfiillt jede Losung u von @(t) = f(t, u(t))

Of(t,u(t))  Of(t,u(t)). .  Of(tu(t))  Of(u(t))
o T on =T T, Tt

d
u(t) = —f(t,u(t)) =
i(t) = %t u(r)
Indem wir immer hohere Ableitungen bilden sehen wir, dass fiir 7 mal (stetig) differen-
zierbare Funktionen f, jede Losung auch (r + 1) mal (stetig) differenzierbar ist. Wir
werden gleich sehen, dass in diesem Fall die Losung der entsprechenden Anfangswerte
auch r mal (stetig) differenzierbar von uy abhéngt.

Satz 1.33. Sei I ein offenes Intervall, U C V eine offene Teilmenge eines Banach-
raums V und f : I x U — V eine stetige Abbildung, die partiell nach u r mal stetig
differenzierbar ist mit r € N, und deren Ableitung % lokal beschrdnkt ist. Dann gibt es
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fiir alle (tg,ug) € I x U eine offene Umgebung W von ug in V', € > 0 und eine r mal
stetig differenzierbare Funktion g : W — C([tg — €,to + €], V), so dass fir v € W die
Funktion g(v) die eindeutige Lisung des folgenden Anfangswertproblems ist

u(t) = f(t,u(t)) fir allet € (to — €,tg +€) mit  u(ty) = v.

Beweis: Wir benutzen den Satz der impliziten Funktion. Weil % lokal beschrankt ist,
gibt esein § > 0 mit IxU D [to—0, to+0]x B(ug, ), so dass % auf [to—0, to+9]x B(ug, )
durch L beschrankt ist. Wegen dem Schrankensatz ist dann f auf [to—9, to+0] x B(ug, 9)
fiir festes t in u lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante L > 0. Sei also 0 < € < min {(5, %}
dghnlich gewahlt wie in dem Beweis des Satzes von Picard-Lindel6f. Dann definiert

F:V xC([to — €,to + €], B(ug,0)) — C([to — e, to + €, V),  (v,u) — F(v,u)

mit  F(v,u)(t) =v+ /f(s,u(s))ds

eine stetige Abbildung. Die partielle Ableitung —8F5(,Z’u) ist gegeben durch
oreu OF (v,u
% . Clto—eto+d V) = Cllto—eto+e. V), = H%u)
t
F
it e - / 0T ) (- ).

to

Weil W durch L beschrankt ist, ist % durch Le < 1 beschrinkt. Also kon-
vergiert fiir v € V und u € C([to — €, to + €], B(up, 9)) die Neumannsche Reihe

OF (v, u)\ " X (OF(v,u))'
(]IC'([to—e,to—i-s],V) - T) = Z (T

1=0
in L(C([to — €,to + €],V)) gegen den inversen Operator von le(y—cto+e,v) — %.
Offenbar ist fiir vg,v; € V die punktweise Differenz der entsprechenden Abbildungen
eine konstante Abbildung: F(vg,u) — F(v1,u) = vg — vy.

Deshalb ist fiir jedes u € C([to — €, to + €], B(up, d)) die Abbildung v +— F(v,u) eine
glatte Abbildung von V' nach C([to — €,to + €], V). Also ist die Abbildung

G:V xC([to — €,to + €], B(ug,d)) — C([to — €, 10 + €|, V), (v,u) — u— F(v,u)

eine stetig differenzierbare Abbildung und besitzt auf dem gesamten Definitionsbereich
eine invertierbare partielle Ableitung 2 (v, ). Das Urbild von 0 € C([tg — €, 1o +¢], V)
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besteht aus den Fixpunkten der Abbildungen u — F(v,u). Wegen dem Satz der im-
pliziten Funktion gibt es eine stetig differenzierbare Abbildung ¢g von einer Umgebung
W von uy € V auf die entsprechenden Fixpunkte der Abbildungen u +— F(v,u). Diese
Abbildung ist genauso oft stetig differenzierbar, wie G. An der Formel fiir die erste
partielle Ableitung % erkennt man, dass die partiellen Ableitungen von G bis zur
selben Ordnung existieren und stetig sind, bis zu der die partiellen Ableitungen von
f nach u stetig sind. Also ist G und damit auch die Abbildung ¢g auf die Losung des
entsprechenden Anfangswertproblems r mal stetig differenzierbar. q.e.d.

Der Beweis zeigt auch, dass die Losung des Anfangswertproblems unter den gleichen
Voraussetzungen stetig differenzierbar von ¢y und von f abhéngt, wenn auf dem Raum
der Funktionen f € C(I x U, V') die Supremumsnorm von f und von % benutzt wird.

Wenn in diesem Satz die Funktion f nicht von ¢ abhéngt, dann lassen sich die
ersten r 4+ 1 Ableitungen u(t), ..., u" " (¢) der Losung durch die ersten r Ableitungen
der Funktion f nach u bei u(t) ausdriicken. Deshalb sind die entsprechenden Losungen
des Anfangswertproblems sogar (r + 1) mal stetig nach ¢ differenzierbar. Insbesondere
héngen fiir glatte f, die nicht von ¢ abhéngen, die Losungen des Anfangswertproblems
glatt von ug und ¢ ab. Die Abhéngigkeit von t, ist wenn f nicht von ¢ abhéngt trivial.

Wenn f von t abhéngt kénnen wir hohere Ableitungen nach t; mit dem oben be-
schriebenen Trick fiir differenzierbare Funktionen f kontrollieren. Jetzt wollen wir die
Losungen auf moglichst grofie Intervalle fortsetzen.

Satz 1.34. (Globale Ezistenz und Eindeutigkeit) Sei O C R x V eine offene Teilmenge
und f: O — V eine stetige Abbildung, die wie bei der lokalen Ezistenz und Findeu-
tigkeit lokal lipschitzstetig ist. Dann gibt es fir jedes (to,ug) € O genau ein mazximales
Intervall (a,b) C R, das ty enthdlt, und auf dem das Anfangswertproblem

w(t) = f(t,u)  mit  wu(to) = uo

genau eine Losung besitzt, deren Graph in O liegt. Das Intervall ist in dem Sinne
mazximal, dass an beiden Rdindern a und b eine der folgenden Bedingungen erfiillt ist:

(i) a=—00 (bzw. b= ).
(ii) t — ||f(t,u(t))| ist fir alle e > 0 auf (a,a + €) (bzw. (b — €,b)) unbeschrinkt.

(iii) Die Lésung u lisst sich stetig auf [a,b) (bzw. (a,b]) fortsetzen, der Graph der
Fortsetzung liegt aber nicht in O, d.h. ltilm(t, u(t)) ¢ O (bzw. lglr;l(t, u(t)) € O).

Beweis: Fiir jedes Intervall (a,b), das ty enthélt, und auf dem das Anfangswertproblem

w(t) = f(t,u(t)) mit  wu(ty) = wo
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eine Losung @ besitzt, so dass sich @ auf [a,b) oder (a,b] stetig fortsetzen ldsst, und
der Graph der Fortsetzung in O liegt, besitzt das neue Anfangswertproblem

w(t) = f(t,u(t)) mit  wu(a) = t1—1>1£i- a(t) bzw. wu(b) = tlirgl u(t)
wegen des Satzes von Picard-Lindel6f eine Losung in einer Umgebung von a bzw. b.
Der Beweis des Satzes von Picard-Lindelof zeigt auch, dass auf [a, a + €] bzw. [b— €, D]
dieses Anfangswertproblem eindeutig l6sbar ist und mit @ iibereinstimmt. Also existiert
ein maximales Intervall (a, b), auf dem das Anfangswertproblem eine eindeutige Losung
besitzt. Wenn am linken bzw. rechten Rand die Bedingungen (i) und (ii) nicht erfiillt
sind, dann ist die Ableitung der Losung auf einer offenen Menge (a, a+¢€) bzw. (b—¢,b)
beschrinkt und deshalb ist die Losung dort lipschitzstetig. Dann konvergiert fiir jede
Folge (t,)nen, die gegen a bzw. b konvergiert auch die Folge ((t,,, u(t,,))nen in Rx V. Der
Grenzwert kann dann aber nicht in O liegen, weil sonst die Losung eine Fortsetzung
auf eine Umgebung von a bzw. b hétte. q.e.d.

Bemerkung 1.35. (i) Wenn (ii) erfillt ist, kann t — f(t,u(t)) nicht stetig auf [a, a+
€) bzw. (b—e, b] fortgesetzt werden. Also konnen u und f nicht so stetig auf grofSere
Definitionsbereiche fortgesetzt werden, dass a (bzw. b) im Definitionsbereich von
u und (a,u(a)) (bzw. (b,u(b))) im Definitionsbereich von f liegt.

(ii) Wenn die partielle Ableitung % existiert und lokal beschrdnkt ist, dann ist f in

u lokal lipschitzstetig, weil wegen dem Schrankensatz jede obere Schranke an W
eine Lipschitzkonstante beziiglich w ist. Fiir endlichdimensionale V' folgt das aus
der Stetigkeit von %. Wegen dem Schrankensatz gilt fir f(t,u) = A(t)u auch
| In(|lu(t)]]) — In(||u(to)]])] < ftl; |A(s)||ds. In diesem Fall kann f(t,u) nur am
Rand des Definitionsbereiches von A unbeschrinkt sein. Dann ist auch (i) nur

am Rand des Definitionsbereiches von A mdglich.

Wenn dim V' < oo kann man die Existenz, aber nicht die Eindeutigkeit (wir ken-
nen schon ein Gegenbeispiel), auf stetige Funktionen f verallgemeinern. Anstatt dem
Banachschen Fixpunktsatz verwenden wir dann den Satz von Arzela Ascoli.

Satz 1.36. (Arzela—Ascoli) Sei K ein kompakter metrischer Raum und V' ein endlich
dimensionaler Banachraum. Eine Folge (fn)nen in C(K, V) besitzt eine konvergente
Teilfolge, wenn

(i) fir jedes x € K die Folge (f,.(z))nen beschrinkt ist und

(ii) fir jedes x € K die Folge (fn)nen gleichgradig stetig ist in x, d.h. fir jedes x € K
und jedes € > 0 gibt es ein 6 > 0, so dass aus ' € B(z,d) C K fir allen € N
folgt fu(2') € B(fu(x),€) C V.
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Beweis: Wir zeigen zunichst, dass die Folge (f,)nen sogar auf K gleichgradig ste-
tig ist. Fir jedes € > 0 und jedes y € K gibt es wegen (ii) ein 6, > 0, so dass
aus d(x,y) < 20, fiir alle n € N folgt d(f.(z), fu(y)) < 5. Wegen der Kompakt-
heit von K hat die Uberdeckung {B(y,d,)|ly € K} eine endliche Teiliiberdeckung
K = B(y1,61) U...U B(yn,dn). Sei 6 das Minimum von dy,...,dy. Dann enthilt
fir alle Paare z,2" € K mit d(z,2’) < § einer der Bélle B(y1,61),...,B(yn,dn) den
einen Punkt z. Damit sind beide in einem der Bélle B(y;,201), ..., B(yn,2dy) enthal-
ten. Daraus folgt d(f,(x), fu(2)) < § +§ = € fiir alle n € N. Also ist die Folge (f,)nen
gleichgradig stetig auf ganz K.

Sei (Zy)men eine Folge, die in K dicht liegt. Wegen (i) ist dann fiir alle m € N
der Abschluss A,, der Menge der Folge (f,(z,))nen eine kompakte Teilmenge von V.
Wir definieren jetzt induktiv eine Teilfolge (g, )nen von (fy)nen und eine Folge (@, )men
in V, so dass fiir alle m € N und alle n > m gilt d(g,(2n),an) < =. Dafiir wihlen
wir zunédchst einen Haufungspunkt a; von (f,,(z1))neny und eine Teilfolge (g, )nen von
(fn)nen, so dass fiir alle n € N gilt d(g,(x1),a1) < % Induktiv wihlen wir danach
fir jedes M € N\ {1} einen Haufungspunkt ay; von (g,(zu))nen und ersetzen alle
Folgenglieder von (g, )nen mit Indizes groBer als M —1 durch eine Teilfolge von (g, )n>ar,
so dass fiir alle n > M gilt d(g,(xn), anr) < +. Dann gilt fiir alle m = 1,..., M und
alle n > m auch d(g, (), am) < +.

Dann gibt es fiir jedes € > 0 ein § > 0, so dass aus z,2’ € K mit d(x,z") < ¢ fiir
alle n € N folgt d(g,(z), g.(2')) < £. Die Uberdeckung (B(2m,8))men von K besitzt
eine endliche Teiliiberdeckung. Also gibt es ein M € N, so dass alle [,n > M an den
Zentren der Bélle der Teiliiberdeckung d(g:(2), gn(7)) < § erfiillen. Dann folgt fiir
alle x € K und alle [,n > M

€ € €
Also ist (gn)nen in C(K, V') eine Cauchyfolge und konvergiert. q.e.d.

Satz 1.37. (Satz von Peano) Sei I ein offenes Intervall und U C 'V eine offene
Teilmenge eines endlichdimensionalen Banachraums und f eine stetige Abbildung f :
I xU — V. Dann gibt es fir jedes (to,uo) € I X U ein € > 0 und auf (to —€,tg+¢€) C [
eine Losung des Anfangswertproblems u(t) = f(t,u(t))  mit  u(ty) = ug.

Beweis: Fiir jedes (to,up) € I x U gibt es ein € > 0 und ¢ > 0, so dass
[to — €7t0+6] X B(U0,6> cIxU.

Auf dieser kompakten Menge ist dann f beschrinkt durch || f||« < co. Verkleinere also
gegebenenfalls €, so dass || f||o - € < 0 gilt. Fiir jede Partition P

[to — G,t(] + 6] = [t—M7t1—M] U...U [t_l,to] U [to,tl] U...U [tN—latN]
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mit tg —e =t_p < ti_yg < ... <t <tg <t <...<ty_1 <ty =1tg+ € des
Intervalls [to—e, to+€], die ¢y als den Anfangs- und Endpunkt eines Teilintervalls enthiilt,
definieren wir folgendermaflen eine Ndherungslosung up der Differentialgleichung. Auf
den Intervallen [t_,,,t1_,,] definieren wir u, induktiv fiir m =1,...,m = M dadurch,
dass jeweils der Wert bei ¢;_,, fiir m = 1 gleich ug ist und fiir m > 1 gleich dem
Wert up(ti_,,) von dem schon konstruierten u, bei t;_,, ist, und die Ableitung jeweils
konstant gleich f(t1_, up(t1_m)) ist. Entsprechend definieren wir die Losung auch
indukltiv auf den Intervallen [t,_1,t,] fir n = 1,...,n = N dadurch, dass jeweils der
Wert bei t, 1 fir n = 1 gleich g ist und fiir n > 1 gleich dem Wert up(t,_1) von
dem schon konstruierten up bei t,_; ist, und die Ableitung jeweils konstant gleich
f(tn_1,up(tn_1)) ist. Wegen |[|f|loo - € < d und weil f auf [ty — €t + €| X Bl(ug,9)
beschrankt ist durch || f||, liegen dann alle Werte von up in B(uy, d).

Sei nun (P, ),en eine Folge von Partitionen, deren maximale Intervalllingen eine
Nullfolge bilden. Wir zeigen jetzt, dass eine Teilfolge (u,),en der entsprechenden Folge
von Niherungslosungen gegen eine Losung des Anfangswertproblems konvergiert. We-
gen dem Schrankensatz erfiillt die Folge der Niaherungslosungen auf K = [t — €, to + €]
die Voraussetzungen des Satzes von Arzela-Ascoli. Deshalb konvergiert eine Teilfolge
(un)nen auf [tg — €,to + €] gegen eine stetige Funktion u, die bei ¢ gleich ug ist. Weil
die stetige Funktion f auf der kompakten Teilmenge [tg — €, to + €] X B(ug, ) stetig und
damit gleichméafig stetig ist, konvergiert die Folge von Funktionen ¢ — f (¢, u,(t)) auf
[to — €, to + €] gleichméBig gegen die stetige Funktion ¢ — (f (¢, u(t)).

Indem wir fiir ¢ € [ty — €,tp + €] die Endpunkte der Teilintervalle einer solchen
Partition P zwischen ¢y und t auswéhlen und in jedem Teilintervall den am néchsten bei
to liegenden Randpunkt als Zwischenpunkt auswéhlen, definiert jede solche Partition
eine Riemannsumme des Integrals tiber [to,t] bzw. [t,to]. Dann ist up(t) — uo die P
entsprechende Riemannsumme von dem Integral ftz f(s,up(s))ds. Weil die Differenz
der Riemannsummen zweier Funktionen beschrankt ist durch die Supremumsnorm der
Differenz der Funktionen mal der Intervalllinge, konvergiert im Grenzwert n — oo
die Differenz von u,(t) — uo und der der Partition P, entsprechenden Riemannsumme
von ftz f(s,u(s))ds gegen Null. Wegen dem Kriterium von Riemann konvergieren diese

Riemannsummen gegen ft'; f(s,u(s))ds. Also folgt fiir t € [ty — €, to + €]

n—oo

w(t) = lim u,(t) = ug + /f(s,u(s))ds.

Wegen Satz 16st u dann das Anfangswertproblem mit wu(ty) = uo. q.e.d.
Eine Losung einer Differentialgleichung auf einem abgeschlossenen Intervall ist eine
stetige Funktion, die im Inneren stetig differenzierbar ist, und deren Ableitung sich
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stetig auf das abgeschlossene Intervall fortsetzen ldsst. Weil eine Funktion auf der Ver-
einigung von zwei Intervallen genau dann stetig ist, wenn sie auf beiden Intervallen
stetig ist und auf der Schnittmenge iibereinstimmt, kénnen wir solche Losungen zu-
sammensetzen: Wenn u; eine Losung des Anfangswertproblems a(t) = f(¢,u(t)) mit
u(ty) = ugp auf [t; — €, ¢1] ist und ug auf [t1,¢; 4 €]. Dann ist

. Ul(t) fir t € [tl - G,tl]
ut) = {uz(t) fiir t € [t1,t, + €]

eine Losung auf [t; — €, t1 +¢€]. Also konnen wir Losungen wieder nach links bzw. rechts
fortsetzen. Fiir jede total geordnete Familie von offenen Intervallen, auf denen jeweils
eine Losung existiert und jeweils auf der Schnittmenge von zwei solchen Intervallen
iibereinstimmt, ist die Vereinigung auch das Intervall einer Lésung. Wegen dem Zorn-
schen Lemma existiert dann fiir jede Losung ein maximales offenes Intervall, auf das
wir sie fortsetzen konnen. Wir erhalten also wie im Satz [1.34k

Satz 1.38. (Globale Existenz) SeiV ein endlichdimensionaler Banachraum, O C RxV
offen und f : O — V eine stetige Abbildung. Dann gibt es fir jedes (to,up) € O ein
mazximales Intervall (a,b) C R, das ty enthdlt, und auf dem das Anfangswertproblem

w(t) = f(t,u)  mit  u(ty) = uo

eine Losung besitzt, deren Graph in O liegt. Das Intervall ist in dem Sinne mazimal,
dass an beiden Rdandern a und b eine der folgenden Bedingungen erfillt ist:

(i) a = —o0 (bzw. b =00)
(ii) t— || f(t, u(t))] ist fir alle € > 0 auf (a,a+¢€) (bzw. (b— €,b)) unbeschrankt.

(iii) Die Losung u lisst sich stetig auf [a,b) (bzw. (a,b]) fortsetzen, der Graph der
Fortsetzung liegt aber nicht in O. q.e.d.

Jede maximale Losung kann also nicht als Losung auf ein groferes Intervall fort-
gesetzt werden. Aber es kann mehrere solcher maximaler Losungen geben, und zwei
verschiedene maximale Losungen kénnen auf unterschiedlichen Intervallen definiert sein
und auf Teilintervallen iibereinstimmen.

1.6 Elementare Losungsverfahren

In diesem Abschnitt wollen wir uns auf gewohnliche Differentialgleichungen beschran-
ken, in denen die gesuchte Funktion eine reelle Funktion ist. Die Differentialgleichungen
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erster Ordnung haben also die Form

a(t) = f(t,u(t)).
Wenn es gelingt, die Funktion f als einen Quotienten stetiger Funktionen zu schreiben

f(t’u) :%

dann kénnen wir die Differentialgleichung umformen zu

Wenn H eine Stammfunktion von A ist und G eine Stammfunktion von G, dann gilt

d d

ZH (u(t)) = a(Dh(u(t) = g(t) = ZG().

Also folgt dann fiir die Losung des Anfangswertproblems

mit U(to) = Up

H(u(t)) — H(uo) = G(t) — G(to).

Wenn wir jetzt noch annehmen, dass H eine Umkehrfunktion besitzt, was auf solchen
Intervallen gilt, in denen eine der Mengen {x | h(x) > 0} oder {x | h(x) < 0} dicht
liegt, dann erhalten wir also als Losung des Anfangswertproblems

u(t) = H™H(G(t) — G(to) + H (uo)).

Satz 1.39. (Trennung der Variablen) Seien g und h stetige Funktionen auf einem offe-
nen Intervall I und h sei entweder fast tiberall positiv oder negativ. Dann sind sowohl g
als auch h auf allen kompakten Teilintervallen von I riemannintegrabel. Seien G und H
Stammfunktionen von g bzw. h. Dann ist H entweder streng monoton wachsend oder
streng monoton fallend, besitzt also eine Umkehrabbildung H=' : I' — I von einem
offenen Intervall I' auf I. Dann ist die eindeutige Lisung der Anfangswertprobleme

a(t) = h(gﬁi)) mit  u(to) = uo
gegeben durch u(t) = HHG(t) — G(to) + H(up)).

Sie ist auf dem Intervall definiert, auf dem G(t) — G(to) + H(ug) in I liegt.  q.e.d.
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Wenn es uns gelingt eine Funktion F'(t,u) zu finden, so dass gilt

f(t7u> = _5?;7

dann kénnen wir die Differentialgleichung umformen zu

iF(w(t)) _ 3F(gtlb(t)) . d’l;(tt) aF(gg(t))

=0.
dt

Also gilt dann fiir die Losung des Anfangswertproblems

o220 | Ot

F(t, U(t)) = F(to, UO).

=0 mit u(ty) = uo

Diese Gleichung beschreibt implizit die Losung des Anfangswertproblems.

Satz 1.40. (Ezakte Differentialgleichungen) Sei (t,u) — F(t,u) differenzierbar. Dann
sind alle Losungen des Anfangswertproblems

P OF (L u(t) | OF(t,u(t)

u(t) 5 T =0 mit u(ty) = ug
implizit gegeben durch F(t,u(t)) = F(to,up)- q.e.d.
) . : : g(tu) . .
Fiir zwei Funktionen g¢(¢,u) und h(t,u) mit  f(f,u) = “hit.a) gibt es nicht
U
F(t F(t
immer eine Funktion F'(¢,u) mit 0 ét’ v) =g(t,u) und 0 0( ,Y) = h(t,u).
u

Lemma 1.41. (Stammfunktion) Seien g und h zwei stetig differenzierbare Funktionen
auf einem konvewen offenen Gebiet Q C R2%. Dann g¢ibt es auf Q0 genau dann eine
zweimal stetig differenzierbare Funktion F(t,u) mit

OF(t,u)
ot

OF(t,u)
ou

B dg(t,u)  Oh(t,u) ‘
= h(t,u) wenn 5~ o gilt.

=g(t,u) und

Beweis: Sei (to, ug) € Q beliebig. Dann definieren wir die Funktion

1 1

F(t,u) = (t—to)/g(ts,us)ds—i— (u—uo)/h(ts,us)ds,

0
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mit ts = to+s(t—tp) und us = ug+s(u—ug). Weil die Funktionen g und A differenzierbar
sind, sind sie stetig und damit auch integrierbar. Die Ableitungen von F' sind dann

1

1 1
OF(t,u) _ _ dg(ts, us) B Oh(ts, uy)
at = /g(ts, US)dS + (t t()) / TSdS + (U UO) / Tsds

0 0
1
dg(tm US)

0
1
/g(tsa us)ds + / TSdS = g(tsa Us)s‘iié = g(ta u)
!

1
h tsaus d8+ U — Up / t57u5 dS—I— (t . to)/ag(f;;'us)sds
U

0 0

S

dh(t,, u, _
/h(ts, us)ds + / (d—u)sds = h(ts, us)s|5= = h(t,u)
0 0

Umgekehrt folgt aus aFg ) — g(t,u) und % = h(t,u) und dem Satz von Schwarz

dg(t,u)  0°F(t,u) O*F(t,u)  Oh(t,u)

ou  oudt  otou ot q.ed.

Wir kénnen diese Aussage auf Vereinigungen von konvexen Gebieten verallgemei-
nern, solange nur die Vorschrift, gemafl der wir F' fortsetzen, eindeutig und stetig ist.
Das gilt fiir alle einfach zusammenhéngenden Gebiete €2, d.h. solche Gebiete, die fiir
jede stetige Abbildung p : S' — € eine Homotopie zu einer konstanten Abbildung
besitzen, d.h. also, es gibt zu jedem solchen p eine stetige Abbildung [0, 1] x ST — Q,
die auf {0} x S gerade gleich p und die auf {1} x S* konstant ist. Anschaulich bedeutet
das, dass jeder geschlossene Weg in €2 zu einem Punkt zusammengezogen werden kann.

Es gibt auch Fille, in denen die Differentialgleichung

w(t)h(t,u(t)) + g(t,u(t)) =0

erst mit einer Funktion erweitert werden muss, bevor sie exakt ist.

Beispiel 1.42. Die Differentialgleichung 2tu +u(t) =0
0 02t
st nicht exakt, weil gilt 2 #£2=—.
ou ot

die Differentialgleichung 2tu(t)u(t) + u(t) =0
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st aber exakt, weil gilt — = 2u = —2ut.

Korollar 1.43. (Eulersche Multiplikator) Wenn eine Differentialgleichung durch Mul-
tiplikation mit einer Funktion auf die Form gebracht werden kann
Oh(t,u) _ 0Og(t,u)
o Ou ’
dann existiert auf einfach zusammenhingenden Gebieten 2 C R? eine Funktion F', so

dass die Differentialgleichung exakt ist

d OF (t,u(t)) N OF (t,u(t))

EF(t’ u(t)) = u(t) M 5

Dann gilt fir die Lisungen des entsprechenden Anfangswertproblems mit u(ty) = ug

W(t)h(t, u(t)) + g(t,u(t) =0  mit

=0.

F(t,u(t)) = F(to, up)- q.ed.
Um fiir eine Differentialgleichung von der Form
w(t)h(t,u(t)) + g(t,u(t)) =0
einen Eulerschen Multiplikator M (¢, u(t)) zu finden, miissen wir die Gleichung
OM (t,u) Oh(t,u)  OM(t, u) Jg(t,u)
ot ot Ju ou

l6sen. Das ist eine partielle Differentialgleichung, die im Allgemeinen nicht leichter
zu 16sen ist als die urspriingliche Differentialgleichung. In einigen Fiéllen kénnen wir
Losungen erraten oder einfache Losungen berechnen, die nur von ¢t bzw. v abhédngen.
Zuletzt bemerken wir, dass einige Differentialgleichungen durch eine Substitution
in eine der Differentialgleichungen verwandelt werden konnen, die wir 16sen kénnen.

h(t,u) + M(t,u) g(t,u) + M(t,u)

Beispiel 1.44. (i)
u(t) = f(at + bu(t) + ¢) mit a,b,c € R.
Fir b = 0 konnen wir die Differentialgleichung direkt integrieren. Fir b # 0
fihrt die Substitution v(t) = at + bu(t) + ¢ auf die Differentialgleichung v(t) =
a+bf(v(t)) oder auch #(tv)(t)) = 1. Diese Differentialgleichung konnen wir mit
der Methode der Trennung der Variablen losen: Sei F eine Stammfunktion von

T — #f(m). Dann erfillen die Losungen des Anfangswertproblems

u(t) = f(at + bu(t) + c) mit u(to) = ug

die Gleichung F(at 4+ bu(t) + ¢) — F(aty + bug + ¢) =t — to.
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(i) u=f (@) homogene Differentialgleichung. Die Substitution v(t) = @ fiihrt zu

(iii)

, at + bu(t) + ¢ ‘
= tab R.

Wenn die Determinante Z g‘ = 0 ist, dann ist entweder at + Pu(t) ein Vielfa-

ches von at 4 bu(t) oder umgekehrt. Deshalb haben wir dann ein Beispiel der Art
in (1). Wenn diese Determinante # 0 ist, dann hat das lineare Gleichungssystem

ato—i—buo—l—c:() Oéto—FﬂuO—i"}/:O

genau eine Losung (to,ug). Die Differentialgleichung kénnen wir umformen zu

a(t+to) + bu(t + to) + ¢ — (aty + bug + ¢) )
a(t +to) + Su(t + to) + v — (ato + Bug + )

_; a—+ bu(t+tf)fuo
a+ﬂU(t+t§)_uo :

Also erhalten wir ein Beispiel von der Form (ii).

d
Gttt 1)~ ) = 1

(iv) Bernoullische Differentialgleichung:
W(t) + g(t)u(t) + h(t)u®(t) =0 a # 1.
Die Substitution v(t) = u*=(t) fihrt zu der Differentialgleichung
0(t) = (1 —a)u(t)u™(t) = (a—1)g(t)v(t) + (o — 1)h(t).

Dies ist eine inhomogene lineare Differentialgleichung, die wir im Abschnitt
geldst haben.



Kapitel 2

Einfiihrung in die partiellen
Differentialgleichungen

Eine partielle Differentialgleichung ist eine Gleichung in den partiellen Ableitungen ei-
ner oder mehrerer gesuchter Funktionen, die von mindestens zwei Variablen abhé&ngen:

Definition 2.1. Fine gegebenenfalls vektorwertige Gleichung der Form
F (D*u(z), D* 'u(z),..., Du(z), u(z),z) = 0

heifit partielle Differentialgleichung der Ordnung k. Hierbei ist F eine gegebene Funk-
tion und v die gesuchte Funktion. Die Ausdriicke D*u bezeichnen die Vektoren aller
k—ten partiellen Ableitungen der Funktion u. Eine Funktion u heifit Losung der Diffe-
rentialgleichung, wenn sie k mal differenzierbar ist und der obigen Gleichung gendigt.

Die partiellen Ableitungen wirken dabei immer nur auf die Funktion, die unmittel-
bar dahinter steht. Soll sie auf ein Produkt wirken, so setzen wir dieses in Klammern.

2.1 Beispiele

A. Lineare Differentialgleichungen

Fiir reelle lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung auf einem Gebiet Q2 C R"

n

Z a;;(z 0x 837] Z bi(z 3@ + c(x)u(xz) =0

ij=1 i=1

kann wegen dem Satz von Schwarz a;; = %(aij + a;;) angenommen werden. Sie heiflen

39
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elliptisch, wenn a;; auf € positiv (negativ) definit ist. Dazu gehort Beispiel 1 und 2.

parabolisch, wenn a;; auf  positiv (negativ) semidefinit ist und einen eindimensio-
nalen Kern hat. Dazu gehort Beispiel 5, 7 und 8.

hyperbolisch, wenn a;; auf €2 einen negativen und n—1 positive Eigenwerte hat, oder
umgekehrt. Dazu gehort Beispiel 9 und 10.

_82u+ +(92u
S 0xr T 0a2

Losungen der Laplacegleichung heiflen harmonische Funktionen. Die Laplacegleichung
ist eine homogene lineare partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung.

1. Laplacegleichung. JANTAS = 0.

Die entsprechende inhomogene Gleichung heifit Poissongleichung. —Au = f.
Hierbei ist die Funktion f gegeben und die Funktion u gesucht.

2. Helmholtzgleichung. —Au— Au = 0.

Hierbei ist A € R eine gegebene Zahl und u die gesuchte Funktion. Sie ist eine besonders
einfache Form der Poissongleichung.

3. Lineare Transportgleichung. w+b-Vu=0.

Hierbei ist b eine gegebenes R"-wertiges Vektorfeld auf einem Gebiet €2 C R x R™ und
u die gesuchte Funktion auf diesem Gebiet.

4. Liouvillegleichung. U+ V(b-u)=0.

Hier ist wie bei der Transportgleichung b ein gegebenes R"-wertiges Vektorfeld auf
einem Gebiet 2 C R x R™ und u die gesuchte Funktion auf diesem Gebiet. Diese
beiden linearen Differentialgleichungen erster Ordnung sind &hnlich.

5. Wirmeleitungsgleichung. w— Au=0.

6. Schrodingergleichung. w+ Au = 0.

Hierbei ist u eine gesuchte komplexe Funktion. Der Faktor :, durch den sich die
Schrodingergleichung von der Warmeleitungsgleichung unterscheidet, fithrt zu deut-
lichen Unterschieden dieser beiden Gleichungen.
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= 8u
7. Kolmogorovgleichung. 1 — i b— =
soreTe © ’ z; " 8:826113] zz—:
Sie ist eine Verallgemeinerung der Wérmeleitungsgleichung.

8. Fokker-Planckgleichung. U — Z M + Z W - 0.

Die Fokker-Planckgleichung verhélt sich zu die Kolmogorovgleichung wie die Liouvil-
legleichung zu der Transportgleichung.

. 0?u
9. Wellengleichung. 2 Au = 0.
2 n 2 n
10. Allgemeine Wellengleichung. % — Z ai;(t, x>%§a’] + Z bi(t, x) gz = 0.

ij=1 i=1
Sie verallgemeinert die Wellengleichung genauso wie die Kolmogorovgleichung die Wir-
meleitungsgleichung verallgemeinert.

PR
11. Airysche Differentialgleichung. U+ a—z = 0.
x
Hier ist u eine gesuchte Funktion auf einem Gebiet 2 C R x R.
Pu M

12. Balkengleichung. 2 9 0
x

B. Nichtlineare Differentialgleichungen
1. Eikonalgleichung. |Vu| = 1.

2. Nichtlineare Poissongleichung. —Au = f(u).

Hier ist f : R — R eine gegebene Funktion und w die gesuchte Funktion auf einem

Gebiet 2 C R™.

3. Minimalflichengleichung. A\ L =0

V1+|Vul?

Die Graphen von Losungen der Minimalflichengleichung sind sogenannte Minimal-
flichen. Der Flicheninhalt solcher Hyperflichen im R"*! #ndert sich unter infinitesi-
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malen Deformationen nicht. Seifenhéute sind Beispiele solcher Minimalfléachen.

4. Monge-Amperegleichung. det (VVtu) = f. Hier ist f eine gegebene Funk-
tion auf einem Gebiet 2 C R™ und u die gesuchte Funktion. Dabei steht auf der linken
Seite der Gleichung die Determinante der Matrix der zweiten Ableitungen von u.

5. Hamilton-Jacobigleichung. u+ H(Vu,z) = 0.

Hierbei ist H eine gegebene Hamiltonfunktion auf einer Teilmenge von R™ x R", und
u die gesuchte Funktion auf einem entsprechenden Gebiet in R".

6. Skalare Erhaltungsgleichung. u+ V- F(u) =0.

Hierbei ist F' eine gegebene R"-wertige Funktion und u die gesuchte Funktion auf einem
Gebiet 2 C R x R"™. Diese Differentialgleichung hat zur Folge, dass sich das Integral
von u iiber ein gegebenes Teilgebiet von R™ so mit der Zeit dndert, wie das Integral
von F'(u) iiber den Rand des Gebietes. Deshalb lésst sich F'(u) als eine Flussdichte der
Erhaltungsgrofie u interpretieren.

7. Burgers Gleichung. u+ ug—u =0.
x

Hier ist u eine gesuchte Funktion auf einem Gebiet 2 C R x R. Sie ist ein Beispiel fiir
eine skalare Erhaltungsgleichung mit F(u) = u?/2.

8. Reaktions-Diffusionsgleichung. i — Au = f(u).

Hier ist f : R — R eine gegebene Funktion und u die gesuchte Funktion.
9. Porose Mediengleichung. uw—A(u)=0.

Hier ist 7 > 1 ein gegebener Exponent. Diese Gleichung beschreibt die Ausbreitung
eines idealen Gases in einem pordsen Medium wie Sand.

82
10. Nichtlineare Wellengleichung. O_tg — Au = f(u).
Hier ist f : R — R eine gegebene Funktion und u die gesuchte Funktion.
0 3
11. Korteweg-de-Vries-Gleichung. 47 — 6u—u _gt 0

or 0x3
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Diese Gleichung besitzt eine sogenannte Laxdarstellung, d.h. sie ldsst sich schreiben als

L=[A 1]
mit zwei gewohnlichen Differentialoperatoren

L-—a_2_|_ A-—8_3+3_u£+§@
T Ox? b 03 2 0xr  40x

Daraus entwickelte sich ein neues Versténdnis von integrablen Systemen.
C. Lineare Differentialgleichungssysteme

1. Lineare Elastizitit. pAu+ (A4 p)V(V-u) = 0.

Hier sind A > 0 und g > 0 gegebene positive Konstanten und u die gesuchte R™-wertige
Funktion.

9%u

2. Elastische Wellen. —_—
ot?

— pAu— A+ p)V(V-u) =0.
E—-VxXxB=—-41j B+VxE=0

3. Maxwellgleichungen.
V.- E=d4np V-B=0.

Hier sind die Ladungsverteilung p und die Stromverteilung j gegebene reelle bzw. R3-
wertigen Funktionen auf der Raumzeit R x R3 und das elektrische Feld £ und das
Magnetfeld B die gesuchten R3-wertige Funktionen. Weil j ja gerade die Ladungs-
flussdichte ist erfiillen die gegebenen p und j den Erhaltungssatz

p+V-j=0.

Gu_ﬁv 8u_ ov

4. Cauchy-Riemanngleichung. 50 e 9
x y Oy x

Hier sind (u,v) : R? — R?, (z,y) — (u,v) Realteil und Imaginirteil einer holomorphen
Funktion auf (Teilgebieten) der komplexen Ebene = + 1y = z € C.

D. Nichtlineare Differentialgleichungssysteme

1. Eulergleichung. u+u-Vu+Vp=0 V.-u=0.

Hier ist u : R® — R?® das Geschwindigkeitsfeld einer inkompressiblen reibungsfreien
Fliissigkeit und p der Druck.
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2. Navier-Stokesgleichung. u+u-Vu—ALAu+Vp=0 V-u=0.

Hier ist u : R® — R? das Geschwindigkeitsfeld einer inkompressiblen viskosen Fliissig-
keit und p der Druck.

1
3. Einsteins Feldgleichungen. Ri; — égin = K1j;.

Hier ist der Energieimpulstensor einer gegebenen Massenverteilung auf der Raumzeit
und g;; ist die entsprechende gesuchte Metrik auf der Raumzeit. Diese Metrik g;; ist
eine Lorentzmetrik auf der Raumzeit, d.h. eine symmetrische Bilinearform auf dem
Tangentialraum der Raumzeit mit der Signatur (1,3). R;; ist die dazugehorige Ricci-
kriimmung und R die skalare Kriimmung.

3
1 gt Ogu  0gi
rk = = M . ——
K 2 Z g (axz T o T ot

§3 : kl 8Fk arkk §3 : k 1l ki
— ] 7
Rz’j = g w - W —+ (FlkFij — FUFZ.,C)

k=0 1=0
(g” ) = (gij)" inverse Metrik
3
R o= > g'R;
i,j=0
4. Riccifluss. gij = —2Ry;.

Diese Differentialgleichung beschreibt auf Riemannschen Mannigfaltigkeiten einen dif-
fusionsartigen Fluss der Metrik. Er gleicht Inhomogenitéaten und Isotropien der Metrik
aus und fithrt nach langen Zeiten zu Metriken mit sehr groflen Isometriegruppen. Ri-
chard Hamilton hat in den 70ger Jahren ein Programm entworfen, um mit Hilfe dieses
Flusses die Geometrisierungsvermutung von Thurston zu beweisen. Diese besagt, dass
sich jede kompakte 3-Mannigfaltigkeit in Teile zerlegen ldsst, auf denen eine Isome-
triegruppe transitiv wirkt. Hamilton versucht durch eine Kontrolle iiber das Lang-
zeitverhalten des Ricciflusses auf kompakten 3-Mannigfaltigkeiten solche Metriken zu
konstruieren. Der russische Mathematiker Grisha Perelman hat 2003 3 Arbeiten ins
Netz gestellt und die letzten Hiirden iiberwunden. Das war ein grofler Erfolg fiir die
geometrische Analysis.
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2.2 Der Gauflsche Satz

Definition 2.2. (Zerleqgung der Eins) FEine glatte Zerlequng der Eins einer Familie
von offenen Mengen in R™ mit der Vereinigung 0 C R™ ist eine abzdhlbare Familie
(hy)ien von glatten Funktionen hy : Q — [0,1], so dass

(1) fir jedes x € Q auf einer Umgebung von x nur endlich viele h; ungleich Null sind.

(ii) Fir alle x € Q gilt >°,° hy(z) = 1.

(iii) Jedes h; auferhalb einer kompakten Teilmenge eines Elementes verschwindet.
Jede Familie von offenen Mengen in R™ besitzt eine glatte Zerlegung der Eins.

Definition 2.3. Fiir jede n x (n — 1)-Matriz A gibt es genau einen Spaltenvektor
A#* € R", so dass det(A,x) = a2t - A% fiir alle v € R" gilt. Er steht senkrecht auf dem
Bild von A als Hyperfliche in R™ und seine Ldange ist der Fldcheninhalt des Bildes von
[0,1]""! unter A in R™. Fiir eine n x n-Matriz A gilt (A|gn—1)* = det(A)(A™)e,.

Definition 2.4. Fine offene Teilmenge (2 C R™ hat differenzierbaren Rand, wenn ihr
Abschluss Q eine Uberdeckung von offenen Mengen O C R™ und stetig differenzierbare
Abbildungen ® : U — O mit stetig differenzierbaren Umkehrabbildungen ®=': 0 — U
besitzt, die jeweils O N Q in die obere Halbebene {x € R"™ | x,, > 0} und O N 02 nach
R = {z € R" | x, = 0} abbilden. Seien det® > 0. Dann ist das Integral einer
Funktion f auf O mit einer entsprechenden Zerleqgung der Eins (h)en definiert als

/fda = Z / (hif)o® H((I)'|Rn71)#H dpign—1 wobei jeweils hy|gmo = 0.
o9 ENyARn-1

Fiir eine R"-wertige Funktion f und die duflere Normale N auf 02 definieren wir

/ f-Ndo=-Y" / ((hf) © @) - (¥ |gn1)*dpgn— wobei jeweils hylgmo = 0.
oN leNUﬂRnfl

Um diese Integrale zu berechnen, geniigt es ® auf U N R™! zu kennen. Stetig
differenzierbare Einbettungen ¥ : UNR" ' — O NI, deren Ableitungen ¥’ den Rang
n — 1 haben, lassen sich so stetig differenzierbar auf kleine Umgebungen von U NR"~!
fortsetzten, dass sie stetig differenzierbare Umkehrabbildungen haben. Deshalb geniigt
es die Existenz solcher Abbildungen ¥ = ®|;~gn-1 vorauszusetzen.
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Satz 2.5. (Gaufscher Satz oder Divergenzsatz)_ Sei Q C R"™ ein offenes Gebiet mit
zweimal differenzierbarem Rand und f eine auf Q) stetige R™-wertige Funktion, die auf
Q stetig differenzierbar ist mit Lebesque-integrablen partiellen Ableitungen. Dann gilt:

Q/V-fd,uz@([f-]\fda

Hierbei ist N die duflere Normale und Ndo das entsprechende Majf$ auf dem Rand Of).

Beweis: Mit einer entsprechenden Zerlegung der Eins geniigt es die Aussage fiir eine
Funktion f zu zeigen, die aulerhalb einer abgeschlossenen Menge in einer offenen Men
O aus Deﬁnition Verschwmdet Fiir f = det(®’ )(@)7L(f o @) gilt wegen Satz
V- f = det(®) ) (@) 0", () fio @ — det(D') Y (@) 0’0, () fyo®
s Y Oz 0ui Kl Ji e 9,0y, Kl JU
+ det(®") Spur((®") 1 (f' o ®)®') = det(P’) Spur(f’' o @) = det(®')(V - f) o ®.

Aus Jacobi’s Transformation von MaBen folgt |, oV fdu= fU V. fd,u. Also geniigt es

[Viin=— [ (fo0) @)

U UNR"?—1
_ / det(@) (3 ) - det(@) (@) Yendpzns = / Fodpizns
UNRr—1 UNR?—1

zu zeigen. Die Funktion f setzt sich stetig differenzierbar auf einen Quader fort, von
dessen Rand eine Seite in der Hyperebene R"™! ¢ R” liegt. Weil f nur auf einer Seite
des Randes des Quaders nicht verschwindet, reduziert sich mit dem Hauptsatz der
Differentialrechnung das linke Integral zu einem Integral {iber die Seite des Quaders in
R"! und stimmt mit dem Integral auf der rechten Seite iiberein. q.e.d.

2.3 Existenz von Lésungen

Wir wollen zur Erlduterung ein Beispiel einer Differentialgleichung geben, das keine
Losung besitzt. Dieses Beispiel ist eine Vereinfachung (von Nirenberg) eines Beispieles
von H. Lewy: Gegeben ist eine komplexwertige Funktion f auf einem Teilgebiet von
(z,y) € R? und gesucht ist eine komplexwertige Funktion u auf demselben Teilgebiet,
die folgende lineare Differentialgleichung erster Ordnung erfiillt:

ou ou
Iz + ma—y = f(z,y).
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Wir zeigen, dass es fiir eine glatte Funktion f, die folgende beiden Bedingungen erfiillt,
in keiner Umgebung von (0,0) € R? eine einmal stetig differenzierbare Losung u gibt:

(i) f(=z,9) = f(z,y)

(ii) Es gibt eine Nullfolge p, | 0, so dass f auf einer Umgebung der Kreise 0B(0, p,,)

verschwindet, die Integrale [ f(z,y)dxdy aber ungleich Null sind.
B(O,pn)

Wenn h : R — R eine glatte periodische Funktion ist, die auf einem Intervall aber
nicht auf R verschwindet, dann ist f(x) = exp(—1/||x||)h(1/||z]|) ein solches Beispiel.
1. Schritt: Wegen (i) ist mit u(z,y) auch —u(—z,y) und w(z,y) = 1(u(z,y) —
u(—z,y)) eine Losung. Deshalb kénnen wir u(—z,y) = —u(z,y) annehmen.

2. Schritt: Jede solche Losung u verschwindet auf den Kreisen 0B(0, p,). Um das

einzusehen transformieren wir kleine Ringe A folgendermafien auf Gebiete A im R%:

A A (2.9) (z?/2,y) firz >0
’ ’ (—2%/2,y) fiir z < 0.

Diese Abbildungen sind offenbar Homdomorphismen von A auf A. Auf dem Teilgebiet
A, = {(s, y) e Als> O} ist die Funktion (s, y) = u(z?/2,y) holomorph:

o5y < duls:y) | alsy) _ dedu(z,y)  Oulzy) 1 <0ug; y) Hx@ugwy, y)) _o

0s ! y ds O ! dy x

Wegen dem 1. Schritt verschwindet @ fiir s = 0, und wegen dem Schwarzen Spiege-
lungsprinzip und dem Identitdtssatz auf A, , und wegen dem 1. Schritt auf A.
3. Schritt: Wegen dem Gauflschen Satz gilt

ou ou
/ fdady = / (%“xa_y) dudy = / v.(zgu> dzdy
)

B(0,pn B(0,pn) B(0,pn)
u
- / (qu) ’ N(I’,y)dO’(l‘, y) =0,
9B(0,pn)

im Widerspruch zu (ii). Also gibt es keine einmal stetig differenzierbare Losung.
Man kann aus diesem Beispiel sofort folgern, dass die reelle Differentialgleichung

9 ON(O  oNY (o oN (8 L0\ P y
ox m@y ox m@y ox ”“"ay “= a2 0 oy? 0y? “=

keine viermal stetig differenzierbare Losung hat.
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2.4 Regularitit von Losungen

Unter der Regularitét einer Losung einer Differentialgleichung versteht man die lokalen
Eigenschaften der entsprechenden Funktionen. Wir werden nur solche Losungen be-
trachten, die mindestens Distributionen sind. In diesen enthalten sind messbare Funk-
tionen bzw. allgemeiner [P—Funktionen. Diese enthalten die Funktionen, deren erste
oder n—te Ableitungen ebenfalls solche IP-Funktionen sind. Die Rdume solcher Funk-
tionen werden Sobolevraume genannt. In diesen Funktionen sind die glatten Funktionen
enthalten. Zuletzt kommen die analytischen Funktionen mit der hochsten Regularitét.

2.5 Anfangswert und Randwertprobleme

Bei der Untersuchung von Losungen von partiellen Differentialgleichungen streben wir
eine moglichst vollstdndige Charakterisierung aller Losungen an. Im Allgemeinen ha-
ben partielle Differentialgleichungen unendlich viele Losungen. Aus der Theorie der
gewohnlichen Differentialgleichungen wissen wir, das eine lineare gewohnliche Differen-
tialgleichung n—ter Ordnung einen n—dimensionalen Losungsraum hat. Eine Losung ist
eindeutig bestimmt durch die Vorgabe der ersten n Ableitungen an einem Punkt. Fiir
partielle Differentialgleichungen streben wir eine analoge Charakterisierung an. Weil
die Losungen auf hoherdimensionalen Gebieten definiert sind, liegt es nahe, dass die
Vorgabe von Funktionswerten und eventuell einigen Ableitungen auf dem Rand des Ge-
bietes, die Losung eindeutig festlegt. Solche Vorgaben nennt man Randwertprobleme.
Bei Evolutionsgleichungen legt die Physik nahe, als Randwert einen rdumlichen Schnitt
zu wahlen, also die Losung zu einem gegeben Zeitpunkt festzulegen. Solche Randwert-
probleme heiflen dann Anfangswertprobleme. In einem zweiten Schritt soll bestimmt
werden fiir welche Randwerte bzw. Anfangswerte eine Losung existiert. Mit der Beant-
wortung beider Fragen sind alle Losungen eindeutig durch die moglichen Randwerte
bzw. Anfangswerte klassifiziert.



Kapitel 3

Partielle Differentialgleichungen
erster Ordnung

3.1 Homogene Transportgleichung
Eine der einfachsten partiellen Differentialgleichungen ist die Transportgleichung:
uw+b-Vu=0.

Hier ist b € R™ ein Vektor und « : R” x R — R die gesuchte Funktion. b- Vu bezeichnet
das Skalarprodukt des Vektors b mit dem Vektor der ersten partiellen Ableitungen von
u nach z: Dz, 1) Dz, b)

u(x, u(z,

A + ... +b, o
Wir nehmen jetzt an, dass u(x,t) eine glatte Losung der Transportgleichung ist. Dann
ist fiir jedes feste (z,t) die Funktion

b-Vu(x,t) = b

z(s) =u(x +s-bt+s)
eine glatte Funktion auf R, deren erste Ableitung verschwindet:
2(s) =bVu(z +s-bt+s)+a(zr+s-bt+s)=0.

Entsprechend muss u auf allen parallelen Geraden in Richtung (b, 1) € R™ x R konstant
sein, und es geniigt die Werte von u auf allen diesen Geraden zu kennen.

Anfangswertproblem 3.1. Gesucht ist eine Funktion u : R* x R — R, die die
Transportgleichung (mit gegebenem b € R™ ) erfiillt, und firt = 0 gleich einer gegebenen
Funktion g : R™ — R st.

49
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Alle parallelen Geraden des R™ x R in Richtung (b, 1) schneiden die Hyperebene
R” x {0} genau einmal:
(x+sbt+s) eR" x {0} < s=—t

Also ist u(z,t) = g(x —tb). Wenn g € C'(R"), dann ist u(z,t) = g(x — tb) eine Losung
der Transportgleichung und damit die eindeutige Losung des Anfangswertproblems.
Wenn aber g ¢ C'(R™) dann existiert offensichtlich keine Losung des Anfangs-
wertproblems. Trotzdem ist u(x,t) = g(x — tb) der einzige Kandidat fiir eine Losung.
Fiir eine sehr grofle Klasse von Funktionen ist dieses u aber eine schwache Losung der
Transportgleichung und sogar die eindeutige Losung des Anfangswertproblems.

3.2 Inhomogene Transportgleichung

Wir betrachten jetzt die entsprechende inhomogene Transportgleichung
w+b-Vu=f

Hier ist wieder b € R" ein gegebener Vektor, f : R" x R — R eine gegebene Funktion
und u : R x R — R die gesuchte Funktion.

Anfangswertproblem 3.2. Gesucht ist eine Funktion u : R® x R — R, die die
inhomogene Transportgleichung (mit gegebenem b € R™) erfillt, und fir t = 0 gleich
ewner gegebenen Funktion g : R™ — R st.

Fiir jedes (z,t) € R™ x R erfiillt z(s) = u(x + sb,t + s) die Differentialgleichung
Z(s) =b-Vu(x + sb,t + s) + u(x + sb,t + s) = f(x + sb,t + s).
0
Also gilt u(z,t) — g(x —bt) = z(0) — z(—t) = /z’(s)ds

0

:/f(;p-|-sb,t+s)ds :/f(x—l—(s—t)b,s)ds.

—t

t
Deshalb ist die Losung gegeben durch  u(z,t) = g(z — bt) + / flz+ (s —t)b, s)ds.
0

Wieder ist die Losung des inhomogenen Anfangswertproblems ein Integral iiber Losun-
gen der homogenen Anfangswertprobleme mit der Inhomogenitéat als Anfangswerte.
Wieder ist gegebenenfalls u die eindeutige schwache Losung. Wir haben also die in-
homogene und homogene Transportgleichung in eine gewo6hnliche Differentialgleichung
iibersetzt haben. Diese Methode der Charakteristik werden wir jetzt verallgemeinern.
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3.3 Methode der Charakteristik

Wir betrachten eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung von der Form
F(Vu(x),u(z),z) = 0.

Hierbei ist u eine reelle Funktion auf einem offenen Gebiet 2 C R™ und F' eine reelle
Funktion auf einer offenen Menge W C R"™ x R x R". Wir versuchen die Losung wie bei
der Transportgleichung dadurch zu bestimmen, dass wir aus der partiellen Differenti-
algleichung die Einschrankung der Losung auf den Integralkurven von Vektorfeldern
bestimmen. Sei also z(s) eine Integralkurve eines noch zu bestimmenden Vektorfeldes
und p(s) die entsprechende Ableitung p(s) = Vu(z(s)). Wir wollen die Integralkurve
so wahlen, dass wir z(s) = u(z(s)) bestimmen konnen. Dazu differenzieren wir

dpi(s)  d du(x(s)) <= Pulx(s)) day(s)
ds ds Ox; pu Ox;j0x; ds

Wenn wir F'(Vu(z),u(x),z) = 0 total nach dx; differenzieren, erhalten wir

| dF(Vu(e) u(z).2)
dl’i

= OF(Vu(z),u(z),z) 9®u(z)  OF(Vu(z),u(z),z) du(z) OF(Vu(z),u(z),)

B Z ; Ox;0x; * Dz dx; * x; '

j=1
Wegen dem Satz von Schwarz vertauschen die partiellen Ableitungen und es gilt

2”: 3F(p(8);92(8), 2(s) Pula(s))  OF(p(s), (s), ®s),

Dj 81’]8%‘2 0z

Jj=1

Deshalb setzen wir

dx; _ OF(p(s), 2(s), 2(s))

ds Ip; ’

dpz (s

und konnen die Differentialgleichung Z 8% 8% dx; (s) umschreiben zu

j=1

dpz OF (p(s), z(s), z(s))
Z 8%89@ Op;

_ OF(p(s), 2(s), x(s))  OF(p(s), z(s), x(s))
T ox; a 0z pils):
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Zum Abschluss differenzieren wir

dz(s)  du(x(s)) " du drj(s) h OF (p(s), 2(s), x(s))
ds — ds 4 8_%($(8)) ds = i) ; .

1=

j=1
Dadurch erhalten wir das gewohnliche Differentialgleichungssystem:
_ OF(p(s), 2(s), 2(s))

Ip;

) OF (p(s), z(s), x(s OF (p(s), z(s), (s
pils) = — (p( >ax(- ) x(s)) _ OF(p( >8z( ), ))pi(s)
i "L OF (p(s), z(s), (s
I SLUECED)

j=1

J

1'1(8)

p;(s).

Es ist ein gewohnliches Differentialgleichungssystem erster Ordnung mit 2n + 1
Unbekannten. Damit haben wir folgenden Satz bewiesen:

Satz 3.3. Sei F eine differenzierbare reelle Funktion auf einer offenen Teilmenge
W C R*x R xR" und u € C*(Q) eine zweimal differenzierbare Lésung der Diffe-
rentialgleichung F(Vu(x),u(z),x) = 0 auf einer offenen Teilmenge Q@ C R™. Dann
erfillen fir jede Lésung x der gewohnlichen Differentialgleichung

die Funktionen p(s) = Vu(z(s)) und z(s) = u(x(s)) die Differentialgleichungen

pi(s) = _5F(p(s)éiis),x(s)) B aF(p(S)’;;S)’x(S))pi(s) .
i(s) = Zl aF(P(S)é;(‘S),x(s))

J

p;(s). q.e.d.

Jetzt wollen wir Randbedingungen von folgender Form betrachten:
uw(y) =g(y) firalley €e QN H mit H={y € R" |y-e, =20 €p}.

Dabei ist e, = (0,...,0,1) der n—te Einheitsvektor und H die eindeutige Hyperebene,
die senkrecht auf e, steht und durch xy € Q geht. Mit Hilfe des Satzes der impliziten
Funktion lassen sich durch geeignete Koordinatentransformationen allgemeinere stetig
differenzierbare Hyperebenen auf diese Form bringen: Sei ® : 2 — ' ein stetig differen-
zierbarer Homoomorphismus, dessen Umkehrabbildung ®~! auch stetig differenzierbar
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ist. Dann ist fiir eine Funktion v : ' — R die Funktion u = v o ® genau dann eine
Losung der Differentialgleichung

F(Vu(z),u(z),z) =0

wenn v eine Losung der Differentialgleichung

F (@ (@7 ()" Voly). v(y), @ () =0
ist. Also erhalten wir mit
G(Vu(y),v(y),y) = F ((‘P’ (@7 (y)))" - Voly), v(y), <I>‘1(y)>

die entsprechende Differentialgleichung fiir v. Im Folgenden nehmen wir an, dass die
Hyperebene H die Form hat

H={yeR" |y -e,=x0-e,}.

Durch einen geeigneten Koordinatenwechsel konnen wir das immer erreichen, wenn die
Hyperebene nur hinreichend glatt ist. Weil v und v 2-mal stetig differenzierbar sein
miissen, um den vorangehenden Satz anzuwenden, sollten ® und ®~! auch 2-mal stetig
differenzierbar sein. Also muss auch die Hyperebene 2-mal stetig differenzierbar sein,
um sie auf die gewiinschte Form zu bringen. Auf 2 N H muss ebenfalls

F(Vu(y),uly),y) =0
gelten. Um also auf y € QN H die Anfangsbedingungen
2(0) = g(y), p(0) =q(y) und z(0) =y

entsprechend vorzugeben, miissen wir eine Funktion ¢ : Q@ N H — R" finden, so dass
fiir alle y € QN H gilt

9g(y L
F(q(y),9(y),y) =0 und a;) = q(y) firi=1,...,n—1.
Damit sind also alle Komponenten ¢ (y), . .., ¢,—1(y) durch aag—;ly), . —88 57%)1 vorgegeben,

so dass wir nur noch die Komponente ¢, (y) so bestimmen miissen, dass gilt
F(q(y),9(y),y) =0 firalley € QN H.

Aus dem Satz der impliziten Funktion folgt:
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Lemma 3.4. Sei F' stetig differenzierbar und (pg, z0.xo) € W und zo € QN H und
20 = g(xo). Wenn

8F(p0, 20, :EO)

Ipn, 70

F(po,z0,70) =0 und

gilt, dann gibt es eine Umgebung von yo = xo € QN H auf der die Gleichungen

F(q(y),9(y),y) =0 und qi(y)szﬂrizl,---,n—l

genau eine Lisung q hat. q.e.d.

Satz 3.5. Sei W C R" xR xR" eine offene Menge und F' : W — R eine zweimal stetig
differenzierbare Funktion. Sei (po, z0,z0) € W mit F(po, 20, o) = 0 und g eine zweimal
stetig differenzierbare Funktion auf der Schnittmenge der Hyperebene H = {y € R™ |
€n Y = €, - To} mit einer Umgebung von xq € R™. Wenn gTi(po, 20, o) # 0 dann gibt
es auf einer Umgebung ) von xy genau eine Losung des Anfangswertproblems

F(Vu(z),u(x),z) =0 fir xz€Q wund uly)=g9gy) fir yeQnH.

Beweis: Wegen dem vorangehenden Lemma gibt es auf der Schnittmenge einer Um-
gebung von xy mit H genau eine stetig differenzierbare Funktion ¢ nach R", so dass
auf der Schnittmenge einer offenen Umgebung von xy mit H gilt

~ Jg(y)

F(q(y),9(y),y) =0 und ¢(y) = o firi=1,...,n—1.

Wegen dem Satz von Picard-Lindeloff gibt es dann fiir alle y in der Schnittmenge einer
Umgebung von xg mit H genau eine Losung des Anfangswertproblems

i(5) = G- (0(6). 2(5),2(5) mit  2(0) = y
(s) = — 5 (p(5),25):55)) = S (05), 200 Dls) it 50) = ()
£(9) = 32 o9 2(5). (9o mit (0 = g(y).

Wir bezeichnen diese Familie von Losungen mit z(y, s), p(y, s) und z(y, s). Wenn Q >
klein genug gewihlt ist, sind diese Losungen sogar alle auf (2N H) x (—¢, €) eindeutig
definiert mit € > 0. Wegen Satz sind diese Losungen zweimal stetig differenzierbar.
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Wegen den Anfangsbedingungen und der Bedmgung (po,zo,xg) # 0 besitzt die
Funktion

(QNH)x (=€) > Q, (y,5) = a(y, s)
im Punkt (yo,0) = (z0,0) eine invertierbare Ableitung. Dann folgt aus dem Satz der
inversen Funktion, dass fiir eine geeignet verkleinerte Umgebung €2 von zy und ein ge-

eignetes € > 0 diese Abbildung ein zweimal stetig differenzierbarer Homéomorphismus
mit zweimal stetig differenzierbarer Umkehrabbildung ist. Dann definieren wir

u(z(y, s)) = z(y, s) fur alle (y,s) € (AN H) x (—¢,€).

Wir zeigen jetzt, dass diese Funktion die Differentialgleichung F(Vu(z), u(z),z) =
16st. Zunéchst folgt aus der gewohnlichen Differentialgleichung

%F@(y’ s),2(y, s),x(y,s)) = 0.

Weil F(q(y),9(y),y) = 0 fur alle y € QN H folgt auch

F(p(y,s),z(y,s),z(y,s)) =0 fiir alle (y,s) € (AN H) x (—¢,¢).

Also geniigt es p(y, s) = Vu(z(y, s)) fur alle (y,s) € (2N H) x (—¢,€) zu zeigen. Wir
zeigen zunéachst, dass fiir alle (y,s) € (RN H) x (—¢,e) und allei =1,...,n—1

- OQT(y,S) 827 yv )
= jzlpj(ya S)]ﬁ—s und 8yz ij Y,8 ]0%

gilt. Die erste Gleichung folgt aus der gewohnlichen Differentialgleichung fiir z(y, s)
und z(y,s). Fir s = 0 folgt die zweite Gleichung aus den Anfangsbedingungen von
2(y, s), p(y, s) und z(y, s). Die Ableitung nach y; der ersten Gleichung ergibt

*2(y,5) _ ~—~ (Op;(y, s) Dx;(y, 5) 0%x;(y, s)
Dyds ; ( o os TP o0 ) '
: 9 8Z<y, 8) = Oz <y7 8)
Mit dem Satz von Schwarz folgt s (((a—yZ - j;pj (y, 5)387 =
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z": (8}9] y,s) 0x;(y,s)  Op;(y,s) 6a:j(y,8)) =

=\ Oy 0s ds Oy
_ Z; 8pgai/; (y,S),gg,S),x(y78))+
N j; <3F(p(y,8%;56%78),96(3;,8)) L Py, 8),2'(?;,;1,1?(% $)p; (v, 8)) 31‘](-9(3; 5)
= A F(p(y:5),2(0,5),2(0:5)) -
_ OFlply:s) 2(0.5). (3. 5) (az(g)z;s) . ;W’ )%5)) |
Aus F(p(y. ), 2(9.5). 2(0.5)) =0 folgt = (5—5@,@») - jf;pj@, >%§)> _
0oy o) 2. 5): ol ) ( ipj 922002 >> |

Diese lineare gewthnliche Differentialgleichung mit Anfangswert 0 bei s = 0 hat die
eindeutige Losung 0. Also folgt die zweite Gleichung

02(y.s) _ < 0z;(y, s)

j=1
Lokal ist die Ableitung von (y, s) — x invertierbar. Damit erhalten wir insgesamt:
ou 0z 83 0z 8yZ "L 0zp | 05— A oz \ Jy;
L (z e ) ; Sndre) 2
B - Oxy, 83 (‘3xk 8y2 - (9xk B

Aufgrund der Anfangsbedingungen an z(y,0) gilt fur alle y € QN H auch u(y) = g(y).
Die Eindeutigkeit folgt aus dem Satz von Picard-Lindelsf und Satz [3.3] q.e.d.
Wir haben das Losen dieses Randwertproblems auf das Losen einer gewohnli-
chen Differentialgleichung zuriickgefiihrt. Im Fall der inhomogenen Transportgleichung

fassen wir x und t zu einer Koordinate (r,t) zusammen. Dann ist F(p, z, (z,t)) =
F(p,z,t) =bip1 + ...+ bupp + pny1 — f(x,t). Die gewohnliche Differentialgleichung ist

i=b t=1 p=(Vf(xt),f(x1) = F(p,z,t)+ f(x,t) = f(x,1).
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Laplacegleichung

Eine der wichtigsten partiellen Differentialgleichungen ist die Laplacegleichung

0%*u 9%u
+ ...+ —=0.

Ay = 22
" o3 oz

Die entsprechende inhomogene Differentialgleichung heifit Poissongleichung:
—Au = f.

Beide Gleichungen sind lineare partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung fiir
eine gesuchte Funktion u : R — R. Sie tauchen in der Physik auf und beschreiben
z.B. das elektrische Feld im Vakuum oder mit einer Ladungsverteilung f.

4.1 Fundamentall6sungen

Die Laplacegleichung ist invariant unter allen Rotationen und Translationen des eukli-
dischen Raumes R". Deshalb suchen wir zunéchst nach kugelsymmetrischen Losungen,
also Losungen, die nur von der Linge r = |x| = v/z - z des Ortsvektors abhéingen. Fiir
eine solche Funktion u(z) = v(r) = v(y/z - x) ergibt die Kettenregel:

2x

Vou(z) =0 (Vz-z) Ver =o' (Vo - ) o

Also geht die Laplacegleichung iiber in die gewthnliche Differentialgleichung
2 2

" x / n / x "
Npu(x) =V, - Veu=v (r)ﬁ +v (7’); —v (T)E =v"(r) + "

57
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Diese gewohnliche Differentialgleichung konnen wir folgendermaflen 16sen:

V"(r) 1-—n C'ln(r)+ C" firn=2

St =1 o) = 0oy o) = s

Definition 4.1. Sei ®(z) folgende Lisung der Laplacegleichung:

Hier bezeichnet w,, das Volumen des Finheitsballs im euklidischen Raum R™.
Diese Losung ist bei x = 0 singuldr. Mit dieser Wahl der Konstanten haben wir

Satz 4.2. Fiir f € CZ(R"™) haben wir folgende Lisung der Poissongleichung —Au = f:

u(z) = / Bz — y)fy)d"y = / B(y)f(x - y)d'y.

R™ R"

Beweis: Die Gleichheit der beiden Integrale in der Definition von u(z) ergibt sich aus
der Substitution y — x — y. Weil f zweimal differenzierbar ist und kompakten Tréager
hat, ist auch das zweite Integral nach x zweimal differenzierbar, und es gilt

0% 92 f )

R

Insbesondere ist Au(x) = [o., P(y)A, f(z — y)d™y. Wir zerlegen dieses Integral in
ein Integral nahe bei der Smgularltat von ® und ein Integral aulerhalb der Singularitét:

Aufz) = / S Ofla—y)dy 4 / () Ao f(z — y)dy
B(0,€) R\ B(0,¢)
=1 +J..

Fiir € | 0 konvergiert I, wegen [rlnrdr == (Inr — —) bzw. [rdr = % gegen Null:

;
Ce*(|lnel+1) (n=2)

I| < ClA 50 (Rn O(y)|d"y
LI <l [ 120) {02 .

B(0,¢)
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Eine partielle Integration ergibt fiir das zweite Integral:

= [ ewae -y

R7\ B(0,¢)
= - / V,@(y) -V, flx —y)d'y  + / O(y)Vyf(x —y) - Ndo(y)
R\ B(0,¢) OB(0,¢)
- K, +L..

Hier ist N die duflere Normale und do das Maf§ auf dem Rand von R™ \ B(0,¢). Der
zweite Ausdruck konvergiert im Grenzwert € | 0 wieder gegen Null:
Ce|lnel (n=2)

| Lel < IV e @y / [2()ldo(y) < {C’e (n>3).

8B(0,¢)

Durch nochmaliges partielles Integrieren erhalten wir

ko= [ spwie-ndy- [ V005 Niow)
R\ B(0,¢) 8B(0,¢)
-~ [ Vs Naoty)
8B(0,¢)
weil fiir y # 0 ¢ harmonisch ist. Der Gradient von ® ist V®(y) = —ﬁﬁ Der zum

Ursprung zeigende Normalenvektor ist —|l. Wenn o,, das Volumen der Einheitssphére
im R™ bezeichnet, dann berechnet sich das Volumen w,, des Einheitsballs durch
1

_ On
wp = | opr tdr = 2.
n

0

Weil nw,e"! das Volumen von 0B(0, €) ist, ist K, der Mittelwert von —f auf B(0, €).
Weil f stetig ist, konvergiert dieser Mittelwert im Grenzwert € | 0 gegen — f(z).q.e.d.

Im Sinne von Distributionen gilt also —A®(x) = §(x). Hieraus erklért sich die Wahl
der Konstanten bei der Definition von ®. Die Faltung einer Funktion f mit ® ist auch
definiert, wenn f nur stetig ist, oder sogar nur lokal integrabel ist. Im Allgemeinen
ist die einer stetigen Verteilung f entsprechende Losung der Poissongleichung nicht
zweimal differenzierbar. Aber der Satz gilt auch fiir lipschitzstetige f. Diese Losung
der Poissongleichung ist sogar fiir alle Funktionen f € L'(R™) wohl definiert, und auch
eine schwache Losung der Poissongleichung. Weil die Poissongleichung eine inhomogene
lineare Differentialgleichung ist, ist jede Losung nur bestimmt bis auf Addition einer
Losung der entsprechenden homogenen Gleichung, also einer harmonischen Funktion.
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4.2 Mittelwerteigenschaften

Fiir eine harmonische Funktion u auf einem Gebiet, das einen Ball B(z,r) vom Radius
r enthalt, ist der Mittelwert von u auf dem Rand 0B(z,r) des Balls gleich dem Wert
von u am Mittelpunkt z. Weil das fiir beliebige Radien gilt und der Mittelwert von u auf
dem Ball B(z,7) gleich einem gewichtetem Mittelwert aller Mittelwerte von u auf den
Réndern der Bélle B(z, ") mit 0 < r' < rist, ist auch der Mittelwert auf B(x,r) gleich
dem Wert von v am Mittelpunkt x. Das fiihrt zu aufschlussreichen Schlussfolgerungen.

Mittelwerteigenschaft 4.3. Sei u € C%(Q) eine harmonischen Funktion auf einem
offenen Gebiet Q, das den Ball B(x,r) enthdlt. Dann sind die Mittelwerte von u auf
dem Ball B(xz,r) und dessen Rand gleich dem Wert von uw am Mittelpunkt x. Sind
umgekehrt die Mittelwerte einer zweimal differenzierbaren Funktion v € C?*(Q) auf
allen Bdillen B(x,r), die in Q2 enthalten sind, oder auf Rindern dieser Bille gleich den
Werten von u an den entsprechenden Mittelpunkten, dann ist u auf Q2 harmonisch.

Beweis: Sei U(r) der Mittelwert von u auf den Réndern der Bélle B(z,r) C Q:

)= — / w(y)do(y) = — / (e +r2)do (2).

r~lnw, nwy,
OB (z,r) 0B(0,1)
Mit Hilfe des Gauﬁsehen Satzes erhalten wir
U (r) = Vu( d = Vu( - Nd
)= / (e +12) - zdo(2) - / (@ +r2) - Ndo(2)
9B(0,1) 9B(0,1)
1
= m / Vu(y) : Nda(y) o 1(,(_) / Au
OB(z,r) B(z,r)

Wenn « harmonisch ist, dann ist ¥ konstant solange B(x,r) in Q liegt. Wegen der
Stetigkeit von u konvergiert W(r) im Grenzwert limr — 0 gegen u(z). Also sind die
Mittelwerte von u auf den Réndern der Bélle in €2 gleich u(z). Es gilt auch

1 T
~ / u(y)d'y = — / / y)ds = %/s"l‘l!(s)ds
Wy, Wy, r
0

B(z,r) 0 0B(=,s)

Weil ¥ konstant ist, ist auch der Mittelwert von u auf B(x,r) gleich u(x).
Wenn umgekehrt die Mittelwerte von u auf allen Béllen B(x,r) in § gleich den
Werten von v an den entsprechenden Mittelpunkten sind, dann gilt

T
n

u(z) = / 10 (s)ds.

rn
0
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Deshalb verschwindet die Ableitung der rechten Seite nach r:

9 T
o [ s+ ) = <Mute) + M) =0
rr r

,,an-i-l r
0

Dann sind auch die Mittelwerte W(r) gleich u(x). Weil u zweimal differenzierbar ist,
ist nach unser obigen Formel U differenzierbar. Wenn die Ableitungen W'(r) zu allen
x € ) verschwinden, dann verschwinden die Integrale von Aw iiber alle Bille in 2.
Also ist v dann harmonisch. Dasselbe gilt auch, wenn die Mittelwerte von u auf den
Réndern der Bélle B(x,r) gleich den Werten von u an den Mittelpunkten sind. q.e.d.

4.3 Maximumprinzip

Wenn eine harmonische Funktion w auf einem offen zusammenhéngendem Gebiet €2
ihr Supremum (oder Infimum) in einem Punkt x € © annimmt, dann gibt es sicherlich
einen Ball B(z,r) C . Dann folgt aus der Mittelwerteigenschaft

! / uy) — u(a)|d"y = 0.

rwy
B(z,r)

Also muss u auf B(z,r) konstant sein. Insbesondere ist die Teilmenge von €2, auf der u
gleich u(x) ist, offen und abgeschlossen. Weil aber 2 zusammenhéngend ist, muss dann
diese Teilmenge ganz €2 sein. Damit folgt aus der Mittelwerteigenschaft ein

Starkes Maximumprinzip 4.4. Besitzt eine harmonische Funktion auf einem offe-
nen zusammenhdngenden Gebiet ein Mazimum, dann ist sie konstant. q.e.d.

Schwaches Maximumprinzip 4.5. Sei u € C(Q) eine auf dem Abschluss eines
beschrinkten offenen Gebietes ) stetige Funktion, die auf ) harmonisch ist. Dann
nimmt u sein Mazimum (und Minimum) auf dem Rand 02 von Q an.

Beweis: Weil u stetig ist, nimmt sie ihr Maximum und Minimum auf der kompakten
Menge €2 an. Wegen dem Starken Maximumprinzip liegt es auf dem Rand. q.e.d.
Das Maximumsprinzip lésst sich ohne die Mittelwerteigenschaft verallgemeinern.

Definition 4.6. Auf einem oﬁenen Gebiet Q) C R™ heifit L von der Form

n

Lu:Za 6x8xj Zb

ij=1 i=1

mit symmetrischen a;; = aj;

elliptisch, wenn Z aij(z)kik; >0 fir alle x € Q und alle k € R™ \ {0}.

ij=1
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Die Bedingung, dass a,;; symmetrisch ist, ist keine Einschrankung, weil wir wegen
dem Satz von Schwarz a;; durch £(a;; + aj;) ersetzen konnen.

Satz 4.7. Sei L ein elliptischer Differentialoperator auf einem beschrdinkten offenen
Gebiet Q C R™ mit Koeffizienten a;;(x) und bi(z), die sich stetig und elliptisch auf
fortsetzen. Dann nimmt jede auf Q) zweimal stetig differenzierbare Funktion u, die sich
stetig auf Q fortsetzt und Lu > 0 erfiillt, das Maximum auf dem Rand 0 an.

Beweis: Wir zeigen zuerst, dass L uniform elliptisch ist, dass es also ein A > 0 gibt
mit
n

> ay(@)kik; > XYk fiir alle 2 € Q und alle k € R™.
=1

i,j=1

Die stetige Funktion (z,k) — >70'._, a;j(z)kik; nimmt auf der kompakten Menge
(z,k) € Q x 8" ' € Q x R” ein Minimum A > 0 an. Also ist L uniform elliptisch.

Sei v(z) = exp(ax;) mit a > 0. Weil L uniform elliptisch ist folgt Lv = a(aai(z)+
bi(x))v > alar + bi(z))v. Weil die stetigen Koeffizienten b; auf der kompakten Menge
Q) beschrinkt sind, gibt es ein grofl genuges o > 0 mit Lv > 0. Weil L linear ist, folgt
L(u + ev) > 0 fiir alle € > 0 und auf ganz Q. Weil u + ev auf Q stetig ist, nimmt es
dort ein Maximum an. Weil u + ev auf €2 zweimal differenzierbar ist, verschwinden an
einem Maximum in €2 alle ersten partiellen Ableitungen und alle zweiten Richtungs-
ableitungen sind nicht positiv. Die symmetrische Hessische ist also negativ semidefinit,
und lésst sich durch eine orthogonale Matrix diagonalisieren zu einer Diagonalmatrix
mit nicht positiven Eintrdgen. Das widerspricht der Elliptizitat und L(u + ev) > 0.
Deshalb nehmen fiir alle € > 0 die Funktionen u + ev das Maximum auf 0f2 an:

inf < = < .
iggﬂ(m)Jre;ng(w) < ilelg(U(:vHev(x)) max(u(z) +ev(z)) < max u(z) +emaxo(z)

Weil v auf Q beschréinkt ist, und das fiir alle € > 0 gilt folgt die Aussage. q.e.d.

Die negativen Funktionen erfiillen die Ungleichung Lu < 0, und nehmen entspre-
chend das Minimum auf dem Rand an. Insbesondere nehmen Losungen der Gleichung
Lu = 0 sowohl das Minimum als auch das Maximum auf dem Rand an.

4.4 Greensche Funktionen

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit der Frage, durch welche Vorgaben ei-
ne harmonische Funktion auf einem offenen zusammenhéngendem Gebiet 2 eindeutig
bestimmt ist. Es bietet sich an die Werte von u oder einiger ihrer partiellen Ableitun-
gen auf dem Rand 0f festzulegen. Wir nennen eine Funktion auf dem Abschluss eines
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Gebietes n-mal stetig differenzierbar, wenn sie n-mal differenzierbar ist, und sich alle
partiellen Ableitungen bis zur n-ten Ordnung stetig auf den Abschluss fortsetzen.
Die Anwendung des Gaufischen Satzes auf das Vektorfeld v(z)Vu(z) ergibt die

Erste Greensche Formel 4.8. Secien u und v auf Q0 zweimal stetig differenzierbare
Funktionen. Dann gilt

v(y)Au(y)d"y + | Vu(y) - Vu(y)d"y = | v(z)Vu(z) - Ndo(z). q.e.d.
faaes | /

Q o0

Vertauschen wir in der Ersten Greenschen Formel die Rollen von w und v und
subtrahieren das Ergebnis von der urspriinglichen Formel, so erhalten wir die

Zweite Greensche Formel 4.9. Seien u und v auf Q zweimal stetig differenzierbare
Funktionen. Dann gilt

[ cwsut) - uwsew) 'y = [(eETVUE - w@VE) Vo). aed

Q o0

Wir wollen die Zweite Greensche Formel auf die Fundamentallésung v(y) = ®(z—y)
anwenden. Diese Fundamentallosung ist fiir y # = harmonisch, aber bei y = x singulér.
Deshalb integrieren wir wie im Beweis von Satz nur iiber das Komplement von
B(x,€). Im Beweis von Satz [4.2| haben wir gesehen, dass fiir u € C*(R") gilt

lim / u(2)V.@(z—z)-Ndo(z) = lim / u(z—2)V,P(z)-Ndo(z) = u(x).

e—0 e—0

AR\ B(x,¢)) AR\ B(0,¢))
Alle anderen Integrale konvergieren fiir ¢ — 0 gegen Null. Deshalb folgt der

Greensche Darstellungssatz 4.10. Sei u € C?(Q) auf einem offenen beschrinkten
Gebiet §) eine zweimal stetig differenzierbare Funktion. Dann gilt fiir x € €):

u(z) = — / O(x —y)Au(y)d*y + / (P(z — 2)V,u(z) — u(z)V,@(x — 2)) - Ndo(z).

Q o

Deshalb ist auf €2 jede Losung u der Poissongleichung —Awu = f durch die Werte
von u und die Ableitung von u auf dem Rand 0f2 in Richtung der Normalen eindeutig
bestimmt. Umgekehrt stellt sich dann die Frage, fiir welche solche Daten auch eine
Losung existiert. Aus dem schwachen Maximumprinzip folgt, dass fiir eine Wahl von f
und eine Wahl von Werten von u auf dem Rand 9€) héchstens eine Losung existiert, weil
die Differenz zweier solcher Losungen harmonisch ist und auf dem Rand verschwindet.
Deshalb erscheint es naheliegend folgendes Randwertproblem zu formulieren:
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Dirichletproblem 4.11. Zu gegebenen Funktionen f auf einem offenen Gebiet () C
R™ und g auf 09 ist eine Losung der Poissongleichung —Au = f gesucht, die sich
stetig auf Q fortsetzt und auf dem Rand 02 mit g tibereinstimmdt.

Greensche Funktion 4.12. Eine Funktion Gq : QxQ — R heifit Greensche Funktion
fiir das Gebiet 1, wenn folgendes gilt:

(i) FirzeQisty— Gqlz,y) — ®(x —y) eine harmonische Funktion aufy € .
(ii) Fiir v € Q setzt sich y — Gq(w,y) stetig auf Q fort und verschwindet auf y € 0S).

Mit dem Zweiten Greenschen Satz gilt fiir die Funktion v(y) = Gq(z,y) — ®(z —y):

_ / B(z — y)Au(y)d™y + / (®(z — 2)V.u(z) — u(z)V.0(z — 2)) - Ndo(2)

Q [2}9]

= —/Gg(x,y)Au(y)dny - /U/(Z)VZGQ(I7Z> - Ndo(z).

Q o0

Also ergibt der Greensche Darstellungssatz:

u(r) = —/Gg(x,y)Ayu(y)d"y — /u(z)VZGQ(:B,z) - Ndo(z).

Q o0

Haben umgekehrt f: Q) — R und ¢ : 92 — R hinreichende Regularitiit, dann ist

u(z) = / Gale,y) fy)d"y — / 4(2)V.Galz, z) - Ndo(2)

o0N

eine Losung des Dirichletproblems. Wegen Satz 16st der erste Summand das Di-
richletproblem zu g = 0. Wenn g Randwert einer hinreichend reguléren Funktion auf
() ist, dann 16st die Subtraktion des entsprechenden ersten Summanden das Dirichlet-
problems zu f = 0 und stimmt mit dem zweiten Summanden iiberein. Damit reduziert
sich das Dirichletproblem auf die Bestimmung der Greenschen Funktion.

Fir z € Q ist die Differenz y — Gq(z,y) — ®(z — y) eine harmonische Funktion auf
y € , die auf dem Rand gerade gleich —®(x — y) ist. Deshalb ist diese Differenz die
Losung des Dirichletproblem fiir die Funktionen f = 0 und g(z) = —®(z — y).

Satz 4.13. (Symmetrie der Greenschen Funktion) Sei Q) ein Gebiet, das eine Greensche
Funktion Ggq besitzt. Dann gilt Go(x,y) = Go(y, z) fir alle x #y € Q.
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Beweis: Fiir z # y € 2 sei € > 0 so klein, dass die beiden Bélle B(x,¢) und B(y, €)
disjunkt sind und in € liegen. Die Zweite Greensche Formel auf dem Gebiet Q\ (B(z, €)U
B(y, €)) mit den Funktionen u(z) = G(z,z) und v(z) = G(y, ) ergibt

/ (G(y,2)V.G(z,2) — G(x,2)V,G(y,2)) - Ndo(z)

OB(x,e€)

= / (G(z,2)V.G(y,2) — G(y, 2)V.G(x, z)) - Ndo(z).
9B(ye)
Im Grenzwert ¢ — 0 konvergieren die beiden zweiten Summanden genau wie L, im

Beweis von Satz [£.2] gegen Null. Die beiden ersten Summanden konvergieren in diesem
Grenzwert € — 0 genau wie die Umformung von K, zu einem Randintegral im Beweis

von Satz gegen G(y,z) bzw. G(x,y). q.e.d.
Wir beschrianken uns auf Q = B(0,1), auf den sich alle Bille zuriickfithren lassen.
Wir spiegeln mit der Inversionen an der Einheitssphire 0B(0,1) z — & = # das

Innere vom Einheitsball auf das AuBere, wobei die Einheitssphire festgehalten wird.
Das Dirichletproblem fiir den Einheitskreis mit den Funktion f = 0 und g(z) = ®(z—vy)
wird durch die Inversion der Singularitét bei y = x am Einheitskreis gelost:

Greensche Funktion vom Einheitsball 4.14. Die Greensche Funktion vom Ein-
heitsball B(0,1) ist gegeben durch

3 O(x —y) — x> "P(T —y) fiirn > 2

e ) = Bz —y) — B(|2|(F — ) =
o (2.9) = ¥z —1) — B(1F — 1) {M b
Beweis: Fiir |y| = 1 gilt |2*|7 —y|> =1 -2y -2 + |7|* = |z — y|*. Deshalb stimmen
auf dem Rand y € 0B(0, 1) die Funktionen ®(|z|(Z — y)) und ®(z — y) iiberein.qg.e.d.

Poissonsche Darstellungsformel 4.15. Fiir f € C?(B(z,7)) und g € C(0B(z,7))
st die folgende Funktion die eindeutige Losung des entsprechenden Dirichletproblems:

1 s . 1-— M u(z + ry
we) = s [ Gaon(E D+ [ o),

nw, - y|n
B(z,r) 0B(0,1)

Beweis: Aufgrund des Transformationsverhaltens der Fundamentallosung unter der
Abbildung z +— *= ist die Greensche Funktion fiir den Ball B(z,r) gegeben durch

GB(z,r)(%y) = 7“27nGB(0,1)(17Z =),

r ? r
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Weil die beiden gegebenen Funktionen f und g getrennt in die beiden Summanden
eingehen, geniigt es die beiden Félle g = 0 und f = 0 getrennt zu betrachten. Die
Argumente des Satzes zeigen, dass im Fall ¢ = 0 die angegebene Funktion auf
B(z,r) die Poissongleichung 16st. Wegen der Symmetrie der Greenschen Funktion setzt
sich  — Gp(.n(y, v) stetig auf B(z,r) fort und verschwindet auf dem Rand z €
0B(z,r). Also l6st die angegebene Funktion das Dirichletproblem zu g = 0.

Im Fall f = 0ist die vermeintliche Losung des Dirichletproblems auf B(z, r) offenbar
harmonisch. Der entsprechende Integralkern ist in den Koordinaten von B(0,1) fir
ly| = 1 und n > 2 ist gegeben durch (Der Fall n = 2 verbleibt als Ubungsaufgabe):

) )
K(z,y) = -V,Gpon(z,y) - Wl = _vyGB(O,l)(wa)m

B 1y ( 1 1 )
n(n = 2wn [yl " \ly =22 Jy|n2|j— 2"

i— ) (L — oy
1L yly—z y _(y x)(w 2|y|4>
nwn [y \ly —a* |yl |j — 2" yl* =215 — 2|

1 1—a2y—(|z)* = 22y + 1) + (1 — zy) 1— |z

nwy |z =yl - nwn|z —y["

Also ist (i) der Integralkern K (x,y) fiir (x,y) € B(0,1) x 0B(0,1) positiv.
(ii) Fiir alle x € 9B(0,1) und € > 0 konvergiert die Familie von Funktionen y +—
K(A\z,y) im Grenzwert A T 1 auf y € 9B(0,1) \ B(x,€) gleichméBig gegen Null, und
(iii) das Einsetzen der harmonischen Funktion v = 1 in die obige Folgerung aus
dem Greenschen Darstellungssatz zeigt faB(o,1) K(x,y)do(y) =1 fir x € B(0,1).
Wegen (i)-(iii) konvergiert im Grenzwert A T 1 fiir stetige g die Familie von Funk-
tionen x — faB(O,l) g(y)K(Az,y)do(y) auf x € 0B(0,1) gleichméBig gegen g.  q.e.d.

Fiir eine auf B(z,r) harmonische und auf B(z,r) stetige Funktion u gilt also:

el u(z +r r? — |z — z[? u
u(x)zl—ﬂ / Mda(y):# / (v) do(y).

nwy, |22 —y|m nrwy, |z —y["
8B(0,1) 9B(z,r)

Dadurch ist u auf B(z,r) allein durch seine Werte auf 0B(z,r) bestimmt. Durch Ab-
leiten nach x erhalten wir &hnliche Formeln fiir die Werte der Ableitungen von wu. Die
Formel impliziert die Mittelwerteigenschaft. Weil fir y € 0B(z,r) die Taylorreihe von
= |z —y|™ = (y? — 22y + 2?72 in v = z auf allen Billen B(z,7') mit r' < r
gleichméBig gegen |x — y|~™ konvergiert, ist jede harmonische Funktion analytisch.

Korollar 4.16. Auf offenen Gebieten sind harmonische Funktionen analytisch.q.e.d.
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Korollar 4.17. Sei u eine harmonische Funktion auf einem Gebiet Q D B(z,r). Dann
gibt es eine Konstante C(n,k), die nur von der Dimension n und der Ordnung k
abhdngt, so dass bei x alle k—ten partiellen Ableitungen von u beschrinkt sind durch

OFu(z) C(n, k)
or:. ---01; rk ||u||L°°(8B(x,r)).
21 1k
Beweis: Die Ungleichung folgt aus der Poissonschen Darstellungsformel und der

9" 1 ’ < Clnk)

als Ubungsaufgabe zu zeigenden Ungleichung A T Tare - q.e.d.
11 ’Lk

Satz von Liouville 4.18. Fine auf R"™ beschrankte harmonische Funktion ist konstant.

Beweis: Weil u beschrinkt ist, sind die Normen ||u|| e (9B(z,r)) beschrénkt. Dann folgt
aus der Poissonschen Darstellungsformel, dass die ersten partiellen Ableitungen von u
durch ein Vielfaches von 1/r beschriankt sind. Aus dem Grenzwert r — oo folgt, dass
alle ersten partiellen Ableitungen von u verschwinden und u konstant ist. q.e.d.

Lemma 4.19. Sei 2 C R” ein offenes Gebiet, das 0 enthdlt, und u sei eine harmoni-
sche beschrinkte Funktion auf Q\ {0}. Dann ldsst sich u harmonisch auf ) fortsetzen.

Beweis: Auf einem kleinen Kreis B(0,7) C 2 gibt es wegen Satz eine eindeutige
Losung @ des Dirichletproblems mit den Randwerten von u|sp(,. Die Familie von
harmonischen Funktionen u.(z) = a(z) — u(z) + eGpe(x,0) auf B(0,7) \ {0} ver-
schwinden aufgrund der Konstruktion auf dem Rand 0B(0,r). Fir jedes € > 0 ist u,
auf B(0,r) \ {0} nicht negativ, weil andernfalls wegen der Beschrinktheit von u und
der Unbeschréanktheit von G (-, 0) die harmonische Funktion u. auf B(0,7)\{0} ein
negatives Minimum im Inneren hétte, was dem Starken Maximumprinzip widerspricht.
Analog ist u, fiir negative € nicht positiv ist, weil andernfalls U, ein positives Maximum
im Inneren von B(0,7)\ {0} hétte. Dann muss uy = @ —u identisch verschwinden. Also
ist @ eine harmonische Fortsetzung von u auf B(0, 7). q.e.d.

4.5 Dirichlet’s Prinzip

Es gibt eine andere Methode um das Dirichletproblem zu l6sen. Die Losung léasst sich
eindeutig dadurch charakterisieren, dass sie das Minimum eines Energiefunktionals ist.

Dirichlet’s Prinzip 4.20. Sei Q) ein beschrdinktes offenes Gebiet, auf dem der Gaufs-
sche Satz gilt. Fir alle stetigen Funktionen f auf Q und g auf 0S) ist die Lésung des
Dirichletproblems [].4] gleich dem Minimum folgenden Funktionals auf der Menge aller
zweimal stetig differenzierbaren Funktionen auf Q, die auf 0 gleich g sind:

I(w) = / (%(vu) (V) —uf) iz,
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Beweis. Sei u eine Losung des Dirichletproblems und w eine auf Q zweimal stetig
differenzierbare Funktion, die auf 0f2 gleich g ist. Aus partieller Integration folgt

0= /(—Au— fu—w)d'z = /((Vu) Vu—w)— flu—w))d"z.

Q Q

[0 - pode = [ (0 (Vo) - fuyde <

Q

VAN

SO

1 1

§(Vu) ~(Vu)d"z +/ (§(Vw) - (Vw) — fw)) d"x
Q

Hier haben wir die Cauchy Schwarz’sche Ungleichung benutzt:

/(Vu) (Vw)d"z < /(Vu) (Vw)d"z + % /(Vu —Vw) - (Vu —Vw)d"z =

Q Q Q

/ S (Vu) - (Vu)d'a + / (Vu) - (Vu)d"a

Q Q

Dann ergibt sich also I(u) < ] ( ). Wenn umgekehrt u ein Minimum von [ (u) ist, dann

erfiillen alle v € C?(Q) N C(Q), die auf IQ verschwinden
d d
0= d](u—irtv :d— —i—t ((Vu) - (Vv) — fo)d :1:+—/Vv (Vo)d"z
t=0
/ (Vu) - — fu)d" /(—Au — fHvd™z.
Q Q
Aus der letzten partiellen Integration folgt dann —Awu = f auf €. q.e.d.

Zum Abschluss wollen wir noch erwahnen, dass die Eindeutigkeit der Losung des
inhomogenen Dirichletproblems auch aus dem Funktional folgt. Die Differenz zweier
Losungen ist ndmlich harmonisch und verschwindet auf dem Rand. Fiir diese Wahl
f = 0und g = 0 ist das Funktional offensichtlich nicht negativ, und genau dann
Null, wenn u konstant ist, also wegen der Randbedingung verschwindet. Mit Hilfe des
Dirichletprinzips léasst sich sogar fiir eine grofie Klasse von Funktionen f und g zeigen,
dass das entsprechende Funktional nur genau einen Extremwert hat, der immer ein
Minimum ist, und die Losung des Dirichletproblems ergibt.



Kapitel 5

Wairmeleitungsgleichung

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Warmeleitungsgleichung
—Au=0

und die entsprechende inhomogene Wérmeleitungsgleichung
uw—Au=f.

Gesucht wird eine Losung u auf einem offenen Gebiet (2 C R™ x R und fiir die in-
homogenen Gleichung ist f eine gegebene Funktion auf €2. Von vielen Aussagen iiber
harmonische Funktionen werden wir analoge Aussagen fiir Losungen der Wirmelei-
tungsgleichung zeigen.

Diese Warmeleitungsgleichung beschreibt Diffusionsprozesse, das heifit die zeitliche
Entwicklung solcher rdumlich variierender Groflen wie Warme, chemische Konzentra-
tion usw.. Dabei ist die Flussdichte gerade proportional zu dem negativen Gradienten,
weil der Fluss von der héheren Konzentration zu der niedrigeren zeigt. Damit erhalten
wir aus der skalaren Erhaltungsgleichung die Warmeleitungsgleichung.

5.1 Fundamentallésung

Weil die Wirmeleitungsgleichung linear ist und bzgl. der Zeit nur erste Ableitungen
enthélt und bzgl. des Raumes nur zweite Ableitungen, ist fiir jede Losung der Warmelei-
tungsgleichung u(z, t) und jedes A € R auch u(\z, A\*t) eine Losung. Dieses sogenannte
Skalenverhalten legt nahe, nach Losungen zu suchen, die von mt—Q abhingen.

Wir machen zunéchst den folgenden Ansatz:

1
u(z,t) = a? (%) reR" teR.

69
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Hier sind «, # Konstanten und v : R" — R eine gesuchte Funktion. Dieser Ansatz ist

durch das Skalenverhalten u(x,t) = A*u(Nx, At) gerechtfertigt. Mit A = ¢ erhalten

wir v(;5) = u(55,1). Mit diesem Ansatz geht die Wérmeleitungsgleichung iiber in

—a - 7@ y(y) — gty Vo(y) — 7D Ap(y) =0 mit  y= t%

Damit diese Gleichung nicht von ¢ abhéngt, setzen wir § = % Sie reduziert sich zu
1
av+§y-Vv—|—Av:0.

Wir nehmen wieder an, dass v nur von |y| abhéngt. Mit v(y) = w(|y|) erhalten wir:

n—1 T
w =0 mit 7’:—|.

r Vit

Wenn wir a = 7 setzen, konnen wir die Gleichung einmal integrieren:

1 / "
aw+§rw +w' +

1 1
(r”’lw’)/ + 5 (r"w) =0 r" Tl + §r"w = qa.

Wenn w und w’ im Unendlichen verschwinden gilt a = 0.

—-_r_
w=—rw. w=b-e .

2

Wieder ergibt eine Wahl der Integrationskonstanten a und b die Fundamentallésung.

Definition 5.1. Folgende Funktion heifst Fundamentallosung der Wirmeleitungsglei-
chung:
T .
O(z,t) = (4m1)n/2€ i fir xeR"t>0 .
0 fir zeR"t<0

Lemma 5.2. Fiir alle t > 0 gilt /q)(x,t)d”x =1.
R

n

. 1 =12 1 22 m 1 g2
Beweis: W e d'r = W e d"r = W e dx = 1. q-e.d.
R

R” R”
Die Fundamentall6sung ist also eine Art Mollifier auf dem R, so dass wir erwarten

konnen, dass die Faltung mit ®(x,t) im Grenzwert ¢ — 0 wie die Identitét wirkt.
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Satz 5.3. Flir eine beschrinkte stetige Funktion h auf R™ gilt fiir folgende Funktion

ule, 1) = / Bz — g, Oh(y)d"y

Rn
(i) ue C®([R" x RT)

(ii) @ — Au=0 auf R" x R*

(iii) w ldsst sich stetig und beschrankt auf R™ x [0, 00) fortsetzen mit 1151_{% u(z,t) = h(z).

Beweis: Weil ®(z,t) auf R" x Rt unendlich oft differenzierbar ist, und wegen des
vorangehenden Lemmas und der Beschrianktheit von h, ist u(z,t) fur (z,t) € R™ x
R* wohl definiert, beschrinkt und stetig. Fiir (z,t) € R? x R* liegen alle partiellen
Ableitungen von (z,t) — ®(z — y, t) als Funktionen von y € R™ in L'(R") und hingen
stetig von (z,t) € R™ ab. Deshalb definiert dies eine glatte Abbildung von (z,t) €
R" x R nach L}(R"). Weil das Integral ein lineares stetiges Funktional auf L'(R™) ist,
ist auch u glatt. Weil ®(z,t) die Warmeleitungsgleichung auf R” x R 16st, folgt (ii).
Aus der Stetigkeit von h folgt gleichméBige Stetigkeit auf kompakten Teilmengen. Fiir
jedes € > 0 und alle = aus einer kompakten Teilmenge von R" gibt es ein 6 > 0, so dass
|h(z) — h(y)| < € fir alle |[x — y| < 0 gilt. AuBerdem gibt es ein 7' > 0, so dass

/ Oy, t)d"y = / Oy, d"y < € fiir alle t < T gilt.
R"\ B(0,5) R7\B(0,6//t)
Daraus folgt lu(z,t) — h(z)| < /(D(x —y,t)(h(y) — h(x))d"y

n

< / Bz —y.t) | hly) — h(z) | dy + / Bz — y.8)[h(y) — h(0)|d"y
B(z,6) R\ B(x,9)
< e+ 2esup{|h(y)| |y € R"} fir alle t < T.

Also konvergiert u(z,t) im Grenzwert ¢ — 0 auf kompakten Teilmengen von R"™
gleichméfig gegen h(x). q.e.d.

Als Distributionen (und sogar als Maf}) konvergiert ®(z,t) im Grenzwert ¢ — 0 also
gegen die Dirac’sche d-Funktion. Wir erkennen an dieser Losung des Anfangswertpro-
blems, dass sich Storungen mit unendlicher Geschwindigkeit ausbreiten.
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5.2 Inhomogenes Anfangswertproblem.
Im letzten Abschnitt hatten wir eine Losung des Anfangswertproblems
t—Au=0 und wu(z,0)=h(z)

konstruiert. Duhamel’s Prinzip ist ein Verfahren, um aus der Losung des homogenen
Anfangswertproblems eine Losung der inhomogenen Differentialgleichung zu gewinnen.

t
Sei u(z,t) = //@(:U —y,t — ) f(y,s)d"yds. Dann haben wir formal:

0 Rn»

Wz, t) — Au(z,t) =lim [ &(z —vy,s)f(y,t — s)d"y+

4 / / (dx—y.t =) = D.0(w = y,t = ) f(y,5)d"yds = f(,)

0 Rn»

Losung des inhomogenen Anfangswertproblems 5.4. Sei f eine zweimal stetig
und beschrinkt differenzierbare Funktion auf R™ x [0,00). Dann ist

u(z,t) = /t/®($ —y,t—5)f(y,s)d"yds = /t/<I>(y, s)f(z —y,t —s)d"yds

0 R» 0 R»

eine Losung des inhomogenen Anfangswertproblems

i — Au=f auf R" x RT und lim u(x,t) = 0.

t—0

Beweis: Wir haben bereits gezeigt, dass v,(z,t) = [, ®(z —y,t — s)f(y,s)d"y auf
R™ x (s,00) das Anfangswertproblem v — Avg = 0 mit %im vs(x,t) = f(x,t) erfiillt.
Also ist vs auf R™ x [s, 00) stetig. Dann erfiillt fiir alle e > 0

t—e

ue(x,t) = /US(I, t)ds = /@(x —y,t—s)f(y,s)d"yds

0 0 R

ue(:c,t)—Aue(x,t):/@(x—y,t—(t—e))f(y,t—e)d”y:/@(m—y,e)f(y,t—e)d”y.

R™ Rn
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Also gilt lir% e — Aue = f auf R” x RT. Andererseits gilt

ue(x,t) = t/_e/ O(x—y,t —s)f(y,s)d"yds = /t/cb(y, s)f(x —y,t — s)d"yds.

e R»

Aufgrund der Voraussetzungen an f folgt daraus, dass auch

o 0 . 0
11_{% (Ue(z,t) — DAue(z,t)) = (a — A) lg%ue(x,t) = (E - A) u(zx,t)
gilt. Aufgrund der Stetigkeit von v gilt auch u(z,0) = 0. q.e.d.

Korollar 5.5. Zusammenfassend ergibt sich folgende Lisung des Anfangswertproblems

i—Au=f ) = h(x)

u(z,0
u(z,t) = /CID(x —y,t)h(y)d"y —I—//CI)(x —y,t —3s)f(y, s)d"yds. q.ed.

Rn 0 Rn

5.3 Mittelwerteigenschaft

Die Fundamentallosung ®(x,t) kann wieder dazu benutzt werden, um die Werte von
u(z,t) als Mittelwert auf einen “Ball” zu berechnen. Allerdings miissen wir den Ball
an die neue Gleichung anpassen.

Definition 5.6. Fir alle (x,t) € R" x R und alle r > 0 sei

1
E(.I,t,’]") = {(y75> eRn+1 | S St,q)(.l?—y,t—S) 2 _}
rn

e (A7) (t — 5/ s 1 r2 \"?
e 4(t—s) > = e 4(t—s) <
- T = /2 \4(t — s)
2
e T2V M) S — 5)) - In(m)

4t —s) — 2
= |z —y|*<2(t—s)n2In(r) — In(t — s) — In(4n)).
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Mittelwerteigenschaft der Wirmeleitungsgleichung 5.7. Sei v eine Losung der
homogenen Warmeleitungsgleichung auf einem Gebiet 2 C R™ x R. Dann gilt fir alle
(x,t) € Q undr >0 mit E(z,t,r) C

1 |$ __y|2 n
u(z,t) = ™ / u(y, s) = S)2d yds.
E(x,t,r)
Beweis: Aufgrund der Translationsinvarianz kénnen wir (x,¢) = (0,0) annehmen.
Jetzt definieren wir
o(r) = 1 / u(y,s)| Y |2d"yds = / u(ry,rzs)wd”yds.
rn s2 52
E(0,0,r) E(0,0,1)

Wir berechnen

2 2
¢(r) = / (‘y—ly-w+2mw) d"yds
S S
E

Sei jetzt ¢ = —% In(—4ms) + % + nlnr. Dann gilt £(0,0,7) = {(y,s) | ¥(y,s) > 0}
und ¢ verschwindet auf dem Rand von E(0,0,r).

1 ol YL g — L Aty - Vord yd
yntl u s ys_rn+1 wy - Vipd'yds

E(0,0,r) E(0,0,r)
1 . N m
= (Anut) + 4y - Va)d yds
E(0,0,r)
= / (—4nay) + 4y - Vu)d"yds
E(0,0,r)
1 : n_|yP n
= (—4nu1/) +4 <—% ~ e yVu | d"yds.
(0,0,r)
. , 1 2n .
Also gilt ¢'(r) = —AnAup — —y - Vu | d"yds
,,anJrl S
E(0,0,r)
1
= (4nVu Vi — —y - Vu) d"yds =
rn
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Also ist ¢ konstant. Weil u stetig ist und

1 2 2
LA U A R
rn 52 52

E(0,0,r) E(0,0,1)

gilt, folgt lir% o(r) = 4u(0,0). q-e.d.

5.4 Maximumprinzip

Fiir ein offenes Gebiet 2 C R™ definieren wir als den parabolischen Zylinder Q2 =
Q2 x (0, T]. Der parabolische Rand 021 von Qr ist definiert als Q7 \ Q7. Er besteht also
aus (02 x (0,7]) U (2 x 0) und enthélt keine inneren Punkte von Q zur Zeit t = T

Starkes Maximumprinzip fiir die Warmeleitungsgleichung 5.8. Sei 2 wegzu-
sammenhdngend (d.h. fir je zwei Punkte x,x" € Q gibt es einen stetigen Pfad in 2 von
x nach x') und u eine zweimal stetig differenzierbare Losung der homogenen Wirme-
leitungsgleichung auf Qr, die sich stetig auf Qp fortsetzen lisst. Wenn es einen Punkt
(x0,t0) € Qr gibt, an dem u das Mazimum annimmt, dann ist u konstant auf Sy, .

Beweis: Sei (zg,ty) ein Punkt von 7, an dem u das Maximum annimmt. Dann gibt
es ein 1g, so dass F(xg,to,70) C Qr liegt. Aufgrund der Mittelwerteigenschaften muss
u dann auf E(xg, to, ro) konstant sein. Weil €2 wegzusammenhéngend ist gibt es fiir alle
(x,t) € Q x (0,ty) offenbar endlich viele E(xg,to,70), E(z1,t1,71), .., E(Tn, tn, ) in
Q x (0,1p), die jeweils die Punkte (z1,t1),..., (2, t,), (x,t) enthalten. Also ist u auf
dem Abschluss von 2, konstant. q.e.d.

Schwaches Maximumprinzip fiir die Wiarmeleitungsgleichung 5.9. Sei () C R"
ein beschrdnktes und offenes Gebiet und u eine zweimal stetig differenzierbare Lisung
der homogenen Wirmeleitungsgleichung auf Qp, die sich stetig auf Qp fortsetzen lisst.
Dann nimmt v das Mazimum auf dem parabolischen Rand an. q.e.d.

Daraus folgt wieder die Eindeutigkeit von bestimmten Randwertproblemen:

Eindeutigkeit des Randwertproblems 5.10. Ser @ C R" ein beschrinktes, zu-
sammenhdngendes und offenes Gebiet. Dann existiert hochstens eine Losung u der
inhomogenen Wirmeleitungsgleichung auf Qrp, die sich stetig auf Qp fortsetzen lisst
und auf 0Qr gleich einer gegebenen Funktion g ist.

Beweis: Wir wenden das Maximumprinzip auf die Differenz zweier Lésungen an. q.e.d.
Wir wollen die Eindeutigkeit des Anfangswertproblems auf dem R" x R* zeigen.
Dazu benétigen wir, wie bei dem Poissonproblem, ein Abfallverhalten im Unendlichen.
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Maximumprinzip fiir das Cauchyproblem 5.11. Sei h eine beschrinkte stetige
Funktion auf R™ und u eine Lisung auf R™ x (0,T] des Anfangwertproblems

U — Au=0 auf R" x (0,7) u(z,0) = h(x) auf R" x {0},
die das Wachstumsverhalten u(z,t) < A’ quf R™ x [0, 7]
mit Konstanten A,a > 0 hat, dann gilt sup u =suph.
R”x[0,T NG

Beweis: Wir nehmen zunéchst an, dass 4aT < 1 gilt. Dann gibt es ein € > 0 mit
4a(T + €) < 1. Offensichtlich ist fiir alle y € R™ und alle px > 0 die Funktion v(z,t) =

2
u(z,t)— me‘lg;fﬂt) auf R” x (0,7 +¢) eine Losung der Warmeleitungsgleichung.
Also kénnen wir das Starke Maximumprinzip auf alle Gebiete der Form Q7 = B(y, r) X
(0, T] anwenden. Aufgrund der Voraussetzung an u ist sowohl u als auch h durch Ae®*’
beschrankt. Weil m > qa gilt fir ¢ > 0, gibt es ein R > 0, so dass fiir alle r > R
auf 0Qr = B(y,r) x {0} U9dB(y,r) x (0,T] gilt v(x,t) < sup{h(z) | x € R}. Dann
folgt aus dem Schwachen Maximumprinzip v(z,t) < sup{h(z) | = € R"} fiir alle
(x,t) € R" x[0,T]. Weil pu > 0 beliebig war gilt das auch fir 4 = 0. Wenn 4aT" > 1 gilt
zerlegen wir das Zeitintervall [0, 7] in solche Teilintervalle [0,7] = [0, 71]U. ..U [Ty, T
fir die 4a(T,,41 — Tpn) < 1 gilt. Dann folgt induktiv die Aussage. q.e.d.

Eindeutigkeit des Anfangswertproblems 5.12. Sei h € C(R"), f € C(R"x[0,T1]).
Dann gibt es hochstens eine Losung des Anfangswertproblems

uw—Au=f auf R" x (0,T) u=h auf R" x {0}
die auf R" x [0, T] das Wachstumsverhalten |u(z, t)| < Ae® hat mit A > 0 und a > 0.

Beweis: Wegen dem Maximumprinzip fiir das Cauchyproblem verschwindet die
Differenzen zweier Losungen. q.e.d.

Ahnlich wie bei der Laplacegleichung lésst sich die Eindeutigkeit des Randwertpro-
blems [5.10] und des Anfangswertproblems [5.12] auch mit Hilfe einer Monotonie eines
Energiefunktionals zeigen. Sei

e(t) = /uZ(a:,t)d"a:.

Wenn u die homogene Wirmeleitungsgleichung erfiillt und am Rand von €2 verschwin-
det, dann ist dieses Funktional in Abhéngigkeit von ¢ monoton fallend:

e(t) =2 [ u(z,t)u(z, t)dx =2 [ u(z, t)Au(z, t)d s = =2 | (Vu(z, 1)) d"z < 0.
/ / /

Wenn u(z, t) fir t = 0 verschwindet, und u(-, ) und Vu(-, t) fir ¢ > 0 quadratintegrabel
sind, dann verschwindet u identisch.
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5.5 Wirmeleitungskern

In Analogie zu der Greenschen Funktion der Laplacegleichung definieren wir fiir offene
Gebiete €2 einen Wirmeleitungskern H,.

Definition 5.13. Sei Q ein offenes Gebiet im R"™, Dann heifit Hg : Q@ x Q x RT — R
Wirmeleitungskern von §2, wenn Hgq folgende Eigenschaften hat.

(i) Fir (z,t) € Q x RT setzt sich y — Hq(x,y,t) stetig mit Randwert 0 auf 0 fort.

(ii) Firz € Q ldst (y,t) — Hq(z,y,t) — ®(x —y,t) die homogene Wirmeleitungsglei-
chung, setzt sich stetig auf Q x Ry fort und verschwindet auf (y,t) € Q x {0}.

Lemma 5.14. Sei Q2 ein offenes Gebiet im R™ und u und v zwei reelle Funktionen mit
den erforderlichen Regularititseigenschaften. Dann gilt

T

//u(x, t)(Op(z, T —t) + Av(z, T —t))d"zdt
/ (Owu(z,t) — Au(x, t))v(z, T — t)d"zdt =

(u(y, )Vyoly, T = 1) = Vyuly, to(y, T = 1)) N(y)do(y)dt

_|_
\ﬂ o\ﬂ o
o)

+ /(u( T)v(x,0) — u(z,0)v(z, T))d"

Beweis: Eine partielle Integration bzgl. ¢t von den beiden zeitlichen Ableitungen ergibt

als die Randterme die Integrale {iber {2 und der Gauflsche Satz ergibt fiir die zweiten

raumlichen Ableitungen die Integrale iiber 0f2 q.e.d.
Benutzen wir fiir v(y,t) = Hq(z,y,t) die entsprechenden Eigenschaften, so folgt

f/ — Au(y, t))Ho(z,y, T — t)d"ydt =

w(z,t)V, Ho(z, 2z, T — t)N(2)do(2)dt + u(x,T) — /u(y, 0)Hq(x,y, T)d"y.
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T
Und damit auch u(z,T) = //(u(y,t) — Au(y, t)Ho(z,y, T — t)d"ydt
0 0

- / u(z,t)V,Ho(z, 2, T — t)N(z)do(z)dt + /u(y, 0)H (z,y, T)d"y.
0 90 Q

Losung des Anfangswert und Randwertproblems 5.15. Seien f eine Funktion
auf Q x (0,T), g eine Funktion auf 02 x [0,T] und h eine Funktion auf Q0 mit den
erforderlichen Regularititseigenschaften, so dass alle auftauchenden Integrale absolut
konvergieren. Dann st

T

u(x,T) = //f(y,t)HQ(x,y,T — t)d" ydt
Q

0

—//g(z,t)VZHQ(a:,Z,T—t)N(z)da(z)dt+/h(y)HQ(x,y,T)d”y
0 90 Q

die eindeutige Losung des Anfangs- und Randwertproblems.

U—Au=f auf Qx(0,7) wu=gaufoQx[0,T7]  wu(x,0)=h(z) auf Q
Beweisskizze: Wir zeigen zunéchst, dass der Warmeleitungskern symmetrisch ist.
Lemma 5.16. Fiir alle T > 0 und x,y € Q gilt Ho(z,y,T) = Ho(y,z,T).

Beweis: Setze die Funktionen u(z,t) = Hq(z, 2,t) und v(z,t) = Hq(y, 2,t) in Lem-
ma ein. Dann erhalten wir wegen der Eigenschaft (ii) und Satz [5.3] (iii)

0= /(HQ(J,’, Z,T)H(y,Z,O) - HQ($a Z,O)Hg(y,Z,T))an = HQ(:B7y7T) - HQ(y7$7T)
Q

q.e.d.
Aus der Definition des Warmeleitungskernes folgt die Aussage fiir f =0 = g.
Als néchstes zeigen wir diese Aussage fiir das inhomogene Anfangswertproblem.

Wir haben bereits gezeigt, dass v(x,T) = /Hg(x,y, T—1t)f(y,t)d"y
Q
das Anfangswertproblem

0—Av=0auf Qx (t,00) v(z,t)= f(z,t) auf Q x {t} ov(z,t) =0 auf 9Q x [0, 0]
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16st. Wenn f wie im inhomogenen Anfangswertproblem solche Regularitatseigen-

schaften hat, so dass v sich zweimal stetig differenzierbar auf Q x [0, T fortsetzen lisst,
T

dann erfiillt  w(x,T) = //Hg(a:, y, T —t)f(y,t)d"ydt  das Anfangswertproblem
o)

0

Wz, t) — Au(x,t) = fauf Q x (0,T) w(z,0) =0 auf Q wu(z,t) =0 auf 0Q x [0,T].
Zuletzt betrachten wir inhomogene Randwertprobleme. Gesucht ist eine Losung von

w(z,t) — Au(z,t) =0 auf Q x (0,7) wu(z,0) =0 auf Q wu(z,t) =g auf 9Q x [0,T].

Fiir eine beliebige Funktion g auf 02 x [0, 7] mit den erforderlichen Regularititseigen-
schaften, setzen wir zundchst g auf Q2 x [0, 7] fort. Von dieser Fortsetzung @ ziehen wir
die Losung zu f = @ — Aw und h(x) = @(z,0) ab und erhalten dann eine Losung des
gewiinschten Randwertproblems. q.e.d.

Die erforderlichen Regularitiatseigenschaften hingen von dem Warmeleitungskern
und damit von dem Gebiet €2 ab. Wir setzen dabei immer voraus, dass auf {2 der Gauf3-
sche Satz anwendbar ist. Bevor wir diese Aussagen iiber Anfangswert— und Randwert-
probleme auf bestimmte Gebiete anwenden, zeigen wir

Lemma 5.17.F Fir alle beschrdnkten zusammenhdngenden Gebiete, die einen Wirme-
leitungskern besitzen, ist dieser im entsprechenden parabolischen Zylinder positiv.

Beweis*: Der freie Warmeleitungskern ®(z, t) ist auf (z,t) € R™ x RT positiv. Fiir alle
beschrénkten Gebiete €2 ist fiir festes x € () der entsprechenden Wirmeleitungskern
Hq(z,y,t) die Differenz von ®(x — y,t) minus der eindeutigen Losung der Wirmelei-
tungsgleichung auf Q x [0, 7], die auf ©Q x {t = 0} verschwindet und auf 02 x [0, T]
mit ®(z — y,t) tibereinstimmt. Diese Losung der Warmeleitungsgleichung ist fiir alle
e > 0 auf Q x {t = €} und auf 9Q x [0, 7] kleiner oder gleich ®(x — y,t). Wegen dem
Maximumprinzip ist sie auf Q7 kleiner als ®(z —y, t), und Hq(x,y,t) ist positiv.q.e.d.

5.6 Spektraltheorie und Wirmeleitungsgleichung
In diesem Abschnitt wollen wir das Anfangswertproblem
t—Au=0 auf Qx[0,7] wu=0 aufdQx][0,7] w=h aufQx{0}

mit Hilfe des entsprechenden Laplaceoperators auf €2 16sen. Wenn h folgendes erfiillt:

—Ah=MAh auf Q und hlgg =0,
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dann 148t sich das Anfangswertproblem durch folgenden Ansatz losen:

u(xr,t) = e(t)h(z)  GO)h(x) + rp(t)h(x) = 0.

Die allgemeine Losung ist ¢/p = —\, @(t) = e 7% Wegen ¢(0) = 1 erhalten
wir als eindeutige Losung des Anfangswertproblems u(z, t) = e Mh(z). Aufgrund der
Linearitdt ist dann fir h = hy + ... + hy mit —Ah; = \h; auf Q und hilsq = 0
die entsprechende Lésung u(z,t) = e Mhy(z) + ... + e *Mhy(z). Also geniigt es
die Funktion A in eine Summe von Eigenfunktionen des Laplaceoperators auf €2 mit
Dirichletrandbedingungen zu zerlegen.

Dazu wollen wir zunéchst die Fundamentallésung nochmal neu interpretieren. Auf
dem R™ hat der Laplaceoperator folgende Eigenfunktionen:

_AeZTrik-m — 47_[.2]{2627”']%.
) = )? 1 i 1
Jetzt gilt / CribViaZ) gy = L / A e = ———
(QW\/Z)” (47Tt)"/
]Rn Rn

fiir alle imagindren x und wegen analytischer Fortsetzung fiir alle x. Damit folgt

_2 . a—y\2 )2 )
(4 i) /26_7@4;}) :/6<2mk\/{+2\/¥> 6_( 43) Ak — /6_4F2k2t62m(m_y)kdn/€.
Tt

R7™ R

Also ist die Losung des Anfangswertproblems

—Au=0 auf R"x][0,7] u(z,0) =h auf R"

U,(J),t) — //6_4W2k2t627ri(x_y)kh(y)dnk’dny.

R” Rn

gegeben durch

Fiir eine integrable Funktion kénnen wir den Satz von Fubini anwenden. Fiir alle
stetigen integrablen Funktionen A folgt dann aus ltillgl u(z,t) = h(x) auch

t10
R™ Rn

—hm// — 42kt 271'1(3: ykh( )dnydnkf

Mit der als ~ h(k) = / e M (y)d"y  definierten Fouriertransformation gilt dann

RTL

tl0
R7 R™

u(z,t) = /64”2k2t62”ik1fz(k)d”k und h(z) =lim [ e~ *Fte2mkep (k) qrk.
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Definition 5.18. Sei S der sogenannte Schwartzraum aller glatten Funktionen auf
dem R™, die mit allen ihren Ableitungen schneller als jede Potenz abfallen.

Lemma 5.19. Die Fouriertransformation bildet den Schwartzraum auf sich selber ab.

Beweis: Offensichtlich ist die Fouriertransformation der Ableitung einer Funktion die
Multiplikation mit 27¢ mal der entsprechenden Koordinatenfunktion mit der Fourier-
transformation der Funktion. Und es gilt | f(k)| < Jan | f(@)|d"z. Also fillt die Fourier-
transformation einer Schwartzfunktion schneller ab als jede Potenz. Umgekehrt ist die
Fouriertransformierte einer integrablen Funktion stetig, weil es auf jeder beschrénk-
ten Teilmenge K C R” fiir alle ¢ > 0 ein 6 > 0 gibt, so dass aus |k — k| < ¢ folgt
sup{|e?™k® — 2™’z | » € K} < e. AuBerdem gibt es fiir jede integrable Funktion f fiir

jedes € > 0 eine kompakte Menge K, so dass [ |f(z)|d"x < € gilt. Dann folgt
RH\K

k) \</f 2””“!d”x+2/\f Jd' < /|f Vw42

R\ K

Also ist die Fouriertransformierte einer integrablen Funktion tatséichlich stetig, und die
Fouriertransformierte einer Schwartzfunktion unendlich oft differenzierbar. q.e.d.
Sei also g eine Schwartzfunktion, dann gilt wegen des Satzes von Fubini:

/ ~ .5 dn / / / 27rzl<::1: ) 27rikydnmdnydnk

R?» R™ R™
~ [ [ [swemsogmiadiay = [ gwgway
Rn R Rn n

Also ist die I?(R™)-Norm der Fouriertransformierten gleich der I?(R™)-Norm der ur-
spriinglichen Funktion. Weil die Schwartzfunktionen dicht liegen im I?(R") folgt, dass
die Fouriertransformation einen unitidren Operator definiert von I[*(R"™) nach L*(R™).

Definition 5.20. Fiir jedes offene zusammenhdngende Gebiet () set WOQ’Q(Q) der Ab-
schluss von C§°(Q2) im Hilbertraum mit dem Skalarprodukt

<f7 g>w§»2(9) = /(Af)Agd”x -+ /fgd”a:.
Q

Q

Fiir alle Funktionen g € C3°(Q) gilt offenbar

(Ag, Ag) ) = / (Ag)Agd"z < (g, 9)w22(q)-
Q
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Fiir alle g € Wy?(Q) liegt deshalb Ag in I[?(Q) und fiir f € I?(Q) folgt aus der
Cauchy—Schwarzen Ungleichung

[(f: D9 2| < 1 f 2o - 191wz

Eine Folge (g, )nen in C§°(Q2) konvergiert genau dann mit (Ag, )nen in I2(€), wenn sie
in W22(Q) konvergiert. Also ist der Operator H = —A ein abgeschlossener selbstadjun-
gierter Operator auf I2(Q2) mit dem Domain W*(Q) C I2(Q). Weil [,(—Ag)gd e =
Jo IVg]? > 0 fiir alle g € Cg°(Q2) gilt, ist H nichtnegativ. Deshalb besitzt H eine
Spektraldarstellung und e~*# ist ein beschréinkter Operator von I?(£2) nach I*(Q) mit

le™ " gll 20 < N9l r2()-

Sei also u(x,t) = (e7"#g)(x). Dann ist u(x,t) = —(He ") (z) = Au(x,t). Also erfiillt
u(z,t) die Warmeleitungsgleichung mit den Randbedingungen:

u(z,0) = g(z) u(z,t) =0 fir x e oN.

(Dirichlet Randbedingungen an H). Wir wollen zur Anwendung dieser Aussage den
Wirmeleitungskern fiir den Kreis S* und das Intervall [—1, 1] ausrechnen.

5.7 Wairmeleitungskern von S!

Wir identifizieren den Kreis S' mit dem Quotientenraum R/Z. Die Eigenfunktion von
—% auf R/Z sind gegeben durch ¢ (x) = €™ mit k € Z mit den Eigenwerten 472k
Diese Eigenfunktionen bilden offenbar ein Orthonormalsystem von I?(R/Z). Aus dem
Satz von Bolzano Weierstrafl folgt, dass die Algebra der Polynome in sin(27z) und
cos(2mzx) dicht liegen im reellen Banachraum C'(R/Z,R). Dann gilt dasselbe fur die
Polynome in €™ und e ?™* im komplexen Banachraum C(R/Z,C). Also ist das or-
thogonale Komplement von dem vorherigen Orthonormalsystem in [*(R/Z) trivial,
und das Orthonormalsystem ist eine Orthonormalbasis. Deshalb besitzt der Wéarme-
leitungskern von R/Z den Integralkern:

Hgz(z,y,t) = Z ek g=2miky —ATRE — (1 — 4 Arrit) mit
keZ
@($’ 7_) _ Z 62m'kz€7ri7k2.
keZ

Hier ist O(z, 7) Jacobi’s Thetafunktion. Die Summe konvergiert auf dem Gebiet (z, ) €
C x {7 € C|3(r) > 0} gegen eine holomorphe Funktion, weil dann e™™* mit |k|?
exponentiell abféllt. Sie ist im wesentlichen charakterisiert durch die Eigenschaften

@(SL’ + 1, 7') = @(Q;, 7—) @(x + 7, ,7_) — @<x77_)67ﬂ'2'7672ﬂi$



5.7. WARMELEITUNGSKERN VON S*

83
und dadurch, dass sie Nullstellen bei x = %—i— 5 +7Z+Z7 hat. Die erste Eigenschaft folgt
sofort aus der Definition als unendliche Reihe. Fiir die zweite und dritte berechnen wir

2
I +7_ 7_ § e27mk z+7) mk

) ) o
— § e27rzkxe7rz(k+1) T o
keZ keZ
. . 2 _ . _ . _ . _ .
_ 2 62771(16+1):c€7rz(k+1) Te 271'1:106 T _ @(37,7')6 27rwce T
keZ
1 T _ k mir(k+1)? —mi _ k 7rz7'(k+ —i
O} +5.1) = T (-1)fenrbr e - -
keZ

4 .
kEZ

Ubungsaufgabe 5.21. (i) Zeige dass fir alle t > 0 die Fundamentallésung ®(x,t)
als Funktion auf R™ eine Schwartzfunktion ist

(ii) Berechne fiir alle t > 0 die Fouriertransformierte der Fundamentallosung ®(x,t)
als Funktion auf v € R™.

(iii) Zeige, dass fiir jede Schwartzfunktion f auf R, die folgende Summe gegen eine
glatte Funktion f auf R konvergiert, die periodisch ist mit Periode Fins

= fla+n).

(iv) Sei h eine stetige periodische Funktion auf R mit Periode Eins. Zeige, dass die
Losung der Wirmeleitungsgleichung mit Anfangswert h fir alle t > 0 periodisch

bleibt mit Periode Fins. Folgere daraus, dass die folgende Summe die Figenschaf-
ten eines Wirmeleitungskerns auf S* hat

> Bz —y+mn,t).

neEL

(v) Die Poissonsche Summenformel besagt, dass fiir jede Schwartzfuntkion f auf R
qgilt

S fa )= fw)ee
nez neL
Benutze diese Formel um zu zeigen, dass gilt

Hgi(x,y,t) Z@x—y+nt)

neL
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5.8 Wairmeleitungskern von [0, 1]

Die Eigenfunktionen von —% auf [0, 1] mit Dirichletrandbedingungen, also Nullstellen
bei 00, 1] = {0, 1}, sind gegeben durch

Yp(x) = V2sin(krz) keN

Diese Funktionen bilden wieder ein Orthonormalsystem:

/ﬁsin(kwm)\/?sin(klwx)dx = /(COS((k — kmx) — cos((k + K')mx))dx = Op .

0

Fiir jede stetige Funktion f auf [0, 1] mit Nullstellen bei 00, 1] definiert

() f(x—2n) firze€2n,2n+ 1] mitn e Z
xT) =

—f(2n—2x) firz e 2n—1,2n| mitn € Z
eine stetige Funktion auf R mit Nullstellen bei Z, die periodisch ist mit der Periode
2. Wegen dem Satz von Bolzano Weierstrafl liegen die endlichen Linearkombinationen

von (z — exp(kmz))pen dicht in C(R/2Z), und damit auch dicht in I?(R/2Z) Die
Abbildung f +— f bildet I?[0,1] auf folgenden Unterraum von I?(R/2Z) ab:

{ f e I}(R/2Z)

fn+a) = {f(-iﬁ) fiir gerade n € 2Z und x € R } |

—f(1—2x) fir ungerade n € 2Z+ 1 und z € R

Eine Linearkombination x +— ), a; exp(kmux) liegt genau dann in diesem Unterraum,
wenn a_j = —ay gilt. Deshalb liegen die Linearkombinationen der Funktionen (z —
sin(k7z))ken dicht in diesem Unterraum und damit auch dicht in I2[0, 1]. Dann folgt

1

h = Zampk mit ap = /h(y)wk(y)dy fiir h € I*[0,1].

keN 4
Damit ist die eindeutige Losung des Anfangswertproblems

w(z,t) — Au(x,t) =0 u(x,0) =h(x) u(0,t)=u(l,t)=0 fir (z,t) € (0,1) x RT

1
gegeben durch u(z,t) = /H[o,l} (x,y,t)h(y)dy mit
0
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Hi (@, y,t) = Z e ™ 1 sin (k) sin(kry)
k=1

= e (cos(kn(z — y)) — cos(km(z +y))) = %@(362—‘15 mit) — %@(%a Tit).

k=1
Ubungsaufgabe 5.22. (i) Zeige dass der Wirmeleitungskern Hyo1) gegeben ist durch

1 o 1
Hyo (2, y,t) = 59(35—2?477”@ - é@(a%””mzt).

(ii) Sei A(R) der Raum aller stetigen Funktionen auf R, die folgendes erfiillen:

f(x) fiir gerade n € 2Z und x € R
—f(1—2x)  fir ungerade n € 2Z+ 1 und x € R.

f(n+x):{

Zeige, dass die Funktionen in A(R) bei Z verschwinden und, dass A(R) aus den
stetigen, ungeraden und periodischen Funktionen mit der Periode Zwei besteht.

(iii) Zeige, dass fir jede Schwartzfunktion f auf R die folgende Summe gegen eine
glatte Funktion f in A(R) konvergiert:

flx) = Zf(2n+$) — Zf(Qn—x).

neZ neL

(iv) Sei h € A(R). Zeige, dass die Losung der Wirmeleitungsgleichung mit Anfangs-
wert h fir alle t > 0 eine glatte Funktion in A(R) ist. Folgere daraus, dass die
folgende Summe die Eigenschaften eines Wirmeleitungskerns auf [0, 1] hat:

Y d(@+2m—y,t) = > Pz +2n+y,t).

nez nez
(v) Zeige, dass gilt

Hpqy(w,y,t) = Z@(m +2n —y,t) — Z O(z +2n+y,t).

nez neL

Der Wirmeleitungskern eines kartesischen Produktes lédsst sich einfach aus den
beiden entsprechenden Wirmeleitungskernen berechnen:
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Lemma 5.23. Seien Q@ C R™ und € C R™ zwei offene, beschrdankte und zusam-
menhdngende Gebiete, deren entsprechenden Wirmeleitungskerne Hq und Hqr existie-
ren. Der Wairmeleitungskern des kartesischen Produktes ist dann gegeben durch

HQXQ’((I‘PT/)’ (y7y,)7t> = Hﬂ(x7y7t)HQ’($lay/7t) (I,$/>, (?/;y/) € Q X Q/ (S R+'

Beweis: Offensichtlich ist der Laplaceoperator des kartesischen Produktes einfach die
Summe der beiden entsprechenden Laplaceoperatoren. Daraus folgt, dass fiir alle Funk-
tionen A auf 2 x Y, die sich als ein Produkt von zwei Funktionen auf 2 und Q' schreiben
lassen, das Produkt der entsprechenden Losungen Warmeleitungsgleichung erstens das
Anfangswertproblem 16st und auflerdem die richtigen Randbedingungen hat. Weil 2
und Q' beschrinkt sind, sind ihre Abschliisse und damit auch € x €’ kompakt. Wegen
dem Satz von Bolzano Weierstraf liegen auf der kompakten Menge 2 x €’ die Summen
aller Produkte von Funktionen auf 2 und €’ dicht in allen stetigen Funktionen.q.e.d.

Damit haben wir also die Wérmeleitungskerne von allen Tori (R/Z)" und allen
Quadern [0, 1] berechnet. Die eindeutige Losung des Anfangswertproblems

u— Au =0 auf (0,1)" x (0,7], wu(x,0) = h(z) auf [0,1]", w=0 auf 9[0,1]" x [0, 7]

ist also gegeben durch u(z,t) = f[o e 1T, Hio (i, v, t)h(y)d"y.
Weil [0, 1]™ nicht zweimal differenzierbaren Rand hat, ist unser Beweis des Gaufichen
Satzes fiir dieses Gebiet nicht anwendbar. Der Gauﬁsche Satz ist aber dennoch richtig.

Wegen d"¥ = % gilt Hig (2, y,t) HH[O 1] %, %, T%)

Korollar 5.24. Sei u(x,t) eine Losung der homogenen Wirmeleitungsgleichung auf
einer Umgebung von [0,7])" x [0,T] C R® x R. Dann gilt

T
u(z,T) / / uw(z,t)V . Hpn(x,2,T — t)N(2)do(z)dt =

0 9[0,r]

+ / u(y, 0)Hion (x,y, T)d"y. q.e.d.

[O}T]n
Weil dieser Wiarmeleitungskern analytisch ist, folgt sofort

Korollar 5.25. Sei u eine Losung der homogenen Wirmeleitungsgleichung auf einem
offenen Gebiet in R™ x R. Dann st u analytisch. q.e.d.



Kapitel 6

Wellengleichung

In diesem Abschnitt betrachten wir die homogene und inhomogene Wellengleichung
%% — Au =0 und % — Au = f auf Teilgebieten von R™ x R. Es ist eine lineare Diffe-
rentialgleichung zweiter Ordnung. Die Matrix der zweiten Ableitung hat im Gegensatz
zur Laplacegleichung die Signatur (1,n), ist also weder positiv noch negativ definit.
Solche Differentialgleichungen werden hyperbolisch genannt. Thr Losungsverhalten un-
terscheidet sich deutlich von dem Losungsverhalten von elliptischen Gleichungen. Sie
beschreiben in der Physik solche Effekte, die sich nur mit endlicher Geschwindigkeit in

Raum und Zeit ausbreiten, wie z.B. elektromagnetische Wellen und Gravitationswellen.

6.1 D’Alembert’s Formel fiir n =1

Wir wollen zunéchst folgendes Anfangswertproblem 16sen

Pu  0u . n
W_@—O fiir (SL’,t)ERXR
u(z,0) = g(z) %(w, 0) = h(x) fir = eR,

wobei g und h gegebene Funktionen auf R sind. Wenn wir diese Differentialgleichung
als ein gewohnliches Differentialgleichungssystem von C?(R)-wertigen Funktionen in
Abhéngigkeit von ¢ auffassen, ist aus der Theorie der gewohnlichen Differentialgleichung
zu erwarten, dass jedes solches Anfangswertproblem genau eine Losung besitzt.

Fiir n = 1 faktorisiert der Wellenoperator (oder auch d’Alembertoperator)

@0 (o oN(o_o\_(0_o\(0, 0
o2 ox2  \ ot Ox ot 0x) \ot Oz ot 0x )

87
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: o 0
Sei also v(x,t) = (& — %> u(z,t).

Dann erfiillt v die lineare Differentialgleichung erster Ordnung % + % = 0. Das ist
eine Transportgleichung mit konstanten Koeffizienten, die die eindeutige Losung

v(z,t) =a(r —t) mit a(x)=wv(z,0)
besitzt. Also erfiillt u(x,t) die inhomogene lineare Differentialgleichung erster Ordnung

W —aa )
ot ox Y

Diese inhomogene Transportgleichung mit konstanten Koeffizienten besitzt die Losung

u(z,t) = /a(x + (t— ) — s)ds + b(x + 1)

0

x4+t
1

=3 / a(y)dy + b(z +t) mit  b(z) = u(x,0).

T—t
Die Anfangsbedingungen u(z,0) = g(z) und 2(z,0) = h(x) ergeben

b(z) = g(x) und a(z) = v(z,0) = %(x,O) — %(m,O) = h(x) — ¢'(x).

Setzen wir das in unsere Losungen ein, so erhalten wir

T+t

u@i%:—/kuw—gdey+mx+w

T—t
Also ist die Losung gegeben durch

x+t

g+ 0+ 9 =)+ 5 [ o)y

x—1

u(z, t) =

N —

Damit haben wir aus der Losung der homogenen und inhomogenen Transportgleichung
die d’Alembertsche Formel bestimmt:
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d’Alembertsche Formel 6.1. Sei g eine zweimal stetig differenzierbare Funktion auf
R und h eine einmal stetig differenzierbare Funktion auf R. Dann ist

x+t

9o+ 0+ 9o =)+ 5 [ )y

x—1

1
U(ZE,t) = 5

eine zweimal stetig differenzierbare Funktion auf R x Ry, und die eindeutige Lisung
des Anfangswertproblems

0*u  O*u ) +
W_@_O fU,T’ (ZE,t)GRXR
w0 =g@) M@0y =h@) i 2€R

An der d’Alembertschen Formel kénnen wir erkennen, dass die allgemeine Losung
der Wellengleichung fiir n = 1 sich schreiben ldsst als

u(x,t) = F(x+t) + Gz —t).

Umgekehrt ist auch jede Funktion dieser Form eine Losung der Wellengleichung. Das
liegt daran, dass der Wellenoperator faktorisiert in die beiden Differentialgleichungen

OF  OF oG G _
ot Ox ot Ox

deren Losungen gerade allgemeine Funktionen F'(z + ¢) und G(z — t) sind.

Die Losung u(z,t) hingt also nur von den Anfangswerten g bei x + ¢ ab und den
Anfangswerten h im Intervall [x —t, z 4 ¢]. Das kénnen wir so interpretieren, dass sich
die Losungen nur mit einer Geschwindigkeit nicht grofler als Eins ausbreiten, weil die
Verbindungsgeraden von (z,t) zu allen diesen Punkten von R x {0} Geschwindigkeiten
nicht grofler als Eins haben. Auflerdem sind die Loésungen des Anfangswertproblems
genau dann k—mal stetig differenzierbar, wenn g k—mal stetig differenzierbar ist und
h (k — 1)-mal. Die Regularitéit dieses Anfangswertproblems verbessert sich also nicht
mit zunehmender Zeit, im Gegensatz zu der Warmeleitungsgleichung.

Aus der d’Alembertschen Formel folgt mit Hilfe einer Spiegelung auch die Losung
des folgenden Anfangswertproblems:

2 2
%5—%5—0 fir (z,t) € R" xRT  u(0,1) =0 fir t€ Ry
u(z,0) = g(z) @(LE,O) = h(z) fir z € RY,

ot
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Wir kénnen u, g und h als ungerade Funktionen auf ganz R x R ausdehnen durch:

. ~Ju(x,t) firz >0
Wz, 1) = { u(—z,t) firz <0
(x)

—x
i(z) = g firxz >0
g = —g(—z) firz <0

~ ) h(x) firxz >0
he) = {—h(—x) fir x <0

Fiir jede Losung @ des Anfangswertproblems

o*u  0%u ; n
W_@_O ) fir (.I',t)GRXR
u(z,0) = g(z) %(w, 0) = h(z) fir zeR,

16st auch die Funktion (z,t) — —u(—x,t) dieses Anfangswertproblem. Aus der Eindeu-
tigkeit folgt u(—x,t) = —u(x,t) und die Losung u entspricht genau einer Losung u des
obigen Anfangswertproblems. Insbesondere setzt sich fiir die eindeutige Losung u des
ersten Anfangswertproblems die entsprechende Funktion @ zu einer Losung des zweiten
Anfangswertproblems auf R x R{ fort. Weil die Funktionen , g und h ungerade sind
beziiglich z, verschwindet fiir x <t das erste Integral auf der rechten Seite von

T+t t—x t+x
/ﬁ(y)dyz /ﬁ(y)der/ﬁ(y)dy-
r—t r—1 t—x

Also ist die Losung des obigen Anfangswertproblems gegeben durch

—

x+t
3 (g(a:+t)+g(x—t)+ i h(y)dy) fir0<t<u«
u(,t) = s

o0 -gte=a)+ [ray) fro<ose

t—x

Zu beachten ist hierbei, dass auf den Rand bei x = 0 zulaufende Wellen am Rand
reflektiert werden und wieder zuriicklaufen.

6.2 Sphéarische Mittelwerte in der Wellengleichung

Wir werden jetzt sehen, dass die sphérischen Mittelwerte der Wellengleichung eine
Differentialgleichung erfiillen, die wir spéter l6sen wollen und daraus die allgemeine
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Losung folgenden Anfangswertproblems ableiten wollen: Gesucht ist die Losung u der
Wellengleichung 2% — Au = 0 auf (z,t) € R" x R, die u(z,0) = g(z) und 2%(z,0) =
h(x) erfiillt. Sei also fiir alle x € R*,t > 0,7 > 0

Ulrt) = — / u(y,t)do(y) = / uly, t)do(y).

nwyrt =1
0B(z,r) 0B(z,r)

Hier bezeichnet das Symbol {den Mittelwert auf dem Gebiet €, also das Integral iiber
das Gebiet €2 geteilt durch das Volumen von €2. Analog definieren wir

Gar) = | gwdoty) wd  H@n) = [ hwiotw)
0B(z,r) 0B(,r)

Lemma 6.2. Wenn u € C™(R™ x RT) eine m-mal stetig differenzierbare Lisung des
Anfangswertproblems (mit auf R™ x RS stetigen Ableitungen der Ordnung < 2)

0*u n .
E—Au—() auf (z,t) e R" xR mit
u(z,0) = g(z) und gt (x,0) = h(x) ist,

dann ist fir festes x € R™ das sphdirische Mittel U(x,r,t) eine m-mal differenzierbare
Funktion auf (r,t) € RT x RT, die folgendes Anfangswertproblem der Euler-Poisson-
Darbouzgleichung lést (mit auf R™ x Ry x R stetigen Ableitungen der Ordnung < 2)

0*U 0*U n—10U

ov oYV _ + +
atQ(m,r,t) 82($7“t) " ar(x,r,t) 0 auf (r,t)eR"™ xR

U(z,r,0) = G(x,r) und %—[t](x,r, 0) = H(x,r)

Beweis: Es gilt:

Uz, rt) = o / u(ry + x,t)do(y)
2B(0,1)
Also gilt
ou 1
St = — / Voulry + 1,t) - ydo(y)
2B(0,1)
= / Apu(ry + z, t)d"y
nwr,
B(0,1)

- / Au(y,t)
B(x,r)
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Also ist die partielle Ableitung eines sphérischen Mittelwertes nach dem Radius r gleich
L mal dem Mittelwert des Laplaceoperators angewandt auf die urspriingliche Funktion
iiber den entsprechenden Ball. Insbesondere gilt hr% 9 (x,r,t) = 0. Analog gilt

U o 1 :
B(z,r)
I—n

= / Au(y, t)d"y +

nwyr"

Y / Au(y, t)do(y).

B(x’r) BB(m,r)

- (%_1) /Au(y,t)dny+ /AU(y,t)dU(y)-

B(JT,T) BB(LL’,T)

Insbesondere gilt lim, g %zTg(x,r, t) = *Au(x,t). Analog ist die partielle Ableitung
eines Mittelwertes iber einen Ball nach dem Radius r gleich = mal dem entsprechenden
sphérischen Mittelwert minus ** mal diesem Mittelwert:

o 1 0 .
or wpr™ / u(y, t)d"y w1 / u(y, ) y+wn7“” / u(y, t)do(y)
B(z,r) B(z,r) oB(z,r)
n Lon
- / u(y,t)d"y + - / u(y, t)do(y).
B(z,r) OB(z,r)

Mit diesen Formeln kéonnen wir alle partiellen Ableitungen von den sphérischen Mit-
telwerten durch Mittelwerte von Potenzen des Laplaceoperators angewandt auf die
urspriingliche Funktion iiber Sphéaren und Bille ausdriicken. Andererseits gilt auch

o . oU 1 92

s Lo Au( _ 9y 1d

o or (z,7,1) 87“ nwy, / u(y,t nwr, ot? (y, t)do(y)

B(z,r 0B(z,r)
U
= 1@(%7‘, t)
02U ou 02U
Dann fOlgt T W = (n — 1)T W +7r W q.e.d.

6.3 Losung fiir n =3

Es wird sich herausstellen, dass die Wellengleichung fiir ungerade Dimensionen sich
durch die sphérischen Mittel auf die eindimensionale Wellengleichung zuriickfithren



6.3. LOSUNG FUR N =3 93

lassen, aber nicht fiir gerade Dimensionen. Deshalb wollen wir als néchstes die dreidi-
mensionale Wellengleichung 16sen. In diesem Fall miissen wir das Anfangswertproblem
0?U  9*U 20U

CA A f R* x R*
o2 o2 ror =0 auf (1) €RT x

U=G und aa—(t]:H auf R x {t = 0}.
l6sen. Die Transformation U = rU iiberfiihrt es in das Anfangswertproblem
27 27 5
88_75(2]_867(2]:0 auf (r,t) € R" x R" U=0 auf (r,t)e {0} xR]
- ou - +
U=G=rG und at—H—TH auf (r,t) € R™ x {0}.
Dieses Anfangswertproblem haben wir aber schon gelost. Die Losung ist:
1 1 r+t
Ulz,r,t) = B <é(£€,7’+t> — é(:c,t—r)) +3 / H(zx,s)ds fir 0 <r<t.
—r+t
Wegen der Stetigkeit von u(x,t) gilt
Uz, r,t)

u(z,t) = 13{61 Ulz,rt) = 17'%1 "

Also erhalten wir fiir alle € R3,¢ > 0.

t+r
(1) = 17}?01; <é(w,t+r2—G(m 0 4 Gatmr)- é(:v,t)) +1ﬁf€2 /H v, 5)d
G (x, 1) N
pr— H
0
ot | sty +t f hwioly
OB(z,t) 0B(z,t)
0
= 5t / 9(z +ty)do(y) +1t / h(y)do(y)
8B(0,1) OB(x,t)
= | )+ 9 doly s V) - 2doty)
OB(z,t) OB(x,t)

Das ist die sogenannte Kirchhoff’sche Formel fiir das Anfangswertproblem der Wellen-
gleichung in drei Dimensionen.
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6.4 Losung fiir n =2

Fiir n = 2 lasst sich die Euler-Poisson-Darbouxgleichung nicht in die eindimensionale
Wellengleichung iiberfithren. Stattdessen wollen wir das Anfangswertproblem der Wel-
lengleichung fiir n = 2 als ein Anfangswertproblem der Wellengleichung fiir n = 3
auffassen, wobei die Anfangsdaten nur von den Koordinaten z; und x5 und nicht von
x3 abhingen: Sei also @(z,t) auf (z,t) € R* x RT die Lésung des Anfangswertproblems

0%u(z,t)

57 At(z,t) =0 fiir (z,t) € R x R*

ou
i
Hierbei ist = (x1,23) fiir @ = (21, 79, 73) € R>. Der Mittelwert iiber dB(x,r) einer
Funktion f, die nur von z abhéngt, héngt auch nur von = ab:

axg /f )da(y /f(w+y)d0(y)= /%ﬁda(g):&

oB(z,r) 8B(0,r) 0B(0,r)

u(z,0) = g(z) und r,0) = h(z) fir zecR3

Also ist @(x,t) von der Form u(Z,t) und diese Funktion u(Z,t) ist die gesuchte Losung
des Anfangswertproblems fiir n = 2. Diese Funktion wollen wir jetzt ausrechnen. Sei
v(y) = \/t? — (y — )? als Funktion auf dem zweidimensionalen Ball B(z,t) die Linge
der Koordinate x3, so dass (y,z3) auf dem Rand des Balles B ((z,0),t) liegen. Dann
konnen wir die beiden Hemispéhren {(y, £v(y)) € 0B(z,t) | y € B(z,t)} durch den
Ball y € B(z,t) parametrisieren. Geméfl Definition berechnet sich das Integral
iiber die Hemisphiihren als das Integral iiber B(Z,t) mal der Linge von (V')#, wobei ¥
die Abbildungen y — (y, £7v(y)) von B(Zz,t) auf die beiden Hemispahren von 0B(x,t)
ist. Die lineare Abbildung ¥'(y) : z — (2,42 - V,y(y)) entspricht der 3 x 2 Matrix
(siwmy) mit (V'()* = (FV0) und [|(¥())*] = /T+ (V,7(y))?, wobei wir
Vektoren als Spaltenvektoren auffassen. Also ist das Integral iiber jede Hemispahre
gleich dem Integral iiber B(z,t) mit dem Ma8 do(y, +y(y)) = /1 + (V,7(y))?dy*:

/ (_)do():é;ﬁ / 9@)doly) = —3 /g(y) L+ (Vyy(y))2d?y

OB(z,t) OB(z,t) B(z,t)

22— (y—2)?+(y—2)%* t
- S -

Also haben wir

_ _ 1 9(y) 2, _ 1 9(y) 2
/ 9(g)do(y) = o5 / t2—(y—5:)2dy_§ / t2_(y_£)2d y.

8B (x,t) B(zt) B(z,t)
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Dann erhalten wir fiir u(z,t) fiir alle (z,t) € R* x R*

B 0
uw) =5t | owioly) vt hwoly)
OB(x,t) 0B(w,t)
ot 2 12— (y — )2 2 12 — (y —7)2
R (y — ) s (y — )
0t g(T +tz) , t? / h(y) )
= AR + = d
ot 2 Ji—z 2 t2—(y — 1) !
B(0,1) (z,t)
_! / 9() +th(y) + VygW)y — 7) .
2 2 72 '
s t2—(y — 1)

Dies ist Poissons Formel fiir die Losung des Anfangswertproblems der Wellengleichung
in zwei Dimensionen. Diese Methode, die Losung des Anfangswertproblems einer nied-
rigeren Dimension dadurch zu erhalten, dass wir dieses Anfangswertproblem in ein
Anfangswertproblem eines hoherdimensionalen Raumes verwandeln und dann zeigen,
dass die entsprechende Losung sich in die gesuchte Losung zuriickverwandeln lésst, wird
Methode des Abstieges genannt. An dieser Formel kénnen wir sofort ablesen, dass sich
die Losung in zwei Dimensionen mit allen Geschwindigkeiten ausbreiten, deren Léngen
kleiner als Eins oder gleich Eins sind. In einer und drei Dimensionen breiten sich die
Losungen dagegen nur mit den Geschwindigkeiten der Lénge Eins aus. Dies legt nahe,
dass wir die Losung in einer Dimension nicht durch die Methode des Abstiegs aus der
Losung in zwei Dimensionen erhalten konnen. Woran liegt das ? (Ubungsaufgabe)

6.5 LoOsung in ungeraden Dimensionen

Wir konnen die Euler-Poisson-Darboux Gleichung wieder in die eindimensionale Wel-
lengleichung transformieren. Zunéchst benétigen wir

Lemma 6.3. Sei ¢ eine (k + 1) mal stetig differenzierbare Funktion auf R. Dann gilt
fir alle k € N

6 () ()" o) = (14)" 0

(i) (T dr)k_l r?*=1o(r) = Zf;& ﬁj’-“r”l%(r) mit Konstanten ﬁjk (j=0,....,k—1), die
nicht von ¢ abhdngen.

_ (2k—1)!

(iii) g =1-3-5-...-(2k—1) = 20h—1) (k—1)]
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Beweis: Wir zeigen zunéchst (i) mit vollsténdiger Induktion. Fiir £ = 1 gilt

dr2r¢( r) = ( )+rdT2( r) = %%7"2%(7’.).

Wenn die Aussage fiir & € N gilt, dann folgt fiir £ + 1:

(PR rH16(r) = (L)L) (2h + ><>+rd¢< )
= (L) (2K + 1)p(r) + (1)

= (i) (k27 g (r >+r2‘f“‘;i¢<r>> () g ).

3

Wegen der Leibnizregel bewirkt jede Ableitung in (ii) zwei Beitrdge. Der eine erniedrigt
die Potenzen von r insgesamt um eins und wirkt nicht auf ¢, und der andere lésst die
Potenzen von 7" insgesamt gleich und wirkt auf ¢. Die gesamten Potenzen von r sind
r2h=1=(=1) = r# und die Gesamtordnung der Ableitungen (-£)*~!. Daraus folgt (ii).
Im Beitrag zu 85 wirken alle Ableitungen nur auf die Potenzen von r. Die erste
wirkt auf 72#=1 die zweite auf r?*=3 und die letzte auf r*. Es folgt (iii). g.e.d.
Sein = 2k+1 > 3 ungerade und u € C*H(R?* 1 xR{) 16se das Anfangswertproblem

2
g—;;—Au—O fir (z,t) e R" x RT
ou .
u(z,0) = g(z) und E(I’ 0) = h(x) fir e R"
Dann definieren wir Ulx,rt) = (; 5) r# U (2,7, 1)

G, ) = (i 2 ) PG ) H(or) = (13>k_1r2“ﬂ(a;,r).

Lemma 6.4. Wenn u € C*(R**! x R{) das Anfangswertproblem der (2k + 1)-
dimensionalen Wellengleichung lost, dann l6st U(x,r,t) fir jedes x € R**! folgendes
Anfangswertproblem der eindimensionalen Wellengleichung:

PU  0*U - )

2 oz =0 fir (rt)eR"xR" [~](w,0,t):0 fir teR$
7 X ou - ) N
U(z,r,0)=G(xz,r) und —(x,r,0) = H(z,r) fir reRT.

ot
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Beweis: Mit 2k = n — 1 16st U(x,r,t) das entsprechende Anfangswertproblem der
Euler—Poisson-Darbouxgleichung:

92U 2\ (18 _ 19\" ,0U
52 —(z,1r,t) = <w) (1“87") U (z,r t) = (?5) r%g(x,r,t)

19 21 PU 2k—20U
= 2
(har) (Gt sae Gl
10 o OPU 0*U
= —_— t
(r 87’) e ) =
Wegen Lemmata 6.2 und (iii) verschwindet U(z,r,t) an der Stelle r = 0.  q.e.d.
Die Losung dieses Anfangswertproblems ist fiir (z,7,¢) € R x R x Ry mit r < ¢

—(x,r,t)

t+r

Uz, rt) = % (é(x,t—l—r)—é(x,t—r)) +%/]:I(x,s)ds

Andererseits ist u(z,t) = lim U(x,r,t) und

r—0

Ulz,rt) = (i;) r* U (z, 7, t) Zﬂkﬂ“ (z,7,1)

Wegen Lemma [6.2]ist lim,_, rj’wa%](:x, r,t) = 0 fiir alle j € N. Deshalb gilt

RUCKR)
t)=1lmU t) =lim ————
1) = lim U, ) = i ST
Damit ist die Losung des Anfangswertproblems der Wellengleichung in ungerader Di-
mension gegeben durch
~ ~ t+r
2k — 1) Gz, t+r)—Gx,t—r) 1 ~
U(I7t) = w}}i% 2’[" +— /H(l’7 S)dS

2*1(k —1)! [ 0G .
k-1 (E(x,t) + H(m,t)) :

Satz 6.5. Fiir ungerades n > 3 und g € C"2" (R"), h € C"= (R™) ist die Lisung des
Anfangswertproblems

2
%—Au—o fir (z,t) e R* x RT

u(z,0) = g(z) wund E(x 0) = h(x) fir xeR"
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fiir alle (x,t) € R® x RS gegeben durch

2T (3 9 (10\F
u(z,t) = o o <¥§) t /g(y)da(y)

OB(x,t)
n—3

+ %%?G%)Tt“ /h(y)da(y)-

OB(x,t)
Beweis Wir beweisen zunéchst den Fall g = 0. Dann gilt wegen Lemma (i)

0*u 25 (73)' 9 (10 i
oz (n—2) o (t at> t ]/ My)do(y)

OB(z,t)

2T 1o\, 0

BCE] (;a) E 5 /h(y)da(y)
dB(x,t)

OIS AN nla 1

= Tm—2) (ZE) T / Mz +ty)do(y)

8B(0,1)
2" (53 (10T !

= T2 (;a) . / V.h(z +ty) - ydo(y)
dB(0,1)

TR 10T

S GO I B Rt
OB(z,t)

(A 10\ 1 .

 (n—2)! (?@) W, / Bhiy)d"y
B(z,t)

L2 (E) 10\ T 1

 (n—2)! (?E) nwpt / Ahly)do(y)
OB(x,t)

() 19\

RG] (ga) /Amh(x—i—y)da(y)
aB(0,t)

= Au(z,t).

Hier haben wir wieder den Gauf’schen Satz und bei der Differentiation eines Integrals
tiber B(x,t) nach t Polarkoordinaten benutzt. Wenn wir & durch g ersetzen und u(z, t)
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durch v(z,t) mit u(z,t) = %(z,t) erhalten wir die Losung fiir b = 0. Also erfiillt

]
v(z,t) und damit auch u(x,t) die Wellengleichung. Mithilfe von Lemmata und
6.3| (iii) erhalten wir

uw0) =t | St [ oo+t [ st | <00

t—0
aB(x,t) 8B($7t)
= g(z)
ou :
S0 = tm(t | Agwast) 5t | wwdet) | + o0
OB(z,t) 0B(w,t)
= @)

q.e.d.
Wir erkennen an der Losung, dass u(x,t) nur von den Werten von g und h auf
0B(x,t) abhéngt, also breiten sich alle Storungen tatséchlich mit der Geschwindigkeit
1 aus. Das wird Huygen’s Prinzip genannt. Auflerdem héngt u(x,t) von hoheren Ab-
leitungen von g und h ab. Dies heif3t, dass sich die Regularitét also mit zunehmender
Zeit in hoheren Dimensionen verschlechtert, im Gegensatz zu der Warmeleitungsglei-
chung, bei der sich die Regularitéit verbessert. Dies ist ein allgemeines Phdnomen fiir
hyperbolische Gleichungen.

6.6 LoOsung in geraden Dimensionen

Wir benutzen jetzt wieder die Methode des Abstiegs, um aus den Losungen in Di-
mensionen n + 1 die Losungen in Dimensionen n = 2k zu erhalten. Entscheidend ist

dabei, dass die Losung von Anfangsdaten g und h, die nur von z = (zy,...,z,) fir
x = (21,...,%,41) abhingen, auch nur von z abhéngen, also ihre Ableitungen axaﬂ

verschwinden. Da die Losungen in Dimensionen n + 1 nur von den Funktionen

/ 9(y)do(y) und / h(y)do(y)

9B(x,t) OB(z,t)

L — 0 erfiillt, auch gilt

abhéngen, folgt dies daraus, dass fiir eine Funktion f, die 85 i

ax(zﬂ / fly)do(y) = / axilf(ﬁy)dff(y):o.

OB(z,t) 9B(0,t)
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Weil das fiir alle t € RT gilt, gilt es auch fiir die entsprechenden Ableitungen nach
t. Deshalb ist die Losung in Dimensionen n = 2k durch Einschriankung auf den
R" — R 7 s (2,0) der Losungen des Anfangswertproblems in Dimension n + 1
mit g(x) = g(Z) und h(z) = h(z) gegeben. Die beiden Hemispahren {(y, £v(y)) €
0B(z,t) | y € B(z,t)} werden wieder durch den Ball y € B(z,t) parametrisiert mit

y) = \/t? — (y — z)?. Und das Integral iiber beide Hemisphéhren ist wieder zweimal
das Integral iiber B(z,t) mal der Linge von (¥')# mit W : B(Z,t) — dB(x,t),y —
(y,£7v(y)). Die lineare Abbildung V'(y) : z +— (2, £2-V,y(y)) entspricht der (n+1) xn
Matrix (40" ) mit (/(y))# = (F700) ) und | (9/(3))#]| = \/TF (V7 ()2, wobe
wir Vektoren als Spaltenvektoren auffassen. Das ergibt

oty = op— [ Twdoty)

B(&,t)
_ 2t fly)d™y
(n + Dwnqat 2 — (y — )2
B(z,t)
B 2twn /
B n + 1 wnJrl \/T
B(z,t)

Losung der Wellengleichung in geraden Dimensionen 6.6. Sei n eine gerade
positive Zahl, g € C"* (R (R™) und h € C’n+2( R™). Dann ist die Losung des Anfangswert-
problems der Wellengleichung:

2
%—Au—o fir (z,t) e R* x RT

ot?
u(z,0) = g(z) wund %(m, 0) = h(x) fir xeR"

fiir alle (x,t) € R® x RS gegeben durch

w0 = sz (in) © | et
u(x, =
25210t \ t Ot —(y—2)
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Beweis Wir berechnen zunéichst das Volumen der (n — 1) dimensionalen Sphére:

n

S
I3
|

®
8
N
QU
&
|
o
HL\)
Q
3
&

o0 R"
_ / e do(yar =12 / i ="y
0 2B(0,r) 0
Es folgt nw, = % Mit I'(z + 1) = zI'(z) folgt w,, = Z—% Fiir gerade n gilt
(%) L(3+1)
2wn 24 2o  (n+1) 4w, _ (n+1)!
Wnt1 B Wnt (2521)2 3wy INCEETER
27 0210w, 2521w, 1
1 | 1 - 1 | - 2271" QGd
m—D!n+Dwprr (n+ Dlw,ig 22|

Wir bemerken, dass in geraden Dimensionen u(x,t) von den Werten von g und
h auf B(z,t) und nicht nur auf 0B(x,t) abhédngt. Also breiten sich Stérungen mit
Geschwindigkeiten kleiner als 1 aus und nicht nur mit der Geschwindigkeit 1.

Auflerdem kénnen wir die Methode des Abstiegs nicht benutzen, um die Lésungen in
den Dimensionen 2k—1 aus den Losungen in Dimensionen 2k zu erhalten. Die Losungen
u(z,t) in Dimensionen 2k, deren Anfangsdaten g und h nur von den Koordinaten
x1,...,Tor_1 abhidngen, erfiillen ndmlich nicht % = 0. Deshalb ist die Einschrankung

auf R%*~! < R? keine Losung der Wellengleichung auf den R?*~! (Ubungsaufgabe).

6.7 Inhomogene Wellengleichung

Wieder kénnen wir die Losung der inhomogenen Wellengleichung
82
a—tg—Au:f fir (z,t) € R" x R*
ou

u(z,0) =0 und E(x,O) =0 fir =z eR"

mit Hilfe von Duhamel’s Prinzip aus der Losung des homogenen Wellengleichung er-
halten: Fiir alle s € R sei u(z,t,s) die Losung des Anfangswertproblems

— —Au=0 fir (x,t) € R" x (s,00)

—(z,s,8) = f(z,s) fir z e R"™
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¢
Dann ist u(z,t) = [u(x,t,s)ds eine Losung des obigen Anfangswertproblems der in-

0
homogenen Wellengleichung. Es gilt ndmlich

t

2
@(x,t) _ 9 u(x,t,t)+/@(x,t,s)ds

ot? ot ot
0
0 / 0
U
= 5 E(az,t,s)ds
0
) "o
U u
= a(m,t,t)—i— w(x,t,s)ds

0
t
= flx,t)+ / Au(x,t, s)ds
0
= f(z,t) + Au(z,t).
Die Losung des inhomogenen Anfangswertproblems

2
%—Au:f fir (z,t) e R" x RT
ou

u(z,0) = g(z) und E(w,O) = h(x) fir xeR"
ist dann die Summe von obiger Losung der inhomogenen Wellengleichung und der
Losung des entsprechenden homogenen Anfangswertproblems. Die Wellengleichung ist
invariant unter der Zeitspiegelung ¢ — —t. Deshalb lassen sich aus unseren Formeln
fiir die Losung des Anfangswertproblems auch solche fiir das “Endwertproblem”

2
%—Au:f fir (z,t) e R" xR™
ou

u(z,0) = g(z) und E(m,O) = h(x) fir zeR"
gewinnen. Wir kénnen also nicht nur von der Gegenwart aus in die Zukunft rechnen,
sondern auch zuriick in die Vergangenheit. Die erste Losung wird avancierte Losung
und die zweite retardierte Losung genannt. Beide Losungen zusammen ergeben eine
Losung auf R" x R, die nur durch u(z,0) und £4(z,0) mit 2 € R" festgelegt sind.
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6.8 Energiemethoden

Hyperbolische Gleichungen erfiillen kein Maximumprinzip. Damit eine Losung einer
homogenen Differentialgleichung zweiter Ordnung im Inneren kein Maximum haben
kann, darf die Matrix der Ableitungen zweiter Ordnung nicht negativ definit werden
konnen. Dies wird nur durch elliptische oder parabolische Differentialgleichungen aus-
geschlossen. Allerdings lassen sich die Energiemethoden auf hyperbolische Differential-
gleichungen iibertragen und damit die Eindeutigkeit des Anfangswertproblems zeigen:

Eindeutigkeit der Losungen der Wellengleichung 6.7. Sei ) C R" ein beschrdnk-
tes Gebiet. Dann besitzt folgendes Anfangswertproblem der Wellengleichung

%—Au_f auf QX(O,T]
u(z,0) = g(z,t) auf Qx {t=0} und auf 0Q x [0,T]
gt (x,0) = h(z) auf Qx {t=0}

hdchstens eine Lisung.

Beweis: Die Differenz zweier Losungen 16st das analoge homogene Anfangswertpro-
blem mit f = g = h = 0. Von einer solchen Loésung definieren wir die Energie als

dﬂz—/((%@tO{HVMLMﬁd%.

Q
Dann gilt

de 0 N
= ( 8152 (x,t) + 5 (Vu(z,t)) Vu(a:,t)) d"z
9u

ot

/
[

( (,w—Am%w>mx:0

Hier haben wir einmal partiell integriert (den Gaufischen Satz angewendet). Aufgrund
der Anfangsbedingungen erfiillt ¢(0) = 0. Also ist e(t) = 0 fir alle ¢ > 0. Dann
folgt % = 0 und Vu(z,t) = 0. Also ist u konstant. Dann folgt wieder wegen den
Anfangsbedingungen v = 0 auf 2 x R*. q.e.d.

Zuletzt noch ein einfacher Beweis, dass sich Storungen nur mit Geschwindigkeiten
nicht grofler als 1 ausbreiten
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Satz 6.8. Wenn u = % = 0 auf B(xg,to) bei t = 0. Dann ist u = 0 auf dem Kegel

{(z,t) | |z — @o] < to—t,t >0},

Beweis: Sei

Dann gilt

ét) = / (%%(x,t) + %(Vu(:c,t))Vu(x,t)) d"z

_% / ((%(w,t)>2+(Vu(x,t))2) do(x)

8B(xo,t0—t)

B(;m[() 9 g_z(m 2 (C?;t?( t) — Aulz, t)) dr
" ( O N0 <(%@’”)2 (Vu(z. 1) >> dox)
dB(zo,to—t)

/ (( )w(:c,t)) - N() _% (%g? t))2 _ %(Vu(:v,t))2> do ().

B(zo,to—t)
(g?) (Vu)- N (g:f)Z + %(vuf

weil der Normalenvektor N Lénge eins hat und mit a = Vu und b= N ¢ Ju ¢ oilt

Jetzt gilt

1 1 1
h< q- a—Db)-(a—Db) < Zqg%+ —b2.
a-b<a b+2(a b) - (a b)_za —|—2b
Wegen é(t) < 0 ist dann e(t) monoton fallend. Aus e(0) = 0 folgt dann 0 < e(¢) <0

fir alle ¢ € [0, to]. q.e.d.
Analog folgt aus v = 0 und % = 0 auf B(xg,to) fiir t = 0, dann dass u = 0 ist auf

{(z,t) | |x — x| < to+t,t <0}
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