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Bevor Sie beginnen, beachten Sie bitte folgendes:

e Die Bearbeitungszeit betrigt 90 Minuten. Es gibt 6 Aufgaben, die Gesamtanzahl der erreichbaren
Punkte betréagt 150.

e Priifen Sie ihr Klausurexemplar auf Vollstéandigkeit, es miissen oben rechts die Seitenzahlen 1-13

stehen.

e Bitte schreiben Sie, bevor Sie mit der Klausur beginnen, auf das Deckblatt deutlich lesbar Thren

Namen und Thre Matrikelnummer, sowie den Namen Thres Tutors/Threr Tutorin.
e Wir empfehlen Ihnen, alle Aufgaben durchzulesen, bevor Sie mit der Bearbeitung beginnen.

e Bitte bearbeiten Sie die Aufgaben ausschlieflich auf dem an Sie ausgeteilten Papier. Jede Auf-
gabe soll (nur) auf dem entsprechenden Blatt und dem darauf folgenden leeren Blatt, sowie den

Riickseiten dieser Blétter, bearbeitet werden.

e Benutzen Sie keinen Bleistift oder Rotstift zur Bearbeitung der Klausur, sondern nur schwarze

oder blaue Tinte.

e Bitte schreiben Sie sauber und deutlich, und geben Sie die gesamte Klausur wieder ab. Das

Konzeptpapier kann nicht mit abgegeben werden.

e Sie diirfen ein beidseitig bedrucktes oder beschriftetes DIN A4-Blatt benutzen. Weitere Hilfsmit-
tel (Taschenrechner, Skripte usw.) sind nicht erlaubt. Ein etwa mitgebrachtes Handy schalten

Sie bitte fiir die Dauer der Klausur aus.

e Zu den Losungen aller Aufgaben gehort die Angabe der von IThnen verwendeten Notation sowie

die Vollsténdigkeit der Rechnungen und der mathematischen Argumente.

Diesen Teil des Blattes bitte nicht beschriften.

Aufgabe 1 2 3 4 5 6 Summe

mogliche Punkte 12 24 24 36 38 16 150

erreichte Punkte

Kiirzel




1. Vollstiandige Induktion.

Beweise durch vollstéandige Induktion, dass fiir alle n € IN gilt:

Z(Qk: —1)=n?. (12 Punkte)
k=1






2. Reelle und komplexe Zahlen.
(a) Es seien a,b,c1,co,di,dy € RT mit a < b. Es gelte

a<%<b und a<2—z<b.

Beweise, dass dann gilt:
c1+co

<
“ dy +ds

<b. (16 Punkte)

(b) Stelle die komplexe Zahl % in der Form a + b2 mit a,b € IR dar, und weise nach, dass
sie auf dem Einheitskreis liegt. (8 Punkte)






3. Supremum von Teilmengen von IR.
(a) Bestimme das Supremum der Menge
M:={(-1)"-(2-1)|neN}.

Untersuche auerdem, ob M ein Maximum besitzt. (12 Punkte)

(b) Es seien A und B zwei nicht-leere, nach oben beschrénkte Teilmengen von IR. Wir defi-

nieren
A+B:={a+blac A beB}.
Zeige:
(i) A+ B ist nach oben beschrinkt. (8 Punkte)

(i) sup(A + B) = sup(A) + sup(B) . (9 Punkte)






4. Konvergenz von Zahlenfolgen.

(a) Untersuche die folgenden Zahlenfolgen auf Konvergenz in IR und bestimme gegebenenfalls

(b)

den Grenzwert. Dabei soll das Ergebnis der Ubungsaufgabe iiber Grenzwerte ganzrationa-
ler Folgen nicht verwendet werden, sondern die entsprechende Beweistechnik angewendet

werden.

. 2
(i) a, = % (12 Punkte)

(i) b, :=vn’+n — n (12 Punkte)
(Es darf ohne Beweis benutzt werden: Ist (x,)nenw eine in IR konvergente Folge nicht-

negativer, reeller Zahlen, so konvergiert auch die Folge (\/Zn)nenw in IR, und zwar gegen
Viimy, o0 Tp )

Bestimme alle Haufungspunkte in der erweiterten Zahlengeraden IR = IR U {400} U {—oc}

von der Zahlenfolge

cp = (=1)"- n((_l)nﬂ) . (12 Punkte)

[Tipp. Um nachzuweisen, dass man tatséchlich alle Hiufungspunkte gefunden hat, kann

man sich auf das Ergebnis einer Ubungsaufgabe berufen.]
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5. Unendliche Reihen.

(a) Untersuche die folgenden unendlichen Reihen auf Konvergenz in IR und auf absolute Kon-
vergenz. (Die Grenzwerte brauchen nicht angegeben zu werden.)
(-n*

(i) kzo i (16 Punkte)

o K
(i) > o (10 Punkte)
k=1
(b) Berechne den Grenzwert der folgenden unendlichen Reihe:
1 L1
22—k((—1) +2—k) . (12 Punkte)

k=0
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6. Ein Konvergenzkriterium.

Es seien (ap)new und (by)nenw zwei Zahlenfolgen. Es gelte: (a,) konvergiert in IK gegen ein
a € IK, und die Folge (b, — a,) ist eine Nullfolge.

(a) Formuliere die e-Definition fiir die Konvergenz der Folge (by,) gegen a. (4 Punkte)

(b) Beweise, dass die Folge (b,) gegen a konvergiert, und zwar durch expliziten Nachweis,
dass die in (a) formulierte Definition erfiillt ist. Dabei sollen abgesehen von dieser Definition
keinerlei weiteren Ergebnisse aus der Theorie der Grenzwerte verwendet werden.

(12 Punkte)
[Tipp. b, —a = (by, — an) + (a, —a) ]
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