Martin Schmidt Analysis 1 22. Oktober 2010
Sebastian Klein 7. Ubung
Die Lésungen sind bis Freitag, den 29. Oktober 2010, 10.00 Uhr s.t. einzuwerfen.
Die Aufgaben dieses Blatts dienen der Festigung der bisher erworbenen Kenninisse

und der Vorbereitung auf die Zwischenklausur.

29. Vollstindige Induktion. Man beweise die folgenden Aussagen durch vollstindige Induktion
fiir alle n € IN:

(a) Z K = ( nr 1)> (3 Zusatzpunkte)

(b) Z o) <2-— E (4 Zusatzpunkte)

30. Eine spezielle Funktion. Wir betrachten die Funktion

t
f(O,OO)HIR,tHl—H

(a) Zeige, dass f streng monoton wachsend ist. (2 Zusatzpunkte)
(b) Bestimme Supremum und Infimum der Bildmenge f[ (0,00) | = {f(t)|t € (0,00) } und

untersuche, ob diese Menge ein Maximum und/oder ein Minimum besitzt.
(8 Zusatzpunkte)

(c) Skizziere den Graphen von f. (2 Zusatzpunkte)

31. Konvergenz von Folgen und Reihen.

(a) Man bestimme fiir die folgenden Folgen alle ihre Hiaufungspunkte, und untersuche, ob sie

in IK konvergieren.

(1) ap:=vn+1—1n (8 Zusatzpunkte)

(ii) b, = v23: ¢ mit o € RY. [Man beachte Aufgabe 32(a).] (8 Zusatzpunkte)
(iii) ¢, == (1—1)n (8 Zusatzpunkte)
(iv) dp:=(1+2")- gZi; (8 Zusatzpunkte)

(b) Man untersuche die folgenden Reihen auf Konvergenz in IR und auf absolute Konvergenz.

Die Grenzwerte miissen nicht angegeben werden.

(D"

(i) E —_— (2 Zusatzpunkte)
Z£22010n + 1

(ii) g m (2 Zusatzpunkte)
n=1

(2 Zusatzpunkte)




32. Uber Konvergenz.

(a)

(b)

(c)

(d)

Sei (an)new eine in IR konvergente Folge positiver reeller Zahlen mit a := lim,, o a, > 0.
Zeige, dass dann auch die Folge (y/an)nen in IR konvergiert, und zwar gegen +/a .
(8 Zusatzpunkte)

Seien (an)new und (by)new zwei Zahlenfolgen, die sich nur in endlich vielen Gliedern
voneinander unterscheiden, d.h. fiir alle bis auf endlich viele n € IN gilt a, = b, . Zeige,
dass dann (a,) genau dann in IK konvergiert, wenn (b,) in IK konvergiert, und dass im
Falle der Konvergenz die Grenzwerte dieser beiden Folgen iibereinstimmen.

(8 Zusatzpunkte)

Es sei (ap)new eine Zahlenfolge und 7 : IN — IN eine Bijektion. Dann heifit die Folge
(bn)neN mit by := a,q,) eine Umordnung von (ay). Beweise, dass die Folge (b,) genau
dann konvergiert, wenn die Folge (a,) konvergiert, und dass im Falle der Konvergenz ihre

Grenzwerte iibereinstimmen. (8 Zusatzpunkte)

Beweise: Jede reelle Zahl a € IR ist Grenzwert einer Folge rationaler Zahlen.
(8 Zusatzpunkte)

33. Eine weitere Charakterisierung des Limes superior. Sei (aj)renN eine beschrinkte, reelle
Zahlenfolge und (b, )pen die durch

by :=sup{ax |k = n}

definierte Folge. Zeige:

(a)

(b)

Die Folge (b,,) ist eine reelle Zahlenfolge, sie ist monoton fallend und nach unten beschrénkt.
(2 Zusatzpunkte)

Die Folge (by,) ist in IR konvergent, und zwar gilt lim, .o b, = lima,, . (4 Zusatzpunkte)
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