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Aufgabe 34

Es sei M eine C∞-Mannigfaltigkeit und X ∈ X(M) ein Vektorfeld, das einen globalen Fluss
Φ := ΦX induziert. Zeige, dass X unter Φ invariant ist, das heißt Φ∗X = X, genauer

Φt ∗X(p) = X(Φt(p)), für p ∈M, t ∈ IR.

(7 Punkte)

Aufgabe 35 (Vektorfelder zu dynamischen Systemen)

Es sei M eine C∞-Mannigfaltigkeit, W ∈ Ulo({0} ×M , IR ×M) und Φ : W → M eine C∞-
Abbildung. Wir setzen voraus, dass für jedes p ∈ M die Menge W p := { t ∈ IR | (t, p) ∈ W }
ein Intervall und Φ(0, p) = p ist.

Dann ist also jeweils
Φp : W p →M , t 7→ Φ(t, p)

eine C∞-Kurve. Zeige, dass durch

X : p 7→ Xp := Φ̇p(0)

C∞-differenzierbares Vektorfeld auf M definiert wird.

[Tipp: Es existiert genau ein Vektorfeld ∂
∂t ∈ X(IR×M) , das durch P∗

∂
∂t = ∂ ◦P und Q∗

∂
∂t = 0

charakterisiert ist, wobei P : IR×M → IR und Q : IR×M →M die kanonischen Projektionen
und ∂ die gewöhnliche Ableitung in IR bezeichne. Mit diesem gilt Xp = Φ∗ ∂∂t

∣∣
(0,p)

.]

Sei weiterhin Wt := { p ∈M | (t, p) ∈W } und setze voraus, dass für alle t, s ∈ IR gilt:

∀ p ∈Ws ∩Wt+s ∩ Φ−1
s (Wt) : Φt+s(p) = Φt ◦ Φs(p)

Zeige, dass in diesem Fall W ⊂ WX und Φ = ΦX |W . Insbesondere sind also die Kurven Φp

Integralkurven von X . (12 Punkte)

Aufgabe 36 (Zusatzaufgabe!)

Sei X ∈ X(IR2) definiert durch
−→
X (p1, p2) = (p2

1, 0).

Berechne den maximalen Fluss ΦX von X und untersuche, ob ΦX ein globaler Fluss ist.
(9 Punkte)

Bitte wenden.



Aufgabe 37 (Über einzelne maximale Integralkurven)

Es sei α : J →M eine maximale Integralkurve von X . Zeige:

a) Entweder ist α ≡ const. = p, und zwar gilt dies genau dann, wenn Xp = 0 ist; in diesem Fall
ist J = IR (man sagt dann, dass p eine Gleichgewichtslage des dynamischen Systems

(
ΦX
t

)
t∈IR

ist);

oder α ist reguläre Kurve (also eine Immersion); dann ist α entweder injektiv oder periodisch;
letzteres heißt: J = IR und es existiert d ∈ IR+ , so dass(

∀ t ∈ IR : α(t+ d) = α(t)
)

und α|[0, d[ ist injektiv;

d heißt die Periode der Integralkurve. (8 Punkte)

b) Das Bild α(J) ist eine abgeschlossene Untermannigfaltigkeit von M , wenn

(i) α ≡ p oder
(ii) α periodisch ist. (5 Punkte)

Bemerkung: Mit weiteren topologischen Argumenten kann man ebenso zeigen, dass α(J) eine
abgeschlossene Untermannigfaltigkeit ist, falls J ein beschränktes Intervall ist. In jedem Fall ist
α(J) eine ”immersierte Untermannigfaltigkeit“ im Sinne von Bemerkung 1(d) aus Abschnitt 2.6
der Vorlesung.

c) Für die Menge ωα der ω-Grenzpunkte von α gilt:

(i) ωα 6= ∅ =⇒ sup J =∞ (1 Punkt)
(ii) Ist ωα = {p0} , so ist Xp0 = 0 . (4 Punkte)
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