
Analysis III
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Sei M eine C∞-Mannigfaltigkeit und X ∈ X(M). Dann existiert nach dem Theorem aus Ab-
schnitt 3.4 der Vorlesung zu jedem p ∈M eine maximale Integralkurve αp : Jp →M von X mit
0 ∈ Jp und αp(0) = p. Die Menge

W :=
⋃

p∈M

(Jp × {p})

ist eine offene Umgebung von {0} ×M in IR ×M und der maximale Fluss von X ist definiert
als

ΦX : W →M, (t, p) 7→ αp(t)

und ist eine C∞-Abbildung. Ein Fluss ΦX heißt global, falls W = IR×M , d.h. alle Integralkurven
αp sind auf ganz IR definiert.

Aufgabe 31

Bestimme für die folgenden Vektorfelder X,Y ∈ X(IR3) die maximalen Flüsse ΦX und ΦY .

a)
−→
X (p1, p2, p3) = (a p1, a p2, a

2), wobei a ∈ IR. (5 Punkte)

b)
−→
Y (p1, p2, p3) = (p2,−p1, b p3), wobei b ∈ IR. (5 Punkte)

Aufgabe 32

Sei S2 = {(p1, p2, p3) ∈ IR2 |
∑3

i=1 p
2
i = 1} die 2-Sphäre und a ∈ IR. Definiere X : S2 → IR3

durch −→
X (p1, p2, p3) = (a p2,−a p1, 0).

a) Zeige, dass X ein Vektorfeld auf S2 ist. (3 Punkte)

b) Berechne den maximalen Fluss ΦX von X. (5 Punkte)



Aufgabe 33

Sei M ein lokal-kompakter topologischer Hausdorffraum, der dem ersten Abzählbarkeitsaxiom
genügt, das bedeutet: Zu jedem Punkt p ∈M existiert eine Folge (Un)n=1,2,... von Umgebungen
Un ∈ Ulo(p,M) , so dass zu jedem U ∈ Ulo(p,M) ein n ∈ IN mit Un ⊂ U existiert. Man kann
dann jeweils Un+1 ⊂ Un für alle n ∈ IN voraussetzen.

Weiterhin sei J ein nichtleeres offenes Intervall von IR , δ− := inf J , δ+ := sup J und c :
J → M ein Weg. Die Menge der α- und ω-Grenzpunkte von c seien wie in Abschnitt 3.3 der
Vorlesung definiert. Zeige:

a) Für jedes p ∈M gilt: p ∈ ωc ⇐⇒ es existiert eine Folge (tn) in J mit tn → δ+ , so dass
p = lim c(tn) ist. (Eine analoge Aussage gilt natürlich für αc .) (6 Punkte)

b) αc und ωc sind abgeschlossen. (3 Punkte)

c) Die folgenden Aussagen sind zueinander äquivalent:

(i) ωc = ∅.

(ii) c läuft mit t → δ+ gegen den Rand von M , das soll heißen: Jede kompakte Teilmenge
K ⊂ M wird schließlich endgültig von c verlassen, und das wiederum soll heißen: Es existiert
ein tK ∈ J , so dass

∀ t ∈ J :
(
t > tK ⇒ c(t) 6∈ K) ;

mit anderen Worten: sup c−1(K) < δ+ .

Eine analoge Aussage gilt natürlich für αc . (6 Punkte)

d) Ist c(J) in M relativ kompakt, so sind αc und ωc nicht leer. (4 Punkte)
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