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Aufgabe 23

Sei π : E → B ein Vektorraumbündel. Zeige:

a) Der Nullschnitt O : B → E, O(b) = 0 ∈ Eb, ist differenzierbar. (3 Punkte)

b) Seien s1, s2 ∈ Γ(π) Schnitte von π. Dann ist s1 + s2 ∈ Γ(π) . (3 Punkte)

c) Sei f : B → IR eine C∞ - Funktion und s ∈ Γ(π) . Dann ist f · s ∈ Γ(π) . (3 Punkte)

Aufgabe 24

Man zeige: Ein Vektorraumbündel π : E → B der Faserdimension ` ist genau dann trivial,
wenn es ` globale Schnitte s1, . . . , s` : B → E gibt, so dass für jedes b ∈ B die Vektoren
s1(b), . . . , s`(b) ∈ Eb linear unabhängig sind. (9 Punkte)

Aufgabe 25 (Extrapolation von Schnitten eines Vektorbündels)

Es sei π : E → B ein Vektorraumbündel und b0 ∈ B. Zeige: Zu jedem v ∈ Eb0 existiert ein
s ∈ Γ(π) mit s(b0) = v . (6 Punkte)

[Tipp: Man verwende eine lokale Trivialisierung von π um b0 , sowie eine Zerlegung der Eins
auf B .]

Bitte wenden.
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Aufgabe 26 (Linienbündel über S1)

a) Zeige: Jedes Vektorraumbündel der Faserdimension 1 über einem offenen Intervall ]a, b[⊂ IR
ist trivial. (9 Punkte)

[Tipp: Sei π : E →]a, b[ ein Vektorraumbündel der Faserdimension 1 , t0 ∈]a, b[ fest und

J := { t ∈]a, b[ |Es existiert ein nullstellenfreier Schnitt von π auf ]t, t0[ bzw. auf ]t0, t[ } .

(Dabei ist in der Definition von J das Intervall ]t, t0[ oder ]t0, t[ zu wählen, je nachdem, ob
t ≤ t0 oder t > t0 ist.) Man zeige, dass J in ]a, b[ offen und abgeschlossen ist.]

b) Zeige: Jedes Vektorraumbündel der Faserdimension 1 über S1 ist entweder trivial, oder zu
dem (in Beispiel 2 aus Abschnitt 2.7 der Vorlesung beschriebenen) Möbiusband isomorph.

(12 Punkte)

[Anleitung: Ist π : E → S1 ein Vektorraumbündel der Faserdimension 1 und p0 ∈ S1 fest,
so ist (U1, U2) mit U1 := S1 \ {p0} und U2 := S1 \ {−p0} eine offene Überdeckung von S1 .
U1 ∩ U2 = S1 \ {p0,−p0} zerfällt in zwei Zusammenhangskomponenten V+ und V− .

Mittels (a) zeige man nun, dass es Trivialisierungen ϕk : Uk × IR → E|Uk
von π gibt. Dann

ist s : U1 → E, p 7→ ϕ1(p, 1) ein nullstellenfreier Schnitt von π über U1 . Indem man s mit
Hilfe von ϕ2 in der Nähe von p0 untersucht, zeige man, dass sich nach einer Deformation
von s in der Nähe von p0 einer der folgenden beiden Fälle erreichen läßt: Entweder s läßt
sich in p0 zu einem globalen, nullstellenfreien Schnitt von π fortsetzen, oder mit der Funktion
χ : E|U1∩U2 → E|U1∩U2 , die durch

χ|(E|V+) = id und χ|(E|V−) = −id

charakterisiert ist, läßt sich χ ◦ s in p0 nullstellenfrei zu einem Schnitt von π über U2

fortsetzen. Im letzteren Fall ist π isomorph zum Möbiusband.]
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