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Kapitel 1

Differenzierbare Mannigfaltigkeiten

1.1 Topologie: Topologische Raume

Definition 1. Ein topologischer Raum ist eine nicht-leere Menge M (deren Elemente wir
Punkte nennen), zusammen mit einer Teilmenge 7 der Potenzmenge P(M) von M , die die
folgenden Eigenschaften erfiillt:

(T0) &, M €T

(T1) Ist I eine beliebige Indexmenge, und U; € T fiir alle i € I, so ist auch U;eU; € 7 .
(T2) Ist Uy,..., U, €T ,s0ist auch UyN...NU, €T.

Die Elemente von 7 heiffen offene Mengen des topologischen Raums M . Ist p € M (bzw. N C
M), so heifsen die offenen Mengen U € 7 mit p € U (bzw. N C U) Umgebungen von p
(bzw. von N ). Die Menge der Umgebungen von p (bzw. von N ) bezeichnen wir mit U°(p, M)

(bzw. mit U°(N,M). Eine Teilmenge A C M heifst abgeschlossen (in M ), wenn ihr Komple-
ment M \ A offen in M ist.

Beispiele.
(a) Sei (M,d) ein metrischer Raum. Dann ist die Menge 7 aller Teilmengen von M , die im
iiblichen Sinne offen sind, d.h. explizit
T ={UecPM)|VpeU3e>0 : Up) CU},

eine Topologie 7 auf M . Sie heiftt die kanonische Topologie des metrischen Raums (M, d) ;
in Zukunft betrachten wir metrische Raume stets auf diese Weise auch als topologische
Réaume. Insbesondere erhilt auf diese Weise jeder normierte Vektorraum eine kanonische
Topologie.

(b) Sei M eine beliebige Menge. Dann sind die Mengen
Ttein :=P(M) und  Tgop == {0, M}

zwei (ziemlich pathologische) Topologien auf M . gy, heift diskrete Topologie auf M .
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Viele der uns von metrischen Rdumen vertrauten ,topologischen Begriffe wie Konvergenz, Ste-
tigkeit, ... lassen sich auf topologische Raume {ibertragen, hier ein Beispiel:

Definition 2. Sei M ein topologischer Raum, (p,)nen eine Folge in M und p* € M. Wir
sagen die Folge (p,) konvergiert gegen p*, wenn gilt:

YU e U°(p*,M)3Ing e NVn>ng : p, €U .

Topologische Rdume sind im Allgemeinen ziemlich ,wild*: viele uns von metrischen Raumen
vertraute Aussagen iliber topologische Begriffe sind in topologischen Rdumen im Allgemeinen
falsch.* So braucht beispielsweise der Grenzwert eine Folge in einem topologischen Raum nicht
eindeutig bestimmt zu sein. (Beziiglich der Topologie Zgop konvergiert zum Beispiel jede Folge
gegen jeden Punkt p € M .) Das ist der Grund, warum man die Notation p* = lim, o pn
fiir den Grenzwert einer Folge in allgemeinen topologischen Réumen nicht verwendet (sondern
nur in Hausdorffrdumen, s.u.). Damit wissen wir nun auch, dass nicht alle topologischen Raume
metrisierbar (d.h. die kanonische Topologie zu einer Metrik) sind, die Kategorie der topologischen
Réume ist also tatséchlich umfassender als die der metrischen Raume.

Der der Uneindeutigkeit des Grenzwertes (wie auch einigen anderen ,Wildheiten“ topologischer
Réaume) zugrundeliegende Sachverhalt ist, dass man in einem topologischen Raum im Allgemei-
nen zwei Punkte nicht durch Umgebungen ,trennen“ kann, d.h. sind p;,ps € M mit p; # p2, so
gibt es im Allgemeinen keine Umgebungen Uy von pi mit U; NUs = & . Die Rdume, in denen
dies doch der Fall ist, spielen daher eine wesentliche Rolle:

Definition 3. Ein topologischer Raum M heifst ein Hausdorffraum, wenn es zu je zwei Punkten
p1,p2 € M mit p; # pa Umgebungen Uy € U°(p1, M) und U € U°(p2, M) mit Uy NU; = @
gibt.

In Hausdorffraumen ist der Grenzwert einer konvergenten Folge (p,,) eindeutig bestimmt. Wir
bezeichnen daher in einem Hausdorffraum den Grenzwert einer solchen Folge mit lim,, o py, -

Aufgabe 1.

(a) Teilraumtopologie. Sei M ein topologischer Raum mit Topologie 7 und N eine Teil-
menge von M . Dann wird durch

Tn ={GNN|GeT}

eine Topologie auf N konstruiert, die sogenannte Teilraumtopologiec von N . Im Folgenden
betrachten wir Teilmengen topologischer Rdume in der Regel auf diese Weise als topologi-
schen Raum. Zeige weiter: Ist M ein Hausdorffraum, so auch N .

(b) Produkttopologie. Seien M, My topologische Raume und M := M; x My . Wir nennen
eine Teilmenge G C M offen, wenn

Vp=(p1,p2) € M 3U, € U°(p1, M1),Us € U°(p2, Ma) : (U xUs) CG

*Es gibt sogar ein ganzes Buch, das eine umfangreiche Sammlung topologischer Rdume beschreibt, und unter-
sucht, welche Aussagen in ihnen nicht gelten: STEEN/SEEBACH, Counterexamples in Topology.
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gilt. Zeige: Die Gesamtheit der so definierten offenen Mengen von M bildet eine Topologie
auf M , die sogenannte Produkttopologie von M; und M. Zeige weiter: Sind M; und
My Hausdorffraume, so ist auch M ein solcher.

Natiirlich lafst sich analog auch eine Produkttopologie endlich vieler topologischer Raume
konstruieren; im Folgenden betrachten wir Produkte topologischer Réume stets auf diese
Weise als topologischen Raum.

Definition 4. Es seien M und N topologische Rdume und f: M — N eine Abbildung.

(a) f heit stetig, wenn das Urbild einer jeden offenen Teilmenge von N eine offene Teilmenge
von M ist.

(b) f heikt ein Homdomorphismus (auf N ), wenn f bijektiv, und sowohl f als auch die
Umkehrabbildung f~': N — M stetig ist.

(c) f heilt ein Homéomorphismus in N, wenn f(M) offen in N ist, und f: M — f(M)
ein Hom6omorphismus auf den topologischen Teilraum f(M) von N ist.

(d) f heilt ein lokaler Homéomorphismus, wenn es zu jedem p € M ein U € U°(p, M) gibt,
sodass f(U) offenin N und f|U :U — f(U) ein Homéomorphismus ist.

Aufgabe 2. Seien (M,d) und (N,d’) metrische Rdume. Zeige:
(a) M (betrachtet als topologischer Raum vermittels der kanonischen Topologie) ist ein Haus-
dorffraum.

(b) Eine Folge (pn)nenw konvergiert genau im Sinne von Definition 2 gegen ein p* € M , wenn
sie im Sinne der e-Definition gegen p* konvergiert, d.h. wenn gilt

Ve>03ng e NVn>ng : p, € Us(p") .

(c) Eine Teilmenge A C M ist genau dann abgeschlossen im Sinne von Definition 1, wenn sie
Limes-abgeschlossen ist (d.h. wenn fiir jede Folge (pp)new aus A, die in M gegen ein
p* € M konvergiert, schon p* € A gilt).

(d) Eine Abbildung f: M — N ist genau dann stetig im Sinne von Definition 4(a), wenn sie
stetig im Sinne der (¢,0)-Definition ist, d.h. wenn

Vpe MVe>036>0: f(Usp)) CU(f(p))

gilt.
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Aufgabe 3. Sei M ein topologischer Raum mit Topologie 7 .

(a) Sei A eine beliebige Teilmenge von M . Zeige, dass dann die folgenden Mengen gleich sind:
i) Ay:={zeM|VUcU’z,M) : UNA# 2}
i) Agi= N A

_ AcCAcwM
A abgeschlossen in M

Die so gebildete Menge heift Abschluss von A in M und wird mit A bezeichnet.

(b) Sind A, B Teilmengen von M , so zeige man:

(i

ist genau dann abgeschlossen in M , wenn A = A gilt.

)
ii)
(iii)
iv)
) A
) A

B=AUB
cCANB

—~
=S,

. Gilt hier sogar Gleichheit (im Allgemeinen)?

1.2 Karten und Atlanten

Definition 1. Es sei M ein Hausdorflraum und n € IN.

(a) Ist U C M eine offene Teilmenge und ist = : U — IR"™ ein Hom6omorphismus in IR™,
so nennen wir das Paar (U,x), oder auch z selbst, eine (n-dimensionale) Karte von M .
Eine Karte heifit global, wenn U = M ist.

(b) Existiert zu jedem Punkt p € M eine n-dimensionale Karte (U,z) mit p € U, so heift
M eine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit. In diesem Fall bezeichnen wir mit
A%(M) den ,Atlas“ aller n-dimensionalen Karten von M .

(¢) Sind (Uy,z1) und (Us,z2) zwei Karten von M mit U; NU; # &, so heifst der Homéo-
morphismus

T 0 xfl cx1(Ur NU2) — x9(Up NUS)

die Koordinatentransformation von (Uy,x1) zu (U, xg).

Beispiele.

(a) Jeder m-dimensionale Vektorraum V' (und ebenso jeder m-dimensionale affine Raum IE)
ist (mit der tiblichen Topologie) eine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit. Ist
namlich (by,...,b,) eine Basis von V', so ist die Abbildung = : V — IR", die durch

VYA,.... s €R x()\lbl—F—{—)\nbn):()\l,,)\n)

charakterisiert ist, eine globale Karte von V' im Sinne der Definition (a).
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(b)

()

Ein Hausdorffraum M ist genau dann eine O-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit,
wenn M die diskrete Topologie tragt (siehe Beispiel (b) in Abschnitt 1.1).

Jede offene, nicht-leere Teilmenge G einer n-dimensionalen topologischen Mannigfaltig-
keit M ist (aufgefasst als topologischer Teilraum) selbst eine n-dimensionale topologische
Mannigfaltigkeit.

Sind M und N topologische Mannigfaltigkeiten der Dimension m bzw. n, so ist M x N
(aufgefasst als topologischer Raum mit der Produkttopologie) eine topologische Mannig-
faltigkeit der Dimension m + n. Ist nimlich (U,z) € A°(M) und (V,y) € A°(N), so
ist z:=axxy:UxV = R™xR" =R™" eine Karte von M x N ; schreiben wir
z2=1(21,-.,Zman), so gilt fir (p,q) e U xV

2ipq) = zi(p)  fir 1<i<m
o Yi—m(p) fir m+1<i<m+n

Die Menge derartiger Karten von M x N iiberdeckt ganz M x N .

Bemerkungen.

(a)

1.3

In der algebraischen Topologie (siche z. B. GREENBERG, Algebraic Topology, § 18) zeigt
man, dass zwei offene Teilmengen W; C IR" und Wy C IR™ nur dann zueinander ho-
moomorph sein konnen, wenn n = m ist (BROUWER). Daher haben zwei Karten eines
topologischen Raums M ; deren Definitionsbereiche nicht-leeren Schnitt haben, dieselbe
Dimension. Insbesondere kann fiir n # m der Raum M nicht sowohl eine n-dimensionale
als auch eine m-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit sein.

Kompakte topologische Mannigfaltigkeiten M , die aus mehr als einem Punkt bestehen,
besitzen niemals globale Karten. (In der Sprache der Kurven und Flichen: Kompakte
Flachen besitzen keine singularitétenfreien Parametrisierungen.)

Nicht alle topologischen Raume sind topologische Mannigfaltigkeiten. So besitzt beispiels-
weise der topologische Teilraum

M= {(z,y) e R’ |z -y =0}

von IR? keine Karte um den Punkt (0,0) € M.

Differenzierbare Mannigfaltigkeiten

Definition 1. Es sei M eine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit und k& €

{1,2,..

(a)

., 00,Ww}.

Ein Atlas von M ist eine Teilmenge 2 C A°(M), so dass es fiir jedes p € M eine Karte
(U,z) € A mit pe U gibt.



(b)

()
(d)
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Zwei Karten (Uy,x1) und (U, z2) von M heifen Ck—vertrdglich, wenn entweder UyNUy =

@, oder aber U; NUs # @ und die zugehorige Koordinatentransformation zo o xfl ein

Ck-Diffeomorphismus ist. (Dabei steht C* fiir ,beliebig oft differenzierbar und C* fiir
,reell-analytisch®.)

Ein Atlas 2 von M heiRt ein C*-Atlas, wenn je zwei Karten aus 2 CF-vertriiglich sind.
Ist 2 ein CF-Atlas von M , so nennen wir den ,maximalen® C*-Atlas
A:={(U,z) € A°(M)| (U,z) ist mit allen (U',2') € A CF-vertriglich }

die von A erzeugte CF-Struktur auf M .

Als eine C*-Mannigfaltigkeit wollen wir eine topologische Mannigfaltigkeit auffassen, die mit
einer festen CF-Struktur versehen ist. Durch diese erhilt die Mannigfaltigkeit eine ,spezielle
lokale Struktur”. Es erweist sich jedoch als zweckméfig, dariiber hinaus eine zusétzliche, ,,globale
Eigenschaft zu fordern, namlich die Separabilitdt. Sie sorgt dafiir, dass die Mannigfaltigkeiten,
die wir betrachen ,nicht zu grof”“ werden, und ist insbesondere fiir die Existenz der ,Zerlegungen
der Eins“ (siche Abschnitt 1.8) wesentlich.

Definition 2. Sei X ein topologischer Raum.

(a)

Sei Y C X . Ein Punkt p € X heifit Berihrungspunkt von Y , wenn fiir jedes U € U°(p, X)
gilt: UNY # &. Die Menge der Beriithrungspunkte von Y heifst Abschlufl von Y und
wird mit Y bezeichnet. (Siehe auch Aufgabe 3 in Abschnitt 1.1.) Offenbar gilt Y C Y.
Man sagt, Y liegt dicht in X, wenn Y = X gilt.

Der topologische Raum X heifst separabel, wenn es eine hochstens abzdhlbare Teilmenge
von X gibt, die dicht in X liegt.

Eine n-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit ist eine separable, n-dimensionale topologische
Mannigfaltigkeit M zusammen mit einer C*-Struktur.

Wir werden im Weiteren einfach sagen, ,M ist eine C*-Mannigfaltigkeit, und meinen
damit, dass auf der topologischen Mannigfaltigkeit M eine bestimmte CF-Struktur ,aus-
gewihlt® ist. In diesem Fall bezeichnen wir fiir p € M mit U*(p) oder UF(p, M) die
Menge aller Karten (U, z) der gewéhlten CF-Struktur mit p € U .

Beispiele.

(a)

Besitzt eine separable topologische Mannigfaltigkeit M eine globale Karte (M, x), so wird
von dieser stets eine CF-Struktur (fiir jedes k € {1,2,...,00,w}) erzeugt.

Sei beispielsweise M = IR. Dann sind z :=idg und y: R — IR, t — t> Homdomorphis-
men, also globale Karten von IR, die allerdings nicht C'-vertréiglich sind. Daher erzeugen
diese beiden Karten fiir jedes k > 1 unterschiedliche C*-Strukturen auf IR .

Die verschiedenen, in Beispiel (a) aus Abschnitt 1.2 konstruiereten, globalen Karten eines
Vektorraums V' sind zueinander C*°-vertraglich. Daher definieren sie auf V' eine ausge-
zeichnete C*°-Struktur. Wir betrachten V' stets auf diese Weise als C*°-Mannigfaltigkeit.
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(c) Jede offene, nicht-leere Teilmenge G einer n-dimensionalen CF-Mannigfaltigkeit M ist
(aufgefasst als topologischer Teilraum) in kanonischer Weise selbst eine n-dimensionale
CF-Mannigfaltigkeit.

(d) Sind M und N C*-Mannigfaltigkeiten der Dimension m bzw. n,soist M x N (aufgefasst
als topologischer Raum mit der Produkttopologie) eine C*-Mannigfaltigkeit der Dimension
m + n, und zwar erhilt man einen CF-Atlas fiir M x N, indem man nach dem Muster
von Beispiel (d) aus Abschnitt 1.2 mit Hilfe der Karten (U,z) € 2 und (V,y) € Ay die
Karten (U x V,z = x x y) konstruiert.

Aufgabe. Die Sphiire als C*°-Mannigfaltigkeit. Wir betrachten den IR"*! auf die iibliche
Weise als euklidischen Vektorraum, dessen kanonische Basis wir mit (eq,...,e,) bezeichnen.
Unter der n-dimensionalen Sphdire verstehen wir die Teilmenge

S":={pe R [p|=1}.

Ziel dieser Aufgabe ist es, zu zeigen, wie man S™ auf natiirliche Weise als n-dimensionale C*°-
Mannigfaltigkeit auffassen kann. Dazu zeige man:

(a) Ist p € S™\{eo}, so schneidet die Gerade durch die Punkte ey € S™ und p die Hyperebene
H:={veR"|(v,e0) =0} = {0} x R"

in genau einem Punkt, den wir mit F'(p) bezeichnen wollen. Die hierdurch definierte Ab-
bildung F': S™\ {eg} — H heilt stereographische Projektion.

(b) F:S™"\{ep} — H ist ein Homoomorphismus auf H .Indem wir H auf die offensichtliche
Weise mit IR" identifizieren, wird (S™ \ {ep}, F') daher eine Karte fiir S™.

(c) Sei ®: ]R”N+1 — R, (vo,v1,...,0,) — (—=vg,v1,...,v,) die Spiegelung an H in IR,
Dann ist F':=Fo®:S"\{—ey} — H eine weitere Karte von S™.

(d) Die beiden Karten F' und F sind C*-vertriglich. Daher ist S™, versehen mit der von dem
C>-Atlas { (S"\{eo}, F'), (S"\{—eo}, F') } induzierten C>°-Struktur, eine n-dimensionale
C*°-Mannigfaltigkeit.

Aussage. Jede CF-Mannigfaltigkeit M ist metrisierbar (d.h. es gibt eine Metrik auf M, die
die auf M gegebene Topologie erzeugt).

Beweis. Der Beweis beruht auf dem sogenannten Satz von URYSOHN aus der Topologie (siehe z.B. SCHUBERT,
Topologie, Satz 1.9.3.2 mit Zusatz auf S. 97). Nach ihm ist jeder lokalkompakte topologische Raum mit abzdhlbarer
Topologie metrisierbar. Die Mannigfaltigkeit M ist (mittels ihrer Karten) lokal homdémorph zum lokalkompakten
Raum IR"™, und daher selbst lokalkompakt. Aus der lokalen Homéomorphie von M zu IR"™ zusammen mit der
Separabilitdt von M ergibt sich aufserdem, dass M abzahlbare Topologie besitzt. Daher ist M nach dem Satz von
Urysohn metrisierbar. — Ein alternativer Beweis der Aussage ist mit den Mitteln der Riemannschen Geometrie
moglich. O
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Ein Satz von Whitney. Es seien j,k € {1,2,...,00,w} mit j < k (per definitionem ist
j<w firalle j=1,2,...,00) .

(a) Ist A eine CF-Struktur, so ist A trivialerweise auch ein C’-Atlas, der zu einer C’-Struktur
vervollstindigt werden kann. In diesem Sinn ist jede CF-Mannigfaltigkeit in kanonischer
Weise auch eine C’-Mannigfaltigkeit.

(b) In jeder C/-Struktur ist (umgekehrt) mindestens eine CF-Struktur (also insbesondere min-
destens eine C¥-Struktur) enthalten. (Siehe H. WHITNEY, The imbedding of manifolds in
families of analytic manifolds, Ann. of Math. 37 (1936), 865-878.)

| Aus diesem Grund betrachten wir im Folgenden stets nur C*°-Mannigfaltigkeiten.

Existenz von C!-Strukturen auf topologischen Mannigfaltigkeiten.

(a) Jede (separable) topologische Mannigfaltigkeit einer Dimension < 4 besitzt eine Cl-
Struktur.

(b) Fiir jedes n =8,10,11,... existiert eine separable n-dimensionale topologische Mannigfal-
tigkeit, welche keine einzige C!-Struktur besitzt. (Siehe M. KERVAIRE, A manifold which
does not admit any differentiable structure, Comm. Math. Helv. 34 (1960), 257-270 und
S. SMALE, Ann. Math. 74 (1961).)

1.4 Differenzierbare Funktionen

Definition. Ist M eine n-dimensionale C*°-Mannigfaltigkeit, k& € {1,...,00}, G C M offen
und nicht-leer und V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum, so heifst eine Funktion f: G — V
Ck-differenzierbar (oder eine CF-Funktion), wenn fiir jede C*°-Karte (U,x) von M (d.h. fiir
jede Karte der C*-Struktur von M) mit U C G die Funktion

fox™1

R"Dz(U) — V
im Sinne der Analysis auf Vektorrdumen CF-differenzierbar ist.

Die Menge C*(G) der C*-Funktionen G — IR ist eine IR-Algebra; und die Menge C¥(G, V') der
Ck-Funktionen G — V ist ein C¥(G)-Modul.

Aussage. Eine Funktion f:G — V ist bereits dann eine C*-Funktion, wenn

Vpe G 3 (Up,z,) € U™(p,G) ( f oxzjl ist CF-differenzierbar ) .

Beweis. Sei (U, x) eine beliebige C*°-Karte von M . Wir haben zu zeigen, dass die Funktion
foxz™!: x(U) — V CF-differenzierbar ist. Dazu sei p € U gegeben. Nach Voraussetzung
existiert eine C*°-Karte (Up,z,) mit p € U, , so dass fo x;l : 2,(U,) — V' Ck-differenzierbar
ist. Nun gilt

(foa (U NUy) = (fouy ) o (wpoa).

1 ist sogar C®°-differenzierbar, weil die

Lin p Ck-dfferenzierbar. O

Die auf der rechten Seite auftretende Abbildung x, o x~
Karten = und z, von M C™-vertréglich sind. Daher ist fox™
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Beispiel. Jede C*-Karte z: U — IR"™ von M ist C*°-differenzierbar.

1.5 Differenzierbare Abbildungen

Definition. Sind M und N C*-Mannigfaltigkeiten und ist & € {1,...,00}, so heifit eine
Abbildung f: M — N Ck-differenzierbar (oder eine C*-Abbildung), wenn

Vpe M 3(U) € Ux(p, M) und (V,y) € U=(f(p),N) :
fU)CV und yo fox~! : z(U) — R" ist im Sinne der Analysis
auf Vektorrdumen CF-differenzierbar :

dabei ist n := dim N . Insbesondere sind C*-Abbildungen stetig. — C*-differenzierbare Abbil-
dungen nennt man auch glatt.

Aussage. Eine stetige Abbildung f : M — N ist genau dann CF-differenzierbar, wenn fiir
jede CF-Funktion ¢ : G — IR (G C N offen) die Funktion

pof:fH(G)— R
Ck_differenzierbar ist.

Beweis. Sei zunichst f CF-differenzierbar, und eine auf einer offenen Teilmenge G C N defi-
nierte CF-Funktion ¢ : G — IR gegeben. Also existieren zu p € f~1(G) C>-Karten (U, z) von
M und (V,y) von N mit p € U und f(U) CV C G, so dass yo fox~! Ckdifferenzierbar
ist. Es gilt
(pofloat =(poy ol(yofor™),

und aufgrund der Differenzierbarkeitsvoraussetzung an ¢ ist auch die Funktion ¢ o y~1 Ck-
differenzierbar. Daher folgt, dass auch (go f)oz~! CF-differenzierbar ist, und deswegen ist nach
der Aussage aus Abschnitt 1.4 ¢ o f eine C*-Funktion.

Nun setzen wir umgekehrt voraus, dass @o f eine C*-Funktion ist fiir jede C¥-Funktion ¢ : G —
IR . Es sei eine C®-Karte (V,y) von N gegeben, etwa sei y = (y1,...,yn) mit C°-Funktionen
yr : V — IR. Nach Voraussetzung ist daher jeweils y; 0 f : f~1(V) — IR eine C*-Funktion, und
deswegen ist auch yo f: f~1(V) — IR" eine C*-Funktion. Dies bedeutet nach Definition, dass
fiir jede C*-Karte z : U — z(U) von M die Abbildung 5o f oz~ eine C*-Funktion ist, und
somit ist f Ck-differenzierbar. a

Folgerung. id); ist eine C*°-Abbildung und die Kompositionen von C*-Abbildungen sind CF-
Abbildungen. Daher bilden die C*°-Mannigfaltigkeiten zusammen mit den C*°-Abbildungen eine
Kategorie.

Weitere Definitionen.

(a) Ein Ck-differenzierbarer Homéomorphismus f : M — N auf bzw. in N, dessen Umkeh-
rung f~!: f(M) — M ebenfalls eine C*-Abbildung ist, heiit ein C*-Diffeomorphismus
auf bzw. in N . Existiert ein C*°-Diffeomorphismus zwischen zwei C*°-Mannigfaltigkeiten,
so sagt man, dass diese beiden C*°-Mannigfaltigkeiten (zueinander) diffeomorph sind.
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(b)

(c)
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Einen lokalen Homdomorphismus f : M — N nennen wir einen [lokalen CF-
Diffeomorphismus, wenn es zu jedem p € M eine Umgebung U € U°(p, M) gibt, so
dass f|U :U — f(U) ein C*¥-Diffeomorphismus ist.

Ist A C M eine beliebige nichtleere Menge, so heilt eine Abbildung f: A — N Ck-
differenzierbar, wenn es eine Umgebung G € U°(A, M) und eine Ck-Abbildung f: G — N
(beachte Beispiel (c) aus Abschnitt 1.3) gibt, so dass f = f|A ist.

Ist I C IR ein Intervall, so nennen wir eine C>*°-Abbildung I — M eine Kurve in M .
(Falls das Intervall I nicht offen ist, beachte man hierfiir (c).)

Beispiele.

(a)
(b)

()

Jede konstante Abbildung ist CF-differenzierbar.

Eine Funktion f: M — V in einen Vektorraum V ist genau dann C*-differenzierbar (im
Sinne von Abschnitt 1.4), wenn sie eine C¥-Abbildung (im Sinne von Abschnitt 1.5) ist.

Die Differentialrechnung in mehreren Verénderlichen der Analysis II ordnet sich wider-
spruchsfrei der hier beschriebenen , Differentialrechnung” auf Mannigfaltigkeiten unter. Ins-
besondere ist eine Abbildung zwischen Vektorrdumen genau dann im hier beschriebenen
Sinne CF-differenzierbar, wenn sie im Sinne der Analysis II C*-differenzierbar ist. Daher
ist jede lineare und jede affine Abbildung zwischen Vektorraumen (oder affinen Rdumen)
C*°-differenzierbar im hiesigen Sinne.

Ist (U,z) eine C*°-Karte einer C*°-Mannigfaltigkeit, so ist  : U — z(U) C IR" ein
C*°-Diffeomorphismus in R".

Seien A; und 2y die beiden in Beispiel (a) aus Abschnitt 1.3 beschriebenen C*°-Strukturen
auf IR. Dann sind (IR,2(;) und (IR,2(2) zueinander diffeomorph.

Es seien Nj, N und M C°-Mannigfaltigkeiten und f = (f1, f2) : M — N1 x Ny eine
Abbildung. Dann gilt: Die kanonischen Projektionen pr; : Ny x Ny — N;, (p1,p2) — pi
(i = 1,2) sind C*-Abbildungen, und f ist genau dann eine C*-Abbildung, wenn f; und
fo CE-Abbildungen sind.

Sind L, M und N C*-Mannigfaltigkeiten, ist f : M — N ein lokaler CF-Diffeo-
morphismus und ¢ : L — N eine C*-Abbildung, so ist auch jede stetige Abbildung
G:L — M, die mit g durch fo§ = g verkniipft ist, CF-differenzierbar. (Man nennt
g einen Lift von g beziiglich f.)

Aufgabe 1. Zeige, dass zueinander C*°-diffeomorphe C*°-Mannigfaltigkeiten dieselbe Dimen-
sion besitzen (ohne die in Bemerkung (a) aus Abschnitt 1.2 erwdhnten Aussagen aus der alge-
braischen Topologie zu verwenden).

Aufgabe 2. Wir bezeichnen mit U;(0) :={v € R"|||v| <1} die offene Einheitskreisscheibe
im IR™. Zeige:
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(a) Die Abbildung
2v

1= ol
ist ein C*°-Diffeomorphismus auf IR"™. Daher ist U;(0) diffeomorph zu IR™.

f:U1(0) = R", v —

(b) Die Abbildung
g:R"\ {0} — R"\ {0}, vHW

ist ein involutiver C*°-Diffeomorphismus auf IR™\{0}. (Dabei bedeutet involutiv: gog =
idgn\ 03 -) Man nennt g die Inversion an der Einheitssphdre. Zusammen mit f ergibt sie

einen Diffeomorphmismus zwischen dem Aufieren der abgeschlossenen Einheitskreisscheibe

{veR"||v]| >1} und R™\ {0}.

1.6 Uber Diffeomorphietypen

Satz. Jede zusammenhingende 1-dimensionale C*°-Mannigfaltigkeit ist zu IR oder zu S' dif-
feomorph.

Diesen Satz konnen wir im Moment noch nicht beweisen, da dafiir Mittel der Riemannschen
Geometrie notig sind. Er zeigt unter anderem, dass auf einer 1-dimensionalen topologischen
Mannigfaltigkeit je zwei C®-Strukturen zueinander diffeomorph sind. Fiir Mannigfaltigkeiten
hoherer Dimension ist die Situation komplizierter:

Exotische C>*-Strukturen. Es sei M eine C*°-Mannigfaltigkeit mit C*-Struktur 2. Wir
stellen uns vor, dass wir uns an M mit der C*°-Struktur 2 gewohnt haben, wie das sicher bei
M e {IR",S",IR" x S™ usw. } der Fall sein wird. Wir sagen dann, dass eine andere C*°-Struktur
€ von M erotisch ist, wenn es keinen Diffeomorphismus von (M,2() auf (M, &) gibt. Uber die
Existenz exotischer differenzierbarer Strukturen ist folgendes bekannt:

(a) C°°-Mannigfaltigkeiten der Dimension 1, 2 und 3 besitzen keine exotischen C*°-Strukturen.
(b) Fiir n # 4 besitzt der IR™ keine exotischen C*°-Strukturen.

(c) S hat 27 exotische C*®-Strukturen (MILNOR 1956); das war das erste diesbeziiglich aufre-
gende Resultat. Fiir n < 20 ist die Anzahl m der exotischen Strukturen auf S™ bekannt:

n ‘1,...,6 7T 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

m ‘ 0 27 1 7 5 991 0 2 1 16255 1 15 15 523263 23

Fiir grofe n ist die Frage offen.

(d) Fiir 4-dimensionale Mannigfaltigkeiten ist das Problem besonders schwierig. Inzwischen ist
die Existenz exotischer C*°-Strukturen auf folgenden 4-dimensionalen Mannigfaltigkeiten
bewiesen:

RP* (CAPPELL/SHANESON 1976),
S? x IR (FREEDMAN 1979),

und sehr schwierig und unerwartet

R* (DONALDSON/FREEDMAN 1983).
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AuRerst lesenswert ist M. KRECKs Artikel ,, Exotische Strukturen auf 4-Mannigfaltigkeiten®,
Jber. d. Dt. Math.-Verein. 88, 124-145 (1986).

1.7 Topologie: Offene Uberdeckungen und Kompaktheit
Definition 1. Sei M ein topologischer Raum und N eine Teilmenge von M .

(a) Eine offene Uberdeckung von N ist eine Familie (U;);c; offener Teilmengen von M mit
N C UiGIUi .

(b) Ist (U;)ier eine offene Uberdeckung von N, so heifit jede offene Uberdeckung (U;);es mit
J C I eine Teiliberdeckung von (U;)ier -

(c) N heikt kompakt, wenn jede offene Uberdeckung von N eine endliche Teiliiberdeckung
besitzt.

Bemerkung. Ist M ein metrischer Raum, so ist M genau dann kompakt, wenn M folgen-
kompakt ist, d.h. wenn jede Folge in M eine konvergente Teilfolge besitzt. (In topologischen
Ré&umen ist das im Allgemeinen nicht richtig.) Nach dem bekannten Satz von HEINE-BOREL ist
eine Teilmenge M des IR™ genau dann kompakt, wenn sie beschrinkt und abgeschlossen ist.

Aussage. Sei X ein topologischer Raum und K C X eine kompakte Teilmenge.

(a) Ist X ein Hausdorff-Raum, so ist K abgeschlossen in X .

(b) Ist A eine abgeschlossene Teilmenge von K, so ist auch A kompakt.

Beweis. Fir (a). Sei ¢ € X \ K. Wir zeigen zunéchst, dass es Umgebungen U € U°(K, X) und
V e Ugq,X) mit UNV = @ gibt. Dazu: Fiir jedes p € K existieren wegen der Hausdorff-
Eigenschaft von X Umgebungen U, € U°(p, X) und V, € U°(¢q, X) mit U,NV, = 2. (Up)per
ist eine offene Uberdeckung von K ; da K kompakt ist, besitzt diese eine endliche Teiliiber-
deckung, das heift, es existieren endlich viele Punkte p1,...,p, € K mit K C U,, U---UU,, =:
U,also UecU°(K,X). Mit V:=V, Nn---NV,, istdann V € U°¢,X) und UNV =0.

Nach dem ersten Teil des Beweises existiert zu jedem ¢ € X \ K insbesondere ein V, € U°(q, X)
mit VN K =@, also V;, C X\ K. Damit ist X \ K = Ugex\xVy offen als Vereinigung offener
Mengen, und somit K abgeschlossen.

Fiir (b). Wir betrachten K als topologischen Teilraum. Es sei eine Uberdeckung (U;)ie; von
A durch in K offene Mengen gegeben. Indem wir dieser Uberdeckung die in K offene Menge
K \ A hinzufiigen, erhalten wir eine Uberdeckung von ganz K. Da K kompakt ist, besitzt
diese Uberdeckung eine endliche Teiliiberdeckung von K , insbesondere von A. Sollte in dieser
Teiliiberdeckung von A die hinzugefiigte Menge K \ A auftreten, konnen wir sie streichen, denn
sie ist disjunkt zu A. Auf diese Weise erhalten wir eine endliche Teiliiberdeckung von A in der
urspriinglichen Uberdeckung (U;)icr . a
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Aufgabe 1. Seien X,Y topologische Raume.

(a) Sind Kj,...,K, C X kompakt, so ist auch K; U ---U K,, kompakt.

(b) Ist X ein Hausdorff-Raum und (Kj;);c; eine nicht-leere Familie kompakter Mengen K; C
X, so ist auch N;erK; kompakt.

(c) Ist f: X — Y eine stetige Abbildung und ist K C X kompakt, so ist auch f(K)
kompalkt.

(d) Ist f: X — Y eine stetige, bijektive Abbildung, und ist X kompakt und Y hausdorffsch,
so ist f schon ein Homdéomorphismus.

Aufgabe 2. Das Tubenlemma. Es seien X und Y topologische Rdume, ¢ € X ein belie-
biger Punkt, K C Y eine kompakte Tielmenge und G € U°({¢} x K, X xY). (Zur Produktto-
pologie siehe Aufgabe 2(b) in Abschnitt 1.1.) Dann gilt: Es gibt eine Umgebung U € U°(q, X),
so dass sogar die ,,Tube* U x K in G enthalten ist.

Satz. Sei M eine C*°-Mannigfaltigkeit. Dann besitzt jede offene Uberdeckung von M eine
hochstens abzéhlbare Teiliiberdeckung.

Um diesen Satz zu beweisen, bendtigen wir einige Vorbereitungen:

Definition 2. Sei M ein topologischer Raum.

(a) Eine Teilmenge N C M heiRt relativ-kompakt in M , wenn der Abschluf N von N in
M (siehe Definition 2(a) in Abschnitt 1.3) kompakt ist.

(b) M heift lokal-kompakt, wenn jeder Punkt p € M eine relativ-kompakte Umgebung besitzt.

Beispiele.

(a) Ist N relativ-kompakt in M und ist L offen in N, so ist auch L relativ-kompakt.
(b) Eine Teilmenge des IR™ ist genau dann relativ-kompakt, wenn sie beschrénkt ist.

(c) Topologische Mannigfaltigkeiten — und damit insbesondere C*°-Mannigfaltigkeiten — sind
lokal-kompakt.

Lemma. Sei M ein separabler, lokal-kompakter metrischer Raum. Dann existiert eine Folge
(On)nen relativ-kompakter, offener Teilmengen von M ;| so dass O, C O,4 fiir alle n € IN
und U,ewO,, = M gilt.

Beweis des Lemmas. Wir zeigen zunéchst, dass es eine abzéhlbare Familie (V},),en von offenen,
relativ-kompakten Teilmengen von M gibt, so dass jede offene Teilmenge von M Vereinigung
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gewisser Mitglieder dieser Familie ist. (Eine solche Familie offener Teilmengen heifit Basis der
Topologie von M .)

M ist separabel, also gibt es eine Folge (¢n)new in M, die in M dicht liegt. Sei nun eine
offene Menge G C M gegeben. Fiir jedes p € G gilt dann das Folgende: Da M lokal-kompakt
ist, existiert eine relativ-kompakte offene Umgebung W, € U°(p, M) . Weiter existiert nach der
Definition der kanonischen Topologie des metrischen Raums M eine Zahl k, € IN, so dass
Uik, (p) C Wp NG ist. Ferner existiert, weil die Folge (gn)new dicht in M liegt, ein ny, € IN,
so dass gn, € Uyo, (p) gilt. Nun gilt wegen der Dreiecksungleichung p € Ul/zkp(an) cwW,NnaG,
und Uy o, (qn,) ist mit W), relativ-kompakt. Daher ist G' = UpeaU, ok, (qn,,) -

Dies zeigt, dass wenn wir die abzéhlbare Familie U/ (gn) (wobei k,n ganz IN durchlaufen) als
(Vi)new durchnummerieren, (V,,) eine Basis der Topologie von M ist.

Wir beweisen als néchstes: Fiir jede kompakte Menge K C M existiert ein r > 0, so dass
UperUr(p) relativ-kompakt ist. Dazu: Da M lokal-kompakt ist, existiert zu jedem p € K
ein 7, > 0, so dass Uy, (p) relativ-kompakt in M ist. (U, /2(p))per ist eine offene Uber-
deckung von K ; da K kompakt ist, besitzt diese also eine endliche Teiliiberdeckung, d.h. es

gibt endlich viele Punkte pq,...,p, € K, so dass K C Urpl/Q(pl) U UU,, s2(pn) gilt.

Sei r := 1 min{ry,,...,7p,} > 0. Dann gibt es fiir jedes p € K ein k € {1,...,n} mit
p € Uy, s2(pr) ; aufgrund der Dreiecksungleichung gilt U(p) C Uy, (pk) - Also gilt UpexUr(p) C

Ur,, (P1)U---UUy, (pn), und daher ist UyexU,(p) relativ-kompakt.

Tpn

Nun konstruieren wir eine Folge (Op)nenw von Teilmengen, die die Eigenschaften des Lemmas
besitzt. Dazu verwenden wir die zuvor konstruierte Basis der Topologie (V},)nenw und definieren
induktiv: Op := V7 ; diese Menge ist nach Konstruktion relativ-kompakt. Sind O, ..., O,, schon
konstruiert, so setzen wir

Onpy1:= Vo1 U U Ur(p),
pe0,

wobei wir 7 > 0 zur kompakten Menge O,, gemi$ des vorherigen Beweisteils so wihlen, dass
UpeﬁnUr(p) relativ-kompakt ist. Dann ist auch O,y; offen und relativ-kompakt, und es gilt
O, C Oy41. Schlieklich gilt nach Konstruktion V,, C O, fiir alle n € IN und deshalb M =
UnenVn C UpewO,, C M, also M = UpenO,, . O

Beweis des Satzes. Als C®°-Mannigfaltigkeit ist M separabel und lokal-kompakt. Da M nach der
Aussage aus Abschnitt 1.3 aukerdem metrisierbar ist, ist das Lemma anwendbar. Also existiert
eine Folge (Op)nen relativ-kompakter, offener Teilmengen von M , so dass 0, C Opy1 fiir alle
n € N und UpenO, = M gilt.

Sei nun eine beliebige offene Uberdeckung (U;);c; von M gegeben. Dann gilt fir jedes n € IN:
(Uj)ier ist insbesondere eine offene Uberdeckung der kompakten Menge O,, daher existiert eine
endliche Teilmenge J, C I, so dass schon (Uj);cy, eine Teiliiberdeckung von O, ist.

In dieser Situation ist die Indexmenge J := UpewJn hochstens abzéhlbar, und (Uj),c ist eine
offene Uberdeckung von U,ewO, = M . O
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1.8 Zerlegungen der Eins

Satz. Hockerfunktionen im IR™. Bezeichnet ||-|| die euklidische Norm von IR", so existiert
zu je zwei Zahlen r, R € IR mit 0 < r < R eine C*-Funktion ¢ : IR" - R mit 0 < ¢p <1,
o(u) =1 fir |lul| <7 und ¢(u) = 0 fir ||ul| > R; die Funktion ¢ ist fiir r < |lul| < R in
Abhéngigkeit von ||lu| streng monoton fallend.

Konstruktion von ¢ . Es bezeichne A : IR — IR die durch

| exp(=1/t) fiir t>0
At) = {O sonst

gegebene Funktion, die bekanntlich C*°-differenzierbar ist. Mit ihr definieren wir ¢ durch

MR=Jul)
AR = Tull) + A(lall = 7)

p(u) =

Wegen r < R hat der Nenner keine Nullstellen. Man priift zunéchst die Aussagen 0 < ¢ < 1,
e(u) =1 fir ||ul] <r und p(u) =0 fiir ||ul| > R. Da die euklidische Norm auf IR™ \ {0}
Ce°-differenzierbar ist, ist auch ¢ auf dieser Menge C*-differenzierbar. Wegen ¢|U,(0) = 1
weitet sich die C*°-Differenzierbarkeit auf ganz IR"™ aus. Um einzusehen, dass fir » < |lu]| < R
die Funktion ¢ in Abhéngigkeit von ||u| streng monoton fallend ist, schreibe man

1

plu) = 1 AJull = ) /AR = Jul]) -

Theorem iiber C°°-Zerlegungen der Eins. Sei M eine C*°-Manngifaltigkeit. Dann exi-
stiert zu jeder offenen Uberdeckung (U;)ie; von M eine angepasste Zerlegung der Eins (fi)ier ,
das ist eine Familie von C*°-Funktionen f; € C*°(M) mit den folgenden Eigenschaften:

(Z1) Firalle i eI gilt 0< f; <1.

(Z2) Fir alle i € I ist der Triger Tr(f;):={p € M| fi(p) #0} in U; enthalten.
(Z3) Zu jedem p € M existiert eine Umgebung U € U°(p, M), so dass
#{icel|Tr(fi) NU#2} < o0
gilt. Diese Eigenschaft heifst die lokale Endlichkeit der Familie (Tr(f;))icr -

(24) Tier fi=1.
(Man beachte, dass bei der Auswertung dieser Summe an einer Stelle p € M wegen (Z3)
nur endlich viele Summanden von Null verschieden sind.)

Bemerkung. Fiir die Giiltigkeit dieses Theorems ist die Separabilitdt von M wesentlich.
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Fiir den Beweis des Theorems benotigen wir ein Lemma:

Lemma. Sei M eine C*°-Mannigfaltigkeit und (U;);cs eine offene Uberdeckung von M . Dann
existiert eine Folge (Vj,, Zn)new von Karten von M | so dass gilt:

(i) Fir jedes n € IN ist x,(V},) eine offene Kugel U,,(0) im IR von einem Radius r, > 0.

(ii) (2,,*(Uy,/2(0)))nen ist eine offene Uberdeckung von M .
(iii) Fir jedes n € IN ist V,, in einem U; (¢ € I) enthalten.

(iv) Fiir jedes n € IN gibt es nur endlich viele £k € IN mit V,, N Vy # &.

Beweis des Lemmas. Nach dem Lemma aus ﬁ)schnitt 1.7 existiert eine Folge (O )nen relativ-
kompakter, offener Teilmengen von M mit O, C O,y fir alle n € IN und mit M = U,eNnO,, -
Fir n € IN sei K, := O, \ O,_1 (dabei setzen wir Oy := O_; := @), dann ist K, eine

kompakte Teilmenge von M und O,41 \ O,—2 ist jeweils eine offene Umgebung von K, .

Daher existiert zu jedem Punkt p € K, eine in O,,41\O,_2 enthaltene, offene Umgebung ngn)

von p. Indem wir W,S") erforderlichenfalls verkleinern, konnen wir erreichen, dass ngn) in Ul.(n)
P

fiir ein il(,n) € I enthalten ist, dass es eine Karte yl(,n) : W,E") — IR™ von M gibt, und dass das
Bild yz(,")(WIS")) ein offener Ball U ()(0) vom Radius rl(,n) > 0 in IR" ist. Setzen wir jeweils
p

/an) = ( z(,"))_l(Urz()n)/Q(O)) , so ist offenbar (WISN))])GK” eine offene Uberdeckung von K, .

Da K, kompakt ist, existiert zu der offenen Uberdeckung (Wén))pe K, eine endliche Teiliiber-
deckung, das heifst, es gibt endlich viele Punkte pi,...,p, € K, derart, dass (Wé:))k:17...,m
eine offene Uberdeckung von K,, ist. Damit ist auch (Wég))k:17___7m eine offene Uberdeckung
von K, .

(n)
k

Ist nun (Vj)genw die (irgendwie geordnete) Folge aller dieser Mengen (Wp,’)neNik=1,..m und
(n)

(xg)kenv die Folge der jeweils zu Vi gehorenden Karten (yp '), so ist (Vi)rew eine offene
Uberdeckung von Upen K, = M . Mit dieser Wahl sind offenbar die Eigenschaften (i), (ii) und
(iii) aus dem Lemma erfiillt.

Zur Eigenschaft (iv): Sei ¢ € IN gegeben, etwa V, = Wé:). Da Wé? jeweils in Ozy1 \ Of_2
enthalten ist, ist WZEZ) in Op41 enthalten, und W,EZL) ist jeweils disjunkt zu Op_o. Das zeigt,
dass V; nur mit denjenigen WIEZ) einen nicht-leeren Durchschnitt haben kann, fiir die 7 < n+2
ist, und davon gibt es nur endlich viele. O

Beweis des Theorems tiber Zerlegungen der Eins. Nach dem soeben bewiesenen Lemma existiert
zur gegebenen offenen Uberdeckung (U;);er eine Folge (,)new von Karten z, : V,, — U, (0)
mit den im Lemma aufgefiihrten Eigenschaften (i)-(iv). Nach dem Satz iiber Hockerfunktionen
im IR™ existiert fiir jedes n € IN eine glatte Funktion ¢, : R™ — IR mit ¢,(IR™) C [0,1],
@n(u) =1 fiir alle v € R™ mit |lul| < 1r, und p,(u) =0 fiir alle v € R™ mit |uf > %rn.
Wir setzen dann die zunéchst nur auf V,, definierte Funktion h, := ¢, o x, zu einer glatten
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Funktion auf M fort, indem wir sie auferhalb von V,, auf Null setzen. Nach Eigenschaft (iii)
ist dann der Trager von h, in U;, fiir ein 4, € I enthalten.

Wir definieren nun die Zerlegung der Eins (f;)ics, indem wir fiir jedes i € I

£ ho - TIRZ1(1 = hy)  falls 4 =i, fiir ein n € IN
"o sonst

setzen. Damit sind die f; offensichtlich glatte Funktionen auf M , die (Z1) erfiillen. Auferdem
gilt Tr(fi,) € Tr(hy) C U;, und Tr(f;) = @ fir @ & {i1,42,...}, deshalb gilt auch (Z2). Da der
Tréager von f; sogar in V,, enthalten ist, ergibt sich aus der Eigenschaft (iv) des Lemmas, dass
aufierdem die Eigenschaft (Z3) der lokalen Endlichkeit gegeben ist.

Um nachzuweisen, dass (Z4) gilt, zeigen wir zunédchst durch Induktion, dass fiir jedes n € IN
n
fat ot S+ [JO—m) =1 (%)
k=1

gilt. Es ist ndmlich f;; = h; und deshalb f;; + (1 — hy) = 1. Gilt die Gleichung (x) fiir ein
bestimmtes n € IN, so ist

n+1
fir +oo+ fin + finer + H(l — hy)
k=1
k=1 k=1

=ITk=1(1=hx)
und damit (%) auch fiir n 4+ 1 an der Stelle von n.

Ist nun ein p € M gegeben, so existiert wegen (ii) ein ng € IN mit zy,,(p) € U,, ,2(0) und
deswegen hy,(p) = 1. Daher verschwindet das Produkt [];_;(1 — hg) an der Stelle p fiir alle
n > ng, und deshalb gilt nach () >°7_, fi,(p) =1 fiir alle n > ng, also >_,.; fi(p) = 1. Somit
ist auch (Z4) gezeigt. O

Folgerung. Hockerfunktionen in C°°-Mannigfaltigkeiten. Es sei M eine C™-
Mannigfaltigkeit, A C M eine abgeschlossene, nichtleere Teilmenge und G € U°(A, M).

(a) Es existiert eine ,Hockerfunktion“ A € C*°(M) mit

0<A<1 , AMA=1 und Tr(\) CG.

(b) Zu jeder C*-Funktion f : A — IR (siehe die Weitere Definition (c) aus Abschnitt 1.5)
existiert eine ,Extrapolation* f € C¥(M) mit f|A = f.

Ein wichtiger Spezialfall. Zu jedem p € M und V € U°(p, M) existiert ein U € U°(p, M)
mit U C V. Indem man G := V und A := U setzt kann man daher die obige Aussage (a)
anwenden.
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Beweis der Folgerung. Zu (a). Wegen A C G ist (G, M \ A) eine offene Uberdeckung von M ;
nach dem Theorem existiert hierzu eine Zerlegung der Eins, d.h. Funktionen A\, u € C°°(M) mit
0<A\u<1l, Tr(\) Cc G, Tr(n) € M\ A (dh. insbesondere p|A =0) und A+ p = 1. Aus
der letzten Gleichung folgt zusammen mit pu|A = 0 die Gleichung A|A = 1, und somit erfiillt A
alle Forderungen.

Zu (b). Dass f: A — IR eine Ck-Funktion ist, besagt nach Definition, dass es ein G € U°(A, M)
und ein f € C*(G) mit f|A f gibt. Zu diesen Mengen A und G wéhlen wir A € C*(M)
wie in (a), und definieren eine Funktion f: M — IR durch

0 fir pe M\ G
Damit gilt offenbar f ]A [ . Es verbleibt zu zeigen, dass f eine CF-Funktion ist. Dazu: f \G =
(A|G) - f ist CF-differenzierbar, und ebenfalls ist f|(M \ Tr(\)) = 0 C*-differenzierbar. Wegen
Tr(A\) C G ist (G, M \ Tr()\)) eine offene Uberdeckung von M , und daher folgt, dass f C*-
differenzierbar ist. O

Bemerkung. Eine weitere Folgerung aus der Existenz von Zerlegungen der Eins, deren Beweis
allerdings weitergehende differentialtopologische Hilfsmittel erfordert, als wir hier zur Verfiigung
haben, ist die folgende Aussage, die auf WHITNEY zuriickgeht:

Ist M eine C°*°-Mannigfaltigkeit und A C M eine abgeschlossene Teilmenge, so existiert eine
Funktion g € C*®(M) mit A =g~ 1({0}).

Also: Jede abgeschlossene Teilmenge von M ist gleichungsdefiniert.

Aufgabe 1. Verbindbarkeit durch C>°-Kurven. Ist a:[0,1] — M eine stiickweise C*>-
differenzierbare Kurve in einer C*°-Mannigfaltigkeit M (d.h.: Es existiert eine ,Zerlegung” 0 =
to < tp < ... <ty =1von [0,1], so dass «|[tx_1,tx] jeweils im Sinne von Abschnitt 1.5
Weitere Definition (¢) C*-differenzierbar ist), so existiert eine streng monoton wachsende C*°-
Funktion ¢ : [0,1] — IR mit ¢(0) = 0, und ¢(1) = 1, so dass a o ¢ eine C*-Kurve ist.
Insbesondere sind also in einer zusammenhingenden C*°-Mannigfaltigkeit je zwei Punkte durch
eine C*°-Kurve verbindbar.

[Tipp. Man verwende den Satz tiber Hockerfunktionen im IR" .|

Aufgabe 2. Gleichmiftige Approximierbarkeit stetiger Funktionen durch C*-Funk-
tionen. Essei M eine C*°-Mannigfaltigkeit, f: M — IR eine stetige Funktion und ¢ € R .
Dann existiert ein g € C>°(M) mit

|lf(p) —g(p)| <e firalle pe M.

Jede stetige Funktion f : M — IR kann also gleichméfig durch C°°-Funktionen M — IR
approximiert werden.



Kapitel 2

Lineare Approximation, Untermannigfaltigkeiten
und Vektorraumbiindel

In diesem Kapitel werden wir fiir jeden Punkt p einer jeden n-dimensionalen C*°-
Mannigfaltigkeit M einen n-dimensionalen Richtungsvektorraum 7,M , den sog. Tangential-
raum von M in p,  konstruieren“ und damit das Fundament fiir die Analysis auf Mannigfaltig-
keiten legen. Die grundlegende Idee unserer Konstruktion besteht in der Vorstellung, dass jede
Cl-Kurve a:J — M in jedem Zeitpunkt ¢ € J einen Tangentenvektor ¢(t) besitzt (natiirlich
kénnen verschiedene Kurven denselben Tangentenvektor haben) und dass dieser Tangentenvek-
tor durch die infinitesimalen Anderungen aller in der Nihe von a(t) definierten C*°-Funktionen
lings a zum Zeitpunkt ¢ charakterisiert ist. Entspricht diese Richtungsvorstellung nicht der
Identifizierung von Richtungen im téglichen Leben?! Zun&chst ein paar

2.1 Vorbereitende Definitionen

Ein Paar (M,p), bestehend aus einer C*°-Mannigfaltigkeit M und einem Punkt p € M, nen-
nen wir eine punktierte C°°-Mannigfaltigkeit. Die Symbolsequenz f : (M,p) — (N,q) soll be-
sagen, dass f eine Abbildung M — N mit f(p) = ¢ ist. Das System der punktierten C°-
Mannigfaltigkeiten zusammen mit den C*°-Abbildungen vom Typ f : (M,p) — (N,q) bildet
eine Kategorie, d.h.:

e Fiir jede punktierte C*>°-Mannigfaltigkeit (M, p) ist idy; eine derartige Abbildung und

e sind f: (M,p) — (N,q) und g: (N,q)
sition go f eine C*°-Abbildung (M, p)

(L,7r) C°°Abbildungen, so ist auch die Kompo-
(L,7).

—
—

Fiir eine punktierte C>°-Mannigfaltigkeit (M,p) bezeichnen wir mit /C,M die Menge aller Paare
(o, t), bestehend aus einer Cl-Kurve o : J — M (J C IR ein offenes Intervall) und einem
Parameter ¢t € J mit a(t) =p.

19
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2.2 Konstruktion des Tangentialraums und der Tangentialabbildung

Es seien (M,p) und (N,q) punktierte C*°-Mannigfaltigkeiten und f : (M,p) — (N,q) eine
C'-Abbildung.

Konstruktion des Tangentialraums. In K,M wird folgendermafen eine Aquivalenzrelation
definiert:

(a,8) ~ (B,5) 1= V(U,z) eU™(p,M) : (zoa)(t)=(x08)(s)
= IW2) cU(p,M) : (woa)(t) = (zof)(s) .
Die Aquivalenzklasse des ,Elementes* (,t) wird mit &(t) bezeichnet und der Tangentenvektor

der C1-Kurve o zum Zeitpunkt ¢ genannt. Die Menge aller derartigen Aquivalenzklassen ist per
definitionem der Tangentialraum T,M von M in p.

Konstruktion der Tangentialabbildung. Fir die Abbildung
Kpf : KpM — KCyN , (a,t) — (foa,t)
gilt
(a7t) ~ (ﬁ? 3) = ,Cpf(aat) ~ K:Pf(ﬁ7 3) .
[Beweis. Es gelte (a,t) ~ (8,s). Wir wihlen Karten (U,z) € U*(p,M) und (U',y) €
U>(q, N). Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit konnen wir f(U) C U’ annehmen. Dann

gilt (yo(foa)t) = (yofoal)o(zoa)(t) = dyplyofoa)((woa)(t) =
dypy(y o fox ) (w0 B)(s)) = (yo(foB))(s) und damit Kpf(e,t) ~Cpf(B,5). D ]

Daher existiert genau eine Abbildung T,f : T,M — T,N, so dass das folgende Diagramm

kommutiert:

KM 2 kN

l l

M TN

anders ausgedriickt: Fiir jedes (o, t) € KM gilt
Tpf(a(t)) = (foa)(t) .
T, heikt die Tangentialabbildung von f in p. Anstelle von T}, f schreibt man haufig auch f,,

oder f,, wenn der Punkt p nicht spezifiziert werden muss.

Wir notieren ausdriicklich die Regel Tpidy = idy,ps und fiir C*°-Abbildungen f: M — N und
g: N — L die Kettenregel
Tp(go f)=TrpgoTpf

Damit ist die Zuordnung
(M,p) — T,M
(f: (M,p) — (N,q)) — (Tpf:T,M — T,N) .

ein kovarianter Funktor 7T von der Kategorie der punktierten C°°-Mannigfaltigkeiten in die
Kategorie ENS (ensemble”) der Mengen.
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Tangentialriume an offene Teilmengen einer Mannigfaltigkeit. Sei U eine offene Teil-
menge der Mannigfaltigkeit M und p € U . Wir betrachten die Inklusionsabbildung ¢ : U — M .
Deren Tangentialabbildung T,i : T,U — T,M ist eine Bijektion, vermittels der wir 7,U mit
T,M identifizieren.

Wichtiges Beispiel. Tangentialrdume an Vektorrdume. Seien VW Vektorrdume und
p €V, g € W. Dann existieren eindeutig bestimmte bijektive Abbildungen

o) T,V =V bzw. &V :T,W W,

so dass fiir jede C'-Abbildung f:V — W mit f(p) = ¢q das folgende Diagramm kommutiert:

v 2l rw
o | |
VW

Hierbei bezeichnet d,f das Differential von f im Sinne der Analysis II. Explizit heifst das also,
dass

Tpf = (@) 0 dpf o Oy (+)

gilt. Dies bedeutet insbesondere, dass fir (a,t) € K,V

®, (a(t)) = /(1) ()
gilt. Im Folgenden identifizieren wir 7,V in der Regel mit V' vermittels der Bijektion @X .
Beweis. Fiir alle (a,t),(0,s) € K,V gilt

alt)=F(s) €T,V <= o/ (t)=F(s) eV .

Daher existiert genau eine injektive Abbildung

¢, T,V -V,

so dass fiir alle («,t) € K,V die Beziehung (f) gilt. ®, ist auch surjektiv, denn zu gegebenem
veV istmit a, : IR — V, t — p+tv das Paar (a,,0) ein Element von K,V mit ®,(c,(0)) =
al(0)=wv.

(2

Sei nun eine C'-Abbildung f:V — W mit f(p) = ¢, sowie u € T,V gegeben. Betrachten wir
mit v :=®) (u) € V wieder die Kurve o, : IR =V, t = p+tv, soist éy(t) = u und deshalb

Tof (1) = Ty f(u(t) = (F o a)' (1) £ (@) 71(F 0 a)' (1) = (8)) 7 (dp /(o (1))
= (@) dpf(@y (a(1))) = (24) " 0 dpf 0 @y)(w) .

—
—

Damit ist auch (x) gezeigt. O
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Die lineare Struktur von T,M und T,f. Auf T,M existiert genau eine Vektorraum-
Struktur, so dass fiir jede Karte (U,z) € U>(p, M) die Abbildung T,z : T,M — IR" ein
Vektorraum-Isomorphismus ist; hierbei haben wir die beiden oben beschriebenen Identifikatio-
nen T,U = T,M und T, R"™ = IR" schon angewendet. Im Folgenden betrachten wir Tangen-
tialrdume stets auf diese Weise als Vektorrdume. Damit wird T,f : T,M — T,N eine lineare
Abbildung.

Beweis. Sind (U, z), (U, %) € U (p, M), so gilt auf UNT

T, =Ty((Foxz t)ox)= Ty (T o z 1) oTyr = dy(py (T 0 ) oTx.

1

Weil die Koordinatentransformation zox™" ein Diffeomorphismus ist, ist d,)(Z ox H:R" —

IR™ ein Vektorraum-Automorphismus, und daher zeigt die obige Rechnung, dass es genau eine
Vektorraum-Struktur auf 7,M gibt, so dass fiir jede Karte (U,x) € U™ (p, M) die bijektive
Abbildung T,z : T,M — IR" ein Vektorraum-Isomorphismus ist. Versehen wir T,M und T,N
mit dieser Vektorraum-Struktur, so gilt beziiglich Karten (U,z) € U™ (p, M) und (U',y) €
(g, N)

T,f = Tp(y_loyofox_lox) = Ty(q) (y_l)oTw(p) (yofox_l)oTpx = (Tqy)_lodx(p) (yofox_l)oTpx .

Also ist T}, f als Verkettung linearer Abbildungen linear. a

Aufgabe 1. Eine C'-Abbildung f: M — N zwischen C*°-Mannigfaltigkeiten M und N ist
genau dann lokal konstant (d.h. um jeden Punkt p € M gibt es U € U°(p, M), so dass f|U
konstant ist), wenn fiir alle p € M gilt: T,f =0.

Aufgabe 2. Rechenregeln fiir die Tangentialabbildung. Seien M, N C™>-
Mannigfaltigkeiten, V ein endlich-dimensionaler Vektorraum, f,g : M — V zwei C*-
Funktionen, h : M — N ein lokaler C*°-Diffeomorphismus, p € M und A\,u € IR. Man
zeige:

(a) Tp(Af +pg) =X -Tpf +u-Tpg.

(b) Ist V =1R, so gilt die Leibnizregel:

Vo e T,M : Ty(f-9)(v) =T f(v) - g(p) + f(p) - Tpg(v) .

(€) Thgpy(h™1) = (Tph) ™"

Aufgabe 3. Der lokale Umkehrsatz. Sind M und N C°-Mannigfaltigkeiten, ist f :
M — N eine C*°-Abbildung und ist die Tangentialabbildung 7, f in einem Punkt p € M
ein Vektorraum-Isomorphismus T, M — Ty, N , so existiert eine Umgebung U von p, so dass
f|U ein C*°-Diffeomorphismus in N ist. [Tipp. Man fiihre die Aussage auf die entsprechende
Aussage der Differentialrechnung im IR™ zuriick.]
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2.3 Der Tangentialraum einer Produktmannigfaltigkeit

Es seien M, N und L C°-Mannigfaltigkeiten, p € M und ¢ € N . Im Folgenden bezeichnen
pryy M XN —-M und pry: M xN—N
die kanonischen Projektionen und
ip:=({p,): N=>MxN und i?:=(,q): M —MxN

die durch den Punkt (p,q) € M x N bestimmten ,Einbettungen* von M bzw. N in M x N .
Die Abbildungen pr,,, pry, i, und ¢ sind C*°-Abbildungen.

Satz.
(a) Die Abbildung
© : (T, pPrars Tipg) ) Tpgy (M x N) — T,M & T,N
ist ein Vektorraum-Isomorphismus mit der Umkehrung
(v,w) — Tpi%(v) + Tyip(w) .

Wir schreiben u = (v, w), wenn u € T{;, ;) (M x N) durch diesen kanonischen Isomorphis-
mus auf (v,w) € T,M x T,N abgebildet wird; also

u=(v,w) = v=Tpopry(u) & w=Typry(u)

_ .
= U= 0 F W

(b) Sind f : L - M und g : L — N C*-Abbildungen, so gilt fiir die C*°-Abbildung
h:=(f,g9): L—MxN

VpeL,veT,L : how=(fv,g4v) .
(c¢) Fiir jede C*°-Abbildung f: M x N — L sind auch
fp="Fp,): N—L uwd f*:=f(,q):M—1L
C°°-Abbildungen und es gilt fiir alle v € T, (s (M x N), v € T,M und w € TyN
u=(vw) = Tpgflu) =Tpfv) + T fp(w) -

Beweis. Zu (a). Es gilt
pryoi? =idy und prp o, =p

und daher fir (v,w) € T,M ®& T;N
Tp.gprar 0 Tpil(v) = v und T, pray o Tyip(v) =0,
somit fiir u := Ty (v) + Tyip(w) € T(p (M x N)

T(p,q)prM(u) =0.
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Analog ergibt sich
Tip,gpry(u) =w .

Somit gilt ®(u) = (v,w). Dies zeigt, dass die Abbildung ® linear und surjektiv ist. Da ihr Defi-
nitionsraum und ihr Zielraum dieselbe Dimension besitzen, ergibt sich, dass ® ein Vektorraum-
isomorphismus ist. Aus der Rechnung ergibt sich auch, dass die Angabe fiir die Umkehrabbildung
von @ korrekt ist.

Zu (b). Es gilt
f=pryoh ud g=pryoh,

deswegen
fx = (prM)* ohy und g, = (prN)* o hy

woraus die Behauptung folgt.
Zu (c). Ist u = (v,w), also u = Tyi9(v) + Tyi,(w), so gilt

feu = T(p7q)f(Tpiq(v)—|—Tqip(w)) = Tipqgfo Tpil(v) + Tip,g)f © Tyip(w) =T fU(v)+T, fp(w) .

=Tp(foit)(v)=Tp fi(v)  =Ty(foip)(w)=Tyfp(w)

Aufgabe. Differenzierbarkeit implizit definierter Funktionen. Es seien M, M und
N C*-Mannigfaltigkeiten, g : M; x My — N und h : M} — N C*-Abbildungen und
f: My — My eine Auflésung der Gleichung

9(p,q) = h(p) nach ¢, dh.Vpe M : g(p, f(p)) = h(p) .

Ist fiir jedes p € My die Tangentialabbildung T gp : Ty M2 — ThyN von g, := g(p,-) ein
Vektorraum-Isomorphismus, so gilt:

Besitzt die Gleichung g(p,q) = h(p) fir jedes p € M; genau eine Losung ¢ oder ist
f stetig, so ist f eine C*°-Abbildung.

[Tipp: Vermittels einer lokalen Betrachtung fithre man das Problem auf den entsprechenden Satz
der Analysis II zuriick.|

2.4 Tangentialvektoren als Derivationen

Es sei M eine C*°-Mannigfaltigkeit.
Definition. Eine Derivation auf C*°(M) an der Stelle p € M ist eine IR-lineare Abbildung
D, : C®(M) — IR, die zusétzlich die Leibnizregel in p erfiillt, d.h. fiir die gilt:

Vf,g € C¥(M) = Dyp(f-g) = Dy(f)-g(p) + f(p) Dp(9) -

Den Vektorraum der Derivationen auf C*°(M) an der Stelle p € M bezeichnen wir mit D, (M) .
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Wichtiges Beispiel. Fiir v € T,M ist die Abbildung
DY:C*(M) =R, f—T,f(v)

eine Derivation auf C*°(M) an der Stelle p, siche Aufgabe 2(b) aus Abschnitt 2.2. Der folgende
Satz zeigt, dass tatséchlich alle Derivationen auf C*(M) an der Stelle p von dieser Art sind.

Aussage. Sei D, € D,(M).

(a) Dp(1) =0.
(b) Sind f,g € C>®°(M) mit f(p)=g(p) =0, so gilt Dy(f-g) =0.

(c) Dp(f) ,héngt nur vom Keim von f an der Stelle p ab“, das soll heiffen: Sind f, g € C>(M)
und existiert U € U°(p, M) mit f|U = g|U, so gilt Dy(f) = Dp(g) .

(d) Fiir U € U°(p, M) existiert genau eine Derivation D, € ©,(U) mit
Vf e C®(M) : Dy(f|U) = Dy(f) -

In Zukunft werden wir diese Derivation ebenfalls mit D, bezeichnen, also Derivationen an
der Stelle p auch auf Funktionen anwenden, die lediglich auf U definiert sind.

Beweis. Zu (a). Wegen der Leibnizregel gilt D,(1) = Dp(1-1) = Dp(1)-14+1-Dp(1) =2- Dy(1)
und daher D,(1) =0.

Zu (b). Dies folgt unmittelbar aus der Leibnizregel.

Zu (c). Es gelte also f|U = g|U fiir ein U € U°(p, M). Nach der Folgerung (a) iiber Hocker-
funktionen aus Abschnitt 1.8 existiert eine Funktion A € C*(M) mit A(p) =1 und Tr(A\) C U.
(In der genannten Folgerung wihle man A = {p} und G = U .) Dann gilt

f=g=0=X)-(f-9),

denn in dieser Gleichung verschwinden beide Seiten auf U, und auf M\ U gilt 1 — X =1. Mit
ihr ergibt sich nun

Dy(f) = Dy(g) = Dy(f — 9) = Dp(1 =) - (f —g)) L0,

wobei das mit (x) markierte Gleichheitszeichen aus (b) folgt: Sowohl die Funktion 1— A als auch
die Funktion f — g verschwindet an der Stelle p. Also gilt D,(f) = D,(g) .

Zu (d). Sei f € C*(U) gegeben. Wir konnen eine Umgebung V' € U°(p, M) wihlen, so dass
V C U ist. Dann existiert nach der Folgerung (b) aus Abschnitt 1.8 eine ,Extrapolation® f €
C°°(M) mit f|V = f[V. Wir definieren nun Ep(f) = Dp(f); wegen (c) ist diese Definition
von der Wahl von V' und f unabhéngig, und wir erhalten eine Derivation auf U mit der
gewiinschten Eigenschaft. a



26 KAPITEL 2. LINEARE APPROXIMATION

Satz. Jede Derivation auf C*(M) ist von der im obigen Beispiel beschriebenen Art, mehr
noch: Die Abbildung
¢:T,M — Dy(M), v— D"

ist ein Vektorraum-Isomorphismus.

Bemerkung. Viele Autoren verwenden ©,(M) als die Definition des Tangentialraums an M
im Punkt p. Der obige Satz zeigt, dass dieser Zugang zum Tangentialraum zu unserer Definition
gleichwertig ist.

Das folgende Lemma bereitet den Beweis des Satzes vor:

Lemma (von Hadamard/Bohnenblust). Ist (U,z) € U®(p,M) und f € C*(U), so
existieren C*°-Funktionen ¢1,...,¢p, € C®(U) und ein V € U°(p,U), so dass gilt

V=, +> (@i-zp) @alV .
i=1

Beweis. Mit Hilfe der Karte (U, x) wird das Problem auf den IR"™ herunter gezogen; das heifst
wir diirfen annehmen, dass U = IR", z = idg» und p =0 ist. Fiir die C*°-Funktionen

of
Bu, (tu)dt

1
vi:R" =R, ur—>/
0

gilt dann fir u = (uq,...,u,) € U

Beweis des Satzes. Dass ® tatséchlich in ®,(M) hinein abbildet, folgt aus dem obigen Beispiel,
und die Linearitdt von ® folgt aus der Linearitat von 1), f .

Zur Injektivitat von ® sei v € T,M mit D’ =0 gegeben. Zu zeigen ist v = 0. Wir wahlen eine
Karte = = (z1,...,2y,) : U = 2(U) CIR" von M um p. Aufgrund der Aussage (d) kénnen wir
DV auch auf die auf U definierten Funktionen x; anwenden, und zwar gilt 0 = D"(z;) = Tpz;(v)
und damit Tpz(v) = 0. Da Tpr : T,M — T,)R" ein Vektorraum-Isomorphismus ist, folgt
v=20.

Fiir den Beweis der Surjektivitdt von ® sei D, € ©,(M) gegeben. Wir wihlen eine Karte
(U,z) € U>®(p,M), etwa = = (z1,...,2,) mit Funktionen z; : U — IR; dabei gelte ohne
Beschrénkung der Allgemeinheit z(p) = 0. Wieder kénnen wir D,, auch auf die auf U definierten
Funktionen z; anwenden, und fiir hinreichend kleines £ > 0 liegt das Bild der Kurve

| —e,e[= R", t— (tDp(x1),...,t Dp(zp))

in z(U), so dass
a:]—ee[— M, t—az (tDy(x1),...,t Dy(zn))
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eine Kurve in M mit «(0) = p ist. Wir setzen v := &(0) € T,M , damit gilt
D¥(wi) = Tpri(v) = Tpri(6(0)) = (i 0 ) (0) = (t = t Dp(xi)) (0) = Dp(xi) -

Wir zeigen nun, dass D, = DV gilt. Dazu sei f € C*(M) gegeben. Nach dem Lemma von
Hadamard/Bohnenblust existiert ein V' € U°(p,U) und Funktionen ¢1,...,¢, € C>*°(U) mit

f’V f Z —1‘2 @z’v

Dann ist
Dy(f) = Dp(f(p) + Z (zi —zi(p)) - @il V')
i=1
- ZD —i(p) - 1)
= Z D + (zi(p) — zi(p)) -Dp(i)
7D”(x1) =0

=3 D) i) == D)

und somit D, = D". O

2.5 Abbildungen von konstantem Rang,
insbesondere Immersionen und Submersionen

Es seien M, N C*-Mannigfaltigkeiten der Dimension m bzw. n, f : M — N eine C*>-
Abbildung und p € M .

Definition.

(a) Der Rang der linearen Abbildung T,f : T,M — Ty, N, d.h. die Zahl dimT,f(T,M),
heift der Rang von f an der Stelle p. Er wird mit rg,f bezeichnet.

(b) f heit in p immersiv (bzw. submersiv), wenn die lineare Abbildung T, f : T,M — Ty, N
injektiv (bzw. surjektiv) ist.

(c) f heilt eine Immersion (bzw. Submersion), wenn f in allen p € M immersiv (bzw. sub-
mersiv) ist.

Beispiele.

(a) Eine Kurve « : I — M ist genau dann eine Immersion, wenn sie regulér ist (d.h. wenn &
nullstellenfrei ist).
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(b) Die kanonische Projektion 7 : IR"*1\ {0} — IRP"™ auf den n-dimensionalen projektiven
Raum IRP™ ist eine Submersion.

(c) Beispiele fiir Abbildungen mit konstantem Rang:

(i) Konstante Abbildungen haben den Rang 0.

(ii) Lineare Abbildungen zwischen Vektorrdumen haben konstanten Rang, und zwar
stimmt ihr Rang im Sinne unserer Definition mit ihrem Rang im Sinne der Linea-
ren Algebra iiberein.

(i) Immersionen (bzw. Submersionen) f: M — N haben den konstanten Rang dim(M)
(bzw. dim(N)).

Beobachtung. Haben M und N dieselbe Dimension, so sind die folgenden drei Aussagen
dquivalent:

(a) f ist eine Immersion.
(b) f ist eine Submersion.

(c) f ist ein lokaler Diffeomorphismus.

Beweis. Die Aquivalenz von (a) und (b) folgt unmittelbar aus der aus der Linearen Algebra
bekannten Aussage, dass eine lineare Abbildung zwischen zwei Vektorrdumen gleicher, endlicher
Dimension genau dann injektiv ist, wenn sie surjektiv ist. Die Aquivalenz zu (c) ist eine Folge
des lokalen Umkehrsatzes, siche Aufgabe 3 in Abschnitt 2.2. a

Aussage. Die Funktion rgf : M — INo, p+— rg,f ist halbstetig nach unten, das bedeutet: Zu
jedem p € M existiert eine Umgebung U € U°(p, M), so dass

VgeU : rg,f >rg,f
gilt. Deshalb sind
Gi:={pe M| f istin p immersiv} und Gs;:={pe M| f istin p submersiv }
offene Teilmengen von M .

Beweis. Wir wéhlen Karten (5;,3:) € U*(p,M) und (V,y) € U>*(f(p),N), ohne Beschran-
kung der Allgemeinheit mit f(U) C V. Diese verwenden wir, um das Problem in den IR" zu
ibertragen: Da x und y Diffeomorphismen sind, gilt fiir ¢ € U :

18y(f) = 18(Tyf) = r(duq(y o f o 2™) = r8(Jac,(y o foa™)) |

wobei mit Jac,(g) die Jacobi-Matrix an der Stelle v € IR™ einer Funktion g : R™ — R"
bezeichnet ist.

Daher geniigt zu zeigen: Ist A : R™ — Mat(n xm,IR) eine stetige Abbildung, so ist die Funktion
rg(A) in u € IR™ halbstetig nach unten. Dazu: Mit k :=rg(A(u)) existieren unter den Spalten-
vektoren von A(u) k Stiick, die linear unabhéngig sind. Weil die Gramsche Determinante dieser
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k Spaltenvektoren stetig von u abhéngt, existiert eine Umgebung U von u, so dass diese k Spal-
tenvektoren fiir alle v’ € U linear unabhéngig sind, und das bedeutet rg(A(u')) > k = rg(A(u)) .
(]

Das folgende Theorem zeigt, dass sich zu C*°-Abbildungen f: M — N von konstantem Rang
Karten wéhlen lassen, beziiglich derer f eine besonders iibersichtliche Darstellung besitzt. Natiir-
lich ist dieses Theorem insbesondere anwendbar, wenn f eine Immersion oder eine Submersion
ist.

Theorem. (Rangtheorem.) Essei f: M — N eine C*-Abbildung von konstantem Rang r .
Dann existieren zu jedem p € M Karten (U,z) € U®(p, M) und (V,y) € U>*(f(p), N) mit
z(p) =0, y(f(p)) =0 und f(U) CV, so dass

flu z, fur 1<i<r
o _
vi 0 firr+1<i<n

gilt.

In der Situation des Theorems wird f also lokal beziiglich der Karten x und y durch die
Abbildung
cx(U) = y(V), (ur,...,up) — (ug,...,up,0,...,0
fo:2(U) = y(V), (w ) = (w )
beschrieben (das soll heifen: f|U = 3~ o fyox). Daher sehen wir insbesondere: Abbildungen

von konstantem Rang sind lokal die Hintereinanderausfithrung von einer Immersion und einer
Submersion. Daher nennt man solche Abbildungen auch Subimmersionen.

Wir bereiten den Beweis des Theorems durch ein Lemma vor:

Lemma. (Angepasste Karten fiir C*°-Abbildungen.) Es sei f : M — N eine C™-
Abbildung, die in p € M den Rang r besitzt. Dann existieren Karten (U,z) € U>(p, M)
und (Viy) € U>(f(p),N) mit z(p) =0, y(f(p)) =0 und f(U) C V, sowie C*°-Funktionen
Uri1y ..oy € CP(U), so dass

x; fir 1<i<r
Y fir r+1<i<n

yiof|U:{

gilt.

Beweis des Lemmas (nach SPIVAK, Differential Geometry Vol. I, Theorem 2.9(1), S. 2-21f.). Wir
withlen zuniicht beliebige Karten (U, %) € U™ (p, M) und (V,y) € U (f(p), N) mit f({U)C V,
dabei schreiben wir & = (Z1,...,%m) : U — R™ und y = (y1,...,yn) : V — R". Durch
Vertauschung der Komponentenfunktionen von = und y koénnen wir erreichen, dass die (r x r)-
Matrix A := (dy@)(y; 0 f o T71)(€))ij=1,..., invertierbar ist.

Um die geforderte Darstellung zu erhalten, konstruieren wir eine neue Karte von M in der Néhe
von p. Dazu sei z:= (x1,...,2y) : U — IR definiert durch

{yiof|ﬁ fir1<i<r
T =

T; fir r+1<i<m.
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Dann ist

. -1 ). .
det(d:v(p) (xj © f71)(@@'))z‘,j=1,...,n = det <(dp(yj ofox . )(eZ))Z,J:L---ﬂ’ ]l:r> #0,

also ist dy(p)(z o 771) : R™ — IR™ ein Vektorraum-Isomorphismus. Wegen des lokalen Um-
kehrsatzes folgt, dass es eine Umgebung U’ € U°(Z(p), Z(U)) gibt, so dass (z o 2~ 1)U’ ein

C°°-Diffeomorphismus ist. Mit U := 2~ 1(U’) € U°(p,U) ist daher auch z|U = (zoz H|U' 0 T
ein C*°-Diffeomorphismus, und somit (U,z|U) € U>(p,M). Nun gilt fir 1 < i < r nach
Definition y; o f|U = 2;|U , und fir r+1<i<n ist ¢; :=y; o flU € C®(U). O

Beweis des Theorems (nach SPIVAK, Differential Geometry Vol. I, Theorem 2.9(2), S. 2-22f.).
Nach dem Lemma existieren Karten (U,z) € U*(p, M) und (V,y) € U>(f(p), N) mit f(U) C
V' sowie Funktionen v; € C>*(U) fir r+1 <1i <mn, so dass

x; fir 1<i<r
P, fir r+1<i<n

ﬂiof\U:{

gilt; hierbei schreiben wir wieder =z = (z1,...,2y,) und ¥ = (y1,...,yn). Die Jacobi-Matrix der
Funktion 7o foz™!:U — IR™ an der Stelle p’ € U hat daher die (Block-)Gestalt

(1’: (dp/(%“m1)?€i))i,jr+1,...,n> '

Da diese Matrix nach Voraussetzung fiir alle p’ € U den Rang r besitzt, folgt, dass die Matrix
(dy (5 o x_l)(ei))i,j:,ﬂrl,___,n fiir alle p’ € U verschwindet. Also hingt fiir r +1 < 57 < n die
Funktion (¢joz~!): 2(U) — IR in Wahrheit nur von den ersten 7 Koordinaten von x(U) C IR™
ab, anders gesagt: Es existieren Funktionen 1), TP ., : IR" — IR, so dass

Vr+1<j<nVp eU : @)= Ej(xl(p’), ooz (D))
gilt.

Wir definieren nun eine Funktion y = (y1,...,yn) : V — R" durch

m fiir 1<i<r
TG o G By) i rr1<i<n,
Damit gilt fiir (vi,...,v,) €V
(yogj’l)(vl,...,vn) :(vl, ey Upy Upgq —Erﬂ(vl,...,vr), el vn—En(vl,...,vr))

und deswegen ist die Jacobi-Matrix

*

() (Wi 0 Y)(€i))i=1,..n = <L ]an—T’)

von y oy ! invertierbar. Nach dem lokalen Umkehrsatz folgt, dass es eine Umgebung V €

U°(f(p), V) gibt, so dass (yo7 1)|§(V) ein Diffeomorphismus in IR” ist. Damit ist dann auch
y|[V : V. — IR" ein Diffeomorphismus, und somit (V,y|V) € U>*(f(p), N).

Damit gilt fir 1 <i<7r: y;o0 flU=y;0 flU =a;,und fir r+1<i<n gilt

yio fFlU=1io fIlU=;0 (h,....0r) 0 fIU =t — ;0 (z1,...,07) =th; —h; =0 . -
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Folgerung. Ist f: M — N eine C*°-Submersion, so existiert zu jedem ¢ € f(M) C N und
p € f1({q}) ein V € U°(¢, N) und eine C*-Abbildung s : V — M mit fos = idy und
s(q) = p. Ein derartiges s nennt man einen (lokalen) Schnitt von f .

Beweis. Nach dem Rangtheorem existieren Karten (U,z) € U™(p, M) und (V,y) € U>(q,N)
mit z(p) =0, y(¢) =0 und f(U) C V, so dass

yofox l:z(U) = y(V), (ut,... um) — (u1,... un)

gilt. (Offenbar muss m > n sein.) Da x(V) offen mit 0 € z(V) ist, existieren Umgebungen

Uel(p,U) und V € U°(q,V), so dass gilt:
V(ul, ... um) € y(V) @ (ugy...,um,0,...,0) € 2(U) .
Wir definieren nun s: V — M durch
V(ui,...,um) €y(V) « sty (ug, ..., um)) ==z (ug, ..., um,0,...,0).

Dann ist s eine C*°-Abbildung mit f os =idy und s(q) =p. O

Aufgabe. (Differenzierbarkeitstests.) Esseien M, N und L C*-Mannigfaltigkeiten und
f:M — N eine C*°-Abbildung

(a) Ist f eine Immersion, so gilt fiir jede stetige Abbildung ¢g: L — M :
Ist fog eine C*°-Abbildung, so ist auch g C°°-differenzierbar.
(b) Ist f eine surjektive Submersion, so gilt fiir jede Abbildung g: N — L:

Ist go f eine C°°-Abbildung, so ist auch g C°°-differenzierbar.

2.6 Untermannigfaltigkeiten

Es sei N eine C*°-Mannigfaltigkeit.

Definition. Eine Teilmenge M von N, die wir als topologischen Teilraum auffassen, und die
mit einer C*°-Struktur versehen sei, heiflt eine Untermannigfaltigkeit von N , wenn die Inklusi-
onsabbildung i : M — N, p— p eine C*°-Immersion ist.

Beispiele 1.

(a) Jede nicht-leere offene Teilmenge M C N ist eine Untermannigfaltigkeit von N | siehe
auch Beispiel (c) aus Abschnitt 1.3.
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(b)
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Ist (U,z) eine Karte von N mit 0 € z(U), etwa = = (x1,...,z,) : U — IR™, und ist
1 <m <n, so ist die ,,Scheibe*

M:={peUl|zmti(p)=...=x,(p) =0}

eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit von M ; ihre C*°-Struktur wird durch die glo-
bale Karte M — R™, p — (z1(p),...,xzm(p)) gegeben. Im folgenden Satz 1 zeigt sich,
dass lokal jede Untermannigfaltigkeit von N eine derartige Scheibe ist.

Insbesondere sind Untervektorrdume von Vektorraumen Untermannigfaltigkeiten.

Bemerkungen 1.

(a)

Ist ein topologischer Teilraum M von N eine Untermannigfaltigkeit von IV | so ist dies nur
beziiglich einer einzigen C*°-Struktur moéglich. Aus diesem Grund werden wir im Folgenden
oft einfach Teilmengen M von N als Untermannigfaltigkeiten bezeichnen, ohne die dazu
gehorenden C*°-Strukturen auf M ausdriicklich zu erwadhnen.

|Beweis. Sind 201 und 2y zwei C*°-Strukturen auf M , so dass g : (M,20) — N fur k =
1,2 eine C*°-Immersion ist, so gilt mit der stetigen Abbildung f : (M,24) — (M,203), p —
p die Beziehung i1 = ig 0o f; da is eine C*°-Immersion und i; eine C°°-Abbildung ist,
folgt mit dem ,Differenzierbarkeitstest fiir Immersionen (Aufgabe (a) aus Abschnitt 2.5),
dass f eine C*®°-Abbildung ist. Analog folgt, dass auch f~! eine C*-Abbildung, also f
ein C*°-Diffeomorphismus ist. Somit gilt 2y =As. O

Ist M eine Untermannigfaltigkeit von N, so induziert die C*°-Immersion ¢ : M — N
fir p € M die injektive lineare Abbildung T,i : T,M — T,N . Indem wir diese verwen-
den, um T,M mit seinem Bild in T, N zu identifizieren, werden wir kiinftig 7,M als
Untervektorraum von T, N auffassen.

WHITNEY hat gezeigt, dass jede n-dimensionale C*°-Mannigfaltigkeit diffeomorph zu einer
Untermannigfaltigkeit von IR*"*! ist (Whitney’scher Einbettungssatz). In diesem Sinne ist
die gesamte Theorie der C*°-Mannigfaltigkeit in der Theorie der Untermannigfaltigkeiten
des IR"™ enthalten.

Gelegentlich betrachtet man (in Verallgemeinerung der obigen Definition) auch ,,Unterman-
nigfaltigkeiten, die nicht die Teilraumtopologie der umgebenden Mannigfaltigkeit, sondern
eine andere Topologie tragen; man fordert nur, dass die Inklusion ¢ : M — N eine C*°-
Immersion ist. (Dann muss die Topologie der Untermannigfaltigkeit jedenfalls feiner als
die Teilraumtopologie sein, damit ¢ insbesondere stetig ist.) Derartige, sogenannte im-
mersierte Untermannigfaltigkeiten spielen beispielsweise in der Theorie der Blatterungen
sowie in der Theorie der (Lie-)Gruppenwirkungen auf Mannigfaltigkeiten eine wesentliche
Rolle. Will man in diesem Zusammenhang betonen, dass eine Untermannigfaltigkeit die
Teilraumtopologie trégt, so spricht man von einer reguldren Untermannigfaltigkeit.

Aussage. Sei L eine weitere C>°-Mannigfaltigkeit, und f: L — N eine C*°-FEinbettung, das
heifst, eine C*°-Immersion, die zugleich ein Homéomorphismus auf den topologischen Teilraum

M =

f(L) von N ist. Dann ist M eine Untermannigfaltigkeit von N ; die C*°-Struktur auf M
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wird dadurch charakterisiert, dass die Abbildung ¢ := (f : L — M) ein C*°-Diffeomorphismus
ist.

Beweis. Da f eine Einbettung ist, ist ¢ : L — M ein Hom6omorphismus. Daher konnen wir g
verwenden, um die C*°-Struktur von L auf M zu iibertragen; hierdurch wird g zu einem C*°-
Diffeomorphismus. Nun gilt fiir die Inklusionsabbildung i : M < N die Beziehung i = fog™!;
da f eine C*®-Immersion und ¢g~! sogar ein C*°-Diffeomorphismus ist, folgt, dass i eine C>-

Immersion ist. Also ist M eine Untermannigfaltigkeit von N . a

Bemerkung 2. Fiir die Giiltigkeit der obigen Aussage ist die Forderung, dass f eine Ein-
bettung ist, wesentlich. Fordert man nur, dass f : L — N eine injektive C°°-Immersion ist,
ist f(L) im Allgemeinen keine Untermannigfaltigkeit von N in unserem Sinne (wohl aber eine
immersierte Untermannigfaltigkeit im Sinne von Bemerkung 1(d)). Dies wird durch das folgende
Beispiel illustriert:

Es sei

t2—1, t?-1

] —o00,1[— IR?, ¢ t-
fi =00 1> IR, H<t2+1’ t2+1>

Offensichtlich ist f eine injektive Immersion, und das Bild von f ist sogar abgeschlossen in IR?.

Dennoch ist f(] — 00,1[) keine Untermannigfaltigkeit von IR?, wie sich aus der Untersuchung

des Punkts (0,0) ergibt.

0.2

T T T T T
-0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0.2

-0.24
-0.3 4
0.4+

-0.54

Satz 1. (Lokale Planierbarkeit von Untermannigfaltigkeiten.) Sei M eine Teilmen-
ge von N, die wir als topologischen Teilraum auffassen. Dann ist M genau dann eine m-
dimensionale Untermannigfaltigkeit von N, wenn M [lokal planierbar ist, das soll heifsen: Fiir
jedes p € M existiert eine Karte (V,y) € U (p,N), so dass y(p) =0 und

y(V M) =y(V) N (IR™ x {0n—m})
gilt.

Beweis. Wir setzen zunéchst voraus, dass M eine Untermannigfaltigkeit von N ist. Sei p € M
gegeben. Nach dem Rangtheorem (Theorem in Abschnitt 2.5), angewendet auf die C*°-Immersion
i: M — N, existieren Karten (U,z) € U®(p, M) und (V,y) € U>*(p,N) mit z(p) =0 und
y(p) =0, so dass i|U unter den Karten der Abbildung

z(U) = y(V), (ur,...,um) — (ut,...,umn,0,...,0)
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entspricht. Hieraus ergibt sich y(V N M) =y(V)N (R™ x {Op—m}) .

Es sei nun umgekehrt M lokal planierbar. Wir konstruieren eine C*°-Struktur auf M : Zu ge-
gebenem p € M gibt es nach Voraussetzung eine Karte (V,y) € U (p, N) mit y(p) = 0 und
y(VNM)=yV)N(R™ x {0p—m}). Da M die Teilraumtopologie tréagt, ist U := VN M €
U°(p, M) und x := pr,, o (y|U) : U — IR™ ein Hombomorphismus in IR™ ; hierbei bezeichnet
pr,, : R" = IR, (u1,...,uy) — (u1,...,uy) die Projektion auf die ersten m Koordinaten des
IR™. Also ist (U, x) eine Karte fiir den topologischen Raum M . Aus der C*°-Vertriglichkeit der
Karten von N ergibt sich, dass je zwei auf diese Weise konstruierten Karten von M miteinander
C-vertréglich sind; wir betrachten M als eine m-dimensionale C*°-Mannigfaltigkeit mittels der
durch sie erzeugten C*°-Struktur. Beziiglich Karten (U, x) € U*(p, M) und (V,y) € U*(p, N)
wie in der obigen Konstruktion wird die Inklusion i : M < N durch die Abbildung

(Uly vy Um) = (UL, ooy U, 0,...,0)

dargestellt. Hieraus ergibt sich, dass ¢ eine C*°-Immersion, und somit M eine Untermannigfal-
tigkeit von N ist. a

Folgerung 1. (Lokale Charakterisierung von Untermannigfaltigkeiten.) Sei M eine
Teilmenge von N, die wir als topologischen Teilraum auffassen. Dann ist M genau dann eine
m-~dimensionale Untermannigfaltigkeit von N, wenn es fiir jedes p € M eine Umgebung V €
U°(p, N) gibt, so dass M NV eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit von N ist.

Beweis. Die eine Implikation ist klar: Wenn M eine Untermannigfaltigkeit von N ist, so kann
fir jedes pe M V := N € U°(p, N) gewéhlt werden, damit ist M NV = M eine Unterman-
nigfaltigkeit von N .

Existiert umgekehrt zu jedem p € M ein V € U°(p,N), so dass M NV eine m-dimensionale
Untermannigfaltigkeit von N ist, so ist nach Satz 1 M NV jeweils lokal planierbar. Daher ist
auch M lokal planierbar, und damit nach Satz 1 eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit
von N. O

Bisher war unser Vorrat an C*°-Mannigfaltigkeiten sehr eingeschriankt. Der folgende Satz erlaubt
es uns, auf effiziente Weise C*°-Mannigfaltigkeiten als Untermannigfaltigkeiten (beispielsweise im
IR™) zu konstruieren.

Satz 2. (Gleichungsdefinierte Untermannigfaltigkeiten.) Sei L eine weitere C°-
Mannigfaltigkeit, und sei f: N — L eine C*°-Abbildung von konstantem Rang r. Dann ist fiir
jedes g € f(N) das Urbild M := f~!({q}) C N eine (n—r)-dimensionale Untermannigfaltigkeit
von N, und fir p e M gilt

T,M = ker(T,f) C T,N .

Beweis. Um nachzuweisen, dass M eine Untermannigfaltigkeit von N ist, geniigt es nach Satz 1
zu zeigen, dass M lokal planierbar ist. Hierzu wenden wir das Rangtheorem auf die Abbildung
f:U — V an: Zu gegebenem p € M existieren Karten (U,z) € U (p,N) und (V,y) €
U>(q,L) mit z(p) =0, y(¢) =0 und f(U) C V, so dass f|U : U — L beziiglich dieser
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Karten durch die Abbildung

x(U V), (ug,...,un ULy eeeyUp, 0,000
U) = y(V), (m ) = (w )

beschrieben wird. Dann ist

MnNU={peUl|fp)=qat={peUly(flp) =0}
und daher

zx(MNU)={u=(ug,...,up) €x(U)|uy =...=u, =0} =2(U)N ({0,} x R"™").
Also ist M lokal planierbar, und damit eine (n —r)-dimensionale Untermannigfaltigkeit von N .

Es verbleibt, die Gleichung T, M = ker(7},f) zu beweisen. Da die beiden Vektorrdume dieselbe
Dimension n —r besitzen, geniigt es tatséchlich, T,M C ker(T,f) zu zeigen. Dazu sei v € T, M
gegeben. Also existiert eine Kurve « :] —e,e[— M mit &(0) =v. Es gilt a] —¢,¢[) C M =
f71({g}) und daher foa = ¢ und somit T,f(v) = T,f(&(0)) = (foa)(0) =0, also v €
ker(Tp,f) . O

Folgerung 2. Sei L eine ¢-dimensionale C*°-Mannigfaltigkeit, f : N — L eine C*°-Abbildung
und ¢ € f(N) derart, dass f in allen p € f~1({q}) =@ M submersiv ist. Dann ist M eine
(n—{)-dimensionale Untermannigfaltigkeit von N, und fiir p € M gilt T,M = ker(T,,f) C T,N .

Beweis. Die Menge G5 := {p € N| f ist in p submersiv} ist nach der Aussage aus Ab-
schnitt 2.5 offen, und nach Voraussetzung gilt M C Gs. Daher kénnen wir den Satz iiber
gleichungsdefinierte Untermannigfaltigkeiten auf die Submersion f|Gs: Gy — L anwenden, und
erhalten die Behauptung. O

Beispiel 2. Wir haben frither (siche die Aufgabe in Abschnitt 1.3) recht viel arbeiten miissen,
um die n-Sphire S” ¢ R™"! als C*°-Mannigfaltigkeit zu erkennen. Dieses Ergebnis kénnen wir
nun sehr viel leichter erlangen: Wir betrachten die C*°-Funktion

FrR™ SR, (ur, .oy Upgr) = uf 4o Fudy

Es gilt S™ = f~}({1}), und f ist in allen p € S™ submersiv. Aus der obigen Folgerung 2
ergibt sich daher, dass S™ eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit des IR™™!, und daher
insbesondere selbst eine C*°-Mannigfaltigkeit ist.

Eine Anwendung. Faserprodukte. Seien M, N, L C°-Mannigfaltigkeiten der Dimensionen
m, n bzw. £, und seien f : M — L und g : N — L zwei C*°-Abbildungen, von denen
mindestens eine eine Submersion ist. Dann ist das Faserprodukt

M xp N:={(p,q) € M xN|[f(p) =9g(q)}
eine Untermannigfaltigkeit der Produktmannigfaltigkeit M x N der Dimension m +mn — £.

Beweis. Ware L ein Vektorraum, konnten wir den Satz iiber gleichungsdefinierte Unterman-
nigfaltigkeiten direkt auf die Submersion M x N — L, (p,q) — f(p) — g(q) anwenden. In
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der allgemeinen Situation miissen wir Karten fiir L verwenden, um das Problem lokal auf die
Vektorraum-Situation zuriickzufiihren.

Sei also z: U — IR’ eine Karte von L. Dann ist V := f~1(U) x g~'(U) eine offene Umgebung
in M x N und es gilt (M x; N)NV = ¢ 1({0}) mit der C°**-Funktion

©:V =R (p,q) — 2(f(p) — 2(9(q)) -

Weil entweder o f: f~}({U) — IR oder zog: g '(U) — IR eine Submersion ist, ist auch
@ eine solche, und daher ist nach dem Satz iiber gleichungsdefinierte Untermannigfaltigkeiten
(Satz 2) (M xp N)NV = o 1({0}) eine Untermannigfaltigkeit von V und damit von M x N .
Mit der Folgerung 1 (Lokale Charakterisierung von Untermannigfaltigkeiten) folgt, dass deshalb
auch M xp N eine Untermannigfaltigkeit von M x N ist. O

Beispiele 3.

(a) Sei M eine C*°-Mannigfaltigkeit. Die Diagonale in M x M ist
AM):={(p,p)e M xM|pe M} =M x M,

wobei das Faserprodukt beziiglich zweier Kopien der Abbildung idys : M — M gebildet
ist. Daher ist A(M) eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit von M x M .

(b) Seien M, N zwei C*°-Mannigfaltigkeiten und f: M — N eine C*°-Abbildung. Dann ist
der Graph von f die Menge

Graph(f) :=={(p,f(p))[pE M} =M xn N,

wobei das Faserprodukt beziiglich f: M — N und idy : N — N gebildet ist. Daher ist
Graph(f) eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit von M x N .

2.7 Vektorraumbiindel

Definition 1.

(a) Ein C*°-Faserraum ist ein Tripel (F, B, ), bestehend aus C*°-Mannigfaltigkeiten E und
B sowie einer surjektiven C*°-Submersion 7 : £ — B. In diesem Zusammenhang heifst F
der Totalraum und B der Basisraum des Faserraums; man sagt auch, dass (E, B,m) ein
Faserraum diber B sei. Fiir b € B nennt man Ej, := 7 '({b}) die Faser des Faserraums
tiber dem Punkt b. Wir werden statt dem Tripel (E, B, 7) auch die Abbildung 7: E — B
selbst als Faserraum bezeichnen.

(b) Sei F' eine weitere C*°-Mannigfaltigkeit. Dann heift ein C*°-Faserraum (F,B,7) ein
C°°-Faserbiindel mit typischer Faser F', wenn es zu jedem Punkt b € B eine Umgebung
U € U°(b, B) und einen C*-Diffeomorphismus

90:UxF -7 YU)=E|ly mit mop=pry:UxF—U, (p,q) — p

gibt. In dieser Situation nennt man ¢ eine lokale Trivialisierung des Faserbiindels, und
man sagt, dass das Faserbiindel diber U trivial ist.
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(c) Sei K € {IR,C}. Ein C*-IK-Vektorraumbiindel (oft sprechen wir auch einfach von einem
Vektorraumbiindel) ist ein C*°-Faserbiindel (F, B, ), dessen typische Faser F' ein IK-
Vektorraum ist, dessen Fasern Ej, (b € B) alle ebenfalls die Struktur eines IK-Vektorraums

tragen, und fiir das es um jeden Punkt b € B eine lokale Trivialisierung ¢ : U x F' — E|y
(mit U € U°(b, B)) gibt, so dass fiir jedes b’ € U die Abbildung

o0} x F): {V'} x F — Ey

jeweils ein Vektorraum-Isomorphismus ist. Wenn im Folgenden von einer lokalen Triviali-
sierung eines Vektorraumbiindels die Rede ist, meinen wir stets eine Trivialisierung dieser
Art. Die Dimension der typischen Faser F' nennt man auch die Faserdimension des Vek-
torraumbiindels.

(d) Sei M eine weitere Mannigfaltigkeit und f : M — B eine C*°-Funktion. Dann ist ein
Schnitt lings f in einem Faserbiindel (oder IK-Vektorraumbiindel) 7 : E — B eine C*-
Abbildung s: M — F mit mos = f. Wir bezeichnen den Raum derartiger Schnitte mit
I'¢(m) . Ein Schnitt iiber einer Umgebung U C B ist ein Schnitt ldngs der Inklusionsabbil-
dung U — B. Ein solcher Schnitt heiftt global, wenn U = B ist. Den Raum der globalen
Schnitte von 7 bezeichnen wir mit I'(m).

Beispiel 1. Sind B, F beliebige C*°-Mannigfaltigkeiten, so ist mit F := B x F' und der
Projektion

m:E— B, (byg)—b

das Tupel (E, B, ) ein C*°-Faserbiindel mit typischer Faser F'. Dieses ist ,trivial“ in dem Sinne,

dass die Abbildung
p:=idg: BxF —-FE

eine ,globale“ Trivialisierung ist. Allgemein nennt man ein Biindel trivial, wenn es eine glo-
bale Trivialisierung besitzt; jedes triviale Biindel ist zu einem Biindel B x F' — B isomorph
(siehe Definition 2 unten). — Ist F' ein IK-Vektorraum, so wird (E,B,w) ein triviales K-
Vektorraumbiindel.

Bemerkung. Nach dem ,Kochrezept” der obigen Definition (c¢) kann man auch Faserbiindel de-
finieren, deren Fasern andere Strukturen als die eines Vektorraums tragen. Eine besonders grofte
Bedeutung haben hierbei Biindel, deren Fasern die Struktur von (Lieschen) Gruppen tragen.
Diese nennt man Prinzipalfaserbiindel.

Aufgabe 1. Ein Vektorraumbiindel 7 : E — B der Faserdimension ¢ ist genau dann trivial,
wenn es { globale Schnitte s1,...,s; : B — E gibt, so dass fiir jedes b € B die Vektoren
s1(b),...,s¢(b) € Ep linear unabhéngig sind.

Aufgabe 2. Extrapolation von Schnitten eines Vektorbiindels. Essei 7: F — B ein
Vektorraumbiindel, by € B, A eine abgeschlossene und G eine offene Teilmenge von B mit
b € A C G. Zeige:
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(a) Zu jedem v € Ey, existiert ein s € I'(m) mit s(by) = v. [Tipp. Man verwende eine
lokale Trivialisierung von 7 um by, sowie eine Zerlegung der Eins auf B .|

(b) Zu jedem lokalen Schnitt s € ', p(7) existiert ein globaler Schnitt s € I'(w) mit 5|4 =
s|A. [Tipp. Zerlegung der Eins.]

Die Existenz lokaler Trivialisierungen fiir ein Vektorraumbiindel besagt gerade, dass dieses lokal
isomorph zu einem trivialen Vektorbiindel ist, wobei sich ,lokal* auf die Basismannigfaltigkeit
bezieht. Daher kann man erwarten, dass sich jedes Vektorbiindel aus trivialen Vektorbiindeln
s,zusammenkleben® 1afst. Der folgende Satz zeigt, was genau darunter zu verstehen ist:

Satz.

(a) Sei m : E — B ein Vektorraumbiindel mit typischer Faser F', und fiir jedes b € B sei
oy : Uy x F — E|y, eine lokale Trivialisierung von n iiber U, € U°(b, B). Fir jedes
Paar (b1,b2) € B x B mit Uy, N U, # & existiert dann eine C*>°-Abbildung ¢Ub1,Ub2 :
Up, N Uy, — GL(F), so dass

Vb e Ub1 N Ubga qc F Dby (b’ T;Z)Ubl,UbQ (b)q) = ¥b (b’ q) (*)

gilt. Die Ubergangsfunktionen ¢Ub1,Ub2 sind miteinander vertraglich, in dem Sinne, dass
fiir alle by,be,b3 € B mit Uy, NUy, NUs, # @ die folgende, sogenannte Kozykel-Bedingung
gilt:

Vb € Up, NUb, NUky : Y1, 04, () = V0,04, (b) © Yu, 0, (D) - (1)

(b) Es sei B eine C*-Mannigfaltigkeit und F ein IK-Vektorraum. Es sei eine offene Uber-
deckung (U;)ier von B, und fir jedes Paar (ij,iz) € I x I mit U, NU;, # @ eine
Ce°-Abbildung ;, i, : U, N U;, — GL(F) gegeben, so dass diese Abbildungen fiir alle
i1,%2,13 € I mit U;, NU;, NU;, # @ die Kozykel-Bedingung erfiillen:

Vb € Uil N Uiz N Ui3 : ¢U¢1,Ui3 (b) = ¢U¢2,Ui3 (b) © ¢U¢1,Ui2 (b) . (i)

Dann existiert eine C*°-Mannigfaltigkeit E und ein Vektorraumbiindel 7 : E — B iiber
B und mit typischer Faser F', das iiber den U; trivial ist — sagen wir, mit lokalen Trivia-
lisierungen ¢; : U; x F — E|y, — und so dass die Ubergangsfunktion (siehe (a)) von ¢,
zu @i, jeweils gerade durch die Abbildung v, ;, gegeben wird.

Beweis. Fir (a). Sei by, by € B gegeben mit Uy, NUp, # @ . Dann sind fiir alle b € Uy, NUy, die
Abbildungen ¢y, (b, -) : F' — Ep und ¢y, (b, -) : F — Ej Vektorraum-Isomorphismen; deshalb
ist

wbl,bQ(b) = Pby (b7 ) )71 © b, (b7 ) € GL(F) :
Die hierdurch definierte Abbildung )y, p, : Up, N Up, — GL(F') ist C* und erfiillt offenbar (x).

Zum Nachweis der Kozykel-Bedingung (1) sei by, bz,b3 € B mit Uy, NUp, N Up, # @ und
b e Uy, NUy, NUp, gegeben. Dann gilt wegen ()

P (b, ) 0 waQ,U% (b) o wal,UbQ (0) = @u, (b, -) 0 wapUb2 (0) = @b, (b, +) = @uy (b, +) 0 wal,Ub3 (),
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woraus wegen der Bijektivitdt von ¢, (b, -) folgt:

Y, 0y, (0) © Yu, 0, (b) = Yu, ., () -

Fiir (b). Die Beweisidee besteht darin, die ,lokalen Vektorraumbiindel“ U; x F' iiber U; mit Hilfe
der Funktionen ;, ;, zu einem globalen Vektorraumbiindel (iiber B') zusammenzukleben.

Zu diesem Zweck bilden wir die ,disjunkte Vereinigung® N := [, ;(U; x F). Wir betrachten
N als topologischen Raum, indem wir eine Teilmenge G C N genau dann offen nennen, wenn
GN(U; x F) offen in U; x F fir alle ¢ € I ist. Auf N fiithren wir die folgende Relation ~ ein:
Ist (bi,q1) € Uiy x F und (b2,q2) € U;, x F, so definieren wir

(b1,q1) ~ (b2, q2) <= (b1 =ba und ¥y, i, (b1)1 = g2) -

Wir zeigen nun, dass die Kozykel-Bedingung (}) dazu fiihrt, dass ~ eine Aquivalenzrelation ist.
Setzen wir in () i1 = i9 = i3 =:4 € I, so ergibt sich

VbeU; : 1/1171(6) =idp,

daraus folgt die Reflexivitét von ~. Setzen wir in () i3 = 41 ein und nutzen 1;, ; (b) = idp
aus, so erhalten wir

Vb € Ui1 N Ui2 : ¢i1,i2 (b)il = 1/%'2,11 (b) ’

woraus die Symmetrie von ~ folgt. Schlieflich folgt aus (i) unmittelbar die Transitivitdt von

~ .

Wir bilden nun den Raum E := N/ ~ der Aquivalenzklassen von N beziiglich ~, sowie die
zugehorige Projektionsabbildung 7: N — FE. Indem wir eine Menge G C E genau dann offen
nennen, wenn 7 '(G) offen in N ist, erhalten wir eine Topologie auf N , beziiglich derer 7 eine
stetige, offene Abbildung ist. Da die Einschrankung von 7 auf die offene Teilmenge U; x F' von
N jeweils injektiv ist, ist 7 tatséchlich sogar ein lokaler Homdomorphismus. Indem wir die C°°-
Strukturen von U; X F' jeweils mit 7 auf F iibertragen, erhalten wir daher einen zumindestens
stetigen Atlas von F . Tatséchlich sind die so auf E konstruierten Karten sogar C*>°-vertraglich:
Sind (bg,qx) € U, x F' (fir k=1,2) mit 7(by,q1) = 7(b2,q2) =: p € E, so haben die zu diesen
beiden Darstellungen von p gehorenden Karten von E die Gestalt

Yi = xkO(T‘Uik X F)_l s

wobei zj, eine Karte von U;, x F' um (bg, qx) ist. Der Kartenwechsel von y; zu ys ist demnach
die Abbildung
Y2 O yl_l = x90 (7|U;, X F)_1 o(7|U;; X F)o wl_l .

Nun ist fiir (b,q) € Ui, X F

(T’U’iQ X F)_l(T(b7 q)) - (b7 ¢i17i2(b)q) : (0)

Aus diesem Grund ist (7|U;, x F)~1o (1|U;, x F) und daher auch yyo0y; ' eine C®-Abbildung.
Damit wird E eine C*°-Mannigfaltigkeit und 7: N — E eine lokaler C*°-Diffeomorphismus.

Weil fiir (b1,q1), (b2,q2) € N aus 7(b1,q1) = 7(be,q2) schon by = by folgt, existiert genau eine
Abbildung 7 : E — B mit
V(b,q) € N : w(r(b,q)) =b,
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und diese ist offensichtlich surjektiv. Fiir ¢ € I ist
Qi = (T‘UZXF)UZXFHT(UZXF)

ein Diffeomorphismus mit m o ¢; = pry, , und damit eine lokale Trivialisierung fiir 7. Aus
dieser Gleichung folgt auch, dass 7 eine Submersion ist, und somit ist (E,B,7) ein C-
Vektorraumbiindel mit typischer Faser I . SchlieRlich folgt aus (o), dass die Ubergangsfunktion
von ;, zu ¢;, durch v;, ;, gegeben wird. O

Beispiel 2. Wir verwenden den Satz (b), um Vektorraumbiindel der Faserdimension 1
(d.h. mit typischer Faser IR) iiber dem Einheitskreis S zu konstruieren. Ist pi,ps € S' ein
Paar von Antipodenpunkten (d.h. wenn wir S! auf die iibliche Art in IR? eingebettet denken,
ist po = —p1 ), so ist mit

Up:==S"\{p1} und Up:=5"\{ps}

(U1, Us) eine offene Uberdeckung von S', und U; NUs zerfillt in zwei Zusammenhangskompo-
nenten Vi und V_.

Um den Satz (b) auf B := S! und F := IR mit dieser Uberdeckung anwenden zu kénnen,
miissen wir also nur eine Ubergangsfunktion von U; nach U, angeben, also eine Funktion
Y : Uy NUz — GL(IR) =2 IR*. Wihlen wir beispielsweise

Vpe U NUs; : w(p):idlg,
so erhalten wir offenbar das triviale Biindel S! x IR — S'. Wihlen wir hingegen

Vpe Vi : Y(p)=idr und VpeV_ : ¢¥(p) = —idg ,

so erhalten wir ein Vektorraumbiindel 7 : E — S', das keinen nullstellenfreien globalen Schnitt
besitzt, und deshalb nicht trivial ist. Es hat die Gestalt eines (unendlich ausgedehnten) Mdbius-
bandes.

[Beweis. Angenommen, s : S — E wire ein globaler, nullstellenfreier Schnitt. Bezeichnen wir
mit ¢y : Uy x R — E|py, die lokale Trivialisierung von 7 iiber U, (k € {1,2}), so gilt mit der
Funktion fy, := pr o ¢, ' o (s|Uy) : Uy — IR:

Vp € Uy = s(p) = ¢k (p, fx(p)) -

Mit s sind auch die Funktionen f; nullstellenfrei. Da sie auf der zusammenhédngenden Menge
Uy definiert und stetig sind, kénnen sie also ihr Vorzeichen nicht wechseln. Andererseits gilt fiir
pe U NUs;

e1(p, f1(p)) = 5(p) = ¥2(p, f2(p)) = w1 (P, ¥(p) f2(p))
und somit fi(p) = ¥(p)f2(p) . Wegen der Definition von v folgt nun

f1lVe = folVe und  fi|lVe = —fo V|

was ein Widerspruch dazu ist, dass f; und fo ihr Vorzeichen nicht wechseln. 0O |
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Definition 2. Seien 7 : E — B und 7’ : E/ — B’ zwei Vektorraumbiindel und f: B — B’
eine C*°-Abbildung. Ein Vektorraumbiindel-Morphismus von m mnach «' iiber f ist eine C°°-
Abbildung ¢ : E — E’, fiir die das folgende Diagramm kommutiert

E—1> g

ﬁl lﬁ,

!
B—>fB,

und die faserweise linear ist; letzteres soll bedeuten: Fiir jedes b € B ist die Abbildung g¢|FE} :
By, — E}(b) linear. g ist ein Vektorraumbiindel-Isomorphismus tber f, wenn sowohl f als auch
¢ ein Diffeomorphismus ist. Existiert ein Vektorraumbiindel-Isomorphismus zwischen 7 und 7,
so heifsen die beiden Vektorraumbiindel isomorph.

Aufgabe 3. In der Situation von Teil (b) des Satzes dieses Abschnittes zeige man, dass das
dort konstruierte Vektorraumbiindel 7 : £ — B bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt ist, das
heift: Ist 7 : F — B ein weiteres Vektorraumbiindel mit typischer Faser F', das tiber den U;
trivial ist mit lokalen Trivialisierungen @; : U; x F — E|y, , und so dass die Ubergangsfunktionen
zu den @; ebenfalls durch die vorgegebenen Abbildungen ;, ;, : U, NU;, — GL(F) gegeben
werden, so ist 7 isomorph zu w iiber idp.

Aufgabe 4. Zeige:

(a) Jedes Vektorraumbiindel der Faserdimension 1 tiber einem offenen Intervall |a,b[C IR ist
trivial.

[Tipp. Sei 7 : E —]a,b| ein Vektorraumbiindel der Faserdimension 1, ty €la,b[ fest und
J :={t €]a,b[| Es existiert ein nullstellenfreier Schnitt von 7 auf |¢,ty[ bzw. auf ]to,¢[ } .

(Dabei ist in der Definition von J das Intervall |¢,to[ oder |tp,t[ zu wéhlen, je nachdem,
ob t <ty oder t >ty ist.) Man zeige, dass J in ]a,b| offen und abgeschlossen ist.]

(b) Jedes Vektorraumbiindel der Faserdimension 1 iiber S! ist entweder trivial, oder zu dem
(in Beispiel 2 beschriebenen) Mébiusband isomorph.
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[Tipp. Ist 7 : B — S! ein Vektorraumbiindel der Faserdimension 1 und pg € S! fest, so
ist (Up,Uz) mit Uy := S\ {po} und Us := S*\ {—pg} eine offene Uberdeckung von S*.
Uy NUy =S\ {po, —po} zerfillt in zwei Zusammenhangskomponenten V, und V_.
Mittels (a) zeige man nun, dass es Trivialisierungen ¢ : Uy X R — Ely, von m gibt.
Dann ist s: Uy — E, p — @1(p,1) ein nullstellenfreier Schnitt von 7 iiber Uj. Indem
man s mit Hilfe von 9 in der Ndhe von pg untersucht, zeige man, dass sich nach einer
Deformation von s in der Ndhe von pg einer der folgenden beiden Félle erreichen lafst:
Entweder s 1afst sich in pg zu einem globalen, nullstellenfreien Schnitt von 7 fortsetzen,
oder mit der Funktion x : F|y,nv, — El|v,nu, , die durch

X|(Elv,)=id und y|(Ely. )= —id

charakterisiert ist, laft sich y o s in pg nullstellenfrei zu einem Schnitt von 7 {iber Us
fortsetzen. Im letzteren Fall ist 7 isomorph zum Mé&biusband. |

2.8 Das Tangentialbiindel

Sei M eine m-dimensionale C*°-Mannigfaltigkeit.

Der Biindelraum des Tangentialbiindels von M ist der ,Raum®

T™ = | ) T,M
peEM

den wir zusammen mit der Biindelprojektion, der surjektiven Abbildung
m:TM — M,

die jeweils die Elemente von T,M auf p abbildet, betrachten. Wir werden den Satz des vor-
herigen Abschnitts verwenden, um 7 : TM — M zu einem Vektorraumbiindel iiber M , dem
sogenannten Tangentialbiindel von M , zu machen.

Satz.

(a) Es gibt auf TM genau eine C*-Struktur, so dass fiir jede Karte (U,z) von M die
Abbildung

pu U x R™ — TM|y =71 (U), (p,v) = (Tpz) " (v)

ein Diffeomorphismus ist. Wir werden 7'M im Folgenden stets auf diese Weise als 2m-
dimensionale C*°-Mannigfaltigkeit auffassen. Dann ist die Projektion 7 : TM — M ein
Vektorraumbiindel mit typischer Faser IR, und die obigen Diffeomorphismen ¢p sind
lokale Trivialisierungen fiir dieses. Sind (Ui, z1) und (Usa,x2) zwei Karten von M mit
UiNUy # @, so ist die Ubergangsfunktion g, ¢, : Uy N Us — GL(IR™) von ¢y, nach
vy, gegeben durch

VpeUiNUz : Yu,u,(p) = dp(zz0ayt) . (%)
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(b) Sei N eine weitere C*°-Mannigfaltigkeit, und f : M — N eine C"-Abbildung (r > 1).
Dann ist die Tangentialabbildung von f, das ist die Abbildung

Tf:TM — TN ,
die durch
Vpe M : TfIT,M =1T,f

charakterisiert ist, eine C"~!-Abbildung, und zwar ein C"~!-Vektorraumbiindel-Morphis-
mus von T'M nach TN iiber f.

Beweis. Fir (a). Die C*°-Struktur von M sei mit (U;,x;)icr bezeichnet. Dann definieren wir
fur alle 41,49 € I mit U;; NU;, # @ die Funktion 5, 4, : U;; N U;, — GL(IR™) durch die
Gleichung (). Wegen der C*°-Vertréglichkeit der Karten x;; und x;, ist ;, ;, glatt, und aus
der Kettenregel ergibt sich, dass die Gesamtheit der so definierten Funktionen (v, j,)i; iner die
Kozykel-Bedingung (f) aus dem Satz (b) aus Abschnitt 2.7 erfiillt. Nach diesem Satz existiert
daher eine C*°-Mannigfaltigkeit E und ein Vektorraumbiindel 7 : E — M mit typischer Faser
IR™, das iiber den Uj; trivial ist — sagen wir, mit lokalen Trivialisierungen @; : U; x R™ — E|y,
— und diesbeziiglich die Ubergangsfunktionen iy i, besitzt.

Nun ist fiir jedes p € M und i € I mit p € U; die Abbildung
TpM - Ep7 U= 61(177 ) o @Z(p7 : )_1(’[)) = @z(panxz(U))

ein Vektorraum-Isomorphismus zwischen der Faser von T'M und der Faser von E', und zwar ist
dieser wegen der Definition der 1);, ;, unabhéngig von der Wahl von ¢ € I . Verwenden wir diese
Isomorphismen, um TM und E faserweise zu identifizieren, so erhalten wir die Behauptung.

Fiir (b). Seien (U,z) und (V,y) Karten von M bzw. von N mit f(U) C V', und
v UXIR™ = TM|y, (p,v) = (Tpe™")(v) baw. v : VXIR" — TNy, (p,v) = (Ty~")(v)

die zugehorigen lokalen Trivialisierungen von TM bzw. TN . Dann wird die Abbildung
Tf(TM|y) : TM|y — TN|y ,beziiglich dieser lokalen Trivialsierungen beschrieben“ durch
die Abbildung

7=y o(TFI(TM|v)) o vu |
das heifdt

7 UxR™ = VxR, (p,0) = (f(p), dugpy(yo (fIU) 027 (v)) .

Da f eine C"-Abbildung und z und y sogar C*°-Abbildungen sind, ist 7 eine C"~!-Abbildung.
Da ¢y und ¢y C*®-Diffeomorphismen sind, folgt hiermit, dass auch T'f eine C"~!'-Abbildung
ist. Fiir p € M bildet T'f definitionsgemaf T, M durch eine lineare Transformation in T, N
hinein ab, deshalb ist Tf : TM — TN ein Vektorraumbiindel-Morphismus iiber f. a

Aufgabe.

(a) Sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum. Dann ist das Tangentialbtindel TV von V
trivial.

(b) Seien M, N C°-Mannigfaltigkeiten und f: M — N ein C*-Diffeomorphismus. Dann ist
Tf:TM — TN ein Vektorbiindel-Isomorphismus iiber f.
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2.9 Whitney-Summe von Vektorraumbiindeln; Homomorphismenbiindel

Aus der Linearen Algebra sind zwei wichtige Konstruktionen bekannt, mit denen sich aus zwei
Vektorraumen V und W ,neue Vektorraume konstruieren lassen. Dies ist zum einen die direkte
Summe

VoW :={(v,w)|lveV, we W}

(aufgefasst als Vektorraum mit der ,komponentenweisen Addition und skalaren Multiplikation)
und zum anderen der Homomorphismenraum

L(V,W):={f:V — W| f ist linear }
(auf die tibliche Weise als Vektorraum aufgefasst).

Ist nun B eine C°°-Mannigfaltigkeit und 7 : F — B sowie © : E' — B zwei C-
Vektorraumbiindel iiber B (mit typischer Faser F bzw. F’), so konnen wir die beiden Kon-
struktionen insbesondere auf die Fasern dieser Biindel anwenden. Wir erhalten so fiir jedes b € B
Vektorrdume E, @ E; und L(Ej, E}) . Mit Hilfe von Satz (b) aus Abschnitt 2.7 werden wir die-
se neu konstruierten Vektorraume zu Vektorraumbiindeln iiber B mit typischer Faser F & F’
bzw. L(F,F') zusammenfiigen.

Wir definieren dazu ,Biindelrdume*
EeE :=|])(E,eE) wd LEE)=|]LE,E)
beB beB

und die zugehorigen ,,Biindelprojektionen‘
& :E®E —- B und 7":L(E,E')— B,
die fiir b € B jeweils die Elemente von Ej & Ej bzw. von L(Ey, E}) auf b abbilden.

Um 7@®7" und 7" als Vektorraumbiindel {iber B zu erkennen, geniigt es, fiir diese Abbildungen
lokale Trivialisierungen anzugeben, so dass die Ubergangsfunktionen zwischen ihnen die Kozykel-
Bedingung von Satz (b) aus Abschnitt 2.7 erfiillen. Das dort konstruierte Vektorraumbiindel ist
dann namlich zu 7 @7’ bzw. zu 7" isomorph, was man analog wie im Beweis zur Konstruktion
des Tangentialbiindels in Abschnitt 2.8 sieht.

Dazu: Zu jedem b € B existiert ein U, € U°(b, B) und lokale Trivialisierungen ¢ : Up X F' —
E|y, und ¢} : Uy x F' — E'|y, von m bzw. 7’. Dann wird durch

o @, Upyx (FOF)— (E®E)y,, (b (q.q))— (e q)e,b,q))

bzw. durch

“Pg : Ub X L(F7 F,) - L(Ev El)‘Ubv (b7q) = “P;)(b7 ) ©qo “Pb(bv ')_1

eine lokale Trivialisierung von 7@ 7' bzw. von 7’ {iber U, definiert. Sind by,bs € B mit Uy, N
Uy, # @, 50 bezeichnen wir die Ubergangsfunktion von ¢y, zu ¢, bzw. die Ubergangsfunktion
von ¢y zu g, mit Py b, 0 Uy N Uy, — GL(F) bzw. mit ¢, Uy, NUp, — GL(F).
Diesbeziiglich wird die Ubergangsfunktion von p, @ (,0;)1 zZu pp, P <p§)2 durch

wbl,bQ D wg)l,bg : Ubl N Ub2 - GL(F D FI) ) g = (1/151,52 (g)7wél,b2 (g))
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gegeben, und die Ubergangsfunktion von @y, z2u g, wird durch

Tzz)l/all,bg : Ub1 N Ub2 - GL(L(F’ F/))’ Z = (q = wél,bg(g) °q O¢b17b2 (fl;)il)

gegeben. An diesen Darstellungen liest man ab, dass diese Ubergangsfunktionen der Kozykel-
Bedingung gentigen. Indem man Satz (b) aus Abschnitt 2.7 in analoger Weise wie bei der Kon-
struktion des Tangentialbiindels in Abschnitt 2.8 anwendet, sieht man daher, dass es genau eine
Co°-Struktur auf E® E’ bzw. auf L(E,E’) gibt, so dass 7@ 7’ bzw. 7’ ein Vektorraumbiindel
iber B mit typischer Faser F & F’ bzw. L(F,F’) wird. # @&’ heift die Whitney-Summe oder
direkte Summe der Vektorraumbiindel = und #’. 7" heikt das Homomorphismenbiindel zu
und 7.

Beispiele.

(a) Wahlt man in der Konstruktion des Homomorphismenbiindels 7/ = 7 : E — B, so erhélt
man das Endomorphismenbiindel End(FE) — B. Wahlt man hingegen fiir 7’ das triviale
Vektorraumbiindel B xIR — IR, so erhélt man als Homomorphismenbiindel das sogenannte
duale Biindel zu 7 : E — B, dessen Fasern E; aus den Linearformen auf Ej bestehen.

(b) Natiirlich sind diese Konstruktionen insbesondere anwendbar, wenn 7 bzw. 7’ das Tan-
gentialbiindel einer Mannigfaltigkeit M sind. Auf diese Weise erhalten wir das Endomor-
phismenbindel End(TM) — M der Mannigfaltigkeit M , sowie das duale Biindel zum
Tangentialbiindel von M . Letzteres heifst das Cotangentialbiindel von M . Es wird mit
T*M — M bezeichnet, seine Faser tiber p € M mit T;M .
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Kapitel 3

Vektorfelder und gewohnliche Differentialgleichungen

In diesem Kapitel werden Vektorfelder behandelt. Zum einen haben sie eine geometrische Deu-
tung als Schnitte des Tangentialbiindels einer Mannigfaltigkeit. Deshalb werden durch sie ge-
wohnliche Differentialgleichungen erster und hoéherer Ordnung beschrieben. Ihre ,Integration®
fithrt zu dynamischen Systemen. Zum anderen kénnen Vektorfelder als Differentialoperatoren
erster Ordnung betrachtet werden. Aus diesen Griinden ist die Theorie der Vektorfelder fiir das
Verstéindnis der Analysis auf Mannigfaltigkeiten von fundamentaler Bedeutung.

3.1 Vektorfelder

Es seien M und N C°-Mannigfaltigkeiten und f: M — N eine C°°-Abbildung.

Definition. Ein Vektorfeld von N ldngs f ist ein Schnitt des Tangentialbiindels 7« : TN — N
lings f, also eine C*°-Abbildung X : M — TN mit wo X = f.

Anstelle von X (p) schreiben wir haufig X,,. Die Menge dieser Vektorfelder bezeichnen wir mit
X¢(N).

Die wichtigsten Spezialfille. Wir kiirzen ab X(N) := Xjq, (IV) . Ist U eine offene Teilmenge
von N, soist X(U) = Xy—n(N) . Ist hingegen M eine niederdimensionale Untermannigfal-
tigkeit von N, so ist X(M) % Xpn(N) .

Die C*°(M)-Modul-Struktur von X¢(IN). Esseien X,Y € X(N) und ¢ € C*(M). Da
fiir jedes p € M die Vektoren X, und Y}, Elemente des Vektorraumes T',) N sind, konnen wir

(X+Y),:=Xp,+Y, und (¢X),:=9¢(p) - X,

47
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definieren, und erhalten hierdurch (differenzierbare) Vektorfelder langs f
X+Y und X : M —-TN.

Auf diese Weise hat man in X;(NN) eine Addition und eine Multiplikation mit Funktionen aus
C>(M) definiert, wodurch X;(N) zu einem C*°(M)-Modul wird, d.h.: fiir die beiden Ope-
rationen gelten die Vektorraum-Axiome, wobei der ,Skalarbereich* C°°(M) allerdings nur ein
Ring mit Eins (und kein Kérper) ist. Insbesondere wird X;(N) hierdurch zu einem (unendlich-
dimensionalen) IR-Vektorraum.

Vektorfelder auf Produktmannigfaltigkeiten. Es seien M, N und L C™-
Mannigfaltigkeiten, f : L — M und g : L — N C*-Abbildungen, P : M x N — M und
Q: M x N — N die kanonischen Projektionen und h:= (f,g) : L — M x N . In dieser Situa-
tion ergibt sich aus Abschnitt 2.3: Zu jedem Paar (Y,Z) von Vektorfeldern Y € X;(M) und
Z € X4(N) existiert genau ein Vektorfeld X € X;,(M x N) mit P,X =Y und QX = Z; und
jedes Vektorfeld X € X, (M x N) erhdlt man auf diese Weise.

Beispiele.

(a) Ist a:J — N eine C*-Kurve, so ist & € X,(N).

(b) Ist (U,z) eine C*°-Karte von N, soist fir i =1,...,n:=dim N

0 0
:U—-TN = (Tx) (e
axi - y P axz ‘p ( px) (61)
ein Element von X(U), und fiir p € U ist (aa—ml\p, e az—n]p) jeweils eine Basis von T,N .

(aa—xl, cee £C—n) heift Gaufsches Basisfeld (von TN) zur Karte (U, x).

Warnung. Das Vektorfeld g—xi héngt von der gesamten Karte x = (z1,...,2,) (und nicht
etwa blof von ihrer i-ten Komponente z; ) ab, obwohl dies aus dieser Notation nicht explizit

deutlich wird.
Fir peU, veT,N gilt

& 0
v = ZTpxi(v) g |p .
i=1

Dabher gilt: Eine Abbildung X : M — T'N mit moX = f ist genau dann ein Vektorfeld von
N lings f, wenn fiir jede C*°-Karte (U,z) von N die Funktionen f~'(U) — IR, p
Typyri(Xp) (i=1,...,n) C>-differenzierbar sind.

Ist N =V ein n-dimensionaler Vektorraum, so wird durch die Fixierung einer Basis
(b1,...,b,) bekanntlich eine globale Karte x : V' — IR", Y . ¢; - b — (c1,...,¢,) von V
definiert. Die Elemente des hierdurch bestimmten Gaufschen Basisfelds bezeichnet man
auch mit 0; := g_xz . Speziell fiir V =1R und b; = 1 setzt man auch 0 := 0.

(¢) Sind X € X(M) und Y € X(N), so sind
Yof und f,X:=Tf)oX:M—-TN,p—T,f(Xp)

Vektorfelder langs f. Falls f,X =Y o f ist, so sagt man, dass X und Y f-verwandt
sind.
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Ist V' ein Vektorraum, so hatten wir in Abschnitt 2.2 fiir p € V' den Tangentialraum 7,V
mit V' vermittels eines Isomorphismus &, : T,V — V' identifiziert. In dieser Situation ist

0:VxV =TV, (p,v)»—><I>;1(v)

eine globale Trivialisierung des Tangentialbiindels 7 : TV — V und daher gilt:

Ist f: M — V eine C*°-Abbildung, so ist eine Abbildung X : M — TV genau dann ein
Vektorfeld langs f, wenn 7o X = f ist und die Funktion

—
X:M—-V,p—o,(X,)
Cee-differenzierbar ist. Weiterhin gilt: Ist £ : M — V eine C°°-Funktion, so existiert genau

ein Vektorfeld X langs f mit X = €.

Durch diese Aussage wird die Verbindung zwischen der Theorie von Vektorfeldern auf

Mannigfaltigkeiten und dem Vektorfeldbegriff der Analysis und der ,Kurven und Flachen*
—

hergestellt, wo wir die Funktion X als Vektorfeld bezeichnet hatten.

Es sei M eine offene Teilmenge des IR™, V ein n-dimensionaler Vektorraum und
f: M —V eine C*°-Abbildung. Fiir jedes ¢ =1,...,m ist

0 of _ f 0 .

dabei bezeichnet in der rechten Gleichung g—i die partielle Ableitung von f nach der i-ten
Komponente im Sinne der Analysis II. Dieser Zusammenhang ist der Hintergrund fiir die
Bezeichnung 88—%, fiir die Elemente der Gaufischen Basisfelder.

Die folgende Definition und Aussage zeigt, dass die Vektorfelder auf N in ein-eindeutiger Bezie-
hung zu den Derivationen, das heifst, zu den linearen Differentialoperatoren erster Ordnung auf
N stehen. Zum Begriff der Derivation siehe auch den Abschnitt 2.4, wo wir die entsprechende
Betrachtung punktweise durchgefiihrt haben.

Definition 2. FEine Derivation auf C*(N) ist eine IR-lineare Abbildung D : C®(N) —
C>(N), die zusétzlich die Leibnizregel erfiillt:

Vf,9€ C*(N) : D(f-9)=D(f)-g+f-D(g) .

Den Vektorraum der Derivationen von N bezeichnen wir mit ©(N).

Aussage.

(a)

(b)

Sei X € X(N). Dann ist
DX CR(N) = CX(N), [ X - f 1= (pr= Tyf(X,)
eine Derivation auf C*(N).

Die Abbildung
®:X(N)— D(N), X — D¥

ist ein Vektorraum-Isomorphismus.
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Beweis. Fiir (a). Sei X € X(N). Dann ist die Abbildung DX : C®(N) — C>®(N) offenbar
IR-linear, und es gilt fir f,g € C>*°(N) und pe N

DX(f-9)(p) = Tp(f-9)(Xp) = T, f(Xp)-90)+ f(p) - Tp9(Xp) = DX(f)(p)-9(p)+ f(p)- DX (9)(p)
und somit DX € D(N).

Fir (b). Die Abbildung @ ist offenbar linear. Zum Beweis der Bijektivitdt von ® nutzen wir
die Bezeichnungen und Erkenntnisse des Abschnitts 2.4. Insbesondere ist fir D € ®(N) und
p € N die Abbildung C*(N) — IR, f — D(f)(p) jeweils eine Derivation von C*°(N) an der
Stelle p, und nach dem Satz aus jenem Abschnitt ist die Abbildung @, : T,M — D,(M), v —
DV := (f — T, f(v)) jeweils ein Vektorraum-Isomorphismus.

Zur Injektivitat von ®: Es sei X € X(N) mit ®(X) = 0 gegeben. Fiir jedes p € N ist dann
0=®(X)(p) = ¢,(Xp) und somit wegen der Injektivitdt von ®,: X, =0. Alsoist X =0.

Zur Surjektivitdt von ®: Essei D € ©(N) gegeben. Dann ist fiir p € N jeweils D, : C*(N) —
R, f — D(f)(p) eine Derivation an der Stelle p, und daher existiert wegen der Surjektivitit
von ¥, ein Vektor X, € T, N mit ®,(X,) = D,,. Hierdurch wird eine Abbildung X : N — TN
definiert. Um den Beweis abzuschlieften, dass X ein Vektorfeld ist und ®(X) = D gilt, verbleibt
nur noch zu zeigen, dass die Abbildung X C-differenzierbar ist.

Dazu sei (U,x) eine beliebige C*-Karte von N . Fir ¢ € {1,...,n} ist dann die Funktion
U—=R, p— Tzi(Xp) = (Pp(Xp))(zi) = Dp(x;) = D(x;)(p) C*-differenzierbar. Mit dem
Kriterium aus dem obigen Beispiel (b) folgt hieraus, dass X C®-differenzierbar ist. a

3.2 Integralkurven und ihre lokale Existenz

Es sei M eine m-dimensionale C*°-Mannigfaltigkeit und X € X(M).

Definition. Eine C*-Kurve « : J — M, definiert auf einem offenen Intervall J C IR, heifst
eine Integralkurve von X , wenn gilt:

a=Xoa.
Beispiel. Sei z: U — IR™ eine Karte von M und (aa—m, e E)?C—m) das zugehorige Gaufische
Basisfeld. Dann gibt es ein ¢ > 0 mit | —e,e[™C z(U), und fir ¢ € {1,...,m} und ¢ =
(q1y---yqm) €] —€,e[™ mit ¢; =0 ist die Parameterlinie

a:]—ee[— M, t— xz (g +te;)

eine Integralkurve von g— .
Zs

Beobachtung. Invarianz von Integralkurven gegeniiber Zeitverschiebung. Ist a:J —
M eine Integralkurve von X und s € IR, so ist auch f: —s+J — M, t +— «a(t +s) eine
Integralkurve von X .

Beweis. 6(t) =a(t+s)= Xa(t+s) = Xﬁ(t) . .
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Satz (von Picard/Lindel6f iiber die lokale Existenz und Eindeutigkeit von Integral-
kurven). Es gilt:

(a) Lokale Existenz von Integralkurven. Zu jedem Paar (tg,pg) € IR X M existiert ein
€ > 0 und eine Integralkurve

a:lto—etg+e[— M

von X mit a(ty) =po.

(b) Eindeutigkeit von Integralkurven. Sind o : J — M und 3 : 1 — M zwei Integral-
kurven von X mit J NI # @ und gibt es ein top € JNI mit a(ty) = B(to), so stimmen
o und 8 auf JNI {iberein.

(c) Differenzierbare Abhéngigkeit der Integralkurven. Zu jedem Paar (tg,pg) € R x M
existiert ein € > 0, eine Umgebung U € U°(pg, M) und eine C*°-differenzierbare Funktion
D :Jtg —e,to+e[xU — M, so dass fiir p € U jeweils oy, :|tg — €, tg +e[— M, t — O(t, p)
eine Integralkurve von X mit «,(tp) = p ist.

Beweis. Wir iibertragen die Situation zunéchst in den IR™ (dadurch geht die obige Formulie-
rung des Satzes von Picard/Lindelof in die in der Theorie gewohnlicher Differentialgleichungen
geldufige Formulierung tiber).

Dazu sei (U, z) eine Karte von M und G := z(U) C R™. Damit definieren wir
Y = 2. (X|U)ox ' € X(G) und f:= Y G —R™ ;

siehe die Beispiele (c),(d) in Abschnitt 3.1. Ist dann py € U und « : J — M eine Kurve mit
a(ty) = po (wobei J ein offenes Intervall und ¢y € J ist), so existiert ein ¢ € IRy, so dass
I:=]tg—¢e,to+e[CJ und a(l) C U ist. Fiir die ,Funktion® zoa: I — IR™ gilt dann

(xoa)(l)CG und
Vtel : ( (roa)(t) = dayz(a(t)) & f((zoa)(t)) = dapr(Xaw) )

Daraus folgt:

all ist genau dann eine Integralkurve von X mit a(tp) = pg, wenn die Funktion z o «
eine Losung des Differentialgleichungs- Anfangswertproblems

yl(t) = f(y(t)) mit y(to) = x(po) =: 1o (*)

ist.

Die Bestimmung von Integralkurven ist somit lokal zum Losen einer (autonomen) gewohnli-
chen Differentialgleichung dquivalent. Daher haben wir die lokale Existenz und Eindeutigkeit
von Losungen zu (x) zu beliebigen Anfangsdaten zu beweisen. Dies ist ein aus der Theorie ge-
wohnlicher Differentialgleichungen wohlbekanntes Theorem (Existenz- und Eindeutigkeitssatz
von Picard/Lindel6f fiir gewohnliche Differentialgleichungen), weswegen wir uns hier mit einer
Beweisskizze, die zudem auf die hier vorliegende Situation einer autonomen Differentialgleichung
zugeschnitten ist, begniigen:
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Da die Abbildung f in unserer Situation stetig differenzierbar ist, ist sie insbesondere lokal
Lipschitz-stetig. Indem wir das Definitionsgebiet von G nétigenfalls verkleinern, diirfen wir daher
ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dass f Lipschitz-stetig ist. Das bedeutet: es
existiert eine Lipschitz-Konstante L > 0, so dass

Vur,ug € G o ||f(ur) — flu)|| < L-[Jur — us|

gilt. Weiter konnen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dass ty = 0 und
G = Uss(0) C R™ mit einem § > 0 ist. Dann gilt auch

Vue G |[f()l < [£O)[ +2L5 . (t)

Wir schreiben nun die Differentialgleichung () in eine Fixpunktgleichung um, auf die wir den
Banachschen Fixpunktsatz anwenden, um die Existenz und Eindeutigkeit der Losung zu zeigen.
Dazu betrachten wir fiir einen kompakten Hausdorffraum K und eine abgeschlossene Teilmen-
ge Y eines normierten Raums den Raum C(K,Y) der stetigen Abbildungen K — Y als
metrischen Raum mit der Maximumsnorm || f|ls := max;cx ||f(x)| . Man kann zeigen, dass
C(K,Y) vollstédndig ist, sofern Y vollstandig ist.

Wir betrachten die stetige Abbildung

F C([—5,5],U5(0)) — C([—5,5],IR”), Y |—>( t— 1o —i—/otf(y(s))ds) .

Aufgrund des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung ist y genau dann eine Losung
von (%), wenn F(y) =y gilt. Ist 0 < e < § mit e (||f(0)]| +2LJ) < 4, so ergibt sich wegen
des Schrankensatzes aus (), dass F' den Raum C([—¢,¢],Us(0)) auf sich selbst abbildet, und
fir y1,y2 € C([—e,¢],Us(0)) gilt

1F(y1) = F(y2)lloo <€ L+ [ly1 — y2lloo -

Wahlen wir

€ i {6 0 ! }
=IINS 0, T T, T
IIf(0)]| +2Lé° 2L

so ist daher F' : C(|—¢,¢],Us(0)) — C([—¢,¢],Us(0)) eine Kontraktion auf dem vollstandigen
metrischen Raum C([—¢,¢],Us(0)) . Nach dem Banachschen Fixpunktsatz besitzt daher F' genau
einen Fixpunkt y € C([—¢,¢],Us(0)). Nach dem zuvor gesagten ist dann y auch eine Losung
der Differentialgleichung (), und aus der Eindeutigkeit des Fixpunktes von F' folgt auch die
lokale Eindeutigkeit der Losung von (x).

Teil (c) des Satzes folgt durch entsprechende Ubertragung aus dem Satz aus der Theorie gewdhn-
licher Differentialgleichungen iiber die differenzierbare Abhéngigkeit der Losung einer gewohnli-
chen Differentialgleichung von einem Parameter. a

3.3 Topologie: w-Grenzpunkte und a-Grenzpunkte eines Weges

Es sei M ein topologischer Hausdorffraum, J ein nichtleeres offenes Intervall von IR, §_ :=
infJ, 0y :=supJ und ¢ : J — M ein Weg. Dann definieren wir die Menge der a- und
w-Grenzpunkte von ¢ durch
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Qe = ﬂ c(]o—,t)) und w.:= ﬂ c(Jt, 04])

teJ ted

Offenbar stehen die Buchstaben « und w fiir ,Anfang” und ,Ende".

Aufgabe. In der beschriebenen Situation setzen wir voraus, dass M lokal-kompakt ist und
dem ersten Abzdhlbarkeitsaziom geniigt. Letzteres bedeutet: Zu jedem Punkt p € M existiert
eine Folge (Uy)n=1,2,.. von Umgebungen U, € U°(p, M), so dass zu jedem U € U°(p, M) ein
n € IN mit U, C U existiert. Man kann dann jeweils U,+; C U, fiir alle n € IN voraussetzen.

(a) Fiir jedes p € M gilt: p € w, <= es existiert eine Folge (¢,) in J mit ¢, — J;+, so
dass p =lime(t,) ist. (Eine analoge Aussage gilt natiirlich fiir . .)

(b) @, und w, sind abgeschlossen.
(c) Die folgenden Aussagen sind zueinander dquivalent:
(i) we=9
(ii) ¢ lauft mit ¢t — 04 gegen den Rand von M , das soll heifen: Jede kompakte Teilmenge

K C M wird schlieflich endgiiltig von ¢ verlassen, und das wiederum soll heifien: Es
existiert ein tx € J, so dass

Viteld : (t>tg = c(t) € K);
mit anderen Worten: supc *(K) < &4 .
Eine analoge Aussage gilt natiirlich fiir o .

(d) Ist ¢(J) in M relativ kompakt, so sind a. und w. nicht leer.

Bemerkung. In der Situation der Aufgabe kann man auch zeigen: Ist M kompakt, so sind
a, und w, zusammenhéingend.

3.4 Integration von Vektorfeldern

Es sei M eine C*°-Mannigfaltigkeit und X € X(M).

Theorem. (Globale Integration von Vektorfeldern.)

(a) Existenz maximaler Integralkurven. Zu jedem Paar (fp,py) € IR X M existiert eine
Integralkurve o : J — M von X mit a(ty) = po, die in folgendem Sinn maximal und
eindeutig ist: Ist & : J — M irgendeine Integralkurve von X mit a(typ) = po, so ist
JcJud & = a]j . Diese Integralkurve « heiftt die maximale Integralkurve von X

X Jp — M bezeichnen wir jeweils die maximale

zum Anfangswert (to,po). Mit «ap = a;

Integralkurve zum Anfangswert (0,p).
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(b) Invarianz von Integralkurven gegeniiber Zeitverschiebung. Ist o : J — M eine
Integralkurve von X und s € R, soist auch §: —s+J — M,t — «aft + s) eine
Integralkurve von X .

(c) Randverhalten maximaler Integralkurven. Ist o : J — M eine maximale In-
tegralkurve und supJ < oo, so ist die Menge der w-Grenzpunkte von « leer, siehe
Abschnitt 3.3, insbesondere Teil (¢) der dortigen Aufgabe. Im Falle infJ > —oo ist die
Menge der a-Grenzpunkte von « leer.

Folgerung. Ist das Bild «(J) einer maximalen Integralkurve in M relativ kompakt, so
ist J=1R.

(d) Der maximale Fluff von X . Die Menge
Wi=wx .= U (Jp x {p})
peEM
ist eine offene Umgebung von {0} x M in IR x M ; und der mazimale Fluf$
d:=d% W — M, (t,p) )
ist eine C*°-Abbildung. (Im Sinne der bisherigen Terminologie ist ®? := ®(-,p) =« .)

(e) Die von X erzeugte ,Jlokale 1-Parametergruppe. Fiir jedes t € IR sei W die offene
Menge
Wii={peM|(t,p) eW}.

Ist Wy #£ @, so ist auch W_; # @ und die C*°-Abbildung
D, ::q)g(:Wt—>M,pb—><I>(t,p)
ist ein Diffeomorphismus ,auf* W_;. Es ist Wy = M und ®g = idp; . Weiterhin gilt:
(i) (0<t<s = WyCW;) und M = Uer, Wi
(ii) Fiir alle t, s € IR und p € Wy gilt (<I>8(p) eW, < pe Wt+8) und im Falle der

Giiltigkeit einer der Aussagen in dieser Aquivalenz

Py o @y(p) = Puys(p) -
Man beachte auch: Fiir t,s € IRy ist Wiy, auch der Definitionsbereich von ®;0 &, .

Die Familie (@f( )ter heifst auch das von X erzeugte dynamische System.

Beweis. Zu (a). Zu vorgegebenem (tg,pp) € IR x M definieren wir

(1)

Jg C IR ist ein offenes Intervall mit tg € Jg und}

2(to,po) = {B X M‘ B ist eine Integralkurve von X mit [3(tg) = po

Wegen des lokalen Existenz- und Eindeutigkeitssatzes (Satz (a) aus Abschnitt 3.2) ist X(to, po) #
@. Sind B, v € X(to,po), so ist JgNJ, ein offenes Intervall, welches ¢y enthélt, und es gilt
BI(Jg N Jy) =~[(JgNJy) (weil ndmlich A:={t e JgnJ,|B(t) =~(t)} eine nichtleere, abge-
schlossene Teilmenge von JgNJy ist, die wegen Eindeutigkeitsaussage im Satz aus Abschnitt 3.2
auch offen ist; daher folgt aus dem Zusammenhang von JgNJ,, dass A dieses ganze Intervall
ist). Aufgrund dessen kénnen wir nun die fragliche maximale Integralkurve o« :J — M durch

J= |J Js und VBeX(to,po) : oy = 3
BEX(to,po)
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definieren. Man beachte, dass wir mit « ,das maximale Element der Menge X(t¢, pg) konstruiert
haben.

Zu (b). Siehe die Beobachtung in Abschnitt 3.2.

Durch Kombination der Aussagen (a) und (b) erhalten wir

Ist pe M, se€J, (vgl. (a)) und q := oy(s), soist J;, = —s+ J, und
(2)
Vte Jg @ agt) =ap(t+s).

Denn es ist zunéchst —s+ J, C J; und Vt € —s+ J, : oy(t) = ap(t +5). Wegen 0 € J, ist
daher —s € J,; und somit umgekehrt s+ J, C J,, also J; C —s + J,. Damit gilt tatsachlich
Jg=—s5+Jp.

Vorbereitung fiir (¢) und (d). W und ® seien wie in (d) definiert. Daneben fiithren wir jetzt

It —et+e[xU c W und ®|(|t — e, t + ¢ xU) (3)

Es existieren U € U°(p, M) und € € IR, , so dass}
C°-differenzierbar ist

W = {(t,p) ew

ein und beweisen
W ist eine offene Umgebung von {0} x M und ®|W* ist C*-differenzierbar. (4)

Aufgrund der Definition von W ist es klar, dass W offen und ®|W> C>-differenzierbar
ist. Es bleibt daher
{0} x M Cc W™ (5)

zu zeigen, und dies folgt aus Teil (c) des Satzes aus Abschnitt 3.2.

Zu (c).Ist pe M, 6 :=supJ, < oo und K eine kompakte Teilmenge von M , so existiert nach
dem , Tubenlemma“ ein € € IR , so dass |—e,e[xK C W™ C W ist. Wir zeigen nun

Vited, : (t>6—¢ = op(t) ¢ K) ; (6)

womit aufgrund des Teiles (c) der Aufgabe aus Abschnitt 9.3 die w-Grenzpunktmenge von «,
leer ist.

Annahme. Die Aussage (6) ist nicht wahr. Dann existiert ein s € J, mit 6 —¢ < s und
q:=ap(s) € K. Esist |—¢,e[x{q} C W, also |—¢,e[C J; = —s + J, wegen (2); daher ist
|s—e,s+€[C J,. Nunist aber §—e < s < §, also sicherlich § € s, s+¢[C J,, was der Definition
von § widerspricht.

Die Aussage liber die a-Grenzpunktmenge beweist man analog.

Die mengentheoretischen Eigenschaften von (e). Die Teilmengen W; C M und die Abbildungen
®, : Wy — M seien so wie angegeben definiert. Wir rufen noch einmal in das Gedéchtnis zuriick:

ted, < (t,p)eW <= peW; und op(t) =2(t,p) = P:(p) .
Wegen {0} x M C W ist Wy =M, und wegen «,(0) =p ist ¢ =idys.

Zu (i): Ist 0 <t < s und p € Wy, sosind 0, s € Jp, also auch t € J,, d.h. p € W;. Weiterhin
existiert zu jedem p € M ein t € J,NIR, , weswegen p € W; ist.
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Zu (ii): Es seien t, s € IR und p € Wy . Dann folgt wegen (2) fiir ¢ := ®4(p):
geEW, <= teJy=—-s+J, &= t+seJ, < pecWy,.
Und ist ¢ € W;, d.h. t € Jg, so gilt

Di 0 @s(p) = Pi(q) = ag(t) = ap(t +5) = Prys(p) -

Schlieklich zeigen wir: Ist W; # &, so ist &, eine Bijektion W; — W_;. Dazu wenden wir das
Vorangegangene auf s:= —t an. Da W_, C M = W, ist, gilt fiir jedes p € W_4:

O_i(p) €Wy und Prod_4(p) = Po(p) =p .

Also haben wir ®_,(W_;) C W; und ®; 0 ®_; = idy_, . Durch Rollentausch der Parameter ¢
und —t erhalten wir auch ®4(W;) C W_; und ®_,0®; = idyy, , womit die Behauptung bewiesen
ist.

Die einzige Aussage aus (e), die noch nicht bewiesen ist, ist die, dass ®; jeweils ein Diffeomor-
phismus ist. Dies ist aber nach dem Vorhergehenden bewiesen, wenn wir gezeigt haben werden,
dass ® eine C*°-Abbildung ist. Dazu kommen wir jetzt:

Zu (d). Wegen (4) ist W = W zu zeigen. Sei py € M vorgegeben. Wir setzen
B = {te o "Ry |(t,po) ¢ W™} .
Annahme. B # @ .

Dann setzen wir 7 := inf B. Wegen (4) ist 7 > 0. Weiterhin existiert nach (4) ein U €
U°(apy (1), M) und ein € €]0, 7], so dass

|—2¢e,2e[xU Cc W (7)
ist. Dann wéhlen wir ein s € IR mit
T—e<s<T und ap(s)eU. (8)

Es ist s ¢ B und somit (s,pg) € W>. Nach (4) existiert daher ein V € U°(po, M) mit
{s} x V.C W . Also ist dann wegen (3) insbesondere

VCWs und &4V C-differenzierbar . 9)

(E dirfen wir
o, (V)CU (10)

voraussetzen. Ist dann (¢,p) €] —e, 7+ e[ xV ,so folgt |t —s| < |t — 7| + |7 — s| < 2e wegen
(8) und ®4(p) € U wegen (10). Wegen (7) ist daher (t — s, ®5(p)) € W, also ®4(p) € Wi_s.
Andererseits ist p € Wy nach (9). Somit gilt nach (e)(ii) p € Wy und ®;_5 0 D4(p) = Dy(p).
Also haben wir

Jr—e,74+e[xVCW

und

V(t,p) €] —e, T+ e[ xV : @(t,p)z@( t—s , q)s(p)).
€]—2¢,2¢] cU
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Wegen (9) und (7) ist daher ® auf |7 —e,7 + [ xV C*®-differenzierbar und somit |7 —¢&,7 +
e[ xV C W wegen (3), also insbesondere |7 —e,7 + ¢[NB = & . Das ist ein Widerspruch zur
Konstruktion von 7. Damit ist B = @ bewiesen, d.h. (J,, NIR4) x {po} C W

Entsprechend folgt (Jp, N (—IR4)) x {po} € W . Da nach (4) auch (0,py) € W ist, gilt sogar
Jpo X {po} C W

Variieren wir jetzt pg, so erhalten wir W C W | also die Behauptung. O
Beobachtung. Fiir jedes Vektorfeld X € X(M) und jedes s € IR gilt ®X o X|WX = Xo0® .

Bemerkung. Die Integrationstheorie von Vektorfeldern — erweitert durch Abschnitt 3.7 — ist
exakt die Theorie gewohnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung auf Mannigfaltigkeiten.
Somit gehoren obige Resultate zu den fundamentalen Aussagen der gesamten Mathematik.

Aufgabe 1. Uber einzelne maximale Integralkurven. Essei a:.J — M eine maximale
Integralkurve von X .

(a) Entweder ist a =const. = p, und zwar gilt dies genau dann, wenn X, = 0 ist; in diesem
Fall ist J =R (man sagt dann, dass p eine Gleichgewichtslage des dynamischen Systems

X ; .
(<I>t )teIR ist);
oder « ist regulire Kurve (also eine Immersion); dann ist a entweder injektiv oder peri-
odisch; letzteres heifst: J = IR und es existiert d € IRy, so dass

(VteR : a(t+d)=a(t)) und «|[0,d] ist injektiv;
d heiflt die Periode der Integralkurve.
(b) Das Bild a(J) ist eine abgeschlossene Untermannigfaltigkeit von M , wenn

(i) o =p oder
(ii) « periodisch ist, oder wenn
(i) J beschrianktes Intervall ist.

Bemerkung. In jedem Fall ist «(J) eine ,immersierte Untermannigfaltigkeit* im Sinne von
Bemerkung 1(d) aus Abschnitt 2.6.

(c) Fiir die Menge w, der w-Grenzpunkte von « gilt:
(1) wo #@ = supJ =0

(i) wa = Usew, @(Jg), dh: VIER : DX (wa VW) C wa

(Invarianz der w-Grenzpunktmenge von « gegeniiber der lokalen 1-Parametergruppe
X
((I)t )teIR)
(ili) Ist wq = {po}, soist X,, =0.
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Aufgabe 2. Essei 7: M — IR eine C*-Funktion, und fiir jedes p € M bezeichne o :

J; — M die maximale Integralkurve von X zu dem Anfangswert (7(p),p). Dann ist W™ :=
Upenr (J5 x {p}) eine offene Umgebung von {(7(p),p) | p€ M} in R x M und &7 : W™ —

M, (t,p) — a(t) ist eine C>°-Abbildung.

Aufgabe 3. Vektorfelder zu dynamischen Systemen. FEs sei M eine C*°-Mannigfaltig-
keit, W € U°({0} x M, Rx M) und ® : W — M eine C*°-Abbildung. Wir setzen voraus, dass
fir jedes p € M die Menge WP := {t € IR|(t,p) € W} ein Intervall und ®(0,p) = p ist.

Dann ist also jeweils
P WP — M, t— D(t,p)

eine C*°-Kurve, und mit .
X :p— X, = DP(0)

erhalten wir ein C*°-differenzierbares Vektorfeld auf M .

[Tipp: Es existiert genau ein Vektorfeld % € X(R x M), das durch P*% = 0o P und Q*% =0

.. . T . i 9
charakterisiert ist. Mit diesem gilt X, = (I)*E‘ 0.9) ]

Definieren wir weiterhin Wj := {p € M | (t,p) € W } und setzen wir fir alle ¢,s € IR
Vpe Wy N Wi N (W) @pyy(p) = By 0 y(p)

voraus, so ist W C WX und ® = ®X|W . Insbesondere sind also die Kurven ®” Integralkurven
von X .

Aufgabe 4. Stabilitit von Gleichgewichtslagen * Ljapunow-Funktionen. Es sei M
eine Mannigfaltigkeit, pp € M und X € X(M) mit X, = 0. Eine stetige Funktion V : M — IR
mit V(M \ {po}) € C®(M \ {po}) heift Ljapunow-Funktion zu (X,po), wenn gilt:

(i) V hat in pp ein strenges lokales Minimum,

(i) X -V <0.
Gilt sogar X -V <0 in M \{po}, so heifst V eine strenge Ljapunow-Funktion zu (X,pg). Man
zeige:

(a) Gibt es eine Ljapunow-Funktion zu (X,pg), so gilt: Fiir jede Integralkurve o von X
ist die Funktion V o a monoton fallend, und pg ist eine stabile Gleichgewichtslage, d.h.:
Fiir die maximalen Integralkurven von X gilt: Zu jedem Uy € U°(pg, M) gibt es ein
U e wo(po, U()) mit

VpeU : [0,00[CJ, und «u([0,00]) C Uy .

(b) Gibt es eine strenge Ljapunow-Funktion zu (X,pg), so ist pg sogar eine asymptotisch
stabile Gleichgewichtslage, d.h.:

AU € U°(po, M) VpeU : [0,00[CJp, und lim oy(t) =po .

t—o0
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3.5 Vollstandige Vektorfelder

Definition. Ein Vektorfeld X € X(M) heikt vollstindig, wenn der Definitionsbereich WX
des Flusses ® = ®X ganz IR x M ist, anders ausgedriickt, wenn alle maximalen Integralkurven
von X iiber ganz IR definiert sind.

In diesem Falle ist also @ : IR x M — M eine C*°-Operation der Liegruppe IR auf M . Die
,Orbits* dieser Operation sind genau die Bilder der Integralkurven.

Satz. In den folgenden beiden Féllen ist X € X(M) vollstiandig:

(a) wenn X einen kompakten Tréger Tr(X):={p e M |X, #0} hat,

(b) wenn die Menge WX einen ,Streifen* |—¢,e[x M (mit e € IRy) enthilt.

Beweis. Sei p € M gegeben, und oy, : J, — M die maximale Integralkurve von X mit «(0) =p.
Zu zeigen ist J, = R.

Zu (a). Existiert ein ¢ € J, mit Xa,(t) = 0, so muss wegen der Eindeutigkeit der Integralkurve
a von X zur Anfangsbedingung a(t) = a,(t) die Kurve o, konstant sein, und deshalb gilt
Jp = IR. Andernfalls ist a,(J,) in der kompakten Menge Tr(X) enthalten, und somit sind nach
Teil (c) der Aufgabe aus Abschnitt 3.3 die Mengen der a-Grenzpunkte und der w-Grenzpunkte
von «y, nicht-leer. Nach Theorem (c) aus Abschnitt 3.4 folgt J, =1R.

Zu (b). Angenommen, 7 := sup.J, < co. Dann ist | —¢,€[C J,, (r—e/2) und somit nach Theo-
rem (e)(ii) aus Abschnitt 3.4 Jr — 22,7 + £[C J, im Widerspruch zur Definition von r. Also ist
sup J, = 00, und analog zeigt man auch inf J, = —oo. Somit ist J, =1R. a

Folgerung. Auf einer kompakten Mannigfaltigkeit sind alle (global definierten) Vektorfelder
vollstandig.

Beweis. Offenbar ist auf einer kompakten Mannigfaltigkeit M fiir jedes Vektorfeld X € X(M)
die Bedingung des Satzes (a) (oder die Bedingung des Satzes (b)) erfiillt. O

3.6 Integration f-verwandter Vektorfelder und Substitutionsmethode

Es seien M und N C°°-Mannigfaltigkeiten, f: M — N eine C>°-Abbildung, X € X(M) und
Y € X(N).

Aussage. Sind X und Y f-verwandt, also f,X =Y o f, und ist a:J — M eine Integral-
kurve von X, soist f o« eine Integralkurve von Y .

Beweis. Sei ﬁ = f o«. Dann gﬂt ﬂ(t) = (f o Oé)'(t) = f*a(t) = f*Xa(t) = Yf(a(t)) = Yﬁ(t) . O
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Folgerung. Sei M eine abgeschlossene Untermannigfaltigkeit von N und Y € X(NN) ein
Vektorfeld mit
VpeM : Y,eT,M.

Dann ist jede Integralkurve §:J — N von Y mit B(J) N M # @& eine C*°-Kurve in M .

Beweis. Sei I :={te J|B(t) € M}.Esgilt [ # @, und I =3 (M) ist abgeschlossen in J .
Wir zeigen nun, dass I auch offen in J ist; da J zusammenhéngend ist, folgt hieraus I = J
und damit die Behauptung.

Sei also ty € I gegeben, dann ist py := [(tg) € M. Wir bezeichnen mit f : M — N die
Inklusionsabbildung; nach Voraussetzung ist X := Y o f € X(M), und die Vektorfelder X und
Y sind f-verwandt. Es sei o : J — M die maximale Integralkurve von X mit «(ty) = po;
hierbei ist J C IR ein offenes Intervall mit to € J . Nach Aussage 1 ist f o« eine Integralkurve
von Y mit (f o «)(to) = po = B(to), also stimmen [ und f o« auf der offenen Umgebung
JNJ von to lberein. Daher gilt J N JcI. a

Aussage 2. Die Vektorfelder X und Y sind genau dann f-verwandt, wenn fiir die maximalen
Fliisse gilt:
(idr x Y WX) c WY und fod* =Y o (idg x f)|WX . (%)

In diesem Fall gilt also fiir alle ¢ € IR mit WX # @ :

fWXycw) und fodX =) o FIWX .

Beweis. Sind die Vektorfelder X und Y f-verwandt, so folgt die Gliltigkeit der behaupteten
Beziehungen aus Aussage 1. Gilt umgekehrt (x), so folgt fiir p € M, dass die maximalen Inte-
gralkurven a:J — M von X mit «(0) =p und f:I — N von Y mit 3(0) = f(p) durch
die Beziehung (f o «)(I NJ) = B|(I N J) miteinander verbunden sind. Durch Differentiation
dieser Gleichung an der Stelle ¢t = 0 ergibt sich f,&(0) = 3(0), also J+Xp = Y}y . Somit gilt
f+X =Y of,dh X und Y sind f-verwandt. a

3.7 Zeitabhingige gewo6hnliche Differentialgleichungen

Es seien
G eine offene, nicht-leere Teilmenge von IR x M ,
P:RxM—IR und Q@Q:IR x M — M die kanonischen Projektionen,

X € Xgig(M) und

X ¢ X(G) sei das Vektorfeld, das durch P*)Z' = 0o P|G und Q*)? = X charakterisiert
ist, siehe Abschnitt 2.3 und die Bemerkung iiber Vektorfelder auf Produktman-
nigfaltigkeiten in Abschnitt 3.1.

Die Aussage ,,Das Vektorfeld X beschreibt eine zeitabhéngige Differentialgleichung® erhélt da-
durch einen Sinn, dass wir eine C*°-Kurve §:J — M eine Ldsung ,dieser Differentialgleichung®
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nennen, wenn

VteJ : (t,6(t) eG und B(t) = X(t,B8(t))

gilt. In dieser Situation gilt:

Aussage. (:J — M ist genau dann eine Losung der durch X beschriebenen (zeitabhéingigen)
Differentialgleichung, wenn die Graphenabbildung

B:J—=Rx M, t— (t A1)
in G verlauft und eine Integralkurve von X ist.

Beweis. Es gilt

E ist Integralkurve von X

— E(t) = )N(E(t)

> P(t) = P X5, wd Q.B(t) = Q.X5,
= (Pof)(t)=00Pof(t) wd (Qof)(t)=Q.X5,
=0 =0
= Bt) = X(t,6(t))
<= [ ist Losung der durch X beschriebenen zeitabhéngigen Differentialgleichung. a

Bemerkung. Durch Anwendung des Theorems aus Abschnitt 3.4 auf das Vektorfeld X erhilt
man Aussagen iiber das ,Randverhalten und die ,differenzierbare Abhéngigkeit von Anfangs-
werten” fiir die maximalen Losungen der durch X beschriebenen Differentialgleichung. Um sich
davon zu iiberzeugen, 16se man die

Aufgabe. Es sei in obiger Situation der Einfachheit halber G =1R x M, also X € Xo(M).

(a) Zu jedem Anfangswert (s,p) € R x M existiert eine eindeutige maximale Losung

ﬂ(s,p) : J(&p) — M mit sé€& J(s,p) und ﬁ(&p)(s) =p

der durch X beschriebenen zeitabhéngigen Differentialgleichung. Ist ¢ € Ji5 ) und ¢ :=
Bsp)(t) ; so ist
Bt.a) = Ps) - (%)

(b) W = U pemxn (Jisp) X {(s,p)}) ist eine offene Umgebung von A x M (mit A =
{(s,5)]s € R}) in R? x M, und

W — M, (t,5,p) — Byt

ist eine C*°-Abbildung.
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(c) Es sei jeweils W, ) = {p € M|(t,s,p) € W} und @ : Wy o — M, p— ®(1,s,p).
Dann ist fiir jedes Paar (¢,5) mit W, # @ die Abbildung @,y ein Diffeomorphis-
mus von W ) auf W, ;) mit der Umkehrung @ ;). Insbesondere ist Wi, ,) = M und
D55 = idy fiir alle s. Ist p € W o) und @, (p) € Wiy, s0 st

pEWig und @4 0®q () =Py g(p) -

[Tipp. Benutze (x) aus (a) .|

3.8 Die Lieklammer von Vektorfeldern

Es sei M eine C*-Mannigfaltigkeit. Fiir diesen Abschnitt rufen wir uns die am Ende von Ab-
schnitt 3.1 beschriebene Deutung der Vektorfelder von M als Derivationen, also als lineare Dif-
ferentialoperatoren auf C°>°(M) in Erinnerung. Wie dort bezeichnen wir die zu einem Vektorfeld
X € X(M) gehorende Derivation mit DX | das heifit

DY . C®(M) — C®(M), fX-f:=(p— £.Xp).

Theorem. Der Raum (M) der Derivationen auf C*(M) ist eine Liesche Unteralge-
bra von End(C*°(M)), das bedeutet per Definition: ©(M) ist ein IR-Untervektorraum von
End(C*°(M)), und fir alle D, D’ € ®(M) ist auch der Kommutator

[D, D] :=(f — D(D'(f)) = D'(D(f)) )

ein Element von ©(M). Daher kann man in X(M) auf genau eine Weise einen ,Kommutator*
einfiihren, der mit dem Vektorraum-Isomorphismus aus Abschnitt 3.1, Aussage (b) vertrdglich
ist. Also:

VX,V € X(M) 3 [X,Y] € X(M) : DY = [DX DY],

mit anderen Worten

VIECT(M) - [X,Y]- f=X-(Y-f)- Y (X-]).
[X,Y] heifst die Lieklammer der Vektorfelder X und Y .

Bemerkung. Die wesentliche Aussage dieses Theorems ist, dass fir X,Y € X(M) der Kom-
mutator [DX, DY] wieder ein Differentialoperator erster und nicht zweiter Ordnung ist. Dieser
iiberraschende Tatbestand liegt an der Differenzbildung.

Beweis des Theorems. ©(M) ist offenbar ein IR-Untervektorraum von End(C*(M)). Fir
D,D" € ©(M) ist offenbar [D, D'] € End(C*>°(M)) und es gilt fiir f,g € C®(M)

[D,D'|(fg) = D(D'(f g)) — D'(D(f g))

(D'(f)g+fD'(g))—D'(D(f)g+ fD(g))

(D'(f)) g+ D'(f) D(g) + D(f) D'(g9) + f D(D'(g))
—D'(D(f))g — D(f)D'(g) = D'(f) D(9) — f D'(D(g))

= D(D'(f)) g+ f D(D'(g)) — D'(D(f)) g — f D'(D(g))

= [D,D'|(f)g+ f[D,D')(g) .

I
O O
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Alsoist [D, D'] € ©(M) und somit ist D(M) eine Liesche Unteralgebra von End(C*(M)). Die
verbleibende Behauptung folgt aus der Tatsache, dass die Zuordnung ¢ : X(M) — D(M), X —
DX nach der Aussage aus Abschnitt 3.1 ein Vektorraum-Isomorphismus ist. a

Aussage. Sei V' ein Vektorraum. Dann gilt fir X,Y € X(M)
VFECR(M V) [X,Y] f= X (Y- )=V (X-]).

Beweis. Wir beachten zunéchst, dass fiir jeden weiteren Vektorraum W und jede lineare Abbil-
dung A:V —» W gilt:
X (Ao f)=Ao(X-f). (+)

Es sei nun eine beliebige Linearform A : V' — IR gegeben. Im Folgenden wenden wir () auf A
und mit W = 1R an. Dann gilt

)\O([X7y].f)(*:)[X,Y]-()\Of)
=X-(Y-Aof)=Y - (X-(Aof))
(*:))\O(X-(Y-f)—y'(X'f))'

Hieraus folgt die Behauptung. a

Beispiele.

(a) Es sei (U,x) eine Karte von M . Indem wir U als eine offene Untermannigfaltigkeit von
M auffassen, konnen wir die Lieklammer von Vektorfeldern auf U bilden. Es gilt fiir
i,ke{l,...,m}

o) 0 —

[Beweis. Sei Z := [2-, 2] € ¥(U). Dann gilt fiir f € C®°(M) mit f = foa ! €

Oz ? Dy,

C>(z(U)) nach Beispiel (e) aus Abschnitt 3.1:
DZ(fy= 2 (2L _ o (of\_ & _ & _
(f) = Oxz; \ Oz Oz \ Ox; ] — Ox; Oxy Oxy Ox;

und somit D% = 0. Hieraus folgt Z =0. O]

(b) Fiir jede Untermannigfaltigkeit M eines Vektorraums V' gilt
S

VXY € X(M) : [X,Y]=dY (X)—dX (Y).

Insbesondere gilt diese Formel natiirlich, wenn M eine offene Teilmenge von V' ist.

| Beweis. Wir bezeichnen mit ¢ : M — V die Inklusionsabbildung. Dann gilt fir p € M
und v € T,M :

— — —
Vel =10 =V

Daher ergibt sich mit Hilfe der obigen Aussage:

X, Y]|=[X,Y] t=X- (Y )-Y - (X-)=X-Y -V -X

und damit die Behauptung. O |



64 KAPITEL 3. VEKTORFELDER

Aufgabe. Rechenregeln fiir die Lieklammer.
(a) Die Lieklammer auf X(M) ist IR-bilinear und schief-symmetrisch; letzteres bedeutet, dass
fir X,Y € X(M) gilt: [Y,X] = —[X,Y]. Aukerdem gilt die Jacobi-Identitdt
VXY, Z e X(M) : [X,[Y,Z]|+[Y,[Z,X]|+[Z,[X,Y]]=0.
Das bedeutet per Definition, dass (X(M),[-, -]) eine Lie-Algebra ist.
(b) Sind X,Y € X(M) und ¢, € C>®(M), so ist
[ XY= [X,Y]+o(X )Y =4 (Y -9) X .
[+, -] ist also nicht C*°(M)-linear.

(c) Ist N eine weitere C*°-Mannigfaltigkeit, ist f: M — N eine C*°-Abbildung, sind X,Y €
X(M) und X,Y € X(N), und sind die Paare (X,X) und (Y,Y) jeweils f-verwandt, so
sind auch [X,Y] und [X,Y] f-verwandt.

(d) Sei M eine Untermannigfaltigkeit von N . Dann gilt fiir alle X,Y € X(N):

XM, Y|M € X(M) = [X|M,Y|M]=[X,Y]|M .

Bemerkung 1. Man kann die folgende geometrische Deutung der Lieklammer beweisen: Seien
X, Y € X(M) und p € M, und sei € > 0 so klein gewdhlt, dass die C*-Kurve

vi]—ee[— M, t— ((IDX)*1 o(CIDtX)*1 o@tyo@g((p)

wohldefiniert ist. Dann gilt v(0) = p und 4(0) = 0, und der Beschleunigungsvektor w € T, M
von v zum Zeitpunkt ¢t =0 ist
w=2-[X,Y],.

Insofern misst die Lieklammer von X und Y das Ausmaf, in dem die Flisse dieser beiden
Vektorfelder fiir kleine ¢ nicht miteinander kommutieren.

Als eine Folgerung hieraus kann man weiter zeigen, dass [X,Y] = 0 genau dann gilt, wenn die
Fliisse von X und Y kommutieren (d.h. wenn ®; o @) = ®Y o ®X fiir alle ¢,s € IR gilt). Ist
dies der Fall, so sagt man daher auch, dass die Vektorfelder X und Y kommutieren.

Bemerkung 2. Die Lieklammer von Vektorfeldern mag zunéchst als ein kiinstliches Konstrukt
erscheinen. Arbeitet man nur in lokalen Koordinaten (was der Sichtweise der Analysis I-1I ent-
spricht), so ist sie wegen [88—%, 86_9%] = 0 entbehrlich. Ich versichere: In der koordinatenfreien

globalen Analysis kann man auf Lieklammern nicht verzichten.



Kapitel 4

Tensorfelder und Differentialformen

4.1 Tensorfelder

Es seien M eine C°°-Mannigfaltigkeit und r € INg .

Vorbemerkung. Sind V und W reelle Vektorrdume und ist » > 1, so bezeichne L"(V, W)
den Vektorraum der r-linearen Abbildungen V X --- x V — W . Weiterhin sei L°(V,W) =W .
Fiir alle 7 € INg werden die Elemente von L"(V,IR) bzw. L"(V,V) auch Tensoren vom Typ
(0,7) bzw. (1,r) genannt.

Man beachte: Tensoren vom Typ (0,0) sind Zahlen (= Skalare),
vom Typ (1,0) Vektoren,
vom Typ (1,1) Endomorphismen,
vom Typ (0,2) Bilinearformen.

In entsprechender Weise wie in der Konstruktion in Abschnitt 2.9 kénnen wir iiber M die
Vektorraumbiindel L"(TM,R) — M und L"(TM,TM) — M konstruieren, deren Faser iiber
p € M in dem Vektorraum L"(T,M,IR) bzw. L"(T,M,T,M) besteht.

Definition. Ist k£ € {0,1} und r € IN, so ist ein Tensorfeld vom Typ (k,r) ein C*°-Schnitt
im Vektorraumbtindel L"(T'M,IR) — M (falls k =0) bzw. in L"(TM,TM) (falls k=1).

Funktionen werden auch Tensorfelder vom Typ (0,0) oder Skalarfelder genannt, Vektorfelder
heifsen auch Tensorfelder vom Typ (1,0). Die Menge aller Tensorfelder vom Typ (k,r) bildet
in kanonischer Weise einen C*°(M)-Modul (Addition und skalare Multiplikation werden ,punkt-
weise“ definiert); wir bezeichnen ihn mit T*7)(M). Offenbar gilt TO:0 (M) = C®(M) und
TLO(M) = X(M).

Beispiel. Fiir jede Funktion ¢ € C®(M) ist dgp := Tp € TOD (M) . Ein weiteres fundamenta-
les Beispiel bilden die sogenannten Riemannschen Metriken auf M : Eine solche ist ein Tensorfeld
g vom Typ (0,2) auf M, so dass fiir jedes p € M die Bilinearform g, : T,M x T,M — IR

65
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ein Skalarprodukt, d.h. symmetrisch und positiv definit ist. Weil es mit Hilfe einer Riemann-
schen Metrik moglich wird, auf M Léangen und Winkel zu messen, erdffnen sie einen Zugang
zur geo-metrischen Behandlung von Mannigfaltigkeiten. Ist auf M eine Riemannsche Metrik
ausgezeichnet, so spricht man von einer Riemannschen Mannigfaltigkeit. Diese werden in der
kommenden Vorlesung , Riemannsche Geometrie“ im Mittelpunkt des Interesses stehen.

Aufgabe 1. Auf jeder Mannigfaltigkeit gibt es eine Riemannsche Metrik.

[Tipp. Zuerst auf Kartenumgebungen, dann Zerlegung der Eins.|

Aufgabe 2. Ist A€ T (M) und f: N — M eine weitere C®°-Abbildung, so ist fiir jedes

r-Tupfel (X1,...,X,) von Vektorfeldern X; € X;(M) auch
C™(N) fir k =0
AXL, X)) i p = Apoy (X1 (D), X, e

Multiplikation von Tensorfeldern. Ist a € ") (M) und B € **)(M), so definiert man
das Tensorprodukt
a® B e IFr)(M)

durch
(a® B)p(v1,..., 00, w1, ..., ws) = ap(v1,...,0.) - Bp(wy,...,wg) .

Ist r =0 oder s =0, so ersetzt man haufig das Symbol ® durch einen Punkt - .

Gleich eine Anwendung!

Aussage 1. Die Komponenten eines Tensorfeldes. Es seien A € %7 (M) und (U, z)
eine C*-Karte von M . Dann setzt man (fiir » > 0)

Ay iy = A(a‘ii1 yeens %W) im Fall k=0
bzw.
j L o) 9 : —
Al = day (A(W’ ey 39%)) im Fall k=1.
Damit gilt fir Ay :
Aly = Z Aiy - deyy, @ ... @dx;, im Fall k=0 (*0)
T1yeeylp
bzw. ‘
Av= Y A, doiy®.. ©de, - F-|U mFall k=1. (*1)
FATI

Beweis. Man beachte, dass die Komponentenfunktionen A; . ; bzw. Aglm i aufgrund von

Aufgabe 2 beliebig oft differenzierbar sind. Die Formeln (%) beweist man, indem man jeweils

auf beiden Seiten die Gauftschen Basisfelder 88—361, einsetzt. O

T
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Bemerkung. Indem man den Zusammenhang zwischen den Komponenten eines Tensors be-
ziiglich unterschiedlicher Karten benutzt, kommt man zu der gangigen Definition eines Tensors
in der Physik: ,Ein Tensor A ist eine Grofe, welche sich beziiglich fixierter Koordinaten jeweils
durch Zahlen Agll:::g: beschreiben lédfst; bei Koordinatenwechsel transformieren sich diese Zahlen
folgendermafen: ...“ — Wenn es sein muf$, konnen wir das auch; jedoch ist oftmals unsere von
der Koordinatenwahl unabhéngige Beschreibung tibersichtlicher.

Aussage 2. Esscien k€ {0,1}, re Nund A: M — L"(TM,R) (k=0) bzw. A: M —
L"(TM,TM) (k=1) eine Abbildung mit A, € L"(T,M,R) fir k=0 bzw. € L"(T,M,T,M)
fiir kK = 1. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) A ist ein (differenzierbares) Tensorfeld.

(b) Fiir beliebige Karten (U,z) von M sind die Komponenten A;, ;. bzw. Agl___l.r von A
C°°-Funktionen.

(c) fir k=r=1: TM —TM, v Ay,v ist eine C*-Abbildung.

(d) fir k=0 und r=2: TM xyTM — R, (v,w) — Ay (v,w) ist eine C*°-Funktion.

(e) fir k=1 und r=2:TM xyy TM — TM, (v,w) — Ar)(v,w) ist eine C°-Abbildung.
Beweis. Die Aquivalenz von (a) und (b) ergibt sich aus Aussage 1. Ist k¥ = r = 1, so folgt
»(a) = (c)* aus einer Untersuchung der Abbildung A :TM — TM , v+ Ar,)v mittels lokaler

Trivialsierungen der Biindel TM — M und End(TM) — M . ,(c) = (b)“ folgt aus der Gleichung
Al =dzjo A(Z-). In den Féllen (k,r) = (0,2) und (k,r) = (1,2) verfihrt man entsprechend,

i

um die Aquivalenz von (d) bzw. (e) zu (a), (b) zu zeigen. 0

Satz. Esseien k€ {0,1}, r € IN und

L X(M) x - x X(M) — {SE:\(K) EE ij

eine C°°(M)-r-lineare Abbildung. Dann existiert genau ein Tensorfeld A € T®7) (M), so dass
VXi,...,. X, e X(M) + A(Xy,...,X,)=L(Xy,...,X,)

gilt.

Der Beweis erfolgt durch Induktion mit Hilfe des folgenden Lemmas.

Lemma. Ist p e M, V ein Vektorraum und A : X(M) — V eine IR-lineare Abbildung mit
folgender Eigenschaft:

Ve C¥(M), X € X(M) : AeX) = ¢(p) - MX)) ,

so gilt
VX, Y e X(M) : (Xp:Yp = )\(X):)\(Y)).
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Beweis des Lemmas. Aus Linearitdtsgriinden geniigt es,
VXeX(M) : (Xp=0 = XNX)=0)

zu beweisen. Dazu sei X € X(M) mit X, = 0 gegeben. Wir nutzen die Darstellung von X
beziiglich Gaufsscher Basisfelder von M . Danach existiert eine Karte (U,z) € U (p, M) und
Funktionen t1,...,1,, € C*(U) mit

0
X’U:Z%"a—xi;

wegen X, =0 gilt ¥1(p) = -+ = ¢¥n(p) = 0. Nachdem man U erforderlichenfalls verkleinert,
kann man die Vektorfelder g_xz € X(U) zu Vektorfeldern Z; € X(M) fortsetzen, und ebenfalls

kann man die Funktionen t; € C®°(U) zu Funktionen ¢; € C(M) fortsetzen. Weiterhin
existiert eine Funktion ¢ € C*®(M) mit ¢(p) =1 und Tr(p) C U.Dannist ¢- X = > @1, Z;
und daher nach Voraussetzung

MX) = @) MX) = MeX) = MXevi-Z) = Ze@)vilp) MNZ)=0. O
Beweis des Satzes. Aus dem Lemma ergibt sich mittels eines Induktionsargumentes, dass es genau
eine Abbildung A: M — L"(TM,R) bzw. A: M — L"(TM,TM) mit mo A =idys gibt, so
dass

vVXi,...,X, € %(M) : A(Xl, 7Xr) = L(Xl, 7Xr)

gilt, und aus Aussage 2, (b) = (a) folgt, dass A differenzierbar ist. O

Der Pullback von Tensorfeldern. Esseien f: N — M eine C*°-Abbildungen und r € INg .
Dann wird fiir jedes A € O (M) der Pullback f*A € TO7)(N) folgendermaRen definiert:

Fall 7 > 0: (f*A)p(vi,...,0) = App)(fevt, ..., fevy) fiiralle pe N, vy,... 0. € TN,
Fall r=0: f*A:=Aof.

Offensichtlich ist die Zuordnung A +— f*A C°°(M)-linear. Zu beachten ist, dass der Pullback-
Operator kontravariant ist, das bedeutet: Ist g : L — N eine weitere C*°-Abbildung, so gilt fiir
A e g0 (M)

(fog)*A=g"(frA).

4.2 Differentialformen

Vorbemerkung. Ist V ein n-dimensionaler Vektorraum und r € IN | so ist eine alternierende
r-Form auf V eine r-lineare Abbildung p:V x ... x V — IR, so dass fiir jede Permutation =
von {1,...,r} gilt:

Vor, o0 € Vor pu(upy, - Ungry) = sign(m) - p(vr, .. v0p) (%)

Man kann zeigen, dass () zur Bedingung dquivalent ist, dass p(v1,...,v,) = 0 gilt, wann immer
die Vektoren vi,...,v, € V linear abhingig sind.
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Wir bezeichnen den Vektorraum der alternierenden r-Formen auf V' mit Alt"(V). Wie aus
der linearen Algebra bekannt ist, gilt dim Alt"(V) = (7), insbesondere ist Alt"(V) = {0} fiir
r>mn.

Es sei nun M eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit und r,s € IN. Dann kénnen wir in ent-
sprechender Weise wie in Abschnitt 2.9 das Vektorraumbiindel Alt"(T'M) — M, dessen Faser
tiber p € M der Raum Alt"(T,M) ist, konstruieren. Dieses hat die typische Faser Alt"(IR™)
und deshalb die Faserdimension (7).

Definition. FEin Tensorfeld w vom Typ (0,r) heifst eine (alternierende) Differentialform vom
Grad r, wenn
VpeM : w, € Alt"(T,M)

gilt. Die Differentialformen vom Grad r sind also genau die Schnitte im Vektorraumbiindel
AW(TM) — M.

Mit Q"(M) bezeichnen wir den C°°(M)-Modul aller alternierenden Differentialformen vom
Crad 7. Wir definieren zusitzlich Q°(M) = C*°(M). Offenbar gilt Q'(M) = TOD(M) und
Q" (M) ={0} fur alle r >m.

Wichtiges Beispiel. Ist ¢ € C®(M), so ist dp := T € Q1(M). Insbesondere gilt fiir eine
Karte z = (z1,...,2Zm) : U — IR™ von M: dz; € QY(U).

Bemerkung. Die Konstruktionen aus Abschnitt 4.1 lassen sich auf Differentialformen w €
Q" (M) : anwenden. Im Einzelnen gilt:

(a) Die Aussage 2 aus 4.1 iiber den Nachweis der Differenzierbarkeit von Tensorfeldern laft
sich insbesondere auf Differentialformen anwenden.

(b) Ist in der Situation des Satzes aus Abschnitt 4.1 k£ =0 und die Funktion L alternierend,
soist Ae Q'(M).

(c¢) Der Pullback f*w unter einer C*°-Funktion f: N — M ist eine Differentialform € Q"(V).

(d) Hingegen ist das Produkt w ® p von Differentialformen auf M in aller Regel keine Diffe-
rentialform.

(e) Man kann die Differentialform w zwar als spezielles Tensorfeld wie in Aussage 1 aus Ab-
schnitt 4.1 lokal in Koeflizienten beziiglich einer Karte beschreiben. Die Eigenschaft von
w, alternierend zu sein, duflert sich dann in bestimmten Symmetrieeigenschaften fiir die
Koeffizienten. Weil dz;, ®...®dx;, aber keine Differentialform ist, ist eine Darstellung von
w als C*°(U)-Linearkombination von Differentialformen praktischer als diese Darstellung.
Eine solche findet sich in der untenstehenden Aussage.

Die C°°(M)-Modul-Struktur von Q7(M). Q"(M) ist ein C°°(M)-Untermodul von
S(O”)(M ), und zwar sind Addition und skalare Multiplikation punktweise definiert; also: Fiir
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w, i € Q"(M) und ¢ € C®°(M) ist
(wWH+p)p =wp+pp, und (pw), =¢(p)- wp firalepe M .

Das alternierende Produkt von Differentialformen. Sei w € Q"(M) und p € Q%(M).
Als Ersatz fiir das Tensorfeld-Produkt w ® p, das wie gesagt im Allgemeinen keine Differenti-
alform ergibt, definieren wir das alternierende Produkt oder dufere Produkt w A p € Q"5(M)
durch

1 .
] Z Slgn(ﬂ') ’ wp(vw(1)7 s 7U7T(T‘)) ’ Mp(vw(r—l—l)a s 7v7r(r+s)) )

(WA p)p(v1,..., Vpps) 1= .

wobei iiber alle Permutationen 7 der Menge {1,...,r + s} summiert wird. Es gilt dann
(w N M)p(vh R 7UT’+S) = Z Sign(ﬂ-) ’ wp(vﬂ(1)7 s 7v7r(r)) ’ :u'p(vﬂ(r+1)7 s 7U7T(T+S)) ’

wobei nur iiber diejenige Permutationen 7 der Menge {1,...,r + s} summiert wird, fiir die
(1) <...<7(r) und 7w(r+1) <...<7w(r+s) gilt.

Wir geben hierfiir noch eine andere Beschreibung, die zeigt, in welchem Sinne w A u der alter-
nierende Anteil“ von w ® p ist. Dazu fithren wir folgende ,Projektion®
alt : TO (M) — Q" (M)
ein: Fiir A € TO(M) sei alt(A) € Q"(M) die Differentialform mit
1 .
alt(A)p(vi,...,v,) = i Z sign(m) - Ap(vw(l), .. ,vﬂ(,,)) ;
7T€6'r
hierbei bezeichnet &, die Gruppe der Permutationen von {1,...,r}. Der Faktor 1/r! sorgt
dafiir, dass alt eine Projektion ist, d.h. dass alt o alt = alt ist. Insbesondere ist

Vwe Q' (M) : alt(w) = w.

Nun kann man unter Benutzung der Projektion alt : SO ) (M) — Qr+s(M) fiir w € Q"(M)
und p € Q°(M) schreiben

P atiw o) . M)

WA p =
Wichtige Spezialfille.
(a) Fiir a € QY(M) und w € Q"(M) ist

T

(@A w)p(vo, .y vr) = D (1) ap(vi) - wp(vo, -, Ty, 0p) ;

=0
das Dach iiber dem wv; signalisiert, dass dieser Eintrag zu streichen ist. Insbesondere gilt
im Fall r =2
(Oé N w)p(ua v, w) = S ap(u) ’ Wp(v, ’U)) ;
UV, W

dabei beinhaltet & die Anleitung, dass man zu ap(u) - wp(v,w) die beiden Terme ad-

dieren soll, die aus oy (u) - wp(v, w) durch zyklische Vertauschung von u,v,w entstehen.
(b) Sind a,...,a, € QY(M) so ist

(a1 A= Nag)p(vr,...,0p) = det(ap(vr)) -
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Aufgabe. Rechenregeln fiir A.

(a) Das Produkt A ist bilinear, assoziativ und antikommutativ; letzteres heifst:

VweQ" (M), pe QM) : prhw = (1) wAp.

(b) A vertauscht mit dem Pullback, das soll heifsen: Ist f: N — M eine C*°-Abbildung und
weQ (M), peQ(M), so gilt

frlwnp)=(ffw) A ().

Warnung. Leider wird an einigen Stellen in der Literatur, beispielsweise in KOBAYA-
sH1/NoMizU, Foundations of Differential Geometry, das dufere Produkt unterschiedlich zu un-
serem definiert, und zwar fehlt dort der Faktor (:',Fj,) L in obiger Formel () (siehe z.B. Kobaya-
shi/Nomizu, S.28). Man kann zeigen, dass es genau zwei Wahlen von Faktoren gibt (die unsere
und die in Kobayashi/Nomizu), so dass das A-Multiplizieren von Differentialformen assoziativ
ist. Wir haben uns der Konvention angeschlossen, die von den meisten Differentialgeometern
benutzt wird. Leider muf man bei den unterschiedlichen Wahlen der Faktoren auch die duftere
Ableitung dw und die ,innere Multiplikation“ ¢xw unterschiedlich definieren, damit die wich-

tigsten Formeln eine einfache Gestalt bekommen.

Aussage. Lokale Darstellung von Differentialformen. Ist (U;zq,...,x,) eine C®-Karte
von M ;| so gilt fiir jedes w € Q" (M)

— : — 0 o) .
wly = g @iy - dxgyy Ao Adxg, mit o ag '_w(ﬁxil""’ axw) ;
1<i1 <...<ir<n

dabei bedeutet w|y = (wp)pev -

Beweis. Man nutzt aus, dass zwei Differentialformen vom Grad r auf M genau dann tiberein-

stimmen, wenn sie fiir alle Karten (U,z) von M bei Einsetzen von aaTv U 6 fiir alle 1 <
21
i1 < ... < i, <n ibereinstimmen. Auferdem benutzt man, dass fiir alle 1 < 4y < <1 <n
und 1 <4} <...<id <n gilt:
1 fiir 4 =4, fiiralle k=1,...,r
(dm‘il/\---/\dm‘ir)(aam/,...,é?v ): k k
i ir 0 sonst. O

4.3 AufRere Ableitung von Differentialformen

Satz 1. Die &ufiere Ableitung von Differentialformen. Zu jeder Differentialform
w € O"(M) existiert genau eine Differentialform dw € Q"1 (M), so dass fiir Xo,..., X, € X(M)
jeweils gilt:

T

dw(Xo, ..., X,) = Z(—l)i-X-( (X0, Xy, X0))

+ Z D w(( X, X1, Xoy oo Xy, Xy oo X)) 5

1<j
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das Dach tiber X; und X; bedeutet, dass diese Vektorfelder in der Formel auszulassen sind. dw
heifst die duflere Ableitung oder die Cartansche Ableitung von w .

Ist 7 =0, so haben wir insbesondere dg(X) =X -¢. Ist 7 =1, so haben wir
dw(X)Y) = X -w@)-Y wX)-w(X,Y]) .

Ist » =2, so gilt

W(X,Y,2)= & (X-w(Y,Z)-w(X.Y].2)).

[

Folglich gilt YV € C>*(M) : d(de) =0.
Beweis. Wir betrachten die Abbildung L : X(M) x -+ x X(M) — C*®(M), die durch

T

L(Xo,...,X,) = Z(—1)i-X<-( (X0, Xiy -, X))

+ Z D w(( X, X1, Xoy oo Xy Xy, X))

1<j

gegeben ist. Offensichtlich ist L alternierend; zu zeigen ist daher nur, dass L ein Tensorfeld (vom
Typ (0,7+ 1)) auf M definiert. Wegen des Satzes aus Abschnitt 4.1 geniigt es dafiir zu zeigen,
dass L C°°(M)-linear ist. Wir zeigen dies exemplarisch fiir 7 = 1. Dann gilt fir X,Y € X(M)
und A € C*(M):

LOAX,Y) = (\X) -w(Y) =Y -w(AX) — w(]AX,Y])
=A(X - w() = (Y- Nw(X) + A - w(X))) —wA X Y] - (V- 1) X)
= \L(X,Y).

(Wegen der Produktregel fiir die Lieklammer siehe Aufgabe (b) in Abschnitt 3.8.) O

Aussage 1. Fir ¢ € C®(M) und w e Q" (M) ist d(p-w)=dpAw+¢-dw.

Beweis. Fiir Xg,..., X, € X(M) gilt

T

dlp - w)(Xo,-. . Xp) = D (1) Xi (pw(Xo, .., Xiyo . X)) = (-1 pw([X;, X))

=0 1<j

< |l

(1) (Xi - @) @(Xoy- s Xiy oo X)) + 0 (Xi - 0(Xoy s Xy X,)))
0

(2

_Z H_jgpw XZ,X] )

1<j

= (dp Aw)(Xo, ..., X)) + (¢ dw)(Xo, ..., X;) . o

Aussage 2. Sind iy,...,4, € {1,...,n}, so gilt fir jede Karte (U;x1,...,z,) von M

d(dxil /\---/\dmir) =0.
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Beweis. Sei w :=dx;, A--- Adx;, € Q"(U). Fir 4,...,4. € {1,...,m} gilt dann

dw(a(z./""’a?:,,):Z(_l)kag. (a(z/""a ""’8:1:/ +Z ax/’am/]"")

Zo T k=0 * ° k<t~ L
=const.€{—1,0,1} =0
=0.
Daraus folgt die Behauptung. a

Lokale Darstellung. Ist wie in der Aussage aus Abschnitt 4.2

wly = Z @iy gy Ay A Ada,

1<i1<..<ir<n

so ist
dw|U = Z dahmir A\ dxil FANKIEIRIVAN dxir .

1<i1<..<ir<n

Beweis. Die Behauptung folgt durch Anwendung von Aussage 1 auf die lokale Darstellung von
w unter Beriicksichtigung von Aussage 2. a

Satz 2
VweQ (M) : dw = d(dw) = 0.

Beweis. Wir verwenden fiir w die obige lokale Darstellung. Dann gilt

dw\U = Z da;,. i, Ndxi, Ao Ada,

1<ii<.. <ir<n

= Z Z “ U dag Adwg, A Adag,

k 1<..<ip

und deshalb

d2w|U_Z Z 8:621 r dag Adxe Adag, A--- Adxy,

kol i< <ir kO
5a:. 5a:.
:Z Z <6 “a"'“— 5 25"“ daeg Adxe Adag, A+ Aday,
hoetlir < <in O O Lk O g LeOLk
-0
=0.

Bemerkung. Die Giiltigkeit von Satz 2 beruht wesentlich auf dem Schwarzschen Vertau-
schungssatz, der besagt, dass die partiellen Ableitungen reellwertiger Funktionen vertauschen.
Der geometrische Hintergrund fiir diesen Tatbestand liegt darin, dass der Werteraum IR, unserer
Differentialformen ,ungekriimmt® ist.
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Aufgabe. Ist w € Q" (M) und p € Q¥(M), so gilt

dlwAp)=(dw) Ap+(=1)" - wA (du) .

Aussage 27. Sind ¢1,...,¢, € C®°(M), so gilt d(dpy A---Adp,) =0.

Beweis. Die Behauptung ergibt sich durch Kombination der Aufgabe mit Satz 2. a

Satz 3. Ist f: N — M eine C*-Abbildung, so gilt fiir alle w € Q"(M):

JH(dw) = d(fw) .

Beweis. Fiir r =0 bedeutet die Behauptung einfach
Fdg) = d(po f) fiirjedes € CX(M),
was eine andere Beschreibung der Kettenregel ist.

Ist » > 1, so verwendet man fiir w und dw die lokale Darstellung und die Aufgabe dieses
Abschnitts, um diesen Fall induktiv auf den zuerst diskutierten Fall » = 0 zurlickzufiihren. O

Bemerkung. Der de Rhamsche Kohomologie-Vektorraum. Man definiert
Z'"(M) = {weQ"(M)|dw=0} fir reNg,
B"(M) = {weQ(M)|Inec QY M):w=dn} fir rcIN und
B°(M) = {0} .

Z"(M) ist ein Untervektorraum von Q7(M), und (wegen d? = 0) ist B"(M) ein Untervektor-
raum von Z" (M) . Daher kann man den r-ten de Rhamschen Kohomologie- Vektorraum

M
M

H'(M) = Z"(M)/B"(M)

bilden. Dieser héngt nicht von der C°°-Struktur von M , sondern nur von der Topologie von
M ab. Ist z. B. M homdomorph zu einem sternférmigen Gebiet des IR", so ist H’(M) zu IR
isomorph und H"(M) = {0} (Poincarésches Lemmal) fiir jedes r € IN. Die Differentialformen
aus Z"(M) bzw. B"(M) heifen geschlossen bzw. exakt.

Der Funktor H". Ist f: N — M eine C®-Abbildung, so gibt es fiir jedes r € INy eine
lineare Abbildung H"(f): H"(M) — H"(N), welche folgende Eigenschaft hat:

Vwe Z'(M) = H'(f)(lw]) = [f"w] .
Die Zuordnung M +— H"(M), f+— H"(f) ist ein kontravarianter Funktor, d.h., es gilt

H"(idar) = idgrayy und H'(fog) = H'(g) o H'(f) .
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4.4 Volumenformen und orientierte Mannigfaltigkeiten

Es sei M eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit.

Beobachtung. Sind (U,z) und (V,y) zwei Karten auf M mit U,V zusammenhéngend und
UNYV # @, so ist die Determinante des Differentials des Kartenwechsels

det(dy(yox™1)) € R
entweder fiir alle p € U NV positiv, oder fiir alle p € U NV negativ.

Beweis. Die Funktion ¢ : UNV — R, p — det(d,(y o z71)) ist offensichtlich stetig. Da sie
wegen dp(yoxr~t) € GL(IR™) auch nullstellenfrei ist, und UNV als Schnitt zusammenhiingender
Mengen selbst zusammenhéngend ist, folgt die Behauptung aus dem Zwischenwertsatz. a

Die Teile (a)—(c) der folgenden Definition vergleiche man mit Definition 1(b)—(d) aus Ab-
schnitt 1.3.

Definition 1.

(a) Zwei Karten (U,z) und (V,y) von M heifen gleich orientiert, wenn entweder UNV = &
ist, oder fiir alle p e UNV gilt:

det(dy(yox™t)) > 0.

(b) Ein Atlas 2 von M heift orientiert, wenn je zwei Karten aus 2 gleich orientiert sind.

(c) Ist 2 ein orientierter Atlas von M , o heiftt der ,maximale orientierte Atlas®
A:={ (U,z) C®-Karte von M | (U,z) ist mit allen (U’,') € A gleich orientiert }
eine orientierte C*°-Struktur auf M .

(d) Ist M mit einer orientierten C*°-Struktur versehen, so heift M orientiert; die Elemente
der C*°-Struktur heiken orientierte C°-Karten von M . M heilst orientierbar, wenn es
eine orientierte C*°-Struktur auf M gibt.

(e) Sind M und N orientierte Mannigfaltigkeiten, so heifst ein lokaler Diffeomorphismus f :
M — N orientierungserhaltend, wenn fiir jede orientierte Karte (U,z) von M und (V,y)
von N mit f(U) CV gilt:

Vpe U : det(dy(yo fox™)>0.
Beispiele 1.

(a) Jede Mannigfaltigkeit, die eine globale Karte besitzt, ist orientierbar. Insbesondere sind
Vektorraume orientierbar.
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(b) Jede eindimensionale Mannigfaltigkeit ist orientierbar.

(c) Jedoch ist der Totalraum des nicht-trivialen Linienbiindels aus Abschnitt 2.7, Beispiel 2,
das 2-dimensionale ,unendlich ausgedehnte Mobiusband, nicht orientierbar. Generell gibt
es viele nicht-orientierbare Mannigfaltigkeiten von jeder Dimension > 2. Beispielsweise ist
der reell-projektive Raum IRP™ fiir kein n > 2 orientierbar.

Aussage. M ist genau dann orientierbar, wenn jede Zusammenhangskomponente von M ori-
entierbar ist.

Beweis. Ist A = { (U, x;)|i € I} ein beliebiger C*°-Atlas von M , so konnen wir ohne Beschrén-
kung der Allgemeinheit voraussetzen, dass die Definitionsbereiche U; der Karten zusammenhén-
gend, und somit jeweils in einer Zusammenhangskomponente von M enthalten sind. Bezeichnen
wir die Zusammenhangskomponenten von M mit M; (j € J), so gilt daher A = (J;c; %,
wobeli fiir jedes j € J

A :={(U,x) eA|U C M, }
ein C*°-Atlas von M; ist.

Da 2 offenbar genau dann orientiert ist, wenn alle 2l; orientiert sind, folgt aus dieser Beschrei-
bung von 2 die Behauptung. a

Definition 2. Eine Volumenform auf einer m-dimensionalen Mannigfaltigkeit M ist eine Dif-
ferentialform w € Q™ (M) mit wy, # 0 fiir alle p € M .

Beispiel 2. Ist (U,z) eine Karte einer Mannigfaltigkeit M , so ist dzy A ... A dx,, eine
Volumenform auf der Kartenumgebung U . Wie der folgende Satz zeigt, ergibt sich hieraus, dass
U orientierbar ist.

Bemerkung. Ist auf einer m-dimensionalen Mannigfaltigkeit M eine Volumenform w €
Q™(M) gegeben, so konnen wir jede weitere Differentialform p € Q™ (M) in der Form p = ¢-w
mit einer eindeutig bestimmten Funktion ¢ € C*°(M) schreiben, und zwar gilt: Ist fiir p € M
eine Basis (vi,...,v,) von T,M gegeben, so ist o(p) = pp(v1,...,0m)/wp(v1, ..., Up). @ ist
genau dann eine weitere Volumenform von M , wenn ¢ nullstellenfrei ist. Insbesondere:

Definition 3. Sei M eine orientierbare, m-dimensionale Mannigfaltigkeit und w € Q™ (M)
eine Volumenform auf M . Ist X € X(M), soist txw :=w(X, -,...,-) € Q™ (M) und daher
d(txw) € Q™(M) . Also existiert eine Funktion div¥X € C*°(M) mit

div'X - w =d(txw) .

Die Funktion div¥X heifst die Divergenz des Vektorfelds X beziiglich der Volumenform w.
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Aufgabe 1. In der Situation von Definition 3 sei (U,z) eine derartige Karte von M, dass
w|lU =dz; A... ANdxy, gilt. Ferner sei X € X(M) lokal dargestellt als

“ 0
X|U:Z%'%
i=1 v

mit Funktionen ¢; € C*(U). Zeige, dass dann gilt:

=9
@ivX)U =) ;.
= O

Satz. Sei M zusammenhingend. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) M ist orientierbar.
(b) Es existiert eine Volumenform auf M .

(c) Das Linienbiindel Alt"(T'M) — M ist tiber M trivial.

Gelten sie, so gibt es auf M genau zwei verschiedene Orientierungen.

Beweis. Zu (a) = (b). Ist (U,z) eine beliebige Karte von M, so ist dxj A -+ A dx,, offenbar
eine Volumenform auf U. Ist (V,y) eine weitere Karte von M mit UNV = &, so gilt

dy1 Ao Adym =@ - (dop AL Aday,)

mit einer C*°-Funktion ¢ : UNV — IR . Indem man in diese Gleichung die Gaufischen Basisfelder

(Ba_xl’ el 8‘2—m) einsetzt, ergibt sich

= (dyr A Adym) (2,5 go) = det(dy;(52-))jk = det(d(y o z71))
und somit
dyi A ... Ady, = det(d(yox™)) - (dzy A ... Adzy,) .

Man beachte: Sind die Karten gleich orientiert, so ist die Funktion ¢ positiv.

Weil M orientierbar ist, existiert eine Uberdeckung von M durch Karten (U;,x;)icr, die paar-
weise gleich orientiert sind. Nach dem Vorangegangenen existiert auf U; jeweils eine Volumenform
w;, und fir ¢,j € I mit U; NU; # @ ist w;|(U; NU;) = @45 - wi|(U; NU;) mit einer positiven
Funktion Yij € COO(UZ N Uj) .

Nach dem Theorem iiber C*°-Zerlegungen der Eins (Abschnitt 1.8) existiert eine an (U;)ier
angepasste Zerlegung der Eins (f;)icr . Wir definieren nun

w = Z fz s Wy .
iel
Wegen der Eigenschaften der Zerlegung der Eins ist w eine wohldefinierte Differentialform vom
Grad m auf M, und fiir jedes p € M gilt

wp =D _fip) - Wip=| D fi(p) - ©igi(p) | “(wig)p # 0,

el icly

>0
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wobel wir I, := {7 € I|p € U;} setzen und ig € I, fixieren. Also ist w eine Volumenform auf
M.

Zu (b) = (c). Ist w eine Volumenform von M , so ist w ein nullstellenfreier Schnitt im Linien-
biindel Alt" (M) — M . Dieses ist daher nach der Aufgabe 1 aus Abschnitt 2.7 trivial.

Zu (¢) = (a). Weil das Linienbiindel Alt"(M) — M trivial ist, besitzt es nach Aufgabe 1 aus
Abschnitt 2.7 einen globalen, nullstellenfreien Schnitt w; w ist eine Volumenform auf M .

Ist (U,x) eine Karte von M , so sind dzy A ... Adzy,, und w|U zwei Volumenformen auf U,
daher existiert eine nullstellenfreie C*°-Funktion ¢, : U — IR mit dzi A Az = ©n - w[U und
zwar ist nach der analogen Rechnung wie im Beweisteil (a) = (b): ¢, = 1/“‘)(88_951’ cey 895 ). Ist
U zusammenhéngend, so gilt entweder ¢, > 0 oder ¢, < 0, und wir bezeichnen mit ¢, € {£1}
das Vorzeichen von ¢, .

Sei weiter p : IR™ — IR™, (u1,...,Um) — (U1,...,Um-1, —Up) die Spiegelung in IR™ an der
Hyperebene IR™ ! x {0} . Man beachte, dass p ein Vektorraum-Isomorphismus mit det(p) = —1
ist. Daher ist fiir jede Karte (U,z) von M die Abbildung Z := pox : U — IR™ eine weitere
Karte von M, und zwar gilt aa_fk = aa—mk fir k < m — 1, aber 8?5—m = —£—m. Deshalb ist

;= —z, also ez = —e, .

Es sei nun A ein C*-Atlas von M , so dass U fiir alle (U, z) € 2 zusammenhéngend ist. Dann
definieren wir

A:={(U,z) eAle, =1} U {(U,poa)|(Uz)eN, eg=—1}.

Nach unseren bisherigen Uberlegungen ist Ql ein Atlas von M, und es gilt e, = 1 fiir alle
(U,x) € 20. Daher sind je zwei Karten aus A gleich orientiert, also ist 2 ein orientierter Atlas
fiir M. O

Aufgabe 2. Ist M eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit, so ist die 2m-dimensionale Man-
nigfaltigkeit T'M in jedem Falle orientierbar.



Kapitel 5

Integration auf Mannigfaltigkeiten

5.1 Integration von Differentialformen im IR"

Ist G C IR" eine offene nichtleere Teilmenge und w € Q"(G) (r > 0), so existiert genau
eine Funktion ¢ € C*(G) mit w = ¢ -dx; A --- Adx,, wenn x1,...,z, die kanonischen
Koordinatenfunktionen des IR" bezeichnen. Fiir jede kompakte Menge K C G definieren wir

dann das Integral
/w = /Lpd)\’", (%)
K K

wobei dA\" die (Riemann- oder Lesbegue-)Integration beziiglich des iiblichen Volumenmafes im
IR" signalisieren soll.

Ein Spezialfall des Satzes von Stokes. Ist in der beschriebenen Situation @@ C G ein
kompakter Quader (d.h. @ = [ai,b1] X -+ X [ay,b,] mit a;,b; € IR und a; < b; fiir alle
i=1,...,7),so gilt fiir we Q" YG)

Tr(w) ={peCGlw, #0} CQ° = /de = 0;

hierbei ist Q° :=|ay,bi[x -+ X]a,, b,.| der offene Kern von Q.

Beweis. Geméf der Aussage aus Abschnitt 4.2 gilt fir w = ), a;dzy A -+ A ({3?2 A ANda,

mit Funktionen a; € C*(G), wobei d/JE, wieder die Auslassung von dx; aus dem Produkt
bezeichnet. Nach Aussage 2 aus Abschnitt 4.3 ist dann

— , Oa;
— . ... . ... p— —_— 271 . v . . e
dw = ZZ: da; Adzi A---Adaz; A+ Adx, = Z@:( 1) oz, dzi A---Ndz, .
Nun integriert man nach (%) vermittels des Satzes von Fubini, und zwar bestimmt man
fQ a“z’, d)\", indem man als erstes beziiglich der Variablen x; integriert; diese Integration er-
gibt nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung bereits 0, weil a; auf dem
Rand von ) verschwindet. O

79
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5.2 Integration von Differentialformen auf Mannigfaltigkeiten

Wir {ibertragen nun das in Abschnitt 5.1 eingefiihrte ,Integral fiir lokale Differentialformen‘
(lokal im Sinne von: auf Gebieten des IR" definiert) auf Mannigfaltigkeiten. Dafiir definieren
wir zunéchst einen Integrationsprozef, der auf eine bestimmte ,Parametrisierung”, d.h. auf eine
C*°-Abbildung f: G — M mit einem Gebiet G C IR", bezogen ist. Anschliefend untersuchen
wir, unter welchen Voraussetzungen der Wert dieses Integral unabhangig ist von einem Wechsel
der Parametrisierung. Das Ergebnis dieser Untersuchung wird es uns ermdoglichen, uns fiir die
Integration von m-Formen von der Wahl der Abbildung f zu lésen, und so ein Integral von
Differentialformen vom Grad m auf Mannigfaltigkeiten zu definieren.

Im Folgenden sei M eine C*°-Mannigfaltigkeit der Dimension m .

Definition 1. Integration lings Abbildungen. Essei G C IR" (r > 0) eine offene nicht-
leere Teilmenge, f : G — M eine C*°-Abbildung und w € Q"(M). Dann setzen wir fiir jede

kompakte Teilmenge K C G
/ w o= / ffw;
fIK K

wobei das rechte Integral nach Abschnitt 5.1 zu berechnen ist. Ist insbesondere f = a: J —
M eine C*®°-Kurve und Q = [a,b] C J, so ist dadurch fiir jede 1-Form w € QY(M) das

Kurvenintegral
b
/ w = / wa(t)(d(t)) dt
alla,b] a

eingefiihrt.

Aussage 1. In der Situation der Definition 1 ist

Q'M)—-R, w— w eine Linearform.
fIK

Satz 1. Invarianz des Integrals gegeniiber Parametertransformationen. Es seien G
und G offene Teilmengen von R", F : G — G ein Diffeomorphismus und es werde vorausge-
setzt, dass det(d,F") ein von p € G unabhingiges Vorzeichen habe, nennen wir es ¢ € {-1,1}
(e =1 & F orientierungserhaltend). Ist dann f : G — M eine C*°-Abbildung und KcG

eine kompakte Teilmenge, so gilt

Vwe Q' (M) : / ~w:5-/ L w.
(foF)|K fIF(K)

Beweis. Es sei w € Q"(M). Wir bezeichnen mit (ej,...,e,) die Standard-Basis von IR",
und mit x,...,z, die zugehorigen Koordinatenfunktionen des IR", auflerdem setzen wir
¢ = (ffw)(e1,...,e;). Dann gilt f*w = ¢ -day A -+ Adz, und (f o F)*w = F*(ff*w) =
(po F)- F*(dzy A --- Adz,). Da fiir Vektoren vy,...,v, € IR" gilt

(dzy A Aday)p(vr, ... 0p) = det(vr, ..., 00)
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erhalt man weiter:

Fr(dzy A= Adag)p(v, - vp) = (dzn A Aday) pey (Fivr, - - Fioy)
= det(dpF(v1),...,dpF(v,)) = det(dpF) - det(vy,...,v,)
= det(dpF) - (dzq A --- Adxy)p(v1,...,0,) .

Mit dem Transformationssatz der Analysis ergibt sich daher

[
(foF)|K

[eor) Frn e ndn) = [ (oo P)p)-detldyF) V)
K K

_ .. /;( (¢ 0 F)(p) - | det(d, F)| dX" (p)

26'/~Q0d)\r:€-/ L w. -
F(K) fIF(K)

Von jetzt an sei M eine m-dimensionale orientierte C*°-Mannigfaltigkeit (siche Abschnitt 4.4)
und 2 der zugehorige orientierte Atlas. Fiir jedes r € {0,...,m} bezeichne QL(M) den
C>°(M)-Modul der r-Differentialformen w € Q"(M) mit kompaktem Tréger

Tr(w) == {peM|w,#0}.

Ist M kompakt, so ist natiirlich QL(M) = Q" (M).

Aussage 2. Fir alle orientierten Karten (U,z), (V,y) € 2 und alle Differentialformen w €
QM) mit K:=Tr(w) cUNV gilt

/ o = / W
r=1|z(K) y~Hy(K)

Beweis. Man wende Satz 1 in folgender Situation an: G := z(UNV), G := y(U N V) und
F:=yoz~!. Dadie Karten (U,z) und (V,y) gleich orientiert sind, ist ¢ = 1. O

Satz 2. Es existiert genau eine IR-Linearform
Ay s QN (M) - R,
so dass fiir jede orientierte Karte (U,z) € 2 und jede Differentialform w € Q7*(M) gilt
K=Tr(w)cU = Myw) = / w. (%)
e—1|z(K)
Wegen dieser Gleichung nennt man fiir alle w € Q' (M)

das Integral von w.
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Beweis. FEindeutigkeit von Apr. Wir setzen fiir diesen Beweisteil voraus, dass eine derartige
Linearform Ajs existiert. Sei w € QI'(M) und K := Tr(w ) Dann existieren endlich viele
Karten (Uy,z) € A (etwa a = 1,...,k), so dass K C U U, ist. Sei auferdem U :=
M\ K . Dann ist (Uqa)a=o,..k eine offene Uberdeckung von M . Ist nun (¢q)a=o,..k eine C*-
Zerlegung der Eins zu dieser Uberdeckung (siehe Abschnitt 1.8), so ist w = Zl;:l Yo +w (denn
fir p € Tr(w) ist @o(p) = 0) und daher Apr(w) = S2F_ Apr(@a - w). Weiterhin gilt jeweils
Ky = Tr(paw) C Tr(pa) N K C Uy N K, weswegen insbesondere ¢, w € QU (M) ist. Daher
gilt nach (x)
k
) = 2 /xalxama) e W

a=1

womit gezeigt ist, dass A\yr(w) durch (x) festgelegt ist.

Existenz von Apr. Wir erheben Formel (f) zur Definition von Ajr, genauer: Ist w € QU'(M)
gegeben, so wihlen wir endlich viele Karten (U, z,) € 2 und dazu Funktionen ¢, wie in dem
ersten Teil des Beweises und definieren damit Ajs(w) geméf (). Nun ist die Wohldefiniertheit
von Ay (w) nachzuweisen. Dazu nehmen wir an, dass ein anderes derartiges endliches System von
Karten (Vj,ys) € 2 und von Funktionen 15 gegeben ist. Dann gilt jeweils pqw = )35 paw
und Ygw =), V3 ¢ow und daher nach Aussage 2 wegen K,z := Tr(¢g paw) C Uy N V3

SRy Ry S
(')Z/

wgcpaw=2/ R 2
Hya (K 3 “Ya lya(Kp)
Damit ist die Wohldefiniertheit von Aj; nachgewiesen.

Zur Linearitat von Apr. Fir ¢ € R folgt Ay(cw) = cAp(w) sofort mit (). Sind wy, wy €
QU'(M), so wiahle man im ersten Teil dieses Beweises die Familie der Karten (Uy,,z,) derartig,
dass Tr(w;)UTr(we) C ngl U, ist. Dann gilt () mutatis mutandis sowohl fiir w; als auch fir
wg , womit auch Apr(wy + wa) = Aar(wi) + Apr(we) folgt. a

Aussage 3. FEin Wechsel der Orientierung auf der Mannigfaltigkeit M bewirkt einen Vorzei-
chenwechsel fiir die Integrale.

Beweis. Man kopiere den letzten Beweis fiir die Wohldefiniertheit von Aps, wobei allerdings die
Karten (Vj,yg) nun die zu 2 entgegengesetzte Orientierung haben sollen. Nach Satz 1 ergibt
sich dann an der Stelle (!) in der Rechnung ein Vorzeichenwechsel, denn aufgrund dieses Satzes
ist die ,,Integralgleichung von Aussage 2 im Falle von entgegengesetzt orientierten Karten (U, x)
und (V,y) zu modifizieren zu:

S @ =~ Sy @ - -

Satz von Stokes (fiir unberandete Mannigfaltigkeiten). Ist M eine orientierte m-dimen-
sionale C*°-Mannigfaltigkeit, so gilt

Vwe Qm (M) - / dw=0.
M
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Beweis. Fiir jedes o € K := Tr(w) wahlen wir eine Karte (Uy,zq) € A mit a € Uy, zo(a) =0
und Q := [~1,1]™ C 2(U,) . Dann bilden die Urbilder G, := x,(Q°) eine offene Uberdeckung
von K . Somit existiert eine endliche Teilmenge A C K, so dass K C (Jyey Ga gilt. Weiterhin
setzen wir Go := M \ K und wihlen eine Zerlegung der Eins (¢a)acauqoy zu der offenen Uber-
deckung (Ga)acauoy von M. Dann gilt w =" 4 ¥aw und somit auch dw =3 4 d(paw),
wobei jeweils K, := Tr(d(pqw)) C Go C Uy und somit zq(Ka) = Tr(d((z5!)*(paw)) C Q°
ist. Wegen der Linearitédt des Integrals gilt nach Satz 2:

[ =3 [ aae) = X [ PGS OUEDS /Q A((@51) (¢aw)) -

acA acA acA

Nach dem Spezialfall des Stokeschen Satzes aus Abschnitt 5.1 verschwinden die Integrale in der
letzten Summe. 0

Transformationssatz. Ist N eine weitere orientierte m-dimensionale C°°-Mannigfaltigkeit
und f: M — N ein orientierungserhaltender C*°-Diffeomorphismus, so gilt

Vwe Qm(N) /Mf*w:/Nw.

Beweis. Wir bezeichnen mit A;; bzw. 20y den orientierten Atlas von M bzw. N und mit
Ay bzw. Ay die Linearform aus Satz 2 fiir M bzw. N . Dann haben wir zu zeigen, dass die
Linearform

AOQMN) =R, w— Ay(ffw)
mit Ay tbereinstimmt. Nach Satz 2 geniigt es, fir (U,z) € Ay und w € Q'(N) mit K :=
Tr(w) CU
Aw) = An(w) ()
zu beweisen. Dazu beachte man, dass (f~}(U),z o f) € Ay und Tr(f*w) = f~Y(K) C f~1U)
ist. Daher folgt (¢) folgendermafen mit der Charakterisierung (%) von Ay bzw. Ay aus Satz 2:

Aw) = A (frw) &

[fw

/@:of)-l | (@) (1=1(K))
= [ ey tyrw = [ e = [ 0@ o).
2(K) x(K) = 1z(K) O

Bemerkung. Der Kroneckersche Integralsatz besagt in Verallgemeinerung des Transformati-
onssatzes: Seien M und N zusammenhéngende, kompakte, orientierte Mannigfaltigkeiten der-
selben Dimension m und f: M — N eine C*°-Abbildung. Dann existiert eine Zahl deg(f) € Z,
der sogenannte Brouwersche Abbildungsgrad von f, so dass gilt:

vwe o) : [ fu—des(r) [ o.

Aus dem Transformationssatz ergibt sich offenbar: Ist f ein Diffeomorphismus, so gilt

1, wenn f orientierungserhaltend ist,
deg(f) =

—1, wenn f orientierungsdndernd ist.



84 KAPITEL 5. INTEGRATION AUF MANNIGFALTIGKEITEN

Volumenmessung auf Mannigfaltigkeiten. Auf einer orientierbaren Mannigfaltigkeit M
wird eine Volumen-Messung durch Spezifikation einer Volumenform g etabliert. Damit fiihrt
man zunéchst die Integration von Funktionen ¢ € C*°(M) mit kompaktem Tréger ein:

/cp:=/<p-u,
M M

wobei das rechte Integral am Anfang dieses Abschnittes eingefithrt wurde. Ohne Schwierigkeit
lafst sich dann das ,Integral“ auf stetige Funktionen mit kompaktem Tréger ausdehnen (da man
jede derartige Funktion gleichméfig durch C*-Funktionen mit kompaktem Trager approximie-
ren kann, siche Aufgabe 2 aus Abschnitt 1.8). Damit hat man den Einstieg in die allgemeine
Integrationstheorie &4 la Bourbaki geschafft (vgl. J. DIEUDONNE: Treatise on Analysis, Bd.2).
Insbesondere kann man dann jeder kompakten Menge K C M ein Volumen zuordnen. — Aus
der letzten Version des Satzes von Stokes folgt insbesondere der

Integralsatz von Gaufs. Essei M eine orientierbare C*°-Mannigfaltigkeit. Dann gilt fiir jede
Volumenform g von M und jedes Vektorfeld X € X(M) mit kompaktem Trager

/ divFX -p=0,
M

siehe Definition 3 aus Abschnitt 4.4 zur Definition der Divergenz.

5.3 Mannigfaltigkeiten mit Rand

Um den Satz von Stokes in maximaler Allgemeinheit formulieren zu kénnen, miissen wir unse-
ren Mannigfaltigkeitsbegriff erweitern, indem wir Mannigfaltigkeiten zulassen, die einen ,Rand“
besitzen. Dies erreichen wir, indem wir als ,lokale Modelle* (das heift, als die Bilder der Karten)
nicht mehr nur offene Teilmengen des IR, sondern offene Teilmengen des (abgeschlossenen)
oberen Halbraums

H™ :={(u1,...,um) € R™|uy, >0}

zulassen. Indem wir IH™ als topologischen Teilraum von IR™ auffassen, ist klar, was die offenen
Teilmengen von IH™ sind, und wann eine Abbildung nach IH™ stetig bzw. ein Homdomorphis-
mus ist. Ferner ist durch Anwendung der Analysis auf dem IR™ klar, wann eine Abbildung auf
IH™ differenzierbar bzw. ein Diffeomorphismus ist.

Definition 1. Essei M ein separabler Hausdorffraum und m € IN.

(a) Eine berandete Karte auf einer offenen Teilmenge U von M ist ein Homéomorphismus
x:U—H™ in H™.

(b) Zwei berandete Karten x : U — IH™ und y: V — IH™ heifen vertraglich, wenn entweder
UNV =g ist, oder die Koordinatentransformation

yox t:a(U NUy) — y(UNUy)

ein C*-Diffeomorphismus ist.
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(c) Ein berandeter Atlas von M ist eine Menge 2 von miteinander vertriglichen berandeten

Karten, so dass es fiir jedes p € M ein (z:U — H™) € A mit p € U gibt.

(d) Ist A ein berandeter Atlas von M , so nennen wir den ,maximalen“ berandeten Atlas 2,

(e)

der aus allen zu A vertriglichen berandeten Karten besteht, eine berandete C*°-Struktur
auf M .

Ist auf M eine berandete C°°-Struktur ausgezeichnet, so nennen wir M eine m-
dimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand.

Wir werden im Folgenden die fiir Mannigfaltigkeiten eingefiihrten Begriffe mutatis mutandis auch
fiir Mannigfaltigkeiten mit Rand M anwenden. Insbesondere konstruieren wir fiir p € M den
Tangentialraum 7,M ; zu beachten ist, dass dieser auch in den Randpunkten von M (d.h. in
den Punkten p € M mit z,,(p) = 0 fiir eine Karte (U,z) € U(p, M) ) ein voller, vermittels

Ty :

ist.

T,M — IR™ zu R™ zu IR™ diffeomorpher Vektorraum (und nicht etwa nur ein Halbraum)

Beispiele 1.

(a)
(b)

Jede Mannigfaltigkeit im Sinne von Abschnitt 1.3 ist auch eine Mannigfaltigkeit mit Rand.

H™ ist eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand. Allgemeiner: Ist V ein m-
dimensionaler Vektorraum und A € V* \ {0}, so ist der abgeschlossene Halbraum
{veV]|A(v) >0} eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand.

Jedes Intervall I C IR ist eine 1-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand.

Der abgeschlossene Einheitsball
B™ :={uelR"||ul| <1}
ist eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand.

Ist M eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand, und N eine n-dimensionale Man-
nigfaltigkeit ohne Rand, so ist M x N eine (m + n)-dimensionale Mannigfaltigkeit mit
Rand.

(Will man auch das Produkt Mj; x M, zweier Mannigfaltigkeiten mit Rand betrachen,
tritt eine technische Schwierigkeit auf, weil IH™' x IH™? kein Halbraum, sondern eher
ein ,Viertelraum* ist. Um M; X Ms zu behandeln, kann man entweder eine analogie
Theorie fiir ,Mannigfaltigkeiten mit Kanten“ entwickeln, oder man verwendet einen nicht-
differenzierbaren Homdomorphismus IH™! x H™? — IH™ ™2 uym die Kanten zu ,,gldtten®.
Wir verfolgen diese Idee hier nicht weiter.)

Aussage 1. Sei M eine Mannigfaltigkeit mit Rand, p € M und z: U — IH™ und y: V —
H™ zwei berandete Karten von M mit p € U NV . Dann gilt

Ty (p) =0 <= ym(p) =0.
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Beweis. Die inneren Punkte u von IH™ | also die Elemente der Menge (IH™)° := { (uy,...,up) €
R™ | uy, > 0}, lassen sich dadurch eindeutig charakterisieren, dass es ein € > 0 gibt, so dass
die e-Umgebung U.(u) von IR™ in HH™ enthalten ist. Deshalb bildet jeder Diffeomorphismus
offener Teilmengen von IH™ innere Punkte von IH™ auf innere Punkte ab, und deshalb auch
Randpunkte (d.h. die Elemente von TH™ \ (H™)° = { (u1,...,un) € R™|u, > 0}) auf Rand-
punkte.

Die Behauptung folgt, indem man diesen Tatbestand auf den Diffeomorphismus yoz~!: z(U N
V) — y(UNV) anwendet. O

Definition 2. Sei M eine Mannigfaltigkeit mit Rand. Ein Punkt p € M heifst ein Randpunkt
von M , wenn fiir eine (und damit nach Aussage 1 fiir jede) berandete Karte = : U — M mit
p € U gilt: z,,(p) = 0. Die Menge der Randpunkte von M wird der Rand von M genannt und
mit OM bezeichnet.

Beispiele 2.

(a) Eine Mannigfaltigkeit mit Rand M ist genau dann eine Mannigfaltigkeit ohne Rand
(d.h. eine C*>°-Mannigfaltigkeit im Sinne von Abschnitt 1.3), wenn OM = & gilt.

(b) OH™ = {(u1,...,um) € R™|uy = 03 = R™ ! x {0}. Ist V ein Vektorraum und
A € V*\ {0}, so ist der Rand des abgeschlossenen Halbraums {v € V [A(v) > 0} die
Hyperebene A~'({0}) = {v €V |A(v) =0}.

(c) Ist a,b € R mit a < b, so ist d([a,b]) = {a,b}, 9([a,b]) = {a}, O(]a,b]) = {b} und
d(Ja, b)) = @.

(d) Der Rand des abgeschlossenen Einheitsballs B™ ist die Sphire S™ ! C IR™.

(e) Ist M eine Mannigfaltigkeit mit Rand, und N eine Mannigfaltigkeit ohne Rand, so gilt
O(M x N)=(0M) x N .

Aussage 2. Sei M eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand. Dann ist der Rand M
von M eine abgeschlossene, (m — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit von M ohne Rand.
Ist M kompakt, so auch OM .

Beweis. Sei (U, z) eine berandete Karte von M . Dann ist OM NU = {p € U |2, (p) =0} eine
gleichungsdefinierte, (m — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit ohne Rand von U . Nach der
Folgerung 1 aus Abschnitt 2.6 (Lokale Charakterisierung von Untermannnigfaltigkeiten) folgt,
dass OM eine (m — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit ohne Rand von M ist.

Ist p€ M\ OM und (U,x) € U®(p, M), soist 2~ (x(U) N {u € R™|u, > 0}) eine offene
Umgebung von p in M \ OM . Daher ist M \ OM offen in M , und somit dM abgeschlossen
in M.

Ist M kompakt, so ist daher die abgeschlossene Teilmenge OM von M ebenfalls kompakt. O
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Vektoren, die nach innen oder nach auflen zeigen. Sei p € OM und (U, z) € U>(p, M)
eine Karte. Fiir einen Vektor v € T,M gilt dann offenbar genau dann v € T,(0M), wenn
dpxm(v) = 0 ist. Wir sagen im Folgenden:

: innen dprm(v) >0 .
v zeigt nach {auﬂen} , wenn {dpxm(v) - O} gilt.

Diese Begriffsbildung ist von der Wahl der Karte (U,z) unabhéngig.

Beweis. Seien (U,x),(V,y) zwei berandete Karten von M mit p € UNV . Dann gilt

dpym (V) = dp(ym © x o x)(v) = da(p) (Ym © x_l)(dpx(v)) = Z 8(2/":97%)(35(19)) - dpzi(v) .

i=1

Fiir 4 < m —1 und hinreichend kleine t ist 271 (z(p) +te;) € OM und daher (y,, oz~1)(z(p) +

te;) = 0. Somit ist fiir t < m — 1: a(‘1”('57;?_1)(uv(p)) = 0. Andererseits gilt fiir die Funktion
f(t) == (ymoax N (x(p) + ten): f(0) =0 und fiir alle hinreichend kleinen t > 0: f(¢) > 0.

Dabher ist %(m(p)) = f'(0) > 0. Wére %‘T(:ﬂ(}))) =0, so wire dyp)(ymoz 1) =0
1

im Widerspruch dazu, dass y o x™' ein Diffeomorphismus ist. Also gilt M'B”Tcp(x(p)) > 0.

Damit ergibt sich

ox~ 1
dyn(0) = 22T 35)) iy 0).

>0
Also ist dpym(v) genau dann grofer (kleiner) als Null, wenn dpz,,(v) grofer (kleiner) als Null
ist. O

Beispiel 3. Sei M eine Mannigfaltigkeit mit Rand, p € OM und (U,z) € U*>°(p, M) . Dann

ist das Vektorfeld 2-|(0M NU) fir 1 < k < m — 1 tangential zu dM , wohingegen das
k

Vektorfeld c’)?c—m (OM NU) an jeder Stelle nach innen zeigt.

Aussage 3. Sei M eine Mannigfaltigkeit mit Rand. Dann gilt:

(a) Es existiert ein Vektorfeld N € X(M), so dass fiir jedes p € OM der Vektor N, € T,M
nach innen (aufen) zeigt. Insbesondere ist N|OM nullstellenfrei.

(b) Ist M orientierbar, so auch OM , und zwar gilt: Ist w € Q™ (M) eine Volumenform auf
M und N € X(M) ein Vektorfeld wie in (a), so ist

(tyw)|(OM) == w(N, -,..., )|(OM) € Q™ 1 (oM)

eine Volumenform auf 0M .

Beweis. Fiir (a). Sei {(U?,2%)};e; eine offene Uberdeckung von M durch Umgebungen zu be-
randeten Karten und {¢'};c; eine angepasste Zerlegung der Eins. Dann wird durch

;0
N::Zcp .8915};@
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ein differenzierbares Vektorfeld auf M definiert. Fiir p € OM und i € I, :=={i € [ |p € U'}
zeigt der Vektor a?ci nach Beispiel 3 jeweils nach innen, und deshalb gilt (mit einer Karte
(U,z) e U>(p, M))

dpxm (N, Zcp dp T ( 821 (p)) > 0

(die Méglichkeit dpz,,(N,) = 0 ist wegen Y. ¢'(p) = 1 ausgeschlossen). Also zeigt N, nach
innen, insbesondere ist N, # 0.

Entsprechend zeigt das Vektorfeld —N an jeder Stelle p € 9M nach aufsen.

Fiir (b). Sei M orientierbar, also existiert nach dem Satz aus Abschnitt 4.4 eine Volumenform
w € Q™M) . Ist weiter N € X(M) ein Vektorfeld wie in (a), so ist offenbar @ := (tyw)|(OM) €
Qm=1(OM). Wir zeigen, dass @ eine Volumenform auf OM ist. Dazu sei p € OM gegeben
und (vi,...,0,—1) eine Basis von T,(0M). Weil N, nach innen bzw. aufen zeigt, ist N, €
T, M\T,(OM) und daher ist (Np,v1,...,0m—1) eine Basis von T,M . Weil w, € Alt"(T,M)\{0}
ist, gilt daher

Wp(V1, .+ Vm—1) = wp(Np,v1,..., V1) # 0

und somit @, € Alt™1(T,(OM)) \ {0} . Also ist & eine Volumenform auf 9M . O

5.4 Der Satz von Stokes

Theorem. (Satz von Stokes.) Sei M eine m-dimensionale, kompakte, orientierte Mannig-
faltigkeit mit Rand und w € Q™ (M) . Dann gilt

/de:/azvfw. )

Dabei soll M mit der Orientierung versehen werden, die von der Orientierung von M und
einem nach auflen weisenden Vektorfeld N € X(M) geméf Aussage 3(b) aus Abschnitt 5.3
induziert wird.

Beweis. Da M kompakt ist, kénnen wir M durch endlich viele orientierte Karten x; : U; — IH™
(mit ¢ = 1,...,v) tberdecken. Ist (¢;)i=1,.. , eine der Uberdeckung (Ui)i=1,.., angepasste
Zerlegung der Eins auf M , so gilt

wzg w; mit w; = -w
el

wobei der Tréger von w; jeweils in U; enthalten ist. Aus diesem Grunde geniigt es, die Glei-
chung (*) fiir solche Differentialformen w € Q™ (M) zu verifizieren, fiir die es eine berandete,
orientierte Karte = : U — IH™ mit Tr(w) C U gibt.

Wir unterscheiden nun zwei Félle, je nachdem, ob die Umgebung U Randpunkte von M enthélt,
oder nicht.

Enthélt U keine Randpunkte, so ist U (als offene Untermannigfaltigkeit von M) eine m-
dimensionale Mannigfaltigkeit ohne Rand und w|U € Q7 }(U). Aus der Version des Satzes
von Stokes fiir unberandete Mannigfaltigkeiten (in Abschnitt 5.2) folgt [,,dw = [;;dw|U = 0.
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Andererseits ist wegen Tr(w) C U, Tr(w) N (0M) = @ und somit [, w = 0. Also ist (x) fiir
diesen Fall gezeigt.

Wir betrachten daher nun den Fall, dass U Randpunkte von M enthélt. Ohne Beschriankung
der Allgemeinheit diirfen wir annehmen, dass z(U) einen Quader der Form

Q = [al,bl] X ... X [amfl,bmfl] X [0, bm]
mit ag, by ER, ap <bp fir 1 <k <m—1 und 0 < by, enthilt, und z(Tr(w)) sogar in
]al, bl[X . X]am,l, bmfl[X[O, bm[

enthalten ist. Wir diirfen weiter voraussetzen, dass das nach aufsen weisende Vektorfeld N durch
N|U = _£‘—m gegeben wird. Dann wird nach Aussage 3(b) aus Abschnitt 5.3 die Orientierung
von OM auf U durch die Volumenform

in(dzy A Aday,) = (=)™ Hdzy A+ Ada) (-0, -, N)
= (-1 de,(N) dey A---Aday 1 = (=1)™dzy A--- Adzpy ()
N

=1
beschrieben.
Die Differentialform w 1aft sich auf U in der Form
m ——
w[U:Zakdxl/\.../\dxk/\.../\dxm
k=1

mit Funktionen «j € C*°(U) schreiben, wobei = wieder bedeutet, dass der entsprechende Faktor
im Produkt weggelassen wird. Dann gilt

m

_10a
dw|U = Z(—l)k 1(9—513: ~dzy AL Adoy,
k=1

und daher

- o1 0(agox!)

(z71)*dw = Z(—l) - ~ ou dug Ao Aduy,

k=1

wobei wir mit ui,...,u, die Koordinatenfunktionen des IR bezeichnen. Nun ergibt sich

/ dw_/x 1(Q)dw_/Q( s

(— )k 1/Q({ﬂ)(oﬂj‘aé;:v1)-(du1/\.../\dum)

I
Ms

b
Il

1

[
Ms

(- 1)’“/ oo™ jym

i

1

Fiir 1 <k <m~—1 ergibt sich aus Tr(w) C 27!(Q) mit demselben Argument wie im Beweis des
-1
Spezialfalls des Satzes von Stokes aus Abschnitt 5.1, dass fQ a(a%i) d\" =0 gilt. Fir k=m
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haben wir jedoch im Allgemeinen nicht oy, (ug, ..., um—1,0) =0, weswegen sich stattdessen mit
Hilfe des Satzes von Fubini und des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung ergibt:

bim—1 -1
/ 80ém0$ d)\m / / / Mdumdum—l---dul
ul=ai u Um =0 8Um

m—1=0m—1

/ / ox_l)(ul,...,um_l,O)dum_l...du1
ul1=ay Um—1=Am— 1
= —/ (o z™hydAm ! = —/ (m oz ™) (dug A+ Adupm_1) ,

wobel wir mit Q' := [a1,b1] X ... [am—-1,bm—1] X {0} den Teil von @ bezeichnen, der auf dem
Rand von TH™ liegt. Also ergibt sich

/M dw = —(—=1)™"! /l(amox_l) (dug A+ Adup,—1) = (=)™ /,(amox_l) (dug A+ Adug,—1) .
1)

Andererseits ist

m
/ w—/ —Z/ apdri A...ANdxp A ... Adxy,
oM OMnNz—1( —1/oMnz=1(Q)

(: apdry AL ANdTg—1

OMNz—1(Q)

@ (—1)m/ (moz Y duy A... Aduy,_q ,
Q/

dabei hat man fiir das Gleichheitszeichen (!) zu beriicksichtigen, dass dx,, fiir Tangentialvektoren
an OM verschwindet, und deshalb in der Summe nur der Term fiir £ = m von Null verschieden
ist; die Korrektheit des Vorzeichens bei (!!) ergibt sich daraus, dass die Orientierung von OM
durch (1) gegeben ist. Durch Vergleich des letzten Ergebnisses mit (1) erhalten wir nun die
Behauptung (). O

Korollar. Der Integralsatz von Gaufs. Sei M eine m-dimensionale, kompakte, orientierte
Mannigfaltigkeit mit Rand, w € Q™(M) eine Volumenform von M und X € X(M). Dann gilt

/divw(X)w:/ LXW .
M oM

Dabei soll 9M mit derselben Orientierung wie im Satz von Stokes versehen werden.

Beweis. Nach der Definition der Divergenz (Definition 3 aus Abschnitt 4.4) und dem Satz von

Stokes gilt:
/ div“(X)w:/ d(LXw):/ LXW .
M M oM O



