Kapitel 7

Innere Geometrie raumlicher Flachen

Wir wenden uns nun dem Studium der inneren Geometrie von Fliachen zu, das heifit, der Un-
tersuchung der Geometrie Riemannscher Gebiete. Anschaulich gesprochen entspricht das der
Untersuchung der Flachen unter alleiniger Verwendung von ,Messungen” (etwa Léngen- und
Winkelmessung) innerhalb der Fliache. (Dabei sollen auch Ableitungen derartiger Grofen inbe-
griffen sein.)

Das Ziel unserer Untersuchungen ist es, die Mittel zur Berechnung von Geoddtischen zur Ver-
fligung zu stellen, sowie das Theorema egregium herzuleiten, welches zeigt, dass die Gaufische
Kriimmung, die wir in Abschnitt 6.5 zundchst mit den Mitteln der duferen Geometrie eingefiihrt
haben, tatsichlich eine Grofse der inneren Geometrie ist. Das heifst also, dass zwei Flachen mit
demselben Mafstensor auch dieselbe Gaufssche Kriimmung besitzen.

Ein grundlegender Schritt zur Erreichung dieser Ziele ist die Einfithrung einer Differentiation
fiir Vektorfelder eines Riemannschen Gebiets, die der zugrundeliegenden Riemannschen Metrik
angepasst ist. Ihre Definition beruht auf dem sogenannten Christoffelsymbol eines Riemannschen
Gebietes, dem wir uns deshalb als erstes zuwenden.

7.1 Das Christoffelsymbol eines Riemannschen Gebiets

Um die im folgenden Satz 2 beschriebene Konstruktion des Christoffelsymbols eines Riemann-
schen Gebiets zu motivieren, betrachten wir zunéchst die Situation, dass das Riemannsche Gebiet
von einer Flichenparametrisierung F : G — IE? bestimmt wird.

Wir interessieren uns in dieser Situation fiir das zweite Differential d?F der Parametrisierung
F'. Thr Normalenanteil wird geméfs Satz 2 aus Abschnitt 6.2 durch die zweite Fundamentalform
von F gegeben. Uber ihren Tangentialanteil gibt der folgende Satz Auskunft:

Satz 1. Essei F : G — IE® eine C"-Fliachenparametrisierung mit r > 2, Np ihr Einheits-
normalenfeld, g ihr Maftensor und h ihre zweite Fundamentalform. Fir p € G gilt dann die
Gleichung

Vu,v € R? : d2F(u,v) = dF(y(u,v)) + hy(u,v) - Np(p) (%)
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mit der hierdurch bestimmten Abbildung T, : IR? x IR? — IR?; sie ist bilinear und symmetrisch,
und die Abbildung
I:G— L*(R*R?), p—T,

ist eine C"~2-Abbildung, die man das Christoffelsymbol der Parametrisierung F nennt. Bezeich-
nen wir fiir festes u,v € IR? mit g(u,v) die Funktion G — IR, p + g,(u,v), so gilt fiir jedes
(p,w) € G x IR?

dp(g(u,v)) (w) = gp(L'p(w,u),v) + gp(u, T'p(w, v)) . (1)

Bemerkungen.

(a) Da fiir festes (u,v) € IR? x IR? die Abbildung L?(IR?,TR), b +— b(u,v) linear ist, gilt
(dpg(w)) (u,v) = dp(g(u,v))(w), daher wird das Differential der Riemannschen Metrik g
vermittels der Formel (f) durch das Christoffelsymbol beschrieben.

(b) Ist die Riemannsche Metrik ¢ nicht vom Punkt abhéngig, das heifst, eine konstante Funk-
tion G — L*(IR%,R), so gilt T' = 0. Das ist der Grund, warum uns die Christoffelsymbole
nicht schon in den Analysis-Vorlesungen begegnet sind.

(c) Wie der folgende Satz 3 zeigt, ist das Transformationsverhalten des Christoffelsymbols
unter Isometrien nicht das Transformationsverhalten eines Tensorfelds. Aus diesem Grun-
de ist das Christoffelsymbol kein Tensorfeld der Fliche, sondern ein andersartiges Objekt,
namlich ein sogenannter kovarianter Ableitungsprozefs. Das wird besser zu verstehen sein,
wenn wir Riemannsche Geometrie, das heilst, Geometrie fiir Mannigfaltigkeiten betreiben.

Beweis von Satz 1. Wir verwenden die Formel (x) als Definition von I'. Aufgrund der Bilinearitét und Symmetrie
des zweiten Differentials df,F ist klar, dass I', jeweils bilinear und symmetrisch ist. Fiir vorgegebene u,v € IR?
ist p > dpF(Ip(u,v)) = daF(u,v) — hy(u,v) - Np(p) ein C"~2-Tangentialvektorfeld an F'; nach der Folgerung
in Abschnitt 5.5 ist daher p +— T'y(u,v) ein C"~2-Vektorfeld auf G'. Daraus folgt, das die Abbildung T': p+— T,
eine C"~2-Abbildung ist. Es verbleibt, die Formel (1) zu zeigen. Dazu: Es gilt:

dp(g(u,v)) (w) = dy(q — (dgF(u),dg F(v)))(w)
= (d3F (u,w), dp F (v)) + (dpF (u), d5 F (v, w))
w (dp F(Tp(u, w)) + hp(u, w) Np(p),dpF'(v)) + (dp F(u), dp F(Tp (v, w)) + hp (v, w) Nr(p))
= <dpF(Fp(uvw))7dpF(U)> + <dpF(u)vdpF(Fp(U7w))>

:g(rp(uvw)vv)+g(u7rl7(v7w)) . O

Wir imitieren nun diese Konstruktion des Christoffelsymbols fiir beliebige Riemannsche Gebiete:

Satz 2. Ist (G,g) ein n-dimensionales Riemannsches C"-Gebiet mit r > 1, so existiert genau
eine C"~1-Abbildung T : G — L?(IR",IR™), welche iiber die Gleichung () aus Satz 1 das
Differential der Riemannschen Metrik ¢ beschreibt (man beachte die obige Bemerkung (a)); T’
ist durch die folgende Formel festgelegt: Fiir p € G und w,v,w € R"™ gilt

2 gp(Lp(u, v),w) = dp(g(v,w)) (u) + dp (g(u, w)) (v) = dp(g(u, v)) (w) - (1)

Das Christoffelsymbol einer Flachenparametrisierung F' im Sinne von Satz 1 ist offenbar genau
dasjenige I', das in der in Satz 2 beschriebenen Weise durch den Mafitensor g von F' bestimmt
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wird. Aus diesem Grunde bezeichnet man das in Satz 2 definierte I' das Christoffelsymbol des
Riemannschen Gebiets (G,g) .

Satz 2 zeigt auch, dass das Christoffelsymbol einer Flachenparametrisierung F' tatsdchlich eine
Grofe der inneren Geometrie der Flache [F] ist, obwohl es in Satz 1 zunéchst mit Hilfe der
duleren Geometrie, d.h. unter Heranziehung des Einheitsnormalenfeldes Np und der zweiten
Fundamentalform A , definiert worden ist.

Beweis von Satz 2. Wir verwenden die Formel (f) zur Definition von I', . Weil die rechte Seite der Formel (1) in w, v
jeweils linear und symmetrisch ist, wird hierdurch eine bilineare, symmetrische Abbildung T', : IR" x R" — R",
und damit eine Abbildung T': G — L*(IR™,IR™), p ~— T', definiert. Da aufgrund der Formel (}) fiir jeweils feste
u,v,w € R™ pi— gp(Tp(u,v),w) ein C"~*-Vektorfeld ist, ist auch T' selbst eine C"~'-Abbildung.

Zum Beweis der Formel () in dieser Situation sei p € G und u,v,w € IR"™ gegeben. Dann gilt
gP(FP(w7 u)7 ’U) + gP(u7 FP(w7 v))

= 3 (dp(g(u,v)(w) + dp(g(w, ) (u) — dp(g(w,w))(v) + dp(g(v,u))(w) + dp(g(w, w))(v) — dp(g(w,v))(w))
= dp(9(u,v))(w) .

Z

Zur Eindeutigkeit von I': Es sei I eine weitere derartige Abbildung, die (f) erfiillt. Dann gilt

205Dy (,0), w) L dy(g(v,0)) (1) + dy (9w, w))(v) — dp(g(ut,0)) (w)

@ gp(fp(% v),w) + gp(v, f(% w)) + gp(f(v, u), w) + gp(u, fp(v, w)) — gp(f(“% u),v) — gp(u, fz)(“% v))
=2 gP(fP(u7 ’U), w)

und damit T =T. O

Satz 3. Verhalten der Christoffelsymbole unter Isometrien. Seien (G,g) und (G,9)
zwei n-dimensionale Riemannsche Gebiete mit Christoffelsymbol T' bzw. I' und ¢ : (G,g) —
(G,9q) eine Isometrie (siche Abschnitt 5.6, Definition 3). Dann gilt fir p € G:

(dpp) o T = fg@(p) o (dpp x dpp) + digp

Beweis. Seien w,v,w € IR"™ gegeben. Aufgrund der Isometrie-Eigenschaft von ¢ haben wir die Gleichung
9p(U, V) = Gu(p) (dpp(u), dp(v)) . Durch Differentiation dieser Gleichung nach p € G ergibt sich

dp(9(u,0)) (W) = dy(p) (G(dpp(u), dpp(v))) (dpp(w)) + G () (dpsp (1, W), dpP(v)) + G () (dpsp (1), dpp(v, w))

L Gt T (oo (w), dyp (1)), dpp(0)) + G (dppl1), Tp(dpsp(w), dpsp(v))

+ Gt (dpp(u, w), d (v))+g¢ ») (dpp(u ) dyp(v, w))
= go((dpp) "' Tp(dpp(w), dpp(u)), v) +gp(u7( dpp) ™' Tp(dpp(w), dpp(v)))
+ 9p((dpp) ™! dpip(u,w), 0) + gp(u, (dpp) ™" dpp(v, w))
= gp(Tp(w, ), ) + gp(u, Tp(w, v))
mit der Abbildung T : p = T}y = (dpg) 'o(Tpp © (dp X dpp) + d2¢). Da T' somit die Gleichung (1) fiir

das Riemannsche Gebiet (G,g) erfiillt, gilt nach der Eindeutigkeitsaussage aus Satz 2 T = I', und damit die
behauptete Formel. O

Die Komponenten des Christoffelsymbols I'. Sei (G,g) ein n-dimensionales Riemann-
sches Gebiet mit Christoffelsymbol T'. Bezeichnen wir mit (eq,...,e,) die Standard-Basis des
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IR", so kénnen wir I' durch die insgesamt n® Funktionen
I, :G—1R, p— (Tple;, er) ej)
beschreiben, wobei allerdings aufgrund der Symmetrie von I'),
ng = I’ii fir alle 4, k,5 € {1,...,n}
gilt. Mit diesen Funktionen gilt ndmlich

Vpe G, u,v e R" @ Tp(u,v) = Zfik(p) UV €
i7k7j

Die Funktionen ng werden in der Literatur als die Christoffelsymbole der Riemannschen Me-
trik g bezeichnet. Man berechnet sie folgendermafen mit Hilfe der zu (g (p)) inversen Matrix

(g™ ()

_E ik - mit D = < - .
Zk‘ km - 9" ! b 2 ( ox; + oxr  Orpy, (°)

Ist g der Maftensor einer Flichenparametrisierung F : G — IE? (also insbesondere n = 2), so
gilt aufgrund der Formel (x)
0*F ., OF L2 OF
Ov;0xy O " Oy

+ hi - Np

woraus man die I’gk ebenfalls berechnen kann.
Beweis fiir die Formel (¢). Fiir p € G gilt I'p(es,ex) =, 7, (p) - e; und daher

(Tl em) = 3 TP) - gp(essem) = 3 T0) - aimp

Andererseits ist wegen der Formel (1)

(Tofeinen).en) = - (B2 00+ B2 0) = 2209 ) = Lo o).

Durch Vergleich dieser beiden Gleichungen ergibt sich: Die ,,Unbekannten® F{k (p) werden fiir jeweils feste ¢,k €
{1,...,n} durch das lineare Gleichungssystem

:ng T (p) = Titm (p)

bestimmt; durch Multiplikation mit der zur Koeffizientenmatrix (gjm (p)) inversen Matrix (g?™(p)) ergibt sich
die behauptete Formel (o). |

Beispiele.

(a) Gilt jeweils g; =0 fiir 7 # k, so erhalten wir aus der Formel (o)

1
I}, = — -Tay
33
und damit fiir ¢,k =1,...,n mit ¢ # k insbesondere
1 Ogii : 1 Ogii 1 Ogi

T = T — d Tk =— )
w 29“‘ 31‘2‘7 ik i 29”' 31‘k b w 2gkk 8.%'k
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7.2

Ist aukerdem g11 = ... = gnn = A2 mit einer Funktion )\ : G — IRy (ist also g konform
aquivalent zur kanonischen Riemannschen Metrik des IR™ ), so vereinfacht sich der letztere
Sachverhalt betréchtlich, ndmlich zu

d(Ino))

i _pk _pk __pi
Ly =T =Tg =T = O
(a

Natiirlich sind diese Formeln insbesondere auf das Christoffelsymbol einer orthogonalen
bzw. konformen Flachenparametrisierung anwendbar (siehe die Abschnitte 5.7 und 5.8).

Ist F:IxIR — IE? die Rotationsflichenparametrisierung zu einer nach der Bogenlinge
parametrisierten C2-Profilkurve o = (r,b) (sieche Abschnitt 5.2 und das Beispiel 2(b) in
Abschnitt 5.6), so ergibt sich aus dem ersten Teil von (a):

/

1 2 12 _pl _pl 1 _ / 2 _2 _T
Fll_FQQ_Fll_F12_F21_0? FQQ——(T"I")OJ;:L und F12—F21—?O$1

Hierbei bezeichnet z; : IR? — IR die Projektion auf die erste Komponente von IR?.

Die Levi-Civita-Ableitung einer Riemannschen Metrik

Sei (G,g) ein Riemannsches Gebiet. Wir wollen nun das Christoffelsymbol von (G, g) verwen-
den, um einen an die Riemannsche Metrik ¢ angepassten ,,Ableitungsprozeft fiir Vektorfelder
auf G zu definieren, die sogenannte (kovariante) Levi-Civita-Ableitung.

Dabei wollen wir auch Vektorfelder lings einer weiteren C'-Abbildung f : M — G (wobei
M c IR ein weiteres Gebiet ist) betrachten. Ein solches C*-Vektorfeld langs f ist dann einfach
eine C*-Abbildung X : M — IR", wobei wir X, := X(p) fir p € M jeweils als einen in
f(p) € G angetragenen Vektor denken. Den Raum derartiger Vektorfelder bezeichnen wir mit
X5(G).

Wir werden solche Vektorfelder hauptséchlich in den folgenden beiden Situationen verwenden:

e M =G und f =idg. Dann stimmen die Vektorfelder ldngs f mit den iiblichen Vektor-

feldern auf G tiberein.

e d=1, M ist ein Intervall I und f eine C:-Kurve a: I — G.

Beispiele.

(a) Ist Y € X5(M) und ist f : M — G eine C**1-Abbildung, so ist f.Y : p — d,f(Y,)

(vergleiche das Beispiel in Abschnitt 5.4) ein Vektorfeld in X3(G).

(b) Ist X € X*(G) und ist f: M — G eine C*-Abbildung, so ist X o f € X3(G).

(c) Ist a: I — G eine C*T1-Kurve, so ist o/ € X5(G).
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Um die Definition der Levi-Civita-Ableitung zu motivieren, betrachten wir zunéchst wie-
der die Situation der &ukeren Geometrie, d.h. den Fall, wo ¢ der Maktensor einer C2-
Flichenparametrisierung F : G — IE3 ist. Sei X € X!(G). Wir wollen den tangentialen Anteil
der Ableitung von F.X € XL(IE%) als ein Vektorfeld auf G ausdriicken. Dazu rechnen wir fiir
peG und v e R?:

dp(FeX)(v) = dp(q — dgF(Xy))(v) = dIZ;F(Xp’U) + dpF(dp X (v))

Y 4 F(Ty (X, 0)) + hy(Xp,0) - Np(p) + dyF(dyX (v))

= d,F(dpX (v) + Tp(Xp,v)) + hp(Xp,v) - Np(p) ,

wobei das mit (%) bezeichnete Gleichheitszeichen aus Satz 1 in Abschnitt 7.1 folgt, und I' das
Christoffelsymbol zu F bezeichnet. Wir sehen also, dass der Tangentialanteil von d,(F.X)(v),
auf G zuriickgezogen, den folgenden Wert hat:

dpX (v) + (X, 0) .

Bemerkenswert ist hierbei, dass es sich um eine Grofe der inneren Geometrie handelt. Durch
diese Rechnung inspririert, definieren wir deshalb:

Definition. Sei (G,g) ein Riemannsches C"-Gebiet, I" sein Christoffelsymbol (siehe Satz 2
in Abschnitt 7.1) f : M — G eine C'-Abbildung, X € X}(G), p € M und v € R?. Dann
definieren wir die Levi-Civita-Ableitung von X an der Stelle p und in Richtung von v beziiglich
der Riemannschen Metrik g durch

VipX = dpX(v) + Ty (dpf(v), Xp) € R™ .
Im Falle einer C1-Kurve « : I — G und einem Vektorfeld X € X! (G) schreiben wir
Vo X =V X firalle tel.
Ist « eine C*-Kurve mit s <r und X € X5(G), so ist also
(VoX 1t Vo X =X'(t) + T (1), X(1) ) € X57'(G) .

Wir nennen ein Vektorfeld X € %}(G) parallel, wenn V(, X =0 fiir alle p € G und v € R?
ist.

Wichtiger Hinweis. Natiirlich kénnen wir die Levi-Civita-Ableitung insbesondere beziiglich
des Mafstensors einer Flachenparametrisierung F' bilden; dies ist sogar einer der wichtigsten
Anwendungsfille. Fiir diese Situation sollte festgehalten werden, dass dieser Ableitungsprozeft
aus alleiniger Kenntnis des Mafitensors ,abgeleitet” ist, es sich also um einen Prozeft der inneren
Geometrie von [F] handelt. Die in Abschnitt 7.3 folgende Gaufsche Ableitungsgleichung zeigt
— in Verallgemeinerung der obigen Motivationsrechnung — auf welche Weise die Levi-Civita-
Ableitung in dieser Situation mit der duferen Geometrie von [F] zusammenhéngt.
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Satz 1. Rechenregeln fiir die Levi-Civita-Ableitung. Fiir die Levi-Civita-Ableitung V
des Riemannschen Gebiets (G, g) gilt:

(a) Fiir jede C1-Abbildung f: M — G und jedes p € M ist die Abbildung
R x X(G) = R", (v,X) — V(X

IR-bilinear; zusitzlich gilt hinsichtlich der Multiplikation von X mit C'-Funktionen X :
M — IR die ,Produktregel”

v(10,1)) ()‘ ’ X) = dp)‘(v) ’ Xp + )‘(p) ’ v(10,1)))( .
(b) Sind die Gréken f: M — G und X € X3(G) C°-differenzierbar mit 1 < s <r, so ist fiir

jedes v € IRY
(ViwX : MR, p—>V,,)X) € 363;1((;).

(c) Diesog. Torsionsfreiheit der Levi-Civita-Ableitung: Fiir je zwei Vektorfelder X,Y € X'(G)
und jeden Punkt p € G gilt

v(p,Xp)Y - v(p,Yp)X = de(Xp) - de(Yp) .

(d) Fiir jede C'-Abbildung f : M — G und je zwei C!-Vektorfelder X,Y € %}(G) gilt die
sog. Ricci-Identitdt

V(p,v) €M xR" : dp(g(Xa Y))(U) = gf(p)(v(p,v)X’Y})) +gf(p)(Xpav(p,v)Y) :

wobei wir mit g(X,Y) die Funktion p — gy(,)(X;,Y)) bezeichnen.

Beweis. Die Aussagen (a) und (b) folgen direkt aus der Definition, und (c) folgt aus der Symmetrie von I'p. Zu
(d): Mit Hilfe der Bemerkung (a) und der Formel () aus Abschnitt 7.1 berechnen wir

dp (9(X,Y))(v)

(dp(g of) (U))(Xp: Yo) + 95 (dp X (v), Y) + gp(Xp, dpY (v))

= (df(p)g(dpf(v))) (Xp, Yp) + 97 () (dp X (v), Yp) + gp(Xp, dpY (v))

= 95(p) L) (dpf(0), Xp), Y) + 950) (X, L) (dp f(v): Yp)) + g5y (dp X (v), Yp) + gp(Xp, dpY (v))
95w (X () + Ty (dpf (0), Xp) , Yo) + 910 (X dpY (v) + T (dp f (), Y3))

95 (V) X5 Y) + 950) (Xps Vip.)Y) -

Aufgabe 1. In der Situation von Satz 1 gilt fiir jede C'-Abbildung f: M — G, X € X}(G),
pe M und v e R?

Vo) (X 0 f) =Virp)drwnX -

(Siehe auch Beispiel (b) aus diesem Abschnitt.) Insbesondere gilt fiir jede C'-Kurve a: [ — G

Vtel : Vg, (X oa)=ViypaunX -
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Satz 2. Verhalten der Levi-Civita-Ableitung unter Isometrien. Ist ¢: (G,g) — (C~¥,§~)
eine C2-Isometrie zwischen zwei n-dimensionalen Riemannschen Gebieten und sind V bzw. V
die Levi-Civita-Ableitungen der Riemannschen Metriken g bzw. g, so gilt fiir jedes Vektorfeld

X € XY(@) und das dadurch induzierte Vektorfeld ¢, X € Xi,(G) ,
X :G—=R", p— dpp(Xp)

die Beziehung B
V(p,?}) eGxR" : dptp(V(pm)X) = V(pm)(tp*X) .

Die Beziehung zwischen den beiden Levi-Civita-Ableitungen ist also die denkbar einfachste.

Beweis. Geméf Satz 3 aus Abschnitt 7.1 sind die Christoffelsymbole T" und I der beiden Riemannschen Gebiete
durch die Beziehung _
VpEG 1 (dpp) o'y =Ty o (dpyp x dpyp) + dz%‘»p

miteinander verbunden. Unter Ausnutzung dieser Formel berechnen wir

v(p,v)‘P*X = d, (q = dq‘P(Xq))(v) + ftp(p) (dP‘P(v) , dP‘P(Xp))
= dpp(v, Xp) + dpp(dp X (v)) + T (dpp(v) , dpip(X5))
= dP‘P(dPX(v))Jde‘P(Fp(v:Xp)) = dp‘/’(v(p,v)X) : o

Aufgabe 2. In der Situation obiger Definition sei a : I — G eine C'-Kurve.

(a) Ein Vektorfeld X € X! (G) ist genau dann parallel, wenn es die lineare Differentialgleichung
Viel : X'(t) =Ty (d/(t), X(t))
erfiillt.

(b) Sind X,Y € XL(G) Parallelfelder, so gilt g(X,Y) = const., also insbesondere | X| :=
g9(X, X) = const.

(¢) Zujedem to € I und jedem Anfangswert v € IR™ gibt es genau ein Parallelfeld X € XL (G)
mit X (tp) = v. [Man verwende die Theorie gewohnlicher Differentialgleichungen.|

7.3 Die Gaufssche Ableitungsgleichung erster Ordnung

Ist die Riemannsche Metrik des Riemannschen Gebiets (G, g) der Maftensor einer Flichenpa-
rametrisierung F : G — IE? | so besteht ein Zusammenhang zwischen der Levi-Civita-Ableitung
von (G,g) und der duferen Geometrie von F'. Dieser wird durch die Gaufsche Ableitungsglei-
chung gegeben:

Satz. Es sei F : G — IE® eine C2-Flichenparametrisierung, deren Maftensor bzw. zweite
Fundamentalform wir mit g bzw. h bezeichnen, und X € %}(G) ein Vektorfeld lings der C!-
Abbildung f: M — G. Dann ist das Differential des Vektorfelds F.X € X1, f(IE3) mit der Levi-
Civita-Ableitung von X durch die Ableitungsgleichung erster Ordnung von Gauf$ verbunden: Fiir
alle pe M und v € R gilt

dp(FX)(0) = dy) F(V p,0) X) + sy (dp f (0), Xp) - Ne(f(P)) 5
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demzufolge ist df() F'(V(,.)X) die Tangentialkomponente und h g (dp f(v), Xp) - Nr(f(p)) die
Normalkomponente von dy,(F,X)(v).

Die beiden wichtigsten Spezialfille notieren wir nocheinmal ausdriicklich:

e Ist X € X(G) (also M =G, f=idg), so gilt fiir p € G und v € R?

dp(F X ) (v) = dpF'(V () X) + hp(v, Xp) - Nr(p) -

e Ist v = Foa eine C%-Flichenkurve, so gilt (fiir die Situation X = o/ € XL(G))
vt fy/l(t) = da(t)F(vatO/) + ha(t) (al(t)v O/(t)) ’ NF(a(t)) )

somit

YVt 1 do) F (Vo) =2"(t) = ('(t), Np(a(t))) - Nr(a(t)) -

Bemerkung. Damit entpuppt sich unsere ,Motivationsrechnung” am Anfang von Abschnitt 7.2
als nichts anderes als die Gaufssche Ableitungsgleichung fiir den Spezialfall M = G, f = idg.
Ferner sehen wir riickblickend, dass die Definition des Christoffelsymbols in Satz 1 in Ab-
schnitt 7.1 (in Verbindung mit der Definition der Levi-Civita-Ableitung in Abschnitt 7.2) gerade
die Gaufsche Ableitungsgleichung im Spezialfall X = const. € X*>°(G) ist.

Beweis des Satzes. Wir adaptieren die Motivationsrechnung am Anfang von Abschnitt 7.2 fiir Vektorfelder ldngs
f:Fir pe M und v € R? gilt

dp(F. X)(v) = dp(q = dy()F(Xq)) (v) = df ) F(Xp, dp f(0)) + i) F(dp X (v))

D ) F(T 15y (X, dp f (0))) + by (X dy f(0)) - Ne(F () + dyy F(dp X (0))
= dp ) F(dp X (0) + T ) (X, dp f (0))) + By ) (X dy f(0) - Ne (£ ()
=di(p)F(Vp,0)X) + hy(p)(Xp, dp f(v)) - Nr(f(p)) »

wobei das mit (%) bezeichnete Gleichheitszeichen wieder aus Satz 1 in Abschnitt 7.1 folgt. m|

7.4 Geodatische Linien

Wir haben geodétische Linien einer Fliche [F] in Abschnitt 6.4 als Flachenkurven, deren Be-
schleunigungsvektor in Richtung der Fldchennormalen weist, eingefiithrt und gezeigt, dass eine
Fldachenkurve genau dann eine Geodétische ist, wenn sie konstante Bahngeschwindigkeit und
verschwindende geodétische Kriimmung besitzt (siehe Aussage 3 in Abschnitt 6.4).

Die folgende Aussage zeigt, dass Geodétische tatséchlich ein Konzept der inneren Fliachengeo-
metrie sind:

Aussage. Es sei F : G — IE® eine C"-Flichenparametrisierung und V die Levi-Civita-
Ableitung zu ihrem Maftensor. Eine regulire C?-Flichenkurve v = F o o ist genau dann eine
Geoditische, wenn Vo' = 0 ist.

Beweis. Nach der Gaufischen Ableitungsgleichung, angewendet auf das Vektorfeld o/ € XL(G), gilt fir t € T
jeweils
V'(8) = da F(Vo,a) + haw (o (t),0/ (1)) - Nr(a(t)) .
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Wir sehen daher, dass 4" (t) genau dann in die Richtung der Flichennormalen Ng(«(t)) zeigt, wenn Vg, o' =0
ist. m|

Durch diese Aussage motiviert, definieren wir:

Definition. Sei (G,g) ein n-dimensionales Riemannsches C!-Gebiet mit Levi-Civita-
Ableitung V. Dann heifit eine C?-Kurve a : I — G eine Geoditische des Riemannschen Gebiets
(G,g), wenn o ein Parallelfeld langs « ist, wenn also Vgo/ =0 gilt.

Man beachte, dass wir damit fiir den Fall, dass die Riemannsche Metrik Maftensor einer Fléachen-
parametrisierung ist, die Definition einer Geodé&tischen im Vergleich mit Abschnitt 6.4 dahinge-
hend verallgemeinert haben, dass wir nun auch nicht-reguldre Kurven als Geodétische zulassen.
Die nicht-reguléren Geodétischen sind gerade die Kurven « = const. (Dies ist eine Konsequenz
der Folgerung aus dem néchsten Satz.)

Satz. Sei (G,g) ein n-dimensionales Riemannsches C!-Gebiet und I' das Christoffelsymbol
von g. Dann ist eine C2-Kurve a : I — G genau dann eine Geoditische von (G,g), wenn sie
eine Losung der gewohnlichen, nicht-linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung

Viel : a'(t) = —Tuu(a(t),d(t))

ist. Diese Differentialgleichung kann man mittels der Komponentendarstellung a = (aq, ..., ay)
der Kurve o auch in der Form

j / / . .
off = — (Tl oa) -of-a) fir je{l,...,n}
ik=1
schreiben.
Beweis. Nach der Definition der Levi-Civita-Ableitung gilt fiir ¢ € I

Voo =a” (t) + Loy (' (1), (1)) ;

der Satz folgt aus dieser Gleichung unmittelbar in Verbindung mit der Definition der Geodétischen. O

Folgerung. Ist (G,g) ein n-dimensionales Riemannsches C2-Gebiet, so existiert zu jeder ,An-
fangsbedingung® (p,v) € G x IR™ genau eine maximale, auf dem Intervall [(,,) C IR definierte,
Geodétische

Ap)  Lpo) = G
mit
0€lpy, Qpw(0)=p und o/(pvv)(O) =v.

Beweis. Dies folgt, indem man man den Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir gewohnliche Differentialgleichung
(Satz von Picard/Lindel6f) auf die im Satz angegebene Differentialgleichung anwendet. m|
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Aufgabe. Sei a: 1 — G eine Geodétische, und seien a,b € IR derart, dass
I:={teR|at+bel}+o
gilt. Dann ist N
B:1— G, t— alat+Db)

ebenfalls eine Geodétische. Insbesondere gilt fiir p € G und v € IR™:

(a) Ist a € Ry, soist [(pq0) = é Aipwy und apq.0)(t) = agppy(a-t) fiir £ € L q.)-

(b) Ist s € I(,,) und setzen wir q := o, (s) und w := o/(p,v)(s), s0 gilt I(gu) = Ipv) — 8
und O (g,w) (t) = Q(p) (t + S) fir t € I(q,w) .

Beispiel 1. Geoditische auf Rotationsflichen. Sei F' die {ibliche Parametrisierung der
C2-Rotationsfliche zur nach Bogenlinge parametrisierten Profilkurve o = (r,b) : I — R, x R.
Wie wir in Abschnitt 6.4 (Beispiel 1 und Aufgabe 2) gesehen haben, sind séamtliche Meridiane,
sowie die Breitenkreise zu Parametern ¢ € I mit r/(t) = 0, Geodéatische von F. Wir wollen nun
die Geodatischen von F' allgemein untersuchen.

Aus dem Satz dieses Abschnittes folgt in Verbindung mit Beispiel (b) aus Abschnitt 7.1: Eine
C2-Flichenkurve v = F oy mit 3 = (y1,%2) ist genau dann eine Geoditische von F, wenn sie
das folgende Differentialgleichungssystem erfiillt:

yl = ((r-r") o) - (vh)? (1)
y§’=—2-<%oy1>-yi-yé- (2)

Wir kénnen an diesem Differentialgleichungssystem erneut unsere bisherigen Ergebnisse zu Geo-
détischen auf F ablesen:

(a) Fiir jedes sp € R ist y: I — IRy X IR, t +— (t,sp) eine Losung des Differentialgleichungs-
systems; die dazugehorigen Flachenkurven F oy sind die Meridiane von F', die wir schon
in Abschnitt 6.4 als Geodétische erkannt haben.

(b) Ist tp € I mit r'(tg) =0, s0ist y: IR — IRy X IR, s (tp,s) ebenfalls eine Losung des
Differentialgleichungssystems; die hierzu gehdrige Flachenkurve F oy ist ein Breitenkreis
von F'.

Gleichung (2) ist zu
(12 o y1) - yb = const. (2')

dquivalent. Bei der folgenden Betrachtung diirfen wir wegen Aufgabe 1 ohne Beschréinkung der
Allgemeinheit voraussetzen, dass die Geodétische v nach Bogenldnge parametrisiert ist.

Bezeichnen wir mit 9(¢) den Winkel zwischen ~/(¢) und dem durch ~(t) verlaufenden Breiten-

kreis, so gilt, weil v nach Bogenldnge parametrisiert ist,

(1) dyw Flea)) gy (W' (1), e0)
ey £ (e2)] 922(y(1))

cos ¥(t) = = (royi(t)) - va(t) ;
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fur das letzte Gleichheitszeichen siehe Beispiel 2(b) in Abschnitt 5.6. Daher ist die Gleichung (2)
zu der geometrisch aussagekréftigen Clairautschen Gleichung

(royy(t)) - (cosod) = const. =: ¢ (2")

dquivalent. Dabei ist der Wert der Konstanten ¢ natiirlich durch die Anfangsbedingung fiir die
Geodétische v eindeutig bestimmt.

Die Clairautsche Gleichung besagt insbesondere, dass die Kurve + sich nur in einer solchen Zone
auf der Rotationsfliche bewegen kann, in der r > |c| ist. Fiir ¢ = 0 erhalten wir erneut die
Meridiane der Fléche; fiir ¢ # 0 sehen wir insbesondere, dass die Geodétische die Rotationsachse
stets in einer Richtung umlauft.

Setzen wir die Gleichung (2') in der Gestalt (r20y1)-y5 = ¢ € IR in die Beziehung 1 = (7/,7/) =
g, y) = (¥))? + (r?oy1) - (y4)? ein, so erhalten wir den ,Energie-Erhaltungssatz"

%(yi)Q +Uoy = % = const.

mit dem , Potential®
2

U::%-VFQ:I—JR.
Dies ist die Gleichung eines konservativen mechanischen Systems mit einem Freiheitsgrad, und als
solche bestens bekannt. Siehe beispielsweise den Abschnitt 2.6 aus V. I. ARNOLD, Gewdéhnliche
Differentialgleichungen, Springer 1980. Aufgrund der dort beschriebenen Theorie bekommt man
in einfacher Weise eine qualitative Ubersicht iiber die Geoditischen einer jeden Rotationsfliche.

Beispiel 2. Die hyperbolische Halbebene. Die hyperbolische Halbebene ist das Riemann-
sche Gebiet H := (G, g) mit G := IR x IR; und der Riemannschen C*°-Metrik ¢, die durch

1 .
9(t,s) :S_2<7> fiir (t,S)GG
gegeben ist (siche auch Beispiel 3(a) in Abschnitt 5.6).
Nach Beispiel (a) aus Abschnitt 7.1 gilt fiir die Komponenten ng des Christoffelsymbols von H

I(lnod 1
7( y):—— und TI{;=T%,=03 =I%,=0.

—I?, =Tl, =1L =12, =
11 12 21 22 Gy y

Daher ist nach dem Satz dieses Abschnittes eine Kurve a = (ag,a2) : I — H genau dann eine
Geodaétische, wenn
20 - o
0/1':—71 2 und 0/2':—2 L
a2 a2

gilt.

Daran liest man ab: Die Geodéatischen von H sind, abgesehen von den konstanten Kurven,
genau die vertikalen Geraden IR — H, t — (c,exp(t)) (sie sind nach Bogenlénge parametrisiert)
und die Halbkreise, deren Mittelpunkt auf dem ,Horizont“ IR x {0} liegt (sie miissen allerdings
geeignet parametrisiert werden).

Dieses Beispiel ist von grofsem historischen Interesse. Betrachtet man namlich die Geodétischen
als die ,Geraden“ der hyperbolischen Halbebene, so sind in der so definierten hyperbolischen
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Geometrie alle Axiome der euklidischen Geometrie erfiillt, mit Ausnahme des Parallelenaxioms.
Diese Tatsache lieferte den Beweis, dass man das Parallelenaxiom nicht aus den anderen Axiomen
der euklidischen Geometrie herleiten kann. Die Entdecker dieses Tatbestandes waren unabhéngig
voneinander J. BOLYAI (1823), N. I. LOBATSCHEWSKY (1825) und GAUSS, wobei letzterer seine
diesbeziiglichen Notizen nie verdffentlicht hat.

7.5 Differentialformen in zwei Dimensionen

In den Abschnitten 7.6-7.7 werden wir den Zusammenhang zwischen der Gaufschen Kriimmung
einer Flachenparametrisierung und den Grofen der inneren Geometrie beschreiben. Dazu miissen
wir mit Differentialformen auf 2-dimensionalen Gebieten, und deren Cartanschen Ableitungen
arbeiten. Wir stellen daher die Theorie derartiger Differentialformen kurz dar.

Definition 1. Es sei G ein Gebiet des IR? und r > 1.

a) Eine C"-Differentialform o wvom Grad 1 auf G ist eine C"-Abbildung o : G —
(a) g
L(]RQ, IR), p— ap. Fir p e G ist a, also jeweils eine Linearform auf R?.

(b) Eine C"-Differentialform p wvom Grad 2 auf G ist eine C"-Abbildung p : G —
Alt2(R?), p — pp. Fiir p € G ist «, also jeweils eine Bilinearform auf IR?, die al-
ternierend ist, d.h. es gilt

pp(v, w) = —pp(w,v) fiir alle v,w € R?.

Beispiele 1.

(a) Sei (G,g) ein Riemannsches C"-Gebiet und E € X*(G) mit s <r.Dannist g(F, -):p—
gp(Ep, ) eine C*-Differentialform vom Grad 1 auf G . Die Volumenform w von (G, g) ist
eine C"~!-Differentialform vom Grad 2 auf G.

(b) Sei f : G — IR eine C"-Funktion. Dann ist das Differential df von f eine C"~!-
Differentialform vom Grad 1 auf G.

(¢) Sind z,y : G — IR die iiblichen Koordinatenfunktionen auf G' € IR?, so sind insbesondere
ihre Differentiale dz und dy C°°-Differentialformen vom Grad 1 auf G . Ist « eine andere
Cr-Differentialform vom Grad 1 auf G, so existieren C"-Funktionen fi, fo : G — IR mit
o= f1-dx+ fa-dy, das soll heifsen:

VpeG : ap= fi(p) - dpz + fap) - dpy .

Definition 2. Seien «,( zwei C"-Differentialformen vom Grad 1 auf dem Gebiet G C IR?.
Dann wird durch

(@A B)p(v,w) = a(v) - B(w) — a(w) - B(v) fiir alle p € G und v,w € IR?

eine C"-Differentialform o« A 8 vom Grad 2 auf G definiert. o A 3 heiflt das dufere Produkt
oder das Wedge-Produkt von « mit (.
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Beispiel 2. Ist in der Situation von Beispiel 1(c) eine C"-Differentialform p vom Grad 2 auf
G gegeben, so existiert eine C"-Funktion f:G — R mit pu= f- (dx Ady), d.h.

Vpe G : pp=f(p)- (dzNdy), .

In Verallgemeinerung von Beispiel 1(c) und Beispiel 2 gilt:

Aussage 1. Essei (B, F») ein C"-Basisfeld auf dem Gebiet G C IR? und (0y,62) das zu
(E1, Eg) duale Basisfeld, das heifst, #; und 6y seien die C"-Differentialformen vom Grad 1, die
durch

01(E1) =02(E2) =1 und 601(E2) =62(F1) =0 (%)

charakterisiert sind. Dann gilt:

(a) Fiir jede Differentialform « vom Grad 1 auf G gilt o = a(Ey) - 61 + a(Es) - 62
(b) Fiir jede Differentialform p vom Grad 2 auf G gilt p = u(Eq, E2) - (01 A 6s).

Beweis. Fir (a). Es geniigt, die Gleichung bei Einsetzung von Ej (k € {1,2}) zu iiberpriifen. Aufgrund von (x)
gilt
a(El) : 91(Ek) + OL(EQ) : 92(Ek) = Oé(Ek) .

Fiir (b). Man beachte, dass Alt?(IR?) eindimensional ist, und daher Alt?(IR?) — R, w — w((E1)p, (F2)p) fiir
p € G jeweils ein Vektorraum-Isomorphismus ist. Deshalb geniigt es, die behauptete Gleichung bei Einsetzung
von (E1,E2) zu iberpriifen. Es gilt

*

(W(E1, E2) - (61 A 602)) (Er, E2) = p(Er, Ba) - (01(En) - 0a(Es) — 02(E2) - 0a(Er) = u(En, Ba) . o

Definition 3. Es seien G,G C IR zwei Gebiete und f: G — G eine Cr*+1-Abbildung.

(a) Ist « eine C"-Differentialform vom Grad 1 auf G, so wird durch
(fFa)p(v) == asppy(dpf(v)) fiir alle p € G und v € R?
eine C"-Differentialform f*a vom Grad 1 auf G definiert.
(b) Ist u eine C"-Differentialform vom Grad 2 auf G, so wird durch
([ )p(v,w) = gy (dpf(v),dp f(w)) fiir alle p € G und v, w € IR?

eine C"-Differentialform f*u vom Grad 2 auf G definiert.

Man nennt f*a bzw. f*u den Pullback von « bzw. p unter f.

Wir wollen nun fiir Differentialformen « vom Grad 1 einen Differentiationsprozefs einfiihren.
Dabei denkt man natirlich zuerst an das iibliche Differential da . Dieses ordnet jedem p € G eine
lineare Abbildung IR? — L(IR?,R), v +— dpa(v) zu. Das hierdurch definierte Tensorfeld vom
Typ (0,2) (dpa(v))(w) ist jedoch keine Differentialform, weil es in den Eintrégen (v,w) nicht
alternierend ist. Betrachten wir von diesem Tensorfeld jedoch nur den ,alternierenden Anteil“, so
erhalten wir eine Differentialform vom Grad 2, die sogenannte Cartansche Ableitung von «:
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Definition 4. Sei « eine C"-Differentialform vom Grad 1 auf G mit r > 1. Dann heifdt die
durch

(da)p(v,w) = dya(v,w) = (dpa(v))(w) — (dpa(w))(v) fir p€ G und v, w € R?

definierte C"~!-Differentialform da vom Grad 2 auf G die Cartansche Ableitung oder dufere
Ableitung von « .

Aussage 2. Berechnung der Cartanschen Ableitung in Riemannschen Gebieten. Es
sei (G,g) ein 2-dimensionales Riemannsches C!-Gebiet mit Levi-Civita-Ableitung V, « eine
Cl-Differentialform vom Grad 1 auf G, und X,Y € X!'(G). Dann gilt fiir p € G

Qpa(X]”}/;)) = dp(a(Y))(Xp) — dp(a(X))(Yp) — ap(v(p,Xp)Y - v(p,Yp)X) :

Beweis. Es gilt nach der Leibniz-Regel
dp(a(Y))(Xp) = (dpar(Xp))(Yp) + ap(dpY (Xp))

und daher
Qpa(XmYp) = (dpa(Xp))(Yp) — (dpar(Yp))(Xp)
= dp(a(Yp))(Xp) — dp(a(Xp))(Yp)
= dp(a(Y))(Xp) — ap(dpY (Xp)) — dp(a(X))(Yp) + ap(dp X (Yp))
= dp(a(Y))(Xp) — dp(a(X))(Yp) — ap(dpY (Xp) — dp X (Yp))
= dp(a(Y))(Xp) — dp((X)) (V) = p(V(p.x,)Y = Vipy) X)
wobei das letzte Gleichheitszeichen aus der Torsionsfreiheit von V folgt, siehe Satz 1(c) in Abschnitt 7.2. O

Aussage 3. Vertauschbarkeit von Cartanscher Ableitung und Pullback. Seien G,é
zwei Gebiete in IR?, f: G — G eine C2-Abbildung und « eine C!'-Differentialform vom Grad 1
auf G. Dann gilt

d(f*a) = f*(da) .

Beweis. Es seien p € G und 0, € IR? gegeben. Wir setzen p := f(p) € G, v := dpf(0) und w = dpf(w).
Dann gilt aufgrund der Kettenregel

d;(f"e)(0,w) = di((f" ) (0)) (@) = d5((f* ) (w)) () = dp(a(v))(w) =dp(a(w))(v) = d,a(v,w) = (f"(d))3(v, D) .

O

7.6 Die Zusammenhangsform eines 2-dimensionalen Riemannschen Gebiets

Voraussetzungen. Wir machen fiir die néchsten beiden Abschnitte die folgenden Generalvor-
aussetzungen: Es sei (G,g) ein 2-dimensionales Riemannsches C"-Gebiet mit r > 2, und V
dessen Levi-Civita-Ableitung. Wir bezeichnen mit Alt? (IR?) die kanonische Orientierung von
IR? | siche Abschnitt 1.7; es seien w und J die induzierte Volumenform bzw. komplexe Struktur
von (G,g), siche Abschnitt 5.6.

Wir fixieren nun ein normiertes Vektorfeld E € X"(G). Dabei soll sich die ,Normierung“ auf die
Riemannsche Metrik g beziehen, d.h. es soll gelten

Vpe G : gp(Ep, Ep) =1.
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Auflerdem betrachten wir das Vektorfeld
JE: G —TR?, p— Jy(Ep) .

Damit ist offenbar JE € X"(G) ein weiteres Einheitsvektorfeld, und (E,JE) ein positiv orien-
tiertes C"-ONB-Feld beziiglich g .

Satz. Es existiert genau eine C"~!-Differentialform ¢ : G — L(IR%,R), p ¢p vom Grad 1
auf G, so dass

VpeEG vER? : Vi, ) E=(v) - JE, und V) (JE)=—() - E,

gilt. Diese Differentialform nennen wir die Zusammenhangsform der Konfiguration (G, g, E) . Sie
misst die infinitesimale Anderung von E und JE relativ zum ONB-Feld (E,JE) (siehe auch
die Frenet-Gleichungen der Kurventheorie).

Beweis. Fiir p € G und v € IR? setzen wir

Cp(v) := gp(v(p,v)E: JEp) ;

hierdurch wird offenbar eine C"~!-Differentialform ¢ vom Grad 1 auf G definiert. Damit gilt, weil (E,, JE,)
eine g,-ONB von R? ist,

Vipwnt = gp(v(p,v)Ev Ep) Ep + gp(v(p,v)E: JEy) JE, = (p(v) JEy ;

hierbei ergibt sich das zweite Gleichheitszeichen aus der Differentiation der Gleichung ¢(E,E) = 1 und der
Anwendung der Ricci-Identitat (Abschnitt 7.2, Satz 1(d)):

0= dp(g(E,E)) (v) = QgP(V(P,U)E7EP) .

In entsprechender Weise folgt aus g(E, JE) =0:
0=dp (g(E7 JE)) (W) =9 (V ) E, JEp) + gp(Ep, V(p,0) (JE)) = gp(Ep, V (p,0) (JE)) + (p(v)

und aus g(JE,JE)=1:
0= dp(g(JE: JE)) (W) =295 (Vp0)(JE), JEp) .

Mit diesen beiden Gleichungen ergibt sich
V) (JE) = p(V(p,0)(JE), Ep) Ep + gp(V (p,0) (JE), JEp) JEp = —(p(v) Ep

Aussage 1. Essei (61,602) das zu (E, JE) duale Basisfeld (siche Aussage 1 in Abschnitt 7.5).
Dann gilt:
(a) Vpe G : 01 =gp(Ep, ) und 0, = gp(JE,, -)
(b) w=2061A0;.
(c) ¢=22,d0:i(E,JE) - 0;
(d) Die Zusammenhangsform ( ist durch die Gleichungen
df; =C A6y und dby=—-CAN0

charakterisiert.
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Beweis. (a) ist klar. Zu (b). Nach Aussage 1(b) aus Abschnitt 7.5 gilt w = w(E,JE) - (01 A2) = 61 ANO2. Zu
(c). Aufgrund von Aussage 2 aus Abschnitt 7.5 und der Definition der Zusammenhangsform ¢ im Satz dieses
Abschnitts gilt fiir p € G

S 0B TE) 01y = 3 (A0 (TENEy) = dy O (BT E) = 0.(V .5, (JE) = Viy5,)E)) - 1

1

==Y 0ip(Vip.5,)(JE) = Viy,58,)E) - 0
= - Z Qi,p(_Cp(Ep) “Ep — CP(JEP) : JEp) “Oip
= Z(CP(EP) : ai,p(Ep) + CP(JEP) : gi,P(JEp)) : Qi,p

= CGp(Ep) - 01p + G (JEp) - b2p = Cp
wobei das letzte Gleichheitszeichen aus Aussage 1(a) in Abschnitt 7.5 folgt.

Zu (d). Nach (c) gilt
C/\ 0y = (Q91(E,JE) -0 +Q92(E,JE) . 02) A Oy = Q01(E7 JE) - (01 /\02) = Qﬂl s

wobei das letzte Gleichheitszeichen aus Aussage 1(b) in Abschnitt 7.5 folgt. Die zweite behauptete Gleichung folgt
auf entsprechende Weise. O

Beispiel. In der hyperbolischen Halbebene H (siehe das Beispiel 2 in Abschnitt 7.4) ist E :=
y - €9 ein C*°-Einheitsvektorfeld. Es gilt JE = —y-ey1, 61 = (1/y) - dy, 02 = —(1/y) - dz und
daher w = 01 A Oy = (1/y?) - dz A dy . Weiter gilt fiir p = (z,y) € H

dy01(er, e2) = (dpbi(e1))(e2) — (dpbr(e2))(er) = 0+ (55 dpy)(er) =0
und deshalb df; = 0. Entsprechend ist
d,fa(e1, e2) = (dpba(er))(e2) — (dpba(ez))(e1) =0 —

und deshalb dfs = —y—12 - (dz N dy) = —w . Damit ergibt sich nach Aussage 1(c)

y%dpx(el) = —y—12 = —y% - (dx A dy)(er,e2)

(=d01(E,JE) -6 + db2(E, JE) - 6y = —w(E, JE) - 02 = 0y = - dx .

Aussage 2. Verhalten der Zusammenhangsform unter Isometrien. Sei (é,ﬁ) ein
weiteres 2-dimensionales Riemannsches C"-Gebiet, die vermittels der orientierungserhaltenden
CrtlIsometrie ¢ : (G,§) — (G,g) zu (G,g) isometrisch ist. Dann existiert genau ein C-
Einheitsvektorfeld E des Riemannschen Gebietes (G,g) mit

Vpe G, veR? : dyp(E,) = B, -

Die Volumen- und Zusammenhangsformen @ und E der Konfiguration (6,5, E) stehen mit den
entpsrechenden Grofen der Konfiguration (G, g, E) durch die folgenden einfachen Formeln in
Verbindung;: B B

w=¢'w, (=¢*¢ und deshalb auch d¢ = ¢*(d().

Beweis. Die Existenz und Eindeutigkeit von E folgt aus der Tatsache, dass dpe : (IR?, g,) — (IR?, Ge(p)) jeweils
ein skalarprodukttreuer Vektorraum-Isomorphismus ist. Ferner gilt dy,p o J, = J,(;) © dpe und deshalb auch
dpp(JEp) = JE,(p) . Daraus ergibt sich 6, = ¢"0, fiir k€ {1,2} und daher nach Aussage 1(b)

w=01 N0 = ((p*al) AN ((p*gg) = @*(01 A 02) = <p*w .
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AuRerdem gilt nach Aussage 1(c) unter Verwendung von Aussage 3 aus Abschnitt 7.5
(= Zde (E,JE) - 6; —Zd CO0N(E, JE) - (¢70:) = > ¢"(d0:)(E, JE) - (9"0;)

= Z (d0:) () (dp(E), dpp(JE)) - (¢70:) = Y _(d0:(E, JE) 0 9) - 9"0; = ¢°C .

i

Die Gleichung d¢ = ¢* (d¢) folgt nun aus Aussage 3 aus Abschnitt 7.5. a

7.7 Die Gaufische Kriimmung als Grofie der inneren Geometrie

Aussage 1. Die Cartansche Ableitung d{ der Zusammenhangsform (¢ der Konfiguration
(G, g, FE) hangt nicht von der Wahl des Einheitsvektorfeldes E ab. Wir nennen d{ die Krim-
mungsform des Riemannschen Gebiets (G, g). Da sie eine Differentialform vom Grad 2 ist, kann
man sie mit Hilfe einer — eindeutig bestimmten — Funktion K : G — IR durch

d¢= K -w
beschreiben. K heifit die Krimmung des 2-dimensionalen Riemannschen Gebiets (G, g) .

Beweis. Ist E ein zweites Einheitsvektorfeld von (G,g), so gilt E = a-E+b-JE mit a := g(E, E) und
b:=g(E,JE). Dabei ist a®> +b* =1, also

a-da+b-db=0. (%)

Durch Anwendung von J auf die Formel fiir E erhalten wir auch JE = —b- E +a- JE . Daher folgt nach dem
Satz aus Abschnitt 7.6 fiir die Zusammenhangsform ¢ der Konfiguration (G, g, F)

gp(v) = gp(v(p,v)Ey JEP)
:gp(V(pv(a E+b-JE),=b(p) Ep +a(p) JEp)
= gp( P) - Vipo) B+ dpb(v) - JEp +b(p) - Vi) (JE) , =b(p) - Ep + a(p) - JE)
= gp(dpa p) - Cp(v) - JEp +dpb(v) - JEp — b(p) - (p(v) - Ep , —b(p) - Ep +a(p) - JEp)
— 0lo) )+ a6 Go(6) 4 Ab(0) - a0) + D) G0
= a(p) - dpb(v) = b(p) - dpa(v) + ¢p(v) ,
und deswegen
dGp(v,w) = dy(a - db(v) — b da(v))(w) — dp(a - db(w) = b- da(w))(v) + déy(v, w)
= dya(w) - dpb(v) + a(p) - dpb(v, w) — dyb(w) - dpa(v) — b(p) - dja(v, w)
— dya(v) - dpb(w) — a(p) - d2b(w,0) + dyb(v) - dpa(w) + b(p) - dZa(w,v) + dé(v, w)
= 2(dpb(v) - dpa(w) — dpb(w) - dpa(v)) + d¢p (v, w) ,

also Qz: 2dbAda+d¢. Wegen (x) sind dpa und dpb jeweils linear abhéngig. Daher ist db A da = 0 und somit
dé = d¢. o

\./\_/

Wir wollen nun die Kriimmung des Riemannschen Gebiets (G, g) fiir den Spezialfall bestimmen,
dass g der Maftensor einer C"*+!-Flichenparametrisierung F : G — IE? ist. Als Vorbereitung
fiihren wir eine Betrachtung durch, die der in Abschnitt 4.1 beschriebenen Herleitung der Frenet-
Gleichungen fiir eine Kurve im IE? sehr dhnelt:

Aussage 2. Es seien Ei,FE9, FE3: G — IE% drei C"-Funktionen derart, dass fiir jedes p € G
(E1(p), E2(p), E3(p)) eine ONB von IE? ist. Dann existieren C"~!-Differentialformen w;; vom
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Grad 1 auf G (mit 4,k € {1,2,3}), so dass
Vpe G, veR? : d,E;(v szk,p - Ey(p) fiir i€ {1,2,3}

gilt. Diese Differentialformen besitzen die Symmetrien
wik = —wk;  fir i,k € {1,2,3}, also insbesondere w; =0
und erfiillen die Strukturgleichungen

dwig =wiz Awsz, dwiz =wiz Aweg und dwez = woy Awiz .

Beweis. Die Existenz der w; ist klar. Fir ¢,k € {1,2,3} gilt (E;, Ex) = dir und somit

0 = dp((Ei, Ex))(v) = (dpEi(v), Ex(p)) + (Ei(p), dp Bk (v)) = wik,p(v) + whi,p(v) -
Hieraus folgen die Symmetriegleichungen.
Zum Beweis der Strukturgleichungen: Fiir i € {1,2,3} und u,v € IR? gilt

dyEi(u,v) = dy(g — dgEi(u))(v)

=d, <Z wir(u) - Ek> (v)

(dp(wir () (v) - Bk (p) + wik.p(u) - dp Ex(v))

ko
w || w
=

(dp(wir(w)) (v) - Ei(p) + wirp( Z Whj,p(

o

w
=

<d wzk + Zwm p w]k p )) : Ek(p)
= ((d wik (v )+ ZWU p(1) Wik ,p( )) - Ex(p)

k=1

=
w0 |l

und daher wegen der Symmetrie des zweiten Differentials df,Ei

0=d;Ei(u,v) — drEi(v,u)

= <(dpwik(v))(u) — (dpwir (u Z (wig,p (1) Wik,p(v) — wij,p(v) ij,p(“))) - Er(p)
k=1 Jj=1

= ( dwlkuv +Z wij A Wijk)p ))Ek(p)
k=1 j=1

Da die Ex(p) (mit k € {1,2,3}) linear unabhéngig sind, ergibt sich hieraus
3
ViJC c {172,3} s dwik = Zwij N Wik
j=1
und somit fiir ¢ =1, k=2 wegen w;; =0
3
dwis = Zwu A wjz = w13z A w32
j=1

und analog die anderen beiden Strukturgleichungen.

115
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Anwendung. Wir benutzen die vorhergehende Aussage 2 nun, um eine C’tl-

Flichenparametrisierung F : G — IE® zu untersuchen. Hierfiir sei g der MaRtensor von
F, E € X¥°(G) ein Einheitsvektorfeld beziiglich ¢, und Np das Einheitsnormalenfeld von F'.
Wir wenden Aussage 2 auf das positiv orientierte ONB-Feld (E1, Eo, F3) langs F' an, das durch

Ey:=F.E:p—dyF(E,), Ey:=F.(JE) und Ej:=Ng

definiert ist. In diesem Fall haben die Differentialformen w;; aus Aussage 2 die folgende geome-
trische Bedeutung;:

(a) w2 ist mit der Zusammenhangsform ¢ der Konfiguration (G,g,E) identisch, also eine
Grofe der inneren Geometrie von F'.

(b) w1z und wo3 beschriben den Formoperator A von F', und werden umgekehrt durch diesen
bestimmt; sie sind in diesem Sinne Groften der dufleren Geometrie von F' . Genauer gesagt,
es gilt:

A=wi3QF + w3 @ JE ,

das soll per Definition bedeuten:

VpE G, veR? : Apw =wiz,(v) - By + wasp(v) - JE, . ()

Beweis. Fiir p € G und v € IR? gilt einerseits nach Aussage 2
dpE1(v) = wi2,p(v) Ea(p) 4+ wis,p(v) Es(p) ,
andererseits gilt nach der Gaufschen Ableitungsgleichung (Abschnitt 7.3) und dem Satz in Abschnitt 7.6
dpEr(v) = dp(FE)(v)
= dpF'(V(p,0)E) + hp(v, Ep) - Nr(p)
= (p(v) - JEp + gp(Apv, Ep) - NF(p)
= (p(v) - E2(p) + gp(Apv, Ep) - Es(p) -
Durch , Koeffizientenvergleich“ in diesen beiden Gleichungen ergibt sich einerseits
wiz2,p(v) = (p(v) ,

andererseits
wi3,p(v) = gp(Apv, Ep) .

Durch eine analoge Rechnung fiir d,FE2(v) erhélt man auch
was,p(v) = gp(Apv, JEp)

und damit die behauptete Gleichung (7). O

Theorem. Die Kriimmungsgleichung von Gaufi. Sei g der Maktensor einer C3-
Parametrisierung F' : G — IE und Kp ihre Gaufsche Kriimmung. Weiter sei w die Volu-
menform des Riemannschen Gebiets (G, g). Dann gilt fiir die Kriimmungsform d¢ von (G, g)

d¢=—-Kp-w.

Mit anderen Worten: Die Kriimmung des Riemannschen Gebiets (G, g) (siehe Aussage 1) stimmt
mit der Gaufsschen Kriimmung von F' iiberein.

Als Folge dieses Theorems sehen wir:
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Die Gaufsche Kriimmung einer Fléchenparametrisierung
ist eine GroRe ihrer inneren Geometrie.

Beweis. Nach Aussage 1 gilt fiir die Kriimmung K des Riemannschen Gebiets (G, g): d( = —K - w. Verwenden
wir nun die Aussage 2 in der in der vorhergehenden Anwendung beschriebenen Situation, so gilt ¢ = wi2 und
deshalb d¢ = wi3 A w32 und somit

K = —d{(E,JE) = —(wiz Aw32)(E, JE)
—wlg(E) (U32(JE) + wlg(JE) w-g,Q(E)

9(AE,E)g(AJE, JE) — g(AJE, E) g(AE, JE)

© get(A) = Kr |

wobei das mit (¢) gekennzeichnete Gleichheitszeichen aus der Tatsache folgt, dass (E, JE) ein positiv orientiertes
ONB-Feld auf G ist. i

Aufgabe. Gaufische Kriimmung in orthogonalen und konformen Koordinaten. Es
sei (G,g) ein 2-dimensionales Riemannsches C2?-Gebiet.

(a)

Die Riemannsche Metrik ¢ sei orthogonal, das soll heifen, dass es zwei C?-Funktionen
fih:G— IRy mit

Vpe G, u,veR? : gp(u,v) :f(p)Q-ul-v1+h(p)2-u2-v2

gibt. Dann zeige man:

E=(/f) e
ist beziiglich g ein Einheitsvektorfeld auf G, die Zusammenhangsform ¢ der Konfiguration
(G, g, F) ist durch

_ Ly he
(== do+ 7w dy

gegeben, und die Kriimmung K des Riemannschen Gebiets (G, g) ist durch

), (8
+
(f x h Y
fh
gegeben. Dabei bezeichnet der Index , bzw. , die partielle Ableitung nach x bzw. y.

K=-—

Ist die Riemannsche Metrik g konform, das soll heien, dass es eine C?-Funktion A : G —
IR+ mit

g=X- ()
gibt, so hat das Riemannsche Gebiet (G, g) die Kriimmung
1
K = VA A(lno)) .
Dabei bezeichnet A den Laplace-Operator, d.h. Af = % + giy{ )

Man verwende (a), um erneut zu zeigen, dass die Gauksche Kriimmung der Rotations-
flichenparametrisierung zur nach der Bogenlinge parametrisierten Profilkurve o = (r,b)
gleich K = —(r"/r) oz ist.

Man verwende (b), um zu zeigen, dass der hyperbolische Raum H (siehe Beispiel 2 in
Abschnitt 7.4 und das Beispiel in Abschnitt 7.6) die konstante Kriimmung —1 besitzt.
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Mitteilung. Der Vollstéandigkeit halber gebe ich auch an, wie man die Kriimmung eines Rie-
mannschen Gebiets (G, g) mittels seiner Christoffelsymbole I’gk berechnen kann:

911'K:3%211%1_a%lrgl‘*‘rgl'(rh—F%Q)"‘F%l'(r%_r%ﬂ-

Theorema egregium. (GauR 1827) Es seien (G,g) und (G,§) zwei 2-dimensionale

Riemannsche Gebiete mit der Krimmung K bzw. K. Dann gilt fiir jede C3-Isometrie ¢ :
(G.9) — (G.7) i
K=Kop.

Beweis. Wir wissen w = ¢*@ und ¢ = ga*z. Hieraus ergibt sich

K w=d(=d(¢")=¢" ) = ¢ (-K ) = —(Koy) - o5 =—(Koy) w

und damit die Behauptung. a

Das Theorema egregium ist das zentrale Ergebnis der beriihmten Arbeit Disquisitiones generales
circa superficies curvas (Allgemeine Untersuchung von gekriimmten Fléachen) von GAUSS aus dem
Jahre 1827. 12 Jahre spéater hat F. A. MINDING eine gewisse Umkehrung dieses Satzes gefunden.

Satz von Minding. Sind (G,g) und (G,§) zwei 2-dimensionale Riemannsche C"-Gebiete
mit 7 > 2, und haben diese beiden Riemannschen Gebiete dieselbe konstante Kriimmung, so
existiert zu jedem Punktepaar (po,po) € G x G eine C"~!-Isometrie ¢ von einer Umgebung U
von po in G auf eine Umgebung U von Py in G mit ©(po) = po -

Der Satz von Minding zeigt unter anderem, dass jede Flidche mit verschwindender Gaufischer
Kriimmung lokal isometrisch zur Ebene ist. Er zeigt ebenfalls, dass die Pseudosphére (siehe
Aufgabe 2 in Abschnitt 6.6) lokal isometrisch zum hyperbolischen Raum H (siche Aufgabe (d)
in diesem Abschnitt) ist. Jedoch kann man zeigen, dass der hyperbolische Raum global nicht
durch eine Fliachenparametrisierung realisiert werden kann.

7.8 Der Fundamentalsatz der Fliachentheorie

Die Codazzi-Gleichung. Essei A der Formoperator einer singularitdtenfreien Flachenpara-
metrisierung F : G — IE einer singularititenfreien C"-Fliche mit » > 3 und X,Y : G — IR?
zwei C'-Vektorfelder auf G . Bezeichnen wir mit AX und VxY die Vektorfelder

AX :p— ApXy bzw. VxY :p—V )YV,

so gilt
Vx(AY) — A(VxY)=Vy(4X) - A(VyX) .
In der Literatur erscheint diese Symmetrie-Beziehung des Formoperators auch unter dem Namen

Gleichung von Mainardi-Codazzi; sie wurde unabhéngig voneinander 1856 von MAINARDI und
1860 von CoDAZzI gefunden. — Den folgenden Satz publizierte 1867 O. BONNET.
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Der Fundamentalsatz der Flichentheorie. Essei G ein Gebiet von IR?. Dann gilt:

(a) Sind F, F:G— E? Parametrisierungen zweier singularitiitenfreier C3-Flichen und sind
die Maftensoren und Formoperatoren dieser beiden Parametrisierungen gleich, so sind die

beiden Flichen zueinander kongruent, d.h.: Es existiert eine Isometrie ® des IE?, so dass
F = ®o F ist. [Sieche Abschnitt 6.3.]

(b) Es sei g : G — L?(IR?,IR) eine Riemannsche C2-Metrik und A : G — End(IR?) ein
C!-Tensorfeld vom Typ (1,1), welches mit g folgendermaRen verbunden ist:

(i) fur jedes p ist A, beziiglich g, selbstadjungiert,
(ii) det(A) ist die Kriimmung des Riemannschen Gebietes (G, g) ,
(iii) A erfiillt die Codazzi-Gleichung beziiglich der Levi-Civita-Ableitung von (G, g).

Ist G einfach zusammenhéngend, so existiert eine Parametrisierung einer singularitéten-
freien C3-Fliche, deren Maftensor und Formoperator gerade g bzw. A sind.

Diesen Satz sollte man mit dem Hauptsatz der ebenen Kurventheorie (siche Abschnitt 3.2) ver-
gleichen. Dem Mafstensor g und dem Formoperator A entsprechen in der ebenen Kurventheorie
die Bahngeschwindigkeit v, und die orientierte Kriimmung ¢, . Dass in der Fldchentheorie fiir
die Existenzaussage (b) zusétzliche Bedingungen gefordert werden miissen, sollte nicht wundern.
Zur Bestimmung der fraglichen Parametrisierung muss namlich eine partielle Differentialglei-
chung gelst werden; und bei partiellen Differentialgleichungen existieren nur dann Ldsungen,
wenn die Gleichungen eine ,Integrabilitdtsbedingung* erfiillen, in der vorliegenden Situation ge-
rade die Bedingungen (ii) — (iii).

Aufgabe. Essei F:G — IE? eine singularititenfreie C3-Flichenparametrisierung mit Form-
operator A. Hierzu seien die 1-Formen w;; wie in der ,Anwendung® in Abschnitt 7.7 definiert.
Aus dem Beweis der Kriimmungsgleichung von GAuss (siehe Abschnitt 7.7) weifs man, dass

det(A) - w = —w13 A wse ist. Man zeige nun, dass die Codazzi-Gleichung zu den Gleichungen

dwiz = wig Awez und dwsz = wor Awis (%)
aquivalent ist. (Man beachte, dass wjs = —ws die Zusammenhangsform der Konfiguration
(G,g,E) ist.)

Bemerkung. Teil (b) des Fundamentalsatzes der Flachentheorie wirft unmittelbar die Frage
auf, ob jedes einfach zusammenhéngende, 2-dimensionale Riemannsche Gebiet (G,g) von einer
Fléachenparametrisierung erzeugt werden kann. Diese Frage wurde erstmals von L. SCHLAEFLI
um 1872 formuliert. In zwei Arbeiten mit dem gleichlautenden Titel “Sur la possibilité de plonger
un espace riemannien donné dans un espace euclidien” (vgl. Annales Soc. Pol. Math. 5 bzw. 6,
1926 bzw. 1927) haben M. JANET und E. CARTAN mit unterschiedlichen Methoden eine Ant-
wort gegeben: Sie finden, dass das Problem lokal eine Losung besitzt, allerdings unter der sehr
starken Voraussetzung, dass die Riemannsche Metrik reell-analytisch (d.h. lokal in Potenzreihen
entwickelbar) ist. Mit der letzten Aufgabe haben wir Cartans Beweismethode eingeleitet. Wie hat
man danach zu verfahren? Bezeichnen w und K die Volumenform bzw. Kriimmung von (G, g),
so hat man Differentialformen w3 und ws3 zu suchen, die obige Gleichungen () und K -w =
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—w13 A wsg erfiillen. Wenn das maglich ist, so kann man mithilfe eines Einheitsvektorfeldes F
des Riemannschen Gebietes (G, g) den Operator A := w13 ®@ F + we3z ® JE definieren (vgl. das
yJAnwendung® aus 7.7); dieser erfiillt dann nach obiger Aufgabe die Voraussetzungen des Teiles
(b) des Fundamentalsatzes der Flachentheorie, weswegen also das Riemannsche Gebiet von einer
Flachenparametrisierung erzeugt wird.

Im Jahr 1950 konnten PH. HARTMAN/A. WINTNER in der Arbeit “On the embedding problem in
differential geometry” (Amer. J. Math. 72, 1950) die lokale Losbarkeit des Problems fiir Riemann-
sche C3-Metriken beweisen, allerdings unter der Zusatzvoraussetzung, dass K (p) # 0 ist oder
dass K in einer Umgebung von p identisch verschwindet. (Der letzte Teil wird bereits durch
den Satz von Minding abgedeckt.) Tatséchlich sind die Differenzierbarkeitsvoraussetzungen von
Hartman/Wintner noch etwas schwiicher als C3.



