Kapitel 6

AuBere Geometrie riumlicher Flichen

Wie wir bereits wissen, werden bestimmte fundamentale , Messungen“ auf einer Fliche durch
den Mafltensor einer Parametrisierung beschrieben. Insbesondere ermdoglicht es der Mafitensor,
Langen und Winkel auf der Fliche zu messen. Ein Ansatz fiir die Untersuchung der Geometrie
von Flidchen besteht daher darin, der Frage nachzugehen, welche Eigenschaften der Fliche man
allein aus dem Mafitensor erschlieen kann. (Dabei sollen auch Ableitungen des Mafltensors
zugelassen sein.) In einem Bild ausgedriickt, entspricht dies der Geometrie der Fliche, wie sie
von einer intelligenten Ameise wahrgenommen wird, die auf der Fliche herumkrabbelnd diese
erkundet. Diese Art des Flidchenstudiums nennt man innere Geometrie von Flichen oder — in
einem allgemeineren Rahmen — Riemannsche Geometrie.

Wir wissen allerdings auch, dass durch den MaBtensor allein die Geometrie der im IE? einge-
betteten Fliche nicht vollstéindig beschrieben wird, gibt es doch sehr unterschiedliche Fléchen,
die denselben Mafitensor besitzen (ein Beispiel haben wir in der Aufgabe 2 in Abschnitt 5.6
kennengelernt). Um die unterschiedliche Beschaffenheit dieser Flichen zu erfassen, miissen wir
sie von ,auflen“ her ansehen, sie also als Objekt des umgebenden Raums untersuchen. Diese
Betrachtungsweise heifit duflere Geometrie.

Noch eine Veranschaulichung: Unseren eigenen Lebensraum, die Erdoberfliche konnten wir bis
zum Start des Sputnik am 4. Oktober 1957 nur mit den Mitteln der inneren Geometrie studieren.
Das machte die Faszination der ersten, damals entstandenen Aufnahmen der Erde aus, sah man
doch durch sie die Erdoberfliche zum ersten Mal mit den Augen der dufleren Geometrie.

Wir werden uns im Folgenden zunéchst mit der &ufleren Geometrie von Flichen befassen. In Ka-
pitel 7 werden wir dann zum — in Abschnitt 5.6 begonnenen — Studium der inneren Geometrie
zuriickkehren.

Das ganze Kapitel hindurch sei IE = IE? ein 3-dimensionaler, orientierter euklidischer Raum mit
Skalarprodukt (-, -) und Determinantenform det, G C IR? ein Gebiet und F : G — IE eine
(singularititenfreie) C"-Flachenparametrisierung. Dabei setzen wir nun stets r > 2 voraus. Wie
in Abschnitt 5.6 beschrieben, sind uns durch F' die folgenden Groflen der inneren Geometrie
gegeben: der Mafstensor g, das Flichenelement pp, die Volumenform w und die komplexe
Struktur J .
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72 KAPITEL 6. AUSSERE GEOMETRIE RAUMLICHER FLACHEN

6.1 Einheitsnormalenfelder von Flichenparametrisierungen

Nach Abschnitt 5.5 ist fiir jedes p € G der Normalenraum 1,F eindimensional, enthélt also
genau zwei Einheitsvektoren. Die folgende Definition zeigt, dass durch die Parametrisierung F
einer der beiden Normalenvektoren ausgezeichnet wird:

Definition. Unter ,dem“ Einheitsnormalenfeld von F wird das C"~!'-Normalenfeld (siche
Abschnitt 5.5)
OF oF
Np o= 0L 0 _L.<3_FX5_F>
‘ ot X 83 H PF ot s

verstanden.

Beispiele.

(a) Einheitsnormalenfeld einer Graphenfliche. Ist
F:G— IEa (t,S) —po+tar —|—Sa2—|—f(t78)a3

die Parametrisierung einer Graphenfliche wie in Abschnitt 5.2, so ist

OF OF _ Of  Of
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und daher

e} e}
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(b) Einheitsnormalenfeld einer Rotationsfliche. Ist

—fa2+a3> =
S

F:IxIR—IE, (t,s) —po+r(t) -Ta(s)+b(t)- a3

eine Rotationsflichen-Parametrisierung wie in Abschnitt 5.2, so ist

8F oF , ,
. — r

5 % Bs =7r(t)-(r'(t)az — V' (t)La(s))

und daher
1
Ni = (r'(t)as — V' ()Tg )
r = gy (0@ —H(0)Ta(o)

Ist insbesondere F' die geographische Parametrisierung der zweifach punktierten Sphéire
SZ(po) \ {N, S} (also die Rotationsflichenparametrisierung zu « :] — 3, Z[— IR?,

R (cos(t),sin(t))), so ist daher Np = —% - (F — po).
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Aussage 1. Fiir jeden Punkt p € G und u,v € R? gilt

wp(u,v) = det(dpF(u), dpF(v), Np(p)) -

Beweis. Die rechte Seite der zu beweisenden Formel beschreibt fiir jeweils festes p € G eine alternierende 2-Form
pp des IR?. Daher gilt pu, = ¢p - wp mit einem ¢, € R. Durch Einsetzen der Standardbasis (e1,e2) des IR?
erhalten wir

fip(er, e2) = det(Z (p), 2 (p), Nr(p)) =((% x Z)(p), Nr(p))
=155 x E5) (o) —pF(p) pr(p

und somit ¢, = 1. Damit stimmen g und w iiberein. m|

) - det(e1, e2) = wp(e1, e2)

Aussage 2. Ist F : G — E® eine weitere C’-Parametrisierung derselben Fliche [F], und
¢ : G — G die zugehorige Parametertransformation, so sind die Einheitsnormalenfelder von F
und von F durch die Gleichung Nz = ¢ - (Ng o ) verbunden; hierbei ist € = 1 oder € = —1,
je nachdem, ob ¢ orientierungserhaltend oder orientierungswechselnd ist.

Beweis. Mit Hilfe der Kettenregel ergibt sich

oOF 8@1_+ OF Ogs

OF _ 9(Fop) _ sl
dx1 - d‘P(P)F(B_:;) (8901 oxq By 8901) oy

oxq oz

und entsprechend
- (s i) oe
somit
88 x 98 —det(225) - (35 x 2)op,

woraus die Behauptung folgt. O

6.2 Der Formoperator und die zweite Fundamentalform

In der ebenen Kurventheorie spielte die zeitliche Anderung des Normalenfeldes einer Kurve o,
die geméfl der Frenetgleichung %Na = —¢, - T, durch die orientierte Kriimmung Ho VOL (1
gemessen wird, eine wesentliche Rolle. In dhnlicher Weise untersuchen wir nun die Anderung
des Einheitsnormalenfeldes Np einer C-Flichenparametrisierung F : G — IE3.

Satz 1 und Definition 1. Die Anderung des Einheitsnormalenfeldes Np wird durch ein
Cr—2-Tensorfeld auf G kontrolliert. Es gilt ndmlich fiir p € G die Weingarten-Gleichung

dyNp = —(d,F)o A,

mit dem hierdurch eindeutig bestimmten C"~2-Tensorfeld A : G — End(IR?) vom Typ (1,1)
(siehe Definition 2 in Abschnitt 5.6). A heifit der Formoperator (engl. shape operator) von F';
andere Bezeichnungen sind zweiter Fundamentaltensor, Weingartenabbildung und Gestaltopera-
or*. Da dpF : R? — T,F ein Vektorraum-Isomorphismus ist, beschreibt der ,,Wert* A,v (bis
auf das Vorzeichen) die Kippgeschwindigkeit des Einheitsnormalenfeldes Np an der Stelle p

*Die Bezeichnung ,,Gestaltoperator® kenne ich von Herrn Professor DOMBROWSKI aus Koln. Sie bringt die
geometrische Bedeutung von A noch klarer zur Geltung, nur kommt sie mir nicht so glatt tiber die Lippen.
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und in Richtung von v; damit wird offenbar das ,,Sich-Biegen* der Fliche [F] in der Nihe von
F(p) erfafit.

Beweis. Sei p € G und v € IR?. Dann gilt (Np, Np) = 1 und deshalb 0 = d,((Nr, Nr))(v) = 2(d, Nr(v), Nr(p))
und somit d,Nr(v) € TpF . Daher existiert genau ein Vektor, den wir mit A,v € IR? bezeichnen, so dass
dpNr(v) = —dpF(Apv) gilt. Hierdurch wird eine Abbildung A, : IR> — IR? definiert, die wegen der Linearitét
von d,Nr und d,F linear ist. Somit erhalten wir ein Tensorfeld A : G — L(IR?,IR?), p — A, vom Typ (1,1),
und mit diesem Tensorfeld ist die Weingarten-Gleichung erfiillt.

Es verbleibt zu zeigen, dass A ein C"~2-Tensorfeld ist. Dazu fixieren wir v € IR? und wenden die Folgerung aus
Abschnitt 5.5 auf das C“Q—Tangentialfeld Y := —d.. Nr(v) an. Nach dieser Folgerung existiert genau ein cr2
Vektorfeld X : G — R? mit Y = F.X , also d.. Nr(v) = —d...FoX . Damit erfiillt X die Weingarten-Cleichung;
wegen der eindeutigen Bestimmtheit von A durch diese Gleichung folgt also, dass X = A v ist. Damit ist A v
jeweils ein C"~2-Vektorfeld; weil v beliebig war, folgt hieraus, dass A ein C"~2-Tensorfeld ist. m|

Beispiele 1.

(a) Ebene Flichenparametrisierungen. Eine Flichenparametrisierung F : G — IE3 heift
eben, wenn es ein o € IE® und einen Einheitsvektor a € IE% gibt, so dass F'(G) in der
Ebene qo + (IRa)* liegt. Eine C2-Flichenparametrisierung ist genau dann eben, wenn ihr
Formoperator identisch verschwindet.

Beweis. Ist F eben, gilt also etwa F(G) C qo + (IRa)®, so ist Nr konstant gleich +a, und deshalb
dpNr(v) =0 fiir p€ G und v € IR?. Nach der Weingarten-Gleichung folgt A,v = 0.

Gilt umgekehrt A = 0, so folgt aus der Weingarten-Gleichung d Ny = 0, und somit ist Np dann konstant,
etwa gleich einem Einheitsvektor a € IE3 . Ist py € G fixiert und qo := F(po) € IE®, so betrachten wir die
Funktion

f:G—=1R, p— (F(p) = qo,a) .
Nun gilt dpf(v) = (dpF (v),a) = (dpF(v), Nr(p)) = 0, also ist f konstant, und zwar gleich f(po) = 0.
Das bedeutet aber, dass F(G) C qo + (Ra)™ ist. |

(b) Sphérische Flichenparametrisierungen. Wir nennen eine Parametrisierung F : G —
IE? sphdrisch, wenn F(G) in einer Sphire S%(qo) C IE? (go € E* und R € R4) liegt,
wenn also

(F—qo,F —q) = R (*)

ist. Ist in diesem Fall F' zweimal stetig differenzierbar, so ist der Formoperator eine kon-
stante Funktion A : G — End(IR?), néimlich A = ) -idg> mit A = £1/R; und zwar ist
genau dann A = 1/R, wenn das Einheitsnormalenfeld Ng in die Sphire S%(qo) weist.

Beweis. Durch Differentiation von (x) erhalten wir jeweils (dpF(v), F(p) — qo) = 0; daher ist F(p) — qo

€l ,F, weswegen wir

F—go=c-Np mit c:=(F—qo,Nr) (1)
schreiben koénnen. Dabei ist wegen (*) die Funktion c¢ konstant mit ¢ = R?. Durch Differentiation von
(1) erhalten wir d,F(v) = ¢ dpNp(v) = —c- dpF(Apv), also Apv = A-v mit A = —% € {+1/R}. Der
Fall A =1/R tritt genau dann ein, wenn Np = —% - (F — qo) gilt, d.h. wenn Np in die Sphire weist. O

Aussage. Ist F : G — E? cine zweite C"-Parametrisierung derselben Fliche [F] und
¢ : G — G eine dazugehdrige Parametertransformation, so héngen die Formoperatoren A
und A der beiden Parametrisierungen durch

dpp o Zp =¢- A

op) 0 dpyp firalle peG
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zusammen, wobei ¢ = 1 oder ¢ = —1 gilt, je nachdem, ob ¢ orientierungserhaltend oder
orientierungswechselnd ist.

Beweis. Nach Aussage 2 aus Abschnitt 6.1 gilt Nz = ¢ - Np o . Durch Differentiation dieser Gleichung und
Anwendung der Weingarten-Gleichung erhalt man

—dy(py FodppoA, = —dp(Fop)oA, = —d,FoA, = dyNp = £-dp(Npop) = e-dyp) Nrodpp = —&-dy(p) Fo A, odpy

und damit die Behauptung. O

Aufgabe 1. Esseien F:G — IE? und F:G—IE zwei C"-Flachenparametrisierungen, die
sich langs einer C"-Kurve « : I — G beriihren, d.h.

Foa=Foa und dop b’ = da(t)ﬁ fir alle te 1.

Dann gilt fiir die Formoperatoren A und A der beiden Parametrisierungen

Aqy@ (t) = Aqp(t) -

Satz 2 und Definition 2. Es gilt fiir alle p € G und u, v € R?
hp(u,v) = gp(Apu,v) = (df,F(u,v),NF(p» .

Daher ist h: G — L(IR*,IR), p — h,, ein symmetrisches C"~2-Tensorfeld vom Typ (0,2) und
A ein selbstadjungiertes Tensorfeld. Das Tensorfeld h heifit die zweite Fundamentalform der
Parametrisierung F'.

Aufgrund dieses Satzes ist fiir jeden Punkt py € G die zweite Fundamentalform h,, gerade die
Hesseform der , Hohenfunktion® G — IR, p — (F(p) — F(po), Nr(po)) -

Beweis. Es seien p € G und u, v € R*. Da (Ng,dF(v)) =0 ist, folgt mit der Leibnizschen Regel:
gp(Apu,v) = (dpF(Apu),dpF(v)) = —(dpNr(u),dpF(v))
= —dy((NF, dF(v))) (u) + (NF(p), dp F(u,0)) = (Nr(p),dpF(u,)) .

Darstellung der zweiten Fundamentalform. Fiir die zweite Fundamentalform der Para-
metrisierung F' gilt in allen Punkten p € G

2
hp(u,v) = Z hir(p) - u; - v, mit den Funktionen
ik=1

N 9*F _ 1 OF OF 0%F
hie = (gmaey» NF) = 20 det (550 50y 0 70 0mr) -

Beweis. Wegen der Bilinearitét von hy gilt hp(u,v) = 3.7, hp(ei, ex) ui vi . Aufgrund von Satz 2 und der
Definition von Np ergibt sich:

2 2 2
hP(ei?ek) = <d F(eivek)vNF> = % ' <82—§zk7 c’?—ai x %) = % 'det(g_aiv %7 82—5%) .
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Beispiele 2.

(a)

Die zweite Fundamentalform einer Graphenfliche. Es sei
F:G—TE (t,s) —po+tar+say+ f(t s)as

eine Graphenflichenparametrisierung wie in Abschnitt 5.2, wir setzen jedoch jetzt voraus,
dass die Funktion f mindestens C2-differenzierbar ist. Dann gilt fiir p € G

df,F(u, v) = df,f(u, v) - as
und deswegen (siche auch Beispiel (a) in Abschnitt 6.1)
1
hp(’l,L,’U) = <d2F(u7U)7NF> = de(U,,U) :
PF
Gilt dp,f =0 fiir ein py € G (siche das Theorem in Abschnitt 5.5), so ist Np(pg) = a3
und pr(po) =1, und deswegen hy, = d2 f .
Die zweite Fundamentalform einer Rotationsflédche. Es sei
F:IxTR—IE3 (t,5) — po+7(t)-Tqa(s) +b(t) - a3

eine Rotationsflichenparametrisierung wie in Abschnitt 5.2, jedoch setzen wir nun voraus,
dass die Profilkurve o = (r,b) mindestens eine C2-Kurve ist und dass r > 0 gilt. Bezeich-
nen wir mit v, bzw. s, die Bahngeschwindigkeit bzw. die orientierte Kriimmung von «,
so gilt fiir die Komponenten h;; der zweiten Fundamentalform von F

r-b

Vo

hll(t, S) == (%a . ’Ui)(f) s h12 =0 und h22(t,8) ==

(t) .

Aufgrund der Rotationssymmetrie von Rotationsflichen ist es nicht verwunderlich, dass die
Funktionen h;; ebenso wie die Komponenten g;; des Mafitensors nicht von der Variablen
s abhéngen.

Aufgabe 2. In der Situation der Aussage dieses Abschnitts gilt fiir die zweite Fundamental-
form h von F':

6.3

hp(u,v) = & hyp (dpp(u), dpp(v))  fiir alle p € G und u, veR?.

Die beiden Fundamentalformen bestimmen die Parametrisierung

Teil (b) des folgenden Satzes zeigt, dass eine Flichenparametrisierung durch ihre beiden Funda-
mentalformen — den Mafltensor und die zweite Fundamentalform — im Wesentlichen eindeu-
tig bestimmt wird. Diese Aussage ist ein Analogon fiir die Fldchentheorie zur entsprechenden
Eindeutigkeitsaussage im Hauptsatz der Kurventheorie (siche Abschnitt 3.2, Theorem (b); Ab-
schnitt 4.3, Theorem (b) und Abschnitt 4.7, Hauptsatz der Kurventheorie (b)).
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Satz.

(a) (Bewegungsinvarianz der Fundamentalformen.) Sei F : G — IE® eine C"-Flichenparame-
trisierung und @ : IE?> — IE? eine orientierungserhaltende Isometrie (d.h. ® ist eine affine
Abbildung mit ®7, € SO(IE3, (-, -)), siche Abschnitt 1.6). Dann ist F := ®oF : G — IE3
eine weitere Flidchenparametrisierung, und fiir die Mafitensoren g, g und die zweiten
Fundamentalformen h,h von F bzw. von F gilt

g=g¢g und h=h.

(b) (Die Fundamentalformen bestimmen die Fldichenparametrisierung im Wesentlichen ein-
deutig.) Es seien F,F : G — IE?® zwei C"-Flichenparametrisierungen. Fiir ihre Funda-
mentalformen g, h bzw. g,h gelte

g=g¢ und h=h.

Dann existiert eine orientierungserhaltende Isometrie ® von IE? mit F=®oF.

Bemerkung. Der Satz bleibt richtig, wenn man jeweils an Stelle der zweiten Fundamentalform
den Formoperator betrachtet.

Beweis. Zu (a). Fiir p € G und u,v € R? gilt

Gp(,0) = (dpF(u), dpF(v)) = (dp(® 0 F)(u), dp(® 0 F)(v)) = (DL(dyF(w), ®r(dpF (v)))
= (dpF(u), dpF(v)) = gp(u,v)

und somit g = g, daher auch pz = pr . Weiter ist

_ L (9F OF . OF OF\\ _ OF _OF\ _
Nﬁ— <8txas —pF @LOE X @LOE 7E‘1>L WX@ —@LONF

und daher nach Satz 2 aus Abschnitt 6.2

By (u,v) = (dp F(u,v), Np(p)) = (@1 0 dyF (u,v), @1 0 Nr(p)) = (dpF (u,v), Nr(p)) = hy(u,v) .

Zu (b). Fir p € G gilt wegen g, = gp die Bezichung pr(p) = pp(p) und daher (g—f_,gTﬁ_) = (£ 25,
i 3 i J
Deswegen existiert jeweils ein B, € SO(IES, (-, -)) mit
By(5-(p)) = §2-(p) und ByNrp(p) = Nz(p) . (1)

Man beachte, dass aus dem ersten Teil dieser Bedingung folgt: dpﬁ = Bp odyF'. — Wir zeigen im Folgenden,
dass B, tatsichlich von p unabhingig ist.

Dazu beachten wir zunichst, dass fiir beliebige Vektoren u, w € R? gilt: §(u, w) = g(u, w) , also (dF(u),dF(w)) =
(dF (u),dF(w)) . Durch Differentiation dieser Gleichung in die Richtung von v € IR? ergibt sich:

(d*F (u,v),dF(w)) + (dF(u), d*F (v, w)) = (d*F(u,v),dF(w)) + (dF(u),d*F (v, w)) .

Indem man in diese Gleichung fiir beliebige zueinander orthogonale Vektoren a1, a2 € R? einerseits u = w = a; ,
v = a2, andererseits © = w = a2, v = a1 setzt, siecht man, dass

(d*F (a1, a2),dF(az)) = (d*F (a1, az2),dF (ax)) fir k€ {1,2}
gilt, setzt man nun v = v = ax und w = as, so erhilt man unter Verwendung dieser Gleichung auch

(d*F (ak, ar), dF (ap)) = (d*F (ax, ax), dF (a;)) fiir k, 0 € {1,2}



78 KAPITEL 6. AUSSERE GEOMETRIE RAUMLICHER FLACHEN

Insgesamt gilt daher fiir alle u,v,w € IR?:
(d*F (u,v),dF(w)) = (d*F(u,v), dF (w)) ,
alsoin pe G:
(d2F(u,v), dy F(w)) = (d2F (u,v), dp F(w)) = (By 0 d2F(u,v), By 0 dy F(w)) = (Bp 0 d2F (u,v), dpF (w)) .

Daraus ergibt sich, dass der F-Tangentialanteil von df,ﬁ(u, v) gleich dem F-Tangentialanteil von Bp(d2F (u,v))
ist. Da auflerdem nach Satz 2 aus Abschnitt 6.2

(dpF'(u,0), N (p)) = hp(u,v) = hy(u,v) = (dy F(u,0), Np(p)) = (Bpdy F(u, ), By,Nr(p)) = (Bpdp F(u,v), Ni(p))
gilt, ergibt sich _
d2F(u,v) = Bpdi F(u,v) .
Andererseits ist nach der Leibnizregel (angewendet auf die bilineare Abbildung O(IE3) x B} — E}, (L,v)
L(v))
A F(u,v) = dy(dF(u))(v) L dp(B o dF (u))(v) = dpB(v) 0 dF (u) + By 0 d2F(u,v) .
Durch Vergleich der letzten beiden Gleichungen erhélt man

dpB(v) odF(u)=0. (2)

Andererseits erhélt man aus der Gleichung Nz(p) = Bp o Nr(p) in (1) und der Weingarten-Gleichung (wobei A
und A die Formoperatoren von F bzw. F bezeichnen):
—dpF(Ay(v)) = dpNj(v) = dp(B o Nr)(v) = dp B(v) 0 Nr(p) + By 0 dpNr(v)

= dpB(v) o Nr(p) — By o dpF(A,V) = dpB(v) 0 Np(p) — dp F(ApV) .

Andererseits gilt wegen g =g und h = h auch A = A, deshalb ergibt sich aus der letzten Gleichung
dpB(v) o Np(p) =0. (3)
Aus den beiden Gleichungen (2) und (3) folgt d,B = 0. Also ist B, konstant, etwa gleich einem B €
SO(ES, (-, -)).
Wir fixieren nun ein po € G und definieren die orientierungserhaltende Isometrie ® € I(IE*) durch
Vg € B’ : ®(q) = F(po) + B(q — F(po)) -

Dann gilt _ _

d(F —®oF)=dF —®.(dF)=BodF —BodF =0
und somit ist F — ® o F konstant. Da ®(F(po)) = F(po) gilt, ergibt sich F = ®o F. |

Angesichts dieses Satzes ist es eine natiirliche Frage, ob es auch fiir den Existenz-Teil des Haupt-
satzes der Kurventheorie eine Entsprechung in der Flachentheorie gibt, ob also zu einem gegebe-
nen Riemannschen Gebiet (G,g) und einem zusétzlichen Tensorfeld h vom Typ (0,2) auf G
eine Flichenparametrisierung F : G — IE® mit Mafitensor g und zweiter Fundamentalform h
existiert. Da diese Forderung auf ein System partieller Differentialgleichungen fiir F' fiihrt, sollte
es nicht iiberraschen, dass eine solche Parametrisierung F' nur unter zusétzlichen Voraussetzun-
gen an g und h existiert. Insofern ist die Situation komplizierter als in der Kurventheorie, wo
Bahngeschwindigkeit und Frenet-Kriimmungen der Kurve beliebig vorgegeben werden konnten.
Wir werden auf diese Problematik in Kapitel 7 zuriickkommen.

6.4 Normalkriimmung und geoditische Kriimmung einer Flichenkurve

Es seien F : G — IE? ecine Parametrisierung einer C"-Fliche und v = Foa : I — IE? eine
reguldre C*-Flichenkurve mit 2 < s < r, siehe Definition 1 aus Abschnitt 5.6.
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Wir wollen die Geometrie der Kurve v in Beziehung zur Fliche [F] untersuchen, und fiithren
hierzu ein Orthonormalbasisfeld léngs v ein, das sowohl an die Kurve  als auch an die Fléchen-
parametrisierung F' angepasst ist. Zu diesem Zweck beachten wir, dass 7', und Np o o zwei
ausgezeichnete, zueinander orthogonale Einheitsvektorfelder ldangs ~ sind. Durch Hinzunahme
des Vektorfeldes E := (Npoa) x T, erhalten wir ein positiv orientiertes Orthonormalbasisfeld
(Ty, E,Nfp o «r), das sogenannte begleitende Darbouzsche 3-Bein der Kurve ~ .

Da das Kriimmungsvektorfeld %Tfy der Kurve v senkrecht auf T, steht, besitzt es die Dar-
stellung

4T, =5, E+s, (Npoa)
mit den C*~2-Funktionen
ny = <%TW, E> und s, = <%Tfy, NFoa> .

Diese Funktionen heiflen die geoddtische Krimmung und die Normalkrimmung der Flachenkurve
~ (man beachte die folgende Aussage 4). Natiirlich hingen diese beiden Funktionen mit der

. _ d “
Kriimmung s, = ||5;7,|| der ,Raumkurve* v durch
2 _ 2 2
n, = xy+ o1,

zusammen. Insbesondere gilt daher

sy > ||

Diese Abschéitzung ist besonders in Verbindung mit der folgenden Aussage 1 von Interesse. Fiir
die geodétische Kriimmung gilt

1
% = 3 det(y',7", Npoa) . (%)
Y

/ /
. a o d _ 1 (2 _ 1 1 1
Beweis. Es gilt =T, = o (E 7’) =4 ((E) v+ o 7”) und deswegen
stg = (LT,,(Nroa)x Ty) = det(Nr o a, Ty, £T,) = = det(Npoa,y',7") = & det(7,7", Nroa) .
vy v
O

Genauere Auskunft iiber die Normalkriimmung gibt der folgende Satz. Darin bezeichnet N, das
Hauptnormalenfeld von ~.

Satz von Meusnier. Besitzt die Flichenkurve « positive Kriilmmung sz, , so berechnet sich
die Normalkriimmung von -y durch

stn = sy cos (4(Ny, Npoa)) .

Beweis. »n = (=T, Nr 0 o) = (3¢5 - Ny, Np 0 ) = 3¢, - cos (£(Ny, Nr o)) . |

AuBerdem konnen wir die Normalkriimmung von ~ durch die zweite Fundamentalform h der
Parametrisierung F' ausdriicken; es gilt ndmlich
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Aussage 1. Fiir alle t € I ist

o) (@ (1), &/ (1))
Ja) (' (1), /(1))

sn(t) =

Beweis. Es gilt
sn(t) = (GTy, Nr o a)(t) = =(T, Nr o a)(t) = — =Ty, (Nr 0 a))(t)

= 5z V' (1), day Nr (o (1)) = {5 (dany F (e (1), da F (Aan @ (1))
= ooz 9(0 (1), Aain (& (1)) = s marmy e (@ (1), /(1)) -

O

Dieses Ergebnis ist verbliiffend, zeigt es doch, dass man die Normalkriimmung von ~ durch
einmaliges Differenzieren von o berechnen kann, andererseits ist fiir diese Berechnung die zwei-
fache Differentiation von F' notig. sz, gibt demnach weniger eine Auskunft iiber die Kriitmmung
von « als iiber die Kriitmmung von F in Richtung von «. Aus diesem Grund bezeichnet man
fiir jedes p € G die Funktion

NK, : v+ hy(v,v) fir veR? mit gy(v,v) =1

als die Normalkriimmung der Parametrisierung F in p. Wir werden sie in dem folgenden
Abschnitt weiter untersuchen.

Aufgabe 1. Unter Beriicksichtigung von Aussage 1 mache man sich den Satz von Meus-
nier klar, indem man eine Wurst unter verschiedenem Neigungswinkel zerschneidet und die
Kriimmung der Schnittkurve betrachtet.

Natiirlich ist es naheliegend nach den Kurven verschwindender geoditischer Kriimmung bzw.
verschwindender Normalkriimmung zu fragen. Dazu folgende

Definition. Essei y=Foa:I — IE? eine C2-Kurve der Fliche [F].

(a) ~ heifit eine geoddtische Linie (kurz: eine Geoddtische) der Fliche [F], wenn fur alle ¢ € T
der Beschleunigungsvektor ”(¢) in Richtung von Npg o a(t) weist, wenn also

v'={", Nroa) - (Nrpoa)
ist.

(b) v heiBt eine Asymptotenlinie der Flache [F], wenn ihre Normalkriimmung sz, iiberall
verschwindet.

(c) Ist p € G, so sagt man, dass ein Vektor v € IR?\ {0} in p in Asymptotenrichtung der
Parametrisierung F weist, wenn hy(v,v) = 0 ist.

Asymptotenlinien werden durch folgende geometrische Tatsache charakterisiert:



6.4. NORMALKRUMMUNG UND GEODATISCHE KRUMMUNG EINER FLACHENKURVES1

Aussage 2. Hat die Kurve v = Foq positive Kriimmung, so ist sie genau dann eine Asympto-
tenlinie der Fliche [F], wenn fiir alle ¢ € I der Richtungsvektorraum Spann{7(t), N,(t)} der
Schmiegebene von v mit dem Tangentialraum 7,,;)F' der Parametrisierung F' iibereinstimmt.

Beweis. Man beachte den Satz von MEUSNIER. O

Die Geodétischen einer Fliche sind gerade die Fliachenkurven, die sich innerhalb der Fliache nicht
kriimmen. Denn es gilt:

Aussage 3. Die regulidre Kurve v = F' o « ist genau dann eine Geodétische der Fliche [F7],
wenn
7|l = const. und 3, =0

ist.

Beweis. Aus v = vy Ty folgt " =l - Ty +v2 - (3¢5 E+ 5, - Np o). Daher ist v genau dann eine Geodétische
der Fliche [F], wenn v/, = 5, =0 ist, woraus die Behauptung folgt. |

Beispiel 1. Esseien F : I xR — IE?® die kanonische Parametrisierung einer singularititenfrei-
en Rotationsfliiche zu einer nach der Bogenléinge parametrisierten C2-Profilkurve a = (r,b) und
~v := F* ein Meridian der Rotationsfliche zu einem festen Parameter s € IR ; es gilt v = F o ay
mit «ag :t— (t,s). Wir zeigen nun, dass 7 eine Geoditische der Rotationsfliche ist. Zunéchst
ist
v =1 =)+ () =

Daher ist nach (x) die geoditische Kriimmung von ~ durch s, = det(y',7”, N o os) gegeben.
Nun ist

Y(t) = po+r(t) Ta(s)+bE) a3, also
() = 7'(t) -Tals) +'(t)-as, also
V') = 1"(t) -Tq(s) +0"(t) a3 und
Nroag(t) = 7'(t)as — b (t)Ta(s) ,

womit s, = 0 folgt.

Beispiel 2. Eine reguliire Flichenkurve v = F oo : I — IE? ist genau dann gleichzeitig eine
Geoditische und eine Asymptotenlinie der Fliche, wenn es einen Punkt py € IE® und einen
Vektor a # 0 in IE? gibt, so dass Y(t) = po +t-a fir alle t € I ist. Insbesondere sind die
Erzeugenden einer Regelfliche sowohl Geodétische als auch Asymptotenlinien der Regelfldche.

Aussage 4. Essei v = Foa eine regulire Flichenkurve der Fldche [F]. In der Situation der

Aussage 2 aus Abschnitt 6.1 gilt mit & := ¢! o«

y=Foa, Ngoa=c¢-(Nroa), E=c¢-E,
nyg=c¢c-xy und g, =€y, .

Daher sind auch die Definitionen der Begriffe ,,geodétische Linie* und ,, Asymptotenlinie“ von
der Wahl der Parametrisierung der Fliche [F] unabhingig.
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Aufgabe 2. Esseien F : I x R — IE? die kanonische Parametrisierung einer singularitéten-
freien Rotationsfliiche zu einer nach der Bogenlinge parametrisierten C2-Profilkurve a = (r,b)
und « := F; ein Breitenkreis der Rotationsfliche zu einem festen Parameter ¢ € I; es gilt
v=Foa; mit oy : s+ (t,5).

(a) Man beweise, dass « die konstante geodétische Kriimmung #/(¢)/r(¢) hat.

(b) Man zeige, dass es (im Wesentlichen genau) eine singularitétenfreie Rotationsfliche gibt,
deren Breitenkreise alle die geodétische Kriimmung 1 haben, und bestimme die Profilkurve
dieser Fliche. Man nennt diese Profilkurve eine Traktriz.

6.5 Die skalaren Kriimmungsgréflen

Wir betrachten wie zuvor eine C"-Flichenparametrisierung F : G — IE3 zusammen mit ihrem
Mafitensor g, ihrer Volumenform w, ihrem Formoperator A, und ihrer zweiten Fundamental-
form h.

Um die Untersuchung des Formoperators A zu erleichtern, fithren wir nun mehrere skalare
Funktionen ein, die Aspekte des Kriimmungstensors beschreiben. Diese heiflen die skalaren
Krimmungsgriffen von F . Wem die Menge der verschiedenen skalaren Kriimmungsgréfien et-
was uniibersichtlich erscheint, der mache sich klar, dass es sich bei ihnen nicht um neuartige
Objekte handelt, sondern sie alle aus ein-und-derselben Gréfle, ndmlich dem Formoperator von
F', hergeleitet sind.

Satz und Definition 1. Fiir p € G ist das charakteristische Polynom des selbstadjungierten
Endomorphismus A4,
N —2Hp(p) A+ Kr(p)

gegeben durch die Funktionen
Hp:G— R, p— %Spur(Ap) und Kp:G — 1R, pr—det(4,).

K heifit die Gaufsche Kriimmung von F' und Hp die mittlere Krimmung von F. Weil A,
jeweils selbstadjungiert ist, gilt auf jeden Fall H% — Kr > 0, und die Eigenwerte von A, werden
durch A;(p) und Ag(p) mit den Funktionen

A1 ::HF—\/H}%—KF und g ::HF—F\/H}%—KF

gegeben. A1 und Ao heiflen die Hauptkrimmungen von F . Es gilt
Kp =XM-X , He = 3-(M+X) und Hp—Kp = 3-(M—X)2.

Die Funktionen K und Hp sind (r—2)-mal stetig differenzierbar; hingegen sind die Funktionen
A1 und Ao zwar stetig, aber im Allgemeinen nur in den ,,Nicht-Nabelpunkten“ (vgl. die folgende
Definition 2 (b)) (r — 2)-mal stetig differenzierbar.

Die folgenden beiden Bilder zeigen die typische Gestalt von Fliachen positiver bzw. negativer
Gaufischer Kriimmung. Eine Moglichkeit, sich dies klarzumachen, besteht darin, die gegebene
Fliache lokal als Graphenfliche aufzufassen (siche das Theorem aus Abschnitt 5.5), und dafiir
die Beschreibung der zweiten Fundamentalform von Graphenflichen aus Beispiel 2(a) in Ab-
schnitt 6.2, sowie die Extremwerttheorie auszunutzen.
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Beispiel 1. Ist F' eine ebene Flichenparametrisierung (siche Beispiel 1(a) aus Abschnitt 6.2),
so verschwinden die Kriimmungsfunktionen Kp, Hp, Ay und Ag. Ist F eine sphérische
Fliachenparametrisierung, sagen wir F(G) C Sgr(qo) (siehe Beispiel 1(b) aus Abschnitt 6.2),
sogilt Kp=1/R? und Hp = \; = Ay = +1/R.

Aussage 1. In der Situation der Aussage aus Abschnitt 6.2 hingen die skalaren Kriimmungs-
groflen der Parametrisierungen F' und F' durch folgende Beziehungen zusammen:

Kz=Kroyp , Hz=¢-(Hpoyp) , M=c-(Moyw) und Ag=c-(A30¢).

Man prége sich also ein: Wechselt man die Orientierung der Parametrisierung F', so bewirkt dies
einen Vorzeichenwechsel bei der mittleren Kriimmung und den Hauptkriimmungen; hingegen ist
die Gaufische Kriimmung von der Orientierungswahl unabhéngig.

Aufgabe 1. Die duleren Kriimmungsgréflen spezieller affiner Bilder von Flichen.
Ist ®: IE? — IE? ein C"-Diffeomorphismus, so ist unter den Voraussetzungen dieses Abschnittes
auch F := ®oF eine Parametrisierung einer singularitétenfreien C"-Fléche. In zwei Spezialfillen
sollen die dufleren Kriimmungsgrofien von F untersucht werden:

(a) Ist ® eine orientierungstreue Isometrie von IE3, so haben F und F dieselben Maf-
tensoren und Formoperatoren. Daher stimmen auch die zweiten Fundamentalformen, die
GauBlschen Kriimmungen, die mittleren Kriimmungen und die Hauptkriimmungen der bei-
den Parametrisierungen iiberein.

(b) Es sei ® eine Homothetie von IE®, d.h.: Es existiert ein Punkt gy € IE® und ein
,Streckungsfaktor® ¢ € IRy, so dass fiir alle ¢ € IE?

®(q) =qo+c-(q—qo)
gilt. Kennzeichnen wir die zu F gehorigen Groflen durch eine Schlange 7, so gilt:

g=c-g , w=c2w , Nz=Np |, Z:%-A , h=c-h ,
X 1

=~
l
I
°m|>—‘
=
B
Ay
l
|
=
Ay
B
o
=
o,
&
I
Q=
g
=5
—
-~
|
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Definition 2. Ein Punkt p € G bzw. sein Bildpunkt F(p) heifit ein
a) planarer Punkt von F' bzw. von [F], wenn A, =0 ist,

(
(b) Nabelpunkt von F bzw. von [F|, wenn A, = c¢-idp2 mit einem ¢ € R gilt,

d

)
)

(c) elliptischer Punkt von F bzw. von [F], wenn Kp(p) > 0 ist,

(d) hyperbolischer Punkt von F bzw. von [F], wenn Kp(p) < 0 ist, und ein
)

(e) parabolischer Punkt von F' bzw. von [F], wenn Kp(p) =0 ist.

Beispiel 2. Ist F eine ebene oder sphiérische Flidchenparametrisierung, so sind alle ihre Punkte
Nabelpunkte; im ebenen Fall sind sie sogar planar (daher der Name , planarer Punkt®); siehe
die Beispiele 1 aus Abschnitt 6.2 und vor allem den folgenden Satz.

Aussage 2.

(a) Jeder planare Punkt von [F] ist auch ein Nabelpunkt und ein parabolischer Punkt von
(7]

(b) Jeder Nabelpunkt von [F] ist entweder ein elliptischer oder ein planarer Punkt von [F].

Satz. Eine singularititenfreie C3-Flichenparametrisierung F ist genau dann eben oder
sphérisch, wenn jeder ihrer Punkte ein Nabelpunkt ist.

Beweis. Fiir die Implikation ,,=“ vergleiche man Beispiel 2. Zum Beweis der Implikation ,,<=“ gehen wir davon
aus, dass A = \-idp2 mit einer geeigneten Funktion X : G — IR gilt. Mit A ist auch \ eine C'-Funktion. Die
Weingartengleichung lautet in diesem Fall

dNp = =X -dF . (*)
Durch Differentiation erhalten wir daraus jeweils d>Npg(u,v) = —dpA(u) - dpF(v) — A(p) - A3 F (u,v) . Aufgrund
der Symmetrie der Differentiale zweiter Ordnung folgt daher dpA(u) - dpF(v) = dpA(v) - dpF(u) fir alle p € G
und u, v € IR?. Wire nun dp\ # 0, etwa dpA(u) = 1 fiir ein u € IR?, so wiirde fiir beliebiges v € IR? folgen:
dpF(v) = dpA(v) - dpF(u); somit wire d,F(IR?) hochstens eindimensional, im Widerspruch zur Injektivitit
von dpF'. Also gilt dpA = 0 und somit ist A\ konstant. Im Falle A = 0 ist A = 0 und somit F' eben nach
dem Beispiel 1(a) aus Abschnitt 6.2. Ist aber A # 0, so differenzieren wir die Abbildung Q : G — IE* p
F(p)+ % -Nr(p) und erhalten wegen (x) dQ = 0; d.h.: Es existiert ein Punkt go € IE®, so dass F —qo = *% -Np
ist. Somit ist (F — qo, F — qo) = R?> mit R:=[1/)|. |

Definition 3. Die Eigenvektoren v des Formoperators A, mit g,(v,v) = 1 heilen Haupt-
kriimmungsrichtungen von F in p. Eine regulire C'-Flichenkurve v = Foa : I — IE® nennt
man eine Krimmungslinie der Fliche [F], wenn fiir alle t € I der Tangentenvektor «'(t) in
eine Hauptkriimmungsrichtung von F weist, wenn also jeweils

Aay@'(t) = Mi(a(t)) - o/(t) oder Aypal(t) = a((t)) - & (t)
ist.

Obwohl in diese Definition der Kriimmungslinie die Parametrisierung F wesentlich eingeht, ist
der Begriff | Kriimmungslinie“ von der speziellen Wahl der Parametrisierung unabhéngig. Dies
folgt aus der Aussage 4 aus Abschnitt 6.4 und aus
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Aussage 3. Fiir eine regulire C!-Flichenkurve v = F o« : I — IE® mit Normalkriimmung
2, sind die folgenden Aussagen paarweise dquivalent:

(a) ~ ist eine Kriimmungslinie der Fliche [F].

(b)  Fiir jedes t € I sind die Vektoren (Npoa)'(t) und +/(t) linear abhiingig.
() (Npeoa) = —sn-9

(d) Vtel : Aa(t)o/(t) = 2, (t) - (1)

Fiir eine Kriimmungslinie v = F o « stimmt also die Normalkriimmung »,(t) jeweils mit der
zu der Kriimmungslinie korrespondierenden Hauptkriimmung von F' im Punkt «(t) iiberein.

Beweis. Wegen +'(t) = dapyF('(t)) und (Nr o a)(t) = —da@wF(Aam’(t)) gilt genau dann
(Nroa)'(t) = c-7/(t), wenn A,/ (t) = —c-a/(t) ist, womit insbesondere die Aquivalenz (a)«(b) bewiesen ist.
Im Falle (b) gilt (Nroa) = ||¥'[|72-((Nroa)',v')-7 . Wegen (Nroa,v') =0 ist (Nroa)',v') = —(Nroa,~v");
setzt man hier 4" = v/, - Ty 4+ v2 - (dT,/ds) ein, so folgt (c) mit der Definition von s, . Hieraus ergibt sich (d)
mit den ersten beiden Zeilen dieses Beweises. (d)=-(a) ist trivial. m|

Beispiele 3.

(a) Ist F' eine ebene oder sphirische C"-Flichenparametrisierung, so ist jede regulére Flichen-
kurve v = F o a eine Kriimmungslinie.

(b) Es seien F : G — E? und F : G — IE? zwei singularititenfreie C™-Parametrisierungen,
die sich lings einer reguliren C'-Kurve o« : I — G beriihren oder unter einem konstanten
Winkel schneiden, fiir die also gilt

Foa=Foa=:y und (Npoa, Nz oa) = const.
In dieser Situation gilt:
(i) Die Kurve « ist genau dann eine Kriimmungslinie von [F], wenn sie eine
Kriimmungslinie von [F] ist.
(ii) Ist F eben oder sphérisch, so ist v auf jeden Fall eine Kriimmungslinie auch von
(7]
(c) Die Meridiane und Breitenkreise einer Rotationsfliche sind Kriimmungslinien.

[Tipp: Wie kippt das Einheitsnormalenfeld, wenn man sich entlang eines Meridians bewegt? Wieso
sind die Breitenkreise Kriimmungslinien, wenn man weif}, dass die Meridiane es sind?]

Satz von Euler. Es sei (a1,a2) eine ONB von Hauptkriimmungsrichtungen von F' in p),
wobei die Orthonormalitét beziiglich des Skalarproduktes g, gemeint ist; und zwar sei Apa; =
Ai(p) - a; fiir @ = 1,2. Dann gilt fiir die Normalkriimmung von F in p und in Richtung
v(t) := cos(t) -a; +sin(t) - az, t € R:

NK,(v(t)) = Ai(p) - cos(t) + Aa(p) - sin’(¢)
= Ai(p) + (a2 (p) = Mi(p)) - sin?(t) -
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A2(p) 1

t s NK,(u(t))

A1(p) N
0

3m
™ o 2T

INIERE

Beweis. Man hat einfach hp(v(t),v(t)) auszurechnen, indem man die Bilinearitét von hp, und hp(ai,ar) = Ai-dix
ausnutzt. 0

Feststellung. Fiir jedes p € G sind A{(p) und A9(p) das Minimum bzw. das Maximum
der Normalkriimmungs-Funktion NK, . (Aber klar doch: Die Existenz von Eigenwerten eines
selbstadjungierten Operators beweist man doch gerade durch eine derartige Extremwertunter-
suchung.)

Folgerung 1. Uber die Anzahl von Asymptotenrichtungen. Es bezeichne
ARE(p) := {v € R?|gp(v,v) =1 und NK,(v) =0}

die Menge der Asymptotenrichtungen einer singularitdtenfreien C"-Parametrisierung
F : G — TE? in einem Punkt p € G. Natiirlich ist —v € ARp(p), wenn v € ARp(p)
ist. Es sind nun folgende und keine weiteren Fille moglich:

(a) #ARFp(p) =0, wenn ndmlich p ein elliptischer Punkt von F' ist,

(b) #ARp(p) =2, wenn nimlich p ein parabolischer, nicht-planarer Punkt von F' ist,
(¢) #ARp(p) =4, wenn némlich p ein hyperbolischer Punkt von F ist,

(d) ARp(p) = {v € R?|gy(v,v) =1}, wenn nimlich p ein planarer Punkt von F ist.

Beweis. Es ist klar, dass fiir p € G genau einer der vier Fille (a) p ist elliptischer Punkt von F', (b) p ist
parabolischer, aber nicht planarer Punkt von F', (¢) p ist hyperbolischer Punkt von F' oder (d) p ist planarer
Punkt von F vorliegt.

Ist p ein elliptischer Punkt von F', so gilt 0 < Kr(p) = Ai(p) - A2(p), und somit haben Ai(p) und A2(p)
dasselbe Vorzeichen. Nach dem Satz von Euler nimmt NK, nur Werte zwischen A1(p) und A2(p) an, und ist
daher nullstellenfrei. Damit gilt ARr(p) = o .

Ist p ein parabolischer, aber nicht planarer Punkt von F', so ist eine der beiden Hauptkriimmungen \;(p)
und A2(p) gleich Null, die andere von Null verschieden. Ist etwa Ai(p) = 0, so ist nach dem Satz von Euler
ARrp(p) = {v(0),v(w)} (mit der Bezeichnung v(t) wie im Satz von Euler) und damit #ARp(p) =2.

und A2(p) entgegenge-

Ist p ein hyperbolischer Punkt von F', so haben die beiden Hauptkriimmungen Ai(p)
15,7l Jm, 5[ und J3F,

setztes Vorzeichen. Daher hat die Funktion ¢ +— NK,(v(t)) in den Intervallen ]0, 2],
nach dem Satz von Euler jeweils genau eine Nullstelle. Also ist #ARr(p) =4.

Ist schliefllich p ein planarer Punkt von F', so gilt A, = 0 und somit auch h, = 0. Somit ist ARr(p) = {v €
IR‘2|gP(v7v):1}‘ u
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Folgerung 2. Regelflichen haben in ihren reguldren Punkten stets eine nicht-positive Gauf3-
sche Kriimmung.

Beweis. Die Erzeugenden sind Asymptotenlinien. O

Aufgabe 2. Esseil p ein Punkt von G und v ein Einheitsvektor des euklidischen Vektorrau-
mes (IRQ, gp) , der in eine Asymptotenrichtung von F' weist. In diesem Fall ist v genau dann
auch eine Hauptkriimmungsrichtung von F', wenn p ein parabolischer Punkt von F' ist.

Aufgabe 3. Als Affensattel wird die Graphenfliche zu der Funktion
f:R? =R, (t,s) — s (s> —3t?)

bezeichnet. Man iiberlege, dass in dem Affensattel durch den Punkt py := (0,0,0) drei Geraden
verlaufen, und begriinde damit, dass der Punkt py ein planarer Punkt des Affensattels ist.

6.6 Zur Berechnung der skalaren Kriimmungsgréfien

Basis fiir das Folgende ist das

Lemma. Ist L ein Endomorphismus eines n-dimensionalen euklidischen Vektorraumes
(V,{(-,+)) und sind v1,...,v, € V, so gilt

det ((L(v;),vp)) = det(L) - det ((v,vg)) -

Beweis. Man wende auf det ((L(vi),vx)) und det ((vi,vx)) die Formel der Aussage 2 aus Abschnitt 1.7 an und
beachte, dass fiir jedes w € Alt"(V) gilt

w(L(v1),...,L(vy)) = det(L) - w(vi,...,vn) . |

Satz. Es seien F : G — IE? eine Parametrisierung einer singularititenfreien C2-Fliche, gix
und h;. die Komponenten ihres Mafitensors bzw. ihrer zweiten Fundamentalform und ppg ihr
Fldchenelement. Dann sind die Gaufische und die mittlere Kriimmung durch

1

1
Kp = — -det(hy) und Hp = —5 - (911 ~hoa —2g12 - h12 + g22 - h11)
PFr 2PF

gegeben.
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Beweis. Fiir jedweden Punkt p € G und A € R erhélt man durch Anwendung des obigen Lemmas auf L =
Ap = A-idgz, () =gp und (v1,v2) = (e1,€2)

det (hik (p) =X gik(p)) det (gp(Apei —X-eq, ek))
det(Ap, — X - idRe) - det (gp(ei, ex))

— (M2 =2Hr()- A+ Kr(p) - pr(p)? .

Andererseits gilt

det (hik — A - gix) = (hir — Agi1) - (haa — A ga2) — (ha2 — Ag12)?
= h11 haa — Aha1 g22 — A gu1 haz + A° g1 ga2 — his + 2 X ha2 12 — X% i
= (911 g22 — g%z) A4 (—g11 ho2 + 2 g12 hi2 — g22 hi1) A + (hi1 hoo — h%z)
= PZF A+ (—g11 ha22 + 2 g12 h12 — g22 h11) A + det(hik) .

Fithrt man nun einen Koeffizientenvergleich beziiglich A durch, so erhélt man die fraglichen Formeln. O

Aufgabe 1. Gaufische Kriimmung von Graphenflichen. Die Graphenflichenparametri-
sierung F einer C"-Funktion f:G — IR (G C IR?, r > 2) hat die GauBsche Kriimmung

0% f )

1 T
ﬁxi &Tk

Krp =
P

-det(

Aussage. Ist F : G — IE® eine singularititenfreie C2-Flichenparametrisierung und gilt
g12(p) = hi2(p) = 0 fiir einen Punkt p € G, so weisen die kanonischen Basisvektoren e;
und es in Hauptkriimmungsrichtungen von F' in p, und hi1(p)/g11(p) bzw. haa(p)/g22(p)
sind die zugehorigen Hauptkriimmungen.

Ist sogar g1o0 = h12 =0, so sind die Parameterlinien von F Kriimmungslinien der Fliche.

Aufgabe 2. Ist F die kanonische Parametrisierung einer singularitiitenfreien C2-Rotations-
fliche, fiir welche die Profilkurve o = (r,b) nach der Bogenlénge parametrisiert ist, so gilt fiir
deren Gaufische Kriimmung

Kp(t, 8) = —

Man zeige, daf} fiir Rotationsflichen konstanter Gaufischer Kriimmung folgende (und keine wei-
teren) Typen vorkommen, und gebe die Profilkurven dieser Typen so explizit wie moglich an.

Kreiszylinder Kreiskegel Ebene in Polarkoordinaten
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Kr>0

Spindel-Typ Sphére Reif-Typ

Kr <0

Hut-Typ Pseudosphére Pseudoreif-Typ

Wegen Aufgabe 1(b) aus Abschnitt 6.5 kann man sich hierbei auf die Fille Krp € {0,1,—1}
beschrinken. Die allgemeinen Losungen r fiir die Differentialgleichung

"+ Kp-r=0
lautet bekanntlich

fir Kp=0: () = at+c,
fir Kp=1: 7r(t) = acos(t)+ csin(t) ,
fir Kp=—1: r(t) = a cosh(t)+ ¢ sinh(t) .

Bei bekanntem r ist dann die Funktion b vermittels
(b/)2 - 1— (’f'/)2

berechenbar. In fast allen Féllen muss der Definitionsbereich von (r,b) auf ein geeignetes In-
tervall I eingeschrinkt werden, damit die Bedingungen r(t) > 0 und |r/(t)] < 1 erfiillt sind.

Bemerkung. Die Profilkurve der Pseudosphére ist iibrigens die Traktriz (Schleppkurve) mit
»Seillinge“ 1; siehe z.B. das Taschenbuch der Mathematik von BRONSTEIN/SEMENDJAJEW.

"Die Bezeichnungen ,,Spindel“, ,,Reif*, ,Hut* und ,,Pseudoreif* gehtren nicht zum allgemeinen mathematischen
Sprachgebrauch.
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Aufgabe 3. Die Gauflsche Kriimmung von Regelfliichen. Essei F: I x R — IE? die
Parametrisierung einer Regelfliche, wie sie in Abschnitt 5.3 beschrieben wurde (sieche diesen Ab-
schnitt insbesondere fiir die Bedeutung von S(¢) und A(t) ); allerdings seien o und E nun als
mindestens zweimal stetig differenzierbar vorausgesetzt. Im folgenden miissen die Singularitéten
von F aus der Betrachtung ausgeschlossen werden. Daher setzen wir R(¢) := IR\ S(¢) und
Gr = ({t} x R(t)) . Fiir jedes ¢t € I sei K;: R(t) — IR die Funktion s — Kp(t,s). Man
zeige:

(a) Fiir alle (t,s) € Gp gilt

det (o/ (), E(t), E'(t))?
Ke(ts) — — ( (pl(t’(s))4 (1)) 7

insbesondere erkennt man erneut Kp < 0.
(b) Tangentenflichen haben verschwindende Kriimmung.

(¢) Fiir jedes t € I gilt folgende Sequenz von Aquivalenzen:

Kp(t,s) =0 firein s € R(t) <= det(a/(t),E(t),E'(t)) =0 <= K;=0.

(d) Ist t € I ein Parameter, fir den K; = 0 gilt, so ist F; Kriimmungslinie zur Haupt-
kriimmung 0, mit anderen Worten: %Np(t, ) =0.

(e) Essei det (a/(t), E(t), E'(t)) # 0 (dann ist also R(t) = IR nach der Folgerung aus 5.3).
Fiir die Funktion K; gilt dann

K;<0 , minK;=—-1/A(t)? und lim Ki(s)= lim K;(s)=0.
S§—0O0 S——0Q
Man skizziere den Funktionsverlauf von K;. Ist « Striktionslinie, so hat man fiir K; die
besonders einfache Darstellung

i = = (w35

Bemerkung. Parametrisiert F' eine Regelfliche mit verschwindender Gaufscher Krimmung,
so ist nach (c) die Identitéit det(a/, E, E') = 0 erfiillt. Beispiele hierfiir sind Kegel und Zylinder
(vgl. Abschnitt 5.3). Ist die Regelfliiche nirgends zylindrisch und nirgends kegelférmig (letzteres
soll heilen, dass die Striktionslinie regulér ist), so handelt es sich bei der betrachteten Regelfldche
um eine Tangentenfliche (vgl. Aufgabe 3 aus 5.3). Es sei auch bemerkt, dass alle Kegel, Zylinder
und Tangentenflichen lokal aus Papier modelliert werden kénnen (vgl. Aufgabe 3 aus 5.6).

Aufgabe 4. Weitere Beispiele von Flidchen verschwindender Kriimmung. Es seien
I C R ein offenes Intervall und ~ : I — IE? eine regulire C3-Kurve positiver Kriitmmung; wei-
terhin sei E ein paralleles Einheitsnormalenfeld von v, vgl. Aufgabe 1 aus Abschnitt 4.1. Man
zeige (unter Benutzung der zitierten Aufgabe), dass die durch die Kurve  und das Einheits-
vektorfeld F beschriebene Regelfliche verschwindende Gaufische Kriimmung hat. Man sollte
also annehmen, dass diese ,,in der Regel“ die Tangentenfliche einer anderen Kurve § ist. Man
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iiberpriife dies, indem man ,in der Regel“ durch eine exakte Bedingung ersetzt und die Kurve
0 gegebenenfalls bestimmt.

Man folgere auch: Ist ¥ = F o a eine Kriimmungslinie einer C?-Fliche [F], so hat die Regel-
fliche, die mit Hilfe von v und Npoa« definiert ist, verschwindende Gauflsche Kriimmung. Man
mache sich diese Behauptung am Beispiel von Kurven klar, die auf einer Sphére verlaufen.

6.7 Die Gaufische Kriimmung als Maf} der Flichenverzerrung der Gauf3ab-
bildung

Es sei F : G — IE? eine C?-Flichenparametrisierung. Das Einheitsnormalenfeld Ny : G —
IE3 von F kann auch als Abbildung in die Einheitssphire S;(IE3) := {v € IE3 | (v,0) = 1}
angesehen werden; betrachtet man Np unter diesem Gesichtspunkt, so spricht man auch von
der Gauf-Abbildung der Flichenparametrisierung F . Die GauB-Abbildung ist also eine C'-mS-
Flachenparametrisierung einer sphérischen Fliche in ]E% .

Aufgabe 1. Die Flichenelemente der Parametrisierung F und der zugehorigen Gauf-
Abbildung Ng sind miteinander durch

pnp = |Kp| - pp

verbunden. Insbesondere gilt: Np hat genau dann in p € G eine Singularitéit, wenn p ein
parabolischer Punkt von F' ist.

[Tipp: Man wende das Lemma aus Abschnitt 6.6 auf das Quadrat des Formoperators an.]

Es sei p € G gegeben. Mit Hilfe des Mafitensors g von F definieren wir

Ur(p):={q¢€ R? lgp(¢ —p,g—p) < 7"2} und B, (p) :=U,(p) .

Natiirlich existiert ein r € Ry, so dass U,(p) in G liegt. Daher kann man fiir 0 < ¢ < r die
Flécheninhalte

Area(F|B:(p)) = / pr dA\?  des Flichenstiickes F|B.(p) und
B

e(p)

Area(Np|B:(p)) = / pny dX?  des Flichenstiickes Nz|B.(p)
B

e(p)

definieren, vergleiche den Schluss von Abschnitt 5.1.

Aufgabe 2.

.. Area(Np|B:(p))
[Kr(p)| = lim Area(FF!Ba(P))

Natiirlich wird hier insbesondere die Existenz des Grenzwertes behauptet.

Aufgabe 3. Ist p ein nicht-parabolischer Punkt von F', so existiert ein ¢ < r, so dass
Np|U.(p) eine C"~'-Immersion in die Einheitssphire von IE3 ist.
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6.8 Minimalflichen

Einleitung. Taucht man eine irgendwie gebogene Drahtschleife in eine Seifenlosung, so wird
sich beim Herausziehen der Drahtschleife in dieser ein Seifenhédutchen spannen, und zwar derar-
tig, dass es einen moglichst kleinen Flidcheninhalt hat. Zur Bestimmung dieser Fldche hat man
den Raum R aller Flidchen, deren Rand mit der Drahtschleife zusammenfillt, einzufiihren und
eine solche Fliche Fy € R zu suchen, fiir welche die Funktion

R — IR, F — Fldacheninhalt von F

ein Minimum hat. Diese Aufgabe der Variationsrechnung ist als Plateausches Problem bekannt.
Natiirlich denkt man dabei sofort an das notwendige Kriterium fiir lokale Extrema differenzier-
barer Funktionen. Diese Idee wollen wir nun verfolgen.

Wir starten mit einer singularitétenfreien C2-Flichenparametrisierung F : G — IE? und leiten
eine notwendige Bedingung dafiir her, dass bei lokalen (normalen) Deformationen von F', sich
der Flécheninhalt von F' nicht verkleinert. Um dies genauer auszufiihren, zunéchst eine

Definition 1. Unter dem Trdger Tr(\) einer stetigen Funktion A : G — IR versteht man
die abgeschlossene Hiille von {p € G| A(p) # 0}, und zwar ist die abgeschlossene Hiille in dem
Gebiet G zu bilden.

Mit CL(G) bezeichnen wir die Menge aller stetig differenzierbarer Funktionen A : G — IR mit
kompaktem Triager Tr(A).

Ist nun A € CL(G), so sei (Fr)‘)r cr die Cl-Einparameterfamilie der Abbildungen
F}:G—T, p— F(p)+rAp) Nr(p) . (+)

Diese Familie stellt iiber der Menge Tr(A) eine Deformation der Parametrisierung F' in Norma-
lenrichtung dar. (Deformationen in Tangentialrichtung braucht man nicht weiter zu untersuchen,
weil diese zu keiner Flidcheninhaltsinderung fiihren.)

Da (r,p) — ppr(p) eine stetige Funktion ist, ist Uy := {(r,p)|pp>r(p) > 0} eine offene
Umgebung von T{0} x Tr(\). (Man beachte, dass F' als singularitéiteﬂfrei vorausgesetzt wur-
de und Fj = F ist.) Wegen der Kompaktheit von Tr(\) existiert ein ey € IR, so dass
]—exn,ex] x Tr(A\) € Uy ist. Weil die Abbildungen F2 iiber G\ Tr()\) mit F|(G \ Tr()\)) iiber-
einstimmen, sind also die Parametrisierungen F fiir r €]—¢y,e)[ singularititenfrei.

Theorem.

(a) Fiir jede Funktion A € CL(G) ist die Funktion

AIR—-R, r— pra dA? = Flicheninhalt von F}Tr())
(A

in r = 0 differenzierbar und

fi(0) = —2/ A Hp-pp dX\? .
Tr(X)
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(b) Es gilt genau dann
fA0) = 0 firalle e CLG),

wenn die mittlere Kriimmung Hp identisch verschwindet.

Ist der Fldcheninhalt von F' in der oben beschriebenen Weise minimal, so gilt nach diesem
Theorem notwendigerweise Hrp = 0. Aus diesem Grund definiert man:

Definition 2. Eine C2%-Fliche [F] heiBt eine Minimalfiiche, wenn Hp = 0 ist.

Beispiele. Die Flichen [F;] aus Aufgabe 2 des Abschnittes 5.6 sind Minimalflichen. Insbe-
sondere sind also die Wendelflache und das Katenoid Minimalflachen. Trivialerweise sind ebene
Flachen minimal.

Beweis des Theorems. Zum Beweis von (a) fixieren wir ein A € CL(G). Die (nach obigem) positive Funktion

J—ex,ex[xG =R, (r,p) = ppr(p)

ist nach r stetig partiell differenzierbar. Daher ist nach dem Satz {iber die differenzierbare Abhéngigkeit eines
Integrals von einem Parameter die Funktion f\ in r = 0 differenzierbar und es gilt

£(0) = /Tr , Gror) 0.9 ).

Um den Beweis von (a) zu beenden, haben wir daher
Sloprr = —2X-Hp-pr (1)
zu zeigen. Durch Differentiation von (%) nach p erhalten wir
d,F(v) = dpF (v — 7 A(p) - Apv) + rdpA(v) - Nr(p)
und daher fiir den MafBtensor g, von F)
gro(u,0) = gp(u—7rA(p) Apu, v — 1 A(p) Apv) + 7 dpA(w) - dpA(v)
= gp(u,0) =27 A(p) - hp(u,v) + 17 - (A(P)? - gp(Apu, Apv) + dpA(u) - dpA(v)) -
Hieraus folgt
Sloso 9rin(®) = —2A(D) - hi(p) ,

also wegen g¢gr—o = ¢ und dem Satz aus 6.6

& lr—o det (9rx(P) = 5l
o 9r11(D)) - g22(p) + g11(p) - (&=|,_, gr22(p))

= —2X(p) - (h11(p) - g22(p) + g11(p) - ha2(p) — 2g12(p) - h12(p))

Unter Beachtung der Definition von ppx in 5.1 ergibt sich somit

Sl —oprrr(®) = omy - 55l o det (9rin(0)) = —2A(p) - Hr(p) - pr(p)

womit Formel (1) bewiesen ist.

Zu (b). Ist Hr = 0, so gilt infolge von (a) natiirlich f4(0) = 0 fiir jede Funktion A\ € CL(G). Ist jedoch
Hp(po) # 0 fiir ein po € G, so existiert ein Teilgebiet U C G mit po € U, auf dem Hp keine Nullstelle hat.
Dann kann man eine Funktion A € CL(G) mit folgenden Eigenschaften finden: 0 < A < 1, A(po) = 1 und
Tr(A\) C U. Esist A- Hr - pr eine stetige Funktion, die iiberall > 0 oder iiberall < 0 ist und nicht identisch
verschwindet. Fiir diese Funktion A gilt nach (a) f3(0) #0. O
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Aufgabe 1. Klassifikation der minimalen Rotationsflichen, Bonnet 1860. In dieser
Aufgabe soll bewiesen werden, dass eine Parametrisierung einer singularititenfreien Rota-
tionsfliche genau dann minimal ist, wenn sie einen Teil einer Ebene oder eines Katenoids para-
metrisiert. Sei also

F:IxR—IE*, (ts) (r(t) cos(s), r(t) - sin(s), b(t))
eine Parametrisierung einer singualritétenfreien minimalen C2-Rotationsfliche in TE?.
(a) Gilt ¥ =0, soist F eben.

(b) Gilt V'(t) # 0 iiberall, so ist F(I x IR) in einem Katenoid von IE*® enthalten; siche
Aufgabe 2 aus Abschnitt 5.6.
[Tipp: (E(?) darf man b(t) =t fir alle ¢ € I annehmen. Zur Behandlung der Differenti-
algleichung yy” = 1+ (y)? vel. z.B. W. WALTER, Gewdhnliche Differentialgleichungen,
§11.VI, oder man l6se sie mit Maple.]

(c) Gilt b'(tp) # 0 fiir ein ¢y € I, so hat V' keine Nullstellen.
[Tipp: @& V'|]to —€,to + €[ > 0; dann beachte man (b).]

Aufgabe 2. Klassifikation der minimalen Regelflichen, Catalan 1842. In dieser Auf-
gabe soll bewiesen werden, dass eine C2-Regelfliiche genau dann minimal ist, wenn sie eben oder
Stiick einer Wendelflidche ist. Wenn wir sagen, dass eine Regelfliche minimal ist, so meinen wir,
dass auf ihrem singularitdtenfreien Teil die mittlere Kriimmung verschwindet. — Sei im folgen-
den F: I xR — IE? die Parametrisierung einer Regelfliiche zu einem C2-Paar (a, E) ; siche
Abschnitt 5.3.

(a) In diesem Teil werde angenommen, dass F nirgends zylindrisch ist. Dann kénnen wir
(E voraussetzen, dass (F,E') = 1 und (¢/,E) = 0 ist (warum eigentlich?). In dieser
Situation beweise man:

(i) [F] ist genau dann minimal, wenn
det(E,d +sE' " +sE")=0 fiiralle (t,s)elxR (1)
gilt. Aussage (1) ist zu folgendem Gleichungssystem dquivalent

det(E,a/,a”") =0, det(E, o/, E") + det(E,E',a") =0 ,

det(E,E',E")=0. ®

(ii) Aus (1) folgt: Es ist E” = —E und es existiert ein Einheitsvektor az € IE3, so dass
E x E' = a3 und (a/,a3) = const. =: ¢ ist.
[Man betrachte E als Tangentenvektor einer Raumkurve v (wie denn?) und folgere
2y =1 und 7, = 0. Somit(?) beschreibt v einen Kreisbogen; folglich existiert eine
positiv orientierte ONB (a1, az,as) von IE3, so dass E = cos-aj +sin - ay ist. Daraus
folgt unter anderem (o, as) = det(a/, E, E') = const. ]

(b) [F] ist genau dann Stiick einer Wendelfliche, wenn [F] minimal ist und
det(a/(t), E(t), E'(t)) # 0 fiir alle ¢t € I gilt.

[,<“ o =X-E' +c-a3, wobei wegen () A konstant ist. Daher(?) ist « eine Schrau-
benlinie.
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(c) [F] ist genau dann eben, wenn [F] minimal ist und det(o/, E, E') =0 gilt.
[,<“: Nach Aufgabe 3 aus 5.5 gilt dann neben Hr = 0 auch noch Krp =0.]

Aus (b) und (c) folgere man nun: Ist [F] minimal, so ist [F] eben oder Stiick einer Wendelfliche.
Dass keine weiteren Félle auftreten kénnen, zeigt ein Blick auf die Gauflsche Kriimmung Kp .

Eine mit der Frage nach der Gestalt der von einer Drahtschleife umschlossenen Seifenhaut eng
verwandte Frage ist die Frage nach der Gestalt von Seifenhéuten, die frei im Raum schwebend
ein festes Luftvolumen umschlieBen. Eine solche Seifenhaut spannt sich so, dass sie unter der
Nebenbedingung, dass das von ihr umschlossene Volumen konstant sein mdge, eine minimale
Oberfliche hat. Um diese Fliche zu bestimmen, hat man den Raum R aller geschlossenen
Flidchen, die ein bestimmtes, fest vorgegebenes Raumvolumen umschliefen, zu betrachten, und
eine solche Fliche Fy zu suchen, fiir welche die Funktion

R - R , F +— Flacheninhalt von F

ein Minimum hat. Man kann dieses Problem #hnlich wie das vorherige behandeln; als die zur
Bedingung des Teil (b) des obigen Theorems analoge lokale Charakterisierung ergibt sich in
dieser Situation die Bedingung, dass die mittlere Kriimmung Hp konstant ist. Aus diesem
Grunde interessiert man sich fiir die wie folgt definierten Fléchen:

Definition 3. Eine C2-Fliche [F] ist eine Fliche konstanter mittlerer Kriimmung (andere
Namen: eine constant mean curvature surface, eine CMC-Fliche), wenn Hp konstant ist.

Beispiele. Einfache Beispiele fiir CMC-Fléchen, die keine Minimalflichen sind, sind Sphéren
und Kreiszylinder.

Man kann zeigen, dass die Sphéren die einzigen kompakten CMC-Flachen ohne Selbstdurch-
dringungen (d.h. derart, dass F' injektiv ist) sind. Das entspricht ja auch unserer Anschauung:
Jedes Kind weif}, dass Seifenblasen Kugelgestalt haben.

Lange Zeit war unklar, ob es neben den Sphéren noch andere kompakte CMC-Flichen gibt;
H. HoprF hatte Mitte des 20. Jahrhunderts die Vermutung aufgestellt, dass dem nicht so ist.
Erst 1986 hat H. WENTE diese Vermutung widerlegt, in dem er Beispiele fiir kompakte CMC-
Fléchen konstruiert hat, die die Topologie eines Torus besitzen. 1991 hat dann KAPOULEAS
gezeigt, dass es auch kompakte CMC-Flichen ,,vom Geschlecht ¢ “ fiir jedes g > 2 gibt. Dabei
benutzten sowohl Wente als auch Kapouleas fiir ihre Konstruktionen auf sehr anspruchsvolle
Weise Methoden der Theorie partieller Differentialgleichungen. — Da alle diese CMC-Fléachen
Selbstdurchdringungen aufweisen, kommen sie als Seifenblasen nicht vor.
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